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Zadani prace

Cilem prace je seznamit se s vlastnostmi superintegrabilnich hamiltonovskych
systému, tj systému, jejichz dynamika povoluje existenci vice nezavislych in-
tegraltl pohybu nez je pocet stupiu volnosti.

Ukolem je

1) prostudovat a pochopit zdkladni definice tykajici se dané problematiky,
tj. pojmy superintegrabilita, separabilita a jejich vzajemnou souvislost,

2) proverit zakladni vysledky tykajici se kvadraticky superintegrabilnich
systémi se skaldrnim potencidlem ve 2 rozmérech a seznamit se se zndmymi
vysledky ve 3 rozmérech ohledné klasifikace takovych systému, zejména
se strukturou 11 t¥id kvadraticky integrabilnich potencidlu separabilnich v
ruznych ortogonéalnich soufadnicich,

3) prostudovat publikované vysledky tykajici se integrabilinich a superinte-
grabilnich systému s magnetickym polem,

4) pokusit se zobecnit piipady tiirozmérné kvadraticky integrabilnich systému
s vektorovym potencidlem, jejichz integrdly pohybu maji obecnéjsi tvar nez
integraly odpovidajici vyse zminénym 11 ti{dam.
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Uvod

Integrabilni a superintegrabilni systémy hraji ve fyzice dilezitou roli;
jako jedny z madla jsou exaktné feSitelné, ¢imz nam poskytuji nejen detailni
pohled na dany systém a jeho vyvoj v Case, ale téz slouzi jako zdklad mnoha
dalgich modelu.

Linearni harmonicky oscilator a Kepler-Coulombuv systém jsou piikladem
superintegrabilnich systému a oba jsou feSitelné analyticky i algebraicky,
¢imz si zaslouzily jak své stale misto ve vSech standardnich kurzech fyziky,
tak i intenzivni vyzkum a dalsi zobecnéni.

V této préci se po zopakovani pojmu s témito systémy seznamime,
odvodime jejich zdkladni vlastnosti a posléze zkusime zobecnit nékteré vysledky,
které byly publikovany v neddvném ¢lanku [1].



1 Uvodni pojmy

V této kapitole vylozime nutné pojmy nejprve z klasické a kvantové mechaniky;,
které jsou potiebné pro pochopeni dané problematiky, a posléze definujeme
ustfedni pojem celé prace - superintegrabilitu.

1.1 Klasickd mechanika

A¢ by to moznd bylo efektivnéjsi (urcité vsak efektnéjsi [2]), nebudeme
zde vétsinou pouzivat jazyk diferencidlni (symplektické) geometrie, protoze
ho pozdéji ani nevyuzijeme. Fézovy prostor pro nis tedy bude R?" s n
soufadnicemi polohy ¢; a n soufadnicemi hybnosti p;. Systém popisujeme
Hamiltonidnem - funkci na fazovém prostoru majici fyzikalni vyznam celkové
energie. Dynamika systému je dana Hamiltonovymi rovnicemi

dqg; OH @_ oH

- = = =1,...
dt  Op;’ dt dq;’ T e

Reseni téchto rovnic udava trajektorii systému.
Pro studium klasické mechaniky mé zdsadni vyznam zavedeni nasledujici

operace.

Definice 1.1 (Poissonova zavorka) Poissonova zdvorka dvou funkci
f(a,p), g(q, p) je operace pritazujici funkci

{f9}ap) =) (ﬁ@ ~ ﬁ@).
j=1

dq;j Opj  Op; g

Tvrzeni 1.1 (Vlastnosti Poissonovy zavorky) Poissonova zdavorka je bi-
linedrni a antikomutativni a navic splniuje

{f,{g,h}} + {9, {h, f}}+{h,{f,9}} =0 Jacobiho identitu,
{f,gh} =g{f,h}+{f,g}th Leibnizovo pravidlo,

pro véechny funkce f, g, h.
Nase vychozi soufadnice splnuji komutacni relace

{gj,a} =0, {pj.pe} =0, {g;.pc} =,
coz nas motivuje k nasledujici definici.

Definice 1.2 (Kanonické souiadnice) Soubor 2n soutadnicovijch funkci
Q(q,p), P(q,p) nazveme kanonickym, spliuji-li tytéz komutacéni relace,
neboli

{Q;,Qk} =0, {P;,P}=0, {Qj, P} =0dj



Kanonické soufadnice jsou skutetnymi soufadnicemi na fazovém pros-
toru, tj. muzeme (alespon lokélné) vyjadrit g, p jako funkce Q, P. Dulezitou
vlastnosti Poissonovy zavorky je jeji invariance vuéci kanonické transformaci.
Jakékoliv transformace q’(q), p’(q,p) takova, ze q§ z4visi pouze na q a p;»

ma predpis
8qj
l - Z 8 / bj

je vzdy kanonicka.
Hamiltonovy rovnice muzeme nyni pirepsat jako

de dpj
dt { ’q.?}7 dt { ’p]}

a pro libovolnou funkei F(q, p,t) podél trajektorie q(t), p(t) bude platit

dF OF dq] oOF dp; GE OF OH OF OH
dt Z 8q] dt Z 8p dt ot Z (8q] Opj 8p] 8q]>
_or
= +{F, H}.

Definice 1.3 (Integral pohybu) O funkci F rekneme, Ze je integrdlem
pohybu, pokud podél trajektorie q(t), p(t) plati

aF
dt

Hledéni integrélu pohybu je v klasické mechanice velmi zasluznd ¢innost;
snizuje ndm dimenzi variety, na kterou je pohyb vazdn (¢imz vlastné mame
odhad na maximalni pocet integrali pohybu, a to 2n — 1) a vynucuje také
néjakou symetrii zkoumaného systému. Stézejni poznatek, ze to plati i
obracené, tedy ze ze symetrie plyne existence integrdlu pohybu, je znam
podle své autorky jako teorém Noetherové.

=0.

V celé praci budeme uvazovat Hamiltonidny, které jsou na ¢ase nezavislé,
¢imz automaticky dostdvame nas prvni integral pohybu. Stejné tak dalsi
integraly budeme hledat na ¢ase nezavislé, budeme tim pddem casto (vlastné
poiad) vyuzivat ndsledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.2 (O integralech pohybu) Funkce F(p,q) je integrdlem po-
hybu, prdavé kdyz plati {F,H} = 0.

Snadno se z vlastnosti Poissonovy zavorky ukéze, ze mame-li 2 integrély
pohybu, pak linearni kombinace a dokonce i jejich Poissonova zavorka jsou
integrdly pohybu. Nic nam ovSem nezarucuje, ze takhle nalezené integraly
pohybu budou nezavislé nebo prinesou néco nového. Nezavislost myslime v
nésledujicim smyslu.



Definice 1.4 (Funkciondlni nezavislost) Méjme mnozinu

F = (fl(q, D),..., [n(q, p)) N hladkijch funkct definovangch na néjaké oblasti
2n-rozmérného fazového prostoru. Rekneme, Ze F je funkciondlné nezdvisld,
md-li matice N x 2n (%7 %) hodnost N na celé oblasti. Md-li matice hod-
nost nizsi neZ N, rekneme, Ze F je funkciondlné zdvisld.

Je-li teda mnozina f. zavisla, existuje nenulova hladka funkce F° N
proménnych, ze F(f1,...,fn) = 0 identicky na dané oblasti. Obracené
plati, ze existuje-li takova F', je hodnost pfislusné matice nizsi nez N. Je
ziejmé, ze mnozina, kde N > 2n, je funkciondlné zavisla.

Definice 1.5 (Integrabilita) Systém s Hamiltonidnem H nazveme inte-
grabilnim, pokud povoluje n integrdlu pohybu Fy = H,Fs, ..., F,, které
jsou funkciondlné nezdvislé a navzdjem v involuct, tj.

{F“FJ} =0

Je-li ngjaky systém integrabilni, jsme schopni pfislusné pohybové rovnice
vyfesit primo integraci (tj. nejhorsi, co se muze stat, je feSeni v kvadraturéch).

Uvazujme nyn{ integrabilni Hamiltonidn H s integrdly pohybu F; s
piislusnymi konstantami ¢;. Z funkciondlni nezavislosti plati, Ze jsme schopni
vzdy nalézt kanonické souradnice takové, pro néz det(%) # 0, takze z véty
o inverzni funkci muzeme vyfesit n rovnic Fj(q,p) = ¢; pro hybnosti a
dostaneme p; = p;(q,p). Znamena to, Ze pro ¢astici s polohou q lezici na
pruseciki nadrovin F; = ¢; je hybnost plné urcena. Existuje tak funkce S
(typicky se ji fiké akce nebo hlavni funkce Hamiltonova), pro kterou plati
pj = g—fj. Kdyz dosadime do integrala, mame Fj(q, %) = ¢j, pficemz po

oznaceni E = ¢; dostaneme tzv. Hamilton-Jacobiho rovnici

H(q,gi) _E

Tato rovnice je zajimavéa (nejen) tim, ze narozdil od Hamiltonovych po-
hybovych rovnic, coz je soustava 2n obycejnych linearnich diferencidlnich
rovnic 1. fadu, pfedstavuje H.-J. rovnice nelinedrni parcidlni 1. fadu, lze
na ni tedy pouzit zase jiné metody, které tfeba mohou piinest lepsi vysledky.

Reseni H.-J. rovnice, které zavisi netrivialné na parametrech c, se nazyva
Uplny integrdl. Muzeme na to jit z druhé strany a zjistime, ze uplny integral
H.-J. rovnice uréuje n integralt pohybu, které jsou v involuci, coz lze vyjadiit
ve formé nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 1.3 (Souvislost integrability a dplného integralu) Systém s
Hamiltonidnem H je integrabilni, prdvé kdyz k H existuje tplny integrdl.
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Jednou z mocnych metod, jak ukédzat, ze je néjaky Hamiltonidn integra-
bilni, je zkonstruovat tplny integral pomoci aditivni separace proménnych,
tj. ve tvaru

S(a,t) = S1(q1) + .- Snlgn) + So(t)

1.2 Kvantova mechanika

V této podkapitole poddme piehled téch nejzdkladnéjsich principti a poz-
natka nutnych k pochopeni kvantovych integrabilnich systému.

Fyzikélni stav je v kvantové mechanice reprezentovan jako jednorozmérny
podprostor Hilbertova prostoru nad télesem C. Standardné se Hilbertiuv
prostor systému s n stupni volnosti bere L?(R",d"z), na kterém méme
skalarni souc¢in definovy jako

(f.g) = / Fo09(x) d'r.
]R’l’l

Fyzikalnim veli¢indm (pozorovatelnym) pfifazujeme samosdruzené operatory
(ty maji redlné spektrum, coz potiebujeme, jelikoz nase méfici pristroje
neum{ méfit komplexné [3]). Pro teorii je téz dulezité urcit defini¢ni obor
piislusného operatoru, coz zde ovSem rozebirat nebudeme a vzdy budeme
predpokladat, ze operatory jsou definované vsude tam, kde potfebujeme.

Nejvice zajimavé pro nés jsou pozorovatelné poloha resp. hybnost, kterym
v kvantové mechanice prifazujeme operatory nasobeni piislusnou souradnici
resp. derivace podle pfislusné soufadnice, tedy

. . 0
%’-)ijxj, pj%PjZ—Zhaixj.

Bereme-li klasicky Hamiltonidn ve tvaru H = ﬁ Z;L:l p? +V(q), pak kvan-

tovy Hamiltonidn vytvoiime podle principu korespondence (”ostiiskujeme”)

Na mnoziné operatori muzeme definovat bilinedrni operaci zvanou ko-
mutdtor [A, B] = Ao B— Bo A, kde o znaéf sklddan{ operdtorti. Operatory
polohy a hybnosti spliiuji stejné komutaéni relace jako jejich klasické protéjsky,
tzn. o o o

(X5, Xe] =0, [P, B]=0,  [Xj, D] = hdj.

Abychom mohli sou¢asné méfit ruzné veli¢iny s libovolnou presnosti, musi
spolu operatory veli¢inam prifazené komutovat.
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Casovy vyvoj kvantového systému je dan tzv. casovou Schrédingerovou
rovnict

0 N
hU(t) = HU(1)

Hamiltonidn je samosdruzeny operator, z funkciondlni analyzy [4] tedy vime,
ze evolu¢ni operator definovany jako

U(t) = exp -
je vlastné silné spojitd jednoparametrické grupa unitdrnich operatort uréend
operatorem H. Stav v libovolném ¢ase ¢ je pak uréen pomoci stavu v case 0
vztahem W(t) = U(t)¥(0). Jsme-li schopni najit bézi vlastni vektory Hamil-
tonidanu, muzeme libovolny vektor spolu s jeho ¢asovym vyvojem rozepsat v
béazi a dostaneme tim casovy vyvoj systému. Prislusna rovnice pro vlastni
cisla
HY = EV

se nazyva bezcasovd Schrodingerova rovnice a mé stézejni vyznam v kvan-
tové mechanice.

V kvantové mechanice mtzeme také definovat integraly pohybu. Budeme
ovSem uvazovat pouze operatory na ¢ase nezavislé, pro ty s explicitni ¢asovou
zévislosti bychom museli zavést Cas. derivaci operatoru, nebudeme si to
viak zbytetné komplikovat. (Casové zédvislé se i v praxi vyskytuji jen velmi
ziidka)

Definice 1.6 (Kvantovy integral pohybu) Operdgtor A nazveme integrdlem
pohybu, plati-li
[H, Al = 0.

Pokud operator komutuje s Hamiltonidnem, muzeme v Hilbertové pros-
toru zvolit takovou béazi, kterd bude obsahovat spole¢né vlastni funkce operatoru
H a A. Pro popis systému je dilezité najit nejvétsi mnozinu komutujicich
pozorovatelnych, nazyvanou upind mnoZina pozorovatelnyjch, coz nés prirozené
vede ke kvantové integrabilité.

Definice 1.7 (Kvantova integrabilita) Kvantovémechanicky systém vn
dimenzich je integrabilng, existuje-li n integrali pohybu F;, j =1,...,n,
které splnuji ndsledujici podminky.

e Jsou to dobre definovdné samosdruzené operdtory v obalové algebrte
Heisenbergovy algebry H,, nebo jsou to konvergentni rady v bazickijch
vektorech X, P;.

e Jsou algebraicky nezdvislé v tom smyslu, Ze kaZdy uplné symetricky
polynom je identicky nulovy.
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e Po dvou spolu komutugi.

Tato definice vyzaduje narozdil od klasické integrability dodateény komentar
(az na 3. bod, ten je jasny). Prvni bod ndm jednoduse iika, ze bereme
polynomy tvoiené Xj,f’j (stdle méme na paméti, ze na poradi operdtoru
obecné zélezi) nebo operatory definované jako "mocninné rady” z poloh a
hybnosti, napf. (jiz tedy vySe bez porddné definice zminény) exponencidlni

operator
o0
Xn
exp X = Z F
n=0

Funkciondlni nezdvislost je u klasické integrability dobie zduvodnény pozadavek,
je ovSem obtizné tento koncept prenést do kvantové mechaniky. V této préci

se budeme drzet algebraické nezévislosti [5]. Uplné symetricky polynom

je takovy, ktery kdyz obsahuje monom aS;S;, obsahuje i monom aS;5; a
my chceme, aby kazdy takovy polynom v integralech pohybu byl identicky
nulovy.

1.3 Superintegrabilita

Nyni ke klicovému pojmu této prace - superintegrabilité.

V celém textu budeme uvazovat polynomidlni (super-)integrabilitu, tj.
vSechny integraly pohybu budou polynomy v hybnostech. Kvantova analogie
tohoto pojmu je (super-)integrabilita konecéného tddu, u které pozadujeme
integraly pohybu jako diferencialni operatory koneé¢ného fadu. Od nynéjska
nebudeme mezi nimi rozliSovat a stejné tak budeme pfivlastky vynechavat,
takze bude-li fe¢ o (super-)integrabilité, mame tim vzdy na mysli poly-
nomialni nebo kone¢ného fadu. Pro takovéto integraly muzeme definovat
7dd, ¢imz myslime fdd daného polynomu v hybnostech.

Definice 1.8 (Superintegrabilita) Systém nazveme superintegrabilnim,
je-li integrabilnim a navic povoluje dalsich k = 1,...n — 1 nezdvislych in-
tegralu pohybu.

Po integralech pohybu, které jsou tam navic, zadame jen to, aby komutovali
s Hamiltonianem - jiz nemusi byt v involuci s ostatnimi. Je-li £ z predchozi
definice rovno 1, systém se nazyva minimdlné superintegrabilni, je-li rovno
n — 1, nazveme ho maximadiné integrabilnim. Vlastnosti maximélné integra-
bilnich systému je jejich algebraickd fesitelnost bez nutnosti integrace; kazdy
integrél pohybu definuje nadplochu a pohyb musi lezet na pruseéiku vsech
téchto nadploch, tedy na kiivce. Je-li kiivka uzaviend, musi byt pohyb
nutné periodicky - Kepleruv problém je piiklad max. superintegrabilniho
systému.

13



Zajimavou otazkou, kterou zde ovSem nebudeme rozebirat, je struktura
poissonovské algebry integralu pohybu, kterd bude jisté netrividlni, protoze
nepozadujeme involuci, ale na rozbor zatim nemame potrebny aparat.
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2 Integraly pohybu

V této kapitole se budeme vénovat hlavné integraluim pohybu 2. fédu
- kvadratickych v hybnostech. Odvodime podminky pro integrabilitu a
zaroven tedy separabilitu ve 2 rozmérech a strucné se zminime o stejné
problematice ve 3 rozmérech.

2.1 Kvadratické integraly na dvourozmérném plochém pros-
toru

Uvazujme obecny Hamiltonidn se skaldrnim potencidlem na dvourozmérné
varieté s plochou metrikou ds? = \(z,y)(dx? + dy?) tvaru

1
H=——(p}+p3) +V(x,y).
e (p1 +p3) + V(z,y)

Hamiltonidn je sudy v hybnostech, jakakoliv funkce, ktera s nim pois-
sonovsky komutuje, muze byt volena jako suda nebo lichd v hybnostech (pro
nas to tedy znamend, ze integral pohybu nebude mit linedrni piispévky).
Muzeme tedy obecny integral 2. fadu vyjadfit jako

X= > o ypip;+ W(z,y)
=12

Podminka {X, H} = 0 po roznasobeni vypadd nasledovné

A
(p3+p3)+V2) (et pr+at?ps) —

1 [P (@pipj+We)+pa(ay pipj+Wy)| = (=33

A
(= 327 +p2) +V3) (@p1 +a”p2) = 0,

kde dolni indexy u vSeho kromé hybnosti zna¢i parcidlni derivace.
Kdyz dédme k sobé ¢leny 0. az 3. fadu, dostaneme sadu rovnic zvanych
Killingovy

of = Rel R sl
g y Mo M
20f +af = —Tralt = Ttal Q=12 0]
a rovnici pro W
2
k=1

Funkce W je dostatecné hladka, takze musi spliiovat podminku kompatibil-
ity 0, W, = 0,W, ze které plyne Bertrand-Darbouzova rovnice

(Aa'?)s — (Aalh),
A

(Ae?)s — (Aa'?),

(Vyy—Vm)an—ny(an—a22) = h\

Vet

v,
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Budeme-li nyni uvazovat kvantovy Hamiltonian
s (PE+PE) + V(a,y),

obecny integral 2. Ffadu muzeme zapsat jako kvantovy analog klasického,
tedy bez linarnich ¢lent jako

[\DM—A

2
Z 69 (w,y), PPy} + W(z,y),

kde { , } je antikomutdtor a operdtory &%, W interpretujeme jako nasobeni
prislusnou funkei.

Po pimém vypoctu zjistime, ze podminka [H, X] = 0 je splnéna pravé
tehdy, kdyz plati Killingovy a Bertrand-Darbouxova rovnice, z ¢ehoz dostavame
tvrzeni.

Tvrzeni 2.1 (Klasickd a kvantova korespondence) Je-li X integrdl 2.
Tadu pro Hamiltonidan H, potom diferencidlni operdtor X komutuje s kvan-
tovym Hamiltonianem H. Specidlné, je-li H supermtegmbzlm pro potencidl
V, bude H superintegrabilni pro stejny potencidl V.

Predchozi tvrzeni obecné neplati pro integraly vyssich rddu [6] a to je
taky jeden z divodt, pro¢ jsou integraly 2. fadu nejvice prozkouméany. V
nasledujici podkapitole se ale trochu o integralech n-tého fadu zminime,
protoze nékterd tvrzeni pro né zustavaji v platnosti.

2.2 Integraly n-tého radu ve 2 rozmérech

Nase tvahy budou probihat na dvourozmérném euklidovském prostoru a nas
Hamiltonian bude tvaru

H=pi+ps+V(z,y),

¢imz se ndm drasticky zjednodusi rovnice odvozené v minulé podkapitole.
Nebudeme se zde vubec zabyvat kvantovymi integrély pohybu protoZe kvuli

7.

Tvrzeni 2.2 (Klasicky integral n-tého fadu) Klasicky integrdl n-tého
7ddu pro na§ Hamiltonidn md tvar

w\:

-2

j n—j—21

Z (T, y)pipy T,
7=0

a plati nasledugjici
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Funkce fj2 a potencidl V' spliugi rovnice

Ofj—121 . Ofja . ov oV
— g 4 9 N D= fir19-2—(N—=2142—j)—=— fi9_o.
0 pe + ay G+ )(% fit1,21—2—( +2—7) oy fio1—2
e fir=0, §<0,k<0, j+k>n,kliché.

Vsechny polynomy v X maji stejnou paritu.

Ridict éleny (Fddun prol = 0) jsou polynomy Fddu n v obalové algebre
euklidovské algebry es s bazi (p1,p2, L3).

L3 zde bereme jako 3. slozku momentu hybnosti, tj. L; = € pzipr. 1.
bod plyne z rozsiteni Killingovych rovnic na integrdly vyssich fadu, 2. a 3.
jsou jasné a 4. bod, klicovy pro naSe nadchazejici ivahy, dostaneme jako
dusledek teseni Killingovych rovnic pro [ = 0.

2.3 Separabilita ve 2 rozmérech

V této podkapitole si jako piiklad odvodime separabilitu ve 2 rozmeérech.
7 ptedchoziho vime, ze mdme 2 sady rovnic; prvni pozaduje, aby vedouci
cleny byly v obalové algebfe eq, tj.

~ Ofj—10 | Ofj0

0= 1 =0,...,3.
aa: + ay? j ) )

Druha sada je dana rovnicemi pro j = 0,1

Ofj-12
: 2
ox * oy

0fja . ov OV
L2 (j+ 1)87]2'—1—1,0 - (2- J)afyfj,o-

0=2

Integral pohybu muzeme rozepsat jednak nasledovné

X = f2,0p% + fir,opip2 + fo,op% + fo,2,

druhak ho podle predchozi tvrzeni muzeme napsat jako (bez tjmy na obec-
nosti lze jednu z konstant, napi Ag g2, polozit rovnu 0)

X = Ao oL3+2A110p1L3+24A1 019203+ Ao 2.0(pT —p3)+2A0.1.1p102+ fo 2-
Tim dostaneme ztotoznéni

fa0 = A20.0y® — 24110y + Ao20,
foo = Azp0x? + 241017 — Ao 2,
fi0=2(— As00zy + A1102 — A101y + Aoa,1).

a pro funkci foo plati rovnice
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0

fo,2 — oV + flOV
ox

Ofo2 _ f10

Jy

7 ¢ehoz po dosazeni dostaneme rovnici kompatibilty

Pfoo  *foz (

dxdy  Oyox

— Az o0y + A110z — A0y + Ao11) (Vae — V)

+ (Az,0,0( z? —y )+2A101$+2A110y—2A0,2,0)V:cy
3( A200y+A110)V +3(A200:E+A101)Vy:0.

Hamiltonian je invariantni viéi euklidovskym transformacim, mizeme
se tedy podivat, co se stane po transformaci

x’ cos¢p —sing T a
<y,> = (singzb cosé ) \y + K ¢ €10,2m), a,beR.
Integrél pohybu zapiSeme v bazi (p), ph, L5)
X = Ay, 0L3 +2A1 1 001 L3+2A1 0195 L3+ Aq 2 0P1 +Ao 0, 2D +2A0 11P1Pa+ 0.2,
pricemz pievodni vztahy vypadaji nasledovné

A,2,070 = A2,0,0
110 =bAz00+cospAi 10 —singAip;,
Al g1 = —aAyp0+sinpAs 0+ cospAip,
011 = —abAz g0+ (bsing — acos ¢)A1 1,0+ (asing + beos ) A1 01
+ cos 29 Ag 1,1 + sin2¢Ap 2.0,
020 = b? Az 0.0 + 2b(cos pA1 10 — sin A1 g1) — sin2¢Ag 11 + cos 2 A0 2.0,
67072 = a2A2,070 —2a(sin pAj,1,0 + cos pAi 1) +sin2¢Ag 1,1 — cos2¢Ag 2.
P1i této transformaci existuji 2 invarianty; jeden neni tézké uhadnout:

I = Azp00. Druhy uz neni na prvni pohled vidét a zabere nam trochu
pocitani

Iy = 4(A20,0A01,1 — A1,1,0A1,o,1) (243004020 — A7 10+ AT 1) :

Muzeme tedy fesit pro ruzné hodnoty I, I5 a dostaneme 4 moznosti:

Kartézské souradnice: I; = I, = 0 dostaneme rovnici kompatibility
Viy = 0, takze potencidl je separovatelny jako Vo = f(x) + g(y), kde f,g
jsou libovolné funkce.
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Polarni souradnice: [; =1, I = 0 ndm d4a rov. kompatibility
—2y(Vaw — Vi) + (2% — y*)Vay — 3yVy + 32V, = 0,
kterd pti prechodu do polarnich soufadnic x = cos ¢, y = sin ¢ nabude tvaru
2
;V¢ + Vir =0,

kterou jsme schopni vyftesit jako

Vi = (1) + ~59(6).

Parabolické soutadnice: [} =0, I, =0 s rov. kompatibility
T (Vazw — Vi) +2yVy + 3V, =0,

£2—n?

jenz v parabolickych soutfadnicich z = =", y = &{n vypadd
1 2(8Ve —nVy)
gVee=Vin) + =5 5 =0,
a tu fesi funkce
_ f(€) +9(0)
S/

Eliptické souiadnce: I; =1, I, =% # 0 a rovnice kompatibility
—2y(Vaoo — Vi) + (2% — y* — 1*)Vay — 3yV, + 32V, = 0,
kterou muzeme separovat v eliptickych soutradnicich

x = lcosh pcos ¢,

y = lsinh psin ¢,

na vyraz

flp) +9(¢)
— cosh?(p) + cos2(¢)
Pokud existuje dalsi integral pohybu, systém je superintegrabilni a je
separovatelny ve vice souradnych systémech.

Vi =
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2.4 Separabilita ve 3 rozmérech

Velmi podobnym zptisobem bychom postupovali ve tfech rozmérech, jen
bychom generdtoru euklidovské algebry es méli 6 - (p1, p2, ps, L1, Lo, L3) a
transformace souradnic by méla tvar

x x a
vy =A-ly|l+|0], AeSO(@3), abceR.
2 z c

Dostali bychom tak 11 soufadnych systému, ve kterych je Hamiltonian sep-
arovatelny [8]. Zajimavé je, ze téchto 11 systému je totoznych s témi, ve
kterych je mozna separace Helmholtzovy (rov. na vlastni funkce Laplacidnu)
rovnice [5].
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3 Hamiltoniany ve 3 rozmérech za pritomnosti stat-
ického magnetického pole

V ¢lancich [1, 9] se neddvno zacaly hledat superintegrabilni Hamiltonidny,
které neobsahuji pouze skalarni potencial, ale i vektorovy. Nejdiive zde
shrneme zakladni vysledky a vztahy a poté se pokusime o mirné zobecnéni
dvou piipadu uvedenych v prvnim ¢lanku.

3.1 Magnetické pole

Uvazujme Castici pohybujici se pod vlivem statického elektromagnetického
pole popsaného Hamiltonidnem
1 — =/ 2 R

H= i(p + A(Z))* + V(Z)
kde A(Z) a V(&) jsou pouze funkcemi soufadnic a jednotky jsou voleny tak,
aby hmotnost ¢astice byla 1 a jeji ndboj —1. Pohybové rovnice plynouci
z tohoto Hamiltonidnu jsou kalibra¢né invariantni, tedy stejné pro vSechny
potencialy tvaru

AZ) = A@) + VA@), V(@) =V(),

pro libovolnou funkci A(Z). Coz znamend, ze vyhodnéjsi je misto potencidlu
pocitat s intenzitou mag. pole

J

B=VxA.
V kvantovém piipadé vypadd Hamiltonidn néasledovné (]5] = —ih% a
Xj=1))
13
H =) (BiF;+FA;(@) + 4;(2)F) + 4;(2)4;(2)) + V(Z)

1

pticemz operatory A;(Z) a V(Z) pusobi na vlnové funkce jako nésobeni
funkcemi A;(Z) a V(Z). Na kvantové trovni se kalibraéni invariance projevi
jako unitarni transformace Hilbertova prostoru. Berme

- ?

Up(Z) = exp(3 A(T)) - ().

Aplikujeme-li tuto trasnformaci na stavy a pozorovatelné, dostaneme
ekvivalentni popis téze fyzikalni reality v feci

P — W = U, O— 0 =U0U".
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Coz tedy znamena, ze se nasledujici pozorovatelné transformuji kovariantné,
neboli

(Pj—i-fij)—>ﬁ(pj+14j)(7T=pj+Aj/, Vo UovUt=v.

Dynamika kvantového systému nemusi zaviset pouze na intenzité B. Pii
netrividlni topologii konfigura¢niho prostoru (ne, ze bychom zde na takovy
pripad narazili, ale je dobré na to upozornit) nemusi byt vsechny potencialy
ff(i") indukujic{ stejné magnetické pole B kalibraéné ekvivalentni [10]. To-
muto jevu se fikd Aharonov-Bohmuv efekt.

Uvazujme nyni integrdly pohybu, které jsou nejvyse 2. fadu v hyb-
nostech. Jelikoz je nas systém kalibrac¢né invariantni, bude pro nas lepsi
pracovat s kalibra¢né kovariantnimi vyrazy

pl=pi+ 4y, PA=PitA;
Operétory spolu nekomutuji, ale splituji komutaé¢ni relace
[PJA, P]?] = —iﬁejlel, [PJA7 Xk] — _ihéjk

stejné jako jejich klasické protéjsky splnuji analogické relace pro Poissonovy
zavorky.
Obecny integral 2. fddu muzeme klasicky zapsat jako

2

3 3 3

1

A A A A N A o

X:Zhj(x)pj Py +5 E = legralng (Dpipi + E sj(Z)p; +m(T).
Jj=1 Jyk,l=1 j=1

Z podminky, Ze integral poissonovsky komutuje s Hamiltonidnem, dostaneme
rovnice 3., 2., 1. a 0. fadu v hybnostech, které vypadaji nasledovné:
Treti Tad:

axhl = 0, ayhl = —81713, Ozhl = —8In2,

axhz = —8yn3, 8yh2 = 0, 8zh2 = —ﬁynl,

axhg == —8Zn2, ayhg = —82711, 8Zh3 = 0,

V.-in=0.

Druhy rad:

0281 = na By — n3Bs,
Oysa = n3 B3 — n1 By,
0,83 = n1 By — na By,
Oys1 + Opsy = ni1 By — noBy + 2(hy — ho)Bs,
0,51 + 083 = n3By; —n1Bs + 2(hg — h1) Bo,
0yS3 + 0,52 = naBz — n3 By + 2(ha — h3)By.
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Odsud snadno plyne, ze

Prvni fad:
(%m = 2h16$V + ngayV + ngan + S3BQ — 82B3,
Orm = n3z0,V + 2h28yV 4+ n10,V + s1B3 — 8381,
Oxm = n90,V + nlé?yV + 2h30,V + s9B1 — s1Bs.

Nulty rad:

Rovnice pro teti fad se nezméni, nebude-li magnetické pole viibec pfitomno,
muzeme tudiz pouzit vysledku, kterych jsme dosahli ve 2. kapitole. Ty
fikaji (resp. fikaly pro dimenzi 2, ale zobecnéni do dimenze 3 je nasnadé),
ze ¢leny nejvyssiho fadu v integrdlu jsou rovny linedrni kombinaci souc¢inu
generatoru euklidovské grupy. Vyjadiime-li nas integral explicitné v kovari-
antnich vyrazech, dostaneme

= Y eV Y +Zsj Z)pst + m(@),

1<a<b<6

kde Y4 = (pft, pg, p, 154, 144, 14, l]A = ki ejklackpf‘ a ag € R. Funkce
ﬁ, 71 vyjadiime pomoci konstant «,; nasledovné

hi = agey” + (—asez — a16)y + ass2” + a1z + aat,

hy = ager? + (—auez + o) T + sz — gz + aoa,

hy = assa? + (—ousy — ass)z + a44y2 + 34y + a3,

n1 = —azer” + (auey + qusz — o + a36)T + (—204az + a24)y — 34z + Qo3
ny = (asey — 20552 — a15)7 — ey’ + (Qusz — ase + a1a)y + assz + s,

n3 = (—2a6y + 16 + as562)T + (auez — ap)y — aus2® + (s — a14)z + aga.

Kvantovy integral pohybu bude symetrizovany analog klasického, tj.

3 3

1
=2 (@, BNty 3 legul{ni(2) PPN+ 550, P s (),
j=1 4k, I=1 Jj=1

kde h;(Z), nj(Z), s;(Z), m(Z) bereme jako nasobeni piislusnou funkei a
{, }s zna&i symetrizaci

(F,G}s = Z(FG + GF).



Aby skutec¢né byl integralem pohybu, musi komutovat s kv. Hamiltonidanem,
z ¢ehoz dostaneme témér shodné podminky jako pro ten klasicky, které zde
jiz nebudeme vypisovat, jen stru¢né popiSeme.

Zaprvé, podminky pro 3. fad budou tplné stejné, tudiz ¢leny nejvyssiho
fadu zase budou linearni kombinaci souc¢inti polohy, hybnosti a momentu
hybnosti. Po pouziti tohoto poznatku na podminky pro 2. fdd dostaneme,
ze jsou totozné s klasickymi. Stejné tak pro podminky 1. fadu. Situace
bude oviem odligna pro podminky 0. fadu, kde dostaneme A%-proporcialni
korekce, jejichz findlni podoba nabude tvar

§-VV + (8,010, B1 — 9,18, B + 0;n29, By — 8,120, By + 9yn30, B3 —
Oyn30,Bsg + 8xn18yB2 — 3yn28$31) =0.

Nyni se budeme zabyvat otdzkou, zda vibec existuji integrabilni systémy
pro na§ Hamiltonidn , a jdou-li vubec rozsitit na superintegrabilni.
Zvolime zhruba nésledujici piistup:

Budeme predpokladat, ze jiz 2 integraly pohybu méame, a to integraly
1. fadu. Po ruznych transformacich souradnic dospéjeme ke 3 moznostem
(kazd4 z nich je néjaka podalgebra euklidovské algebry transformaci, pficemz
jsou navzajem neizomorfni), jak mohou vypadat.

1. moznost (L3, P3):
X1 =1 +mi(Z),  Xo=pf+ma(@).

2. moznost (P, Py):
Xi=pf +m(@),  Xo=p§ +ma(d).

3. moznost (Ly, Ly, L3):
X1 :l?—l—ml(f), X2:l14+m2(f)

My se zde budeme zabyvat 1. a 2. moznosti.

3.2 Superintegrabilita pro integraly (Ls, P;)

Uvazujme tedy Hamiltonian tvaru
1 .
H=3/+ A())? + V(Z)

a k nému 2 integraly pohybu
X1 =15 +mi(Z),  Xo=pj +ma(E)
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3.2.1 Integraly jsou v involuci

Berme nyni, Ze integraly jsou v involuci, mame tedy rovnou integrabilni
systém, ktery musi spliiovat nasledujici:
z involuce

xB1 + yBa + x0yma — ydyma — 0;m1 = 0

a z komutace s Hamiltonidnem

Oymy1 = —x B3, Oymy = —yBs, 0.my1 = yBs + 1By,
8zTTl2 = BQ, ame = —B1, 8zm2 =0.
Jelikoz v néasledujici podkapitole budeme fesit o néco obecnéjsi piipad

téchto rovnic, jakykoliv komentar k jejich feSeni si tedy nechame az tam a
zde jen vypiSeme vysledky, abychom pozdéji mohli srovnavat

m1(Z) = —G(r), my = F(r), r=+\/x2+y2,

Bo(-tp tp e,
T T

A=(-2a, La -F), v@ =V
T2 7/]”2 ) ) *

Po dosazeni zjistime, ze v nasi volbé kalibrace maji velice jednoduchy tvar
X1 =13, Xo = ps.

V kvantovém piipadé jsou vypocty prakticky totozné, dostaneme tak stejné
potencialy a integraly

X1=1L3, Xy="0s.
Bezcasova Schrodingerova rovnice je separovatelna v cylindrickych soufadnicich
T = 7 COoS ¢, Yy = rsin @, z=z.
nasledovné
¥(@) = p(r) exp(ilg) exp(thz),
) 1
W2 = —m*L 4 (F = hk)*p+2Vp + — (G + hl)*p — 2Ep.
r r
Chceme-li oviem najit dalsi integral pohybu 2. fadu nejvyse, po delsich,
ale pomérné primocarych vypoctech zjistime, ze pro nekonstantni funkce F'

a/nebo G zadny dalsi integral, ktery by nebyl zévisly na Hamiltonidnu nebo
X1 a X», neexistuje.

25



3.2.2 Integraly nejsou v involuci

Uvazujme nyni o néco obecnéjsi ptipad, kdy integraly sice nejsou v involuci,
ale komutuji na néjakou nenulovou konstantu

{X9, X1} =0C, C eR~{0}
takze, podobné jako v predchozi podkapitole
xB1 + yBa + x0yma — yOyma — 0,my = C,
kde vztahy pro komutaci zustanou zachovany

Oym1 = —x B3, Oymy = —yBs, 0,m1 = yBs + B,
&Emg = Bg, Oymz == —Bl, aZTTLQ =0.

Prvni, co udélame, je, ze se podivame, zda vubec existuji nekonstantni
potencidly, které by takovou strukturu integrali pohybu umoznovaly. Ve
druhém kroce se poté pokusime najit dalsi integral pohybu, ktery bude
komutovat alesponi s jednim dals$im, ¢imz by se systém dokonce stal super-
integrabilnim.

7 ptedchozich rovnic na prvni pohled plyne, ze

mQ(‘f) :mQ(‘Tay)? xB1+yBQ =-C = m1 :G(x,y)—Cz
Z podminek pro 0. fad integralu X;, X9 dostaneme 2 rovnice
—yVe + 2V, =0, V.=0

coz po prevedeni do cylindrickych souradnic davé vysledek V(Z) = V(r).
Nyni pouzijeme podminek kompatibility (nezalezi na potfadi derivace) a
vyjde

B = E = e
(@) = B(z,y), y5-=¢ 9 oy 5z
0B 0Bs
0=2—— —+B
e Ty ox 5
0B 0Bs
0=2——m —+B
T oy +y By + b2
Posledni 2 rovnice jsou zavislé, nicméné pouzijeme 3. rovnici a vztah
C
B,=—=-2pB
y oy

z ¢ehoz dostaneme parcialni diferencidlni rovnici pro Bi. Poznamejme jesté,
ze jediné, v ¢em se lis{ vypocet zde od vypoctu v predchozi podkapitole, je
ptitomnost prvniho ¢lenu.

C =z 0B, 0B

—— ——-B; P

=2 _
Y +x8y yaaz
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kterou prevedeme do cylindrickych soufadnic a vyfesime

Bi=-Y F@r-cZ
T

Ly Y
’]“2 :>B2:;F(T)—Crf2

Déle se vSimneme, ze x0ymi — y0,m1 = 0, tudiz
1 !/
my =—G(r)—Cz = B3 =-G'(r)
r

kde funkce G(r) je libovolna a implikace plyne z 2. rovnice pro kompatibilitu.
Rovnice 8,mo = By, 0ymg = —Bj vyiesime a vyjde

mg = F(r) + C arctan J
x

pricemz F(r) je libovolnd. Vektorové potencidly jiz snadno dofesime a
dostaneme nasledujici

m1(¥) = —G(r) — Cxz, ma :F(r)+Carctan%, r =2 +y?

. 1
B=(-2F-cZ XFr -c¥ q,
r r2’ oy r2’r

. Y x Y =
A— (_ﬁG’ ﬁG’ —F — C arctan ;), V(%) =V(r).

Integraly X1, Xo maji stdle velmi pfijemny tvar
X1:l3—Cz, X2 = P3.

Drtive, nez se pustime do hledani dalsiho integralu, zmifime péar postiehu
k praveé provedenému vypoctu. Neni nikterak prekvapujici, ze nékteré slozky
vektoru, jmenovité Ay, Ay a B3 zustaly nezménény. Za pov8imnuti téz stoji,
ze obé funkce m1, mgy obsahuji kromé (zatim) libovolné funkce poloméru téz
linearni ptispévky zbylych dvou soufadnic, jelikoz ¢ = arctan %

Pristupme nyni k hledani dalsiho integralu. Za¢neme s obecnym in-
tegralem 1. fadu tvaru

2

Xg =Y (1 + B'pf') + ms(2)
=1

A A A -
= (8" + 7221 + (8% = 2)ps + (v'y — 7a)ps + my(T)
V integralu nemusime vubec uvazovat pf? a lg“, protoze linearni kombinace
integralu pohybu je stédle integral pohybu.
Komutace s Hamiltonidnem nam pro 1. #ad v hybnostech dava, jelikoz
mame integral pouze 1. fadu, podstatné jednodussi podminky ve tvaru

Oxm3 = s3By — 5283, Oyms = s1Bs — s3Bq, 0. = s9B1 — 51Bo.
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Coz pro nase s; znamena

dymz = (v'y —v*2)By — (5* —v'2) B3,

dyms = (8" +~°2)Bs — (v'y — v°) By,

d.m3 = (6% —v'2)By — (B' ++°2) By
Mame téz podminku pro 0. fad - VV = 0, neboli

(B 47722V + (82 =22V =,

kde jsme jiz vyuzili toho, ze funkce V je pouze funkci poloméru. Tohoto
faktu vyuzijeme i nyni, protoze to znamen4, ze koeficient u z musi byt 0, tj.
!/ !

14
(=) =0 A (Bt Y- =0,

coz nastane, jsou-li zavorky nulové nebo je skalarni potencial konstantni.
V piipadé nulovosti zavorek to znamena, ze

Bl=p=7'=9"=0 A m@)=meR,
takze integral pohybu je pouze konstanta, coz nepfinasi nic nového.

Je-li skalarni potencial nulovy, pouzijeme podminky kompatibility pro funkci
mga, které nam daji 3 rovnice

v By —*Bi + (v'y — ¥°)(0u By + 9y B2) — (82 —v'2)8y By — (8" +7°2)8. B3 = 0,
2By — (82 — 4'2)8,B1 + (8" ++22)9,By = 0,
v'Bs — (52 - 712)39331 + (51 + 'sz)@xBQ =0.

Vyrazy u z musi byt nulové, mame tak rovnice, které po upraveni vypadaji
nésledovné

Yy G’ x G’
F)/lﬁ(G// _ 7) =0 A 727’72(G// o 7) — 0’
L/ 19, 9 v a2 2\ Lo 2.2 an O
702(( Yy +yey) F" — (v 2 + v ay) " + (2v'zy — 7 (= +y))r2>—0.

Porovnanim koeficient u riiznych monomii z z,y zjistime, ze y! = 2 = 0.
Rovnice pro bety se nam tim redukuji po dosazeni na

%((5%2 +51xy)F”+ (52952 —ﬁlwy) F' (2ﬂ2$y+51(x2 +y2))%> =0,

r
které musi byt ze stejnych duvodu také nulové. Integrdlem pohybu je v
tomto piipadé také konstanta, takze jsme nic nového neziskali.
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Nage snahy timto kon¢i a musime (smutné) konstatovat, ze nas systém
nepovoluje zadny dalsi integral 1. fadu.

Podivejme se nyni na obecny integral 2. fadu

3
Xs= Y aaY V4D 5@+ m(@),
1<a<b<6 j=1

kde YA = (pf!,pg, pg', 18,144, 14)).

Neékteré z konstant ovSem muzeme polozit rovny 0. Napriklad aq1,
protoze integral pohybu komutuje s Hamiltonidanem, ktery je kvadraticky
v hybnostech. Jelikoz také plati vztah p'- ['= 0, mizeme jednu z konstant
14, (o5, aizg polozit rovnu 0, takze tieba aqq = 0.

Zacénéme nyni s piipadem, kdy {X3, Xo} = 0. To ndm d4 velice dlouhy
vycet vSech podminek, ktery zde nebudeme vypisovat, nicmené vyjde z néj
nésledujici

S(T) = 8(x,y), m3(T) = m3(z,y)

a taky vSechny tyto konstanty musi byt rovny nule

a15, 024, (25, (X33, (34, O35, (X36, (44, Ol45, (46, 55, (56, CX66-

Timto se nam znac¢né redukuji funkce h;, n;, které maji nyni tvar

h1 = —aa6y, ni = a3,
ha = aoex + 22, no = a3,
hs =0, n3 = Q16T — Q26Y + Q12

Pouzijeme podminky pro 0. a 1. fad, jmenovitée V§=0 a §- VV = 0, které
nam daji

x x 0s 0s

Ops1+0ysa =0 Nsy=——51 = —e et —y=Lt =o.

Y y dy O

Tuto parc. dif. rovnici jsme jiz potkali, muzeme tedy rovnou napsat feSeni
Y x
s1=—=I(r) = sa=—I(r
1 r ( ) 2 r ( )a

kde I(r) je libovolnd funkce. Dalsi na fadé je podminka 2. Fadu

X X
8283 = n131 — ngBQ = 0423(—%F, — 07472) — alg(;F/ — C%)

Vime, ze se ma rovnat 0, ¢leny u z a y tim pddem musi vymizet a my ji
muzeme Tesit jako soustavu v proménnych aq3 a s

T C C
“(—a13F — agz3—) + y(oélsf —agF') =0.
T T T T
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Determinant je roven 2 ((F')? + %), tedy (az na varietdch nizsi dimenze)

vzdy kladny, tudiz jediné feSeni je
13 = (93 — 0.

Nasleduje podminka 1. #adu, do které jiz rovnou dosadime dosavadni vysledky

D.msz =00,V +0-8,V +2hy -0+ ~1(-2F —c L)+ L1CF — 0 L)
T T T T T T
I
- 02,
.
odkud plyne, ze
I(r)

ms = J(x,y) — CTZ.

Podivame-li se nyni na vyraz 0,ms, zjistime, Ze na pravé strané jsou c¢leny
zavislé pouze na x a y, tudiz musi platit

i(m)zozw N

,
Coz znamena, ze

1
/ — — —
x(I (r) TI(r)) 0.
I(ry=1Ir, IeR = s =-1Iy, so=1zx, mg=J(z,y)—Clz.

Toho vyuzijeme v nésledujicim

1
Ops1 =0 = —n3B3 = —(a16T — 26y + 0412);G/(7“)a
takze

19 = e = aigg = 0.

Posledni koeficient, ktery musime zjistit, je aos, ktery vycteme napt. z
Oys1 + Opsa = 0= —2a29B3 = a2 =0

Konstanty mame vSechny, zbyva jen par vztahu pro sg

053 =0=0ys3 = s3=295, SR
a ms

Oymz = SBy — IxB3 N Oymz = =SBy — IyB3 = mg = Sma + Im;.
Zavér tedy je, ze nas nalezeny integral pohybu mé tvar
X3=1X;+ 5Xy,

takze se ndm bohuzel pro piipad { X3, X2} = 0 nepodafilo najit nic nového,
systém tedy v tomto piipadé nejde rozsifit na superintegrabilni.
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Zkusme nyni 2. moznost, kdy {X3, X7} = 0. Stdle mdme integral tvaru
3
Xs= Y aaYSV 4D i@ +m(@),
1<a<b<6 j=1

kde Y4 = (p{t, ps', p4', 1§, 18, 14)) a konstanty a1, @14 miizeme polozit rovny
0. Stejné jako v minulém piipadé dostaneme dosti dlouhy vycet vsech
podminek, ktery zde opét neuvedeme, kazdopadné z nich plyne nulovost
nasledujicich konstant

12, (g2, (23, (25, (N33, (V34, (¥35, (36, (45, 46, O55, 56, (66
a dal§i vztahy
_ _ __Y -
Q16 = —Q13, Q24 = —Q05, s1 = —582, 33(»”3) = 33(73 Z)-

Muzeme si tedy napsat funkce h; a n;

h1 = ai3y + a5z, ny = —aisy,
ha = a152, ne = —5T + a3,
h3 = O, ng = —o13.

Jelikoz zatim vime o funkci s3 nejvice, za¢neme s ni
%)

X X
0,53 = —0115(—%17/ —C—) + (a5 — Oé13)(;F/ - Cﬁ

r2
= 0415’I"F/ — Oélg(gF/ — C%),
r r

funkce s3 je funkci pouze r a z, tudiz a13 = 0 a rovnici muzeme zintegrovat
podle z a dostaneme
s3 = agsrzF'(r) + I(r).

Vime nasledujici

— — x

s$1 = —ySQ = 0,81 = —yaz,sz N 0p83 = —0p83, OyS3 = gar53.

x x r r

Napisme si pod sebe 2 jiz dosti zjednodusené podminky 2. rddu
Y x

0,81 + Oys3 = —;@82 + ;&53 = —n1 B3 — 2015282,

0.50 + 0ys3 = 0,52 + %&83 = n9 B3 + 2a152B1.
Vyndsobime-li 1. rovnici x, 2. rovnici y a seCteme je, dostaneme

87»83 = —20415ZF,
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Porovname-li to s vyrazem a jeho derivaci, které jsme dostali o par radku
vys, dostaneme diferencialni rovnici

05152(3Fl + ’I”F//) +1I'=0.
Vyraz u z musi byt nulovy, takze F' musi fesit rovnici
3F\ +rF" =0

coz nam F a I vynucuje ve tvaru
=D
F(r)=-%5+E I(r)=1I  DEBIcR
Tim dostaneme rovnice pro si, so

2

x Ty
Ozs1 = —aisD— + a15C—,
r r
Y y
5'y82 = —()4151)f4 — 0415C'f2
r r
pficemz mame stale na paméti vztah sy = —%sl. Rovnice jsme schopni

vytesit

C
—yIn(z® +y7),

a5 D sarctan ¥ «
15 ( x oy Yy )_|_

1T T z? + y? 2
ai5D sarctan £ x a15C 9 o
s2=— ( ; w_$2+y2>— 5 zln(z® + y°).

s1, 2 tedy nebudou zavislé na z, kdyby totiz jedna z nich byla, v té druhé

by se zavislost projevila vynasobend faktorem —¥, tfm bychom ovem ne-

dodrzeli rovnice uvedené vyse. Pokracujme nyni s

ay83 = nng + 2h9 By
Y T Y €z
—2a15D= = —a15—-G —2a152( — D= — C—
1557 15 15 ( A r2)
po prevedeni na jednu stranu

—0515§G/ + 20(152(21)7% + C%) =0

coz ma feSeni pouze pro ajs = 0. Tim se po dopocteni, které zde jiz
neuvedeme, dostaneme do totozné situace jako v prvnim piipadé - integral
pohybu, co jsme takhle nagli, je linedrni kombinaci jiz existujicich integralu.

Stejny vysledek dostaneme, vezmeme-li linearni kombinaci integrala po-

hybu, tudiz zavérem musime bohuzel konstatovat, ze zadné nové vysledky
naSe zobecnéni nepfineslo.
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3.3 Superintegrabilita pro integraly (P, P»)
Stejny postup zkusme pro piipad integralu
Xy =pi +mi(@),  Xo=pi +ma(),
kdy povolime jejich komutaci na konstantu
{X1, X0} =0C, C e R~ {0}.

Komutace s Hamiltonidnem vede na rovnice

Ogmq =0, Oymy = Bs, 0,m1 = —Bo,

Oymy = —Bs, Oyma = 0, 0,m9 = Bj.

coz nam po kratkém a velmi podobném feSeni jako v predchozi podkapitole
d& feSeni ve tvaru

m1(Z) = Cy — F(z), me = —Cz + G(z),
B = (G/(Z),F/(Z),C),

- %7 _G(Z) + %7

kde F, G jsou libovolné funkce a integraly X1, Xo maji tvar
X1:p’14—|—0y, ngp‘;—C'x.

A= (F(2) ), V(@) =V(2).

Z klasické fyziky vime, ze pro hybnosti a momenty hybnosti plati komutacéni
relace

{pi, L} = €ikmpm,
takze bychom se mohli pokusit najit integral pohybu X3 = lg‘ + mg (&), pro
ktery by platilo
(X1, X3} =—pf + D, {Xo,Xs}=p{+E  DEcR
Komutace s Hamiltonidnem nam dé podminky
Oymg = —C, oyms = —Cl, 0.mo = xG' + yF’,
které jsou tesitelné (protoze F, G jsou funkcemi pouze z) jen jako

ms = —%($2 + y2)

a tim padem vSechny potencidly, integraly pohybu a jejich kom. relace
vypadaji

—

B =(0,0,C), V(%) =V (z),

E:(E—@,—D—F@,C),
2 2
C
X1 :p‘f‘—l—Cy, X2=p'24—C:L', X3:l§4——(x2+y2),

2
(X1, X2} =C, {X1,X3} = —p3, {X9,X3}=pi.
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Nutno podoknout, ze timto integralem pohybu jsme si k integrabilité
nepomohli, protoze s zddnym jinym nekomutuje. Pokud by se nam ale
podarilo najit dalsi, ktery by jiz se vSsemi komutoval, méli bychom razem
maximalné superintegrabilni systém.

Uvazujme tedy obecny integral 2. radu

3
X4 = Z an Y Y + Z Sj(f)]?f + my (),
1<a<b<6 7j=1

kde Y4 = (pf,pé“,p?, lf‘, 15‘, lg‘) a rovnou pokldddme a1 = a4 = 0.

Stejné jako jiz nékolikrat, dostaneme dosti dlouhy vycet vSech podminek,
ze kterého plyne nulovost vSech konstant kromé ags - muzeme ji tim padem
polozit rovnu 1 - a také

§(&) =0, ma(Z) = ma(z).
Jedind rovnice, ktera zbude, mé tvar
miy(z) —2V'(z) = 0,

tudiz po zanedbéani aditivnich konstant maji potencidl a integral pohybu
tvar

V() =kz, Xq=p3+2kz, kcR

Nage hledani tedy koné¢i uspéchem. Podafilo se ndm najit (dokonce
maximalné) superintegrabilni systém. Hamiltonidn muzeme napsat jako
kombinaci integrali pohybu

1

H=_(X{+ X3+ X4) +CXs.

N |

V kvantovém piipadé by se pomoci téméf totoznych argumentt doslo ke
stejnému vysledku.
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Zavér

Béhem prace jsem si nejen zopakoval pojmy z klasické a kvantové mechaniky,
ale zaroven se sezndmil s kvadraticky integrabilnimi a superintegrabilnimi
systémy a naucil se zakladni techniky pouzivané pii odvozovani podminek
na jejich existenci a také postupy pro jejich hledani.

Aplikace téchto technik pak vyustila ve dvé zobecnéni systému navrzenych
v ¢lanku [1]. Jedno zobecnéni bohuzel nic nového nepfineslo, druhé jiz ovsem
bylo tspésné a nalezli jsme piiklad dokonce maximélné superintegrabilniho
systému.
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