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Superintegrable 2D and 3D
Hamiltonians
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Zadáńı práce

Ćılem práce je seznámit se s vlastnostmi superintegrabilńıch hamiltonovských
systémů, tj systémů, jejichž dynamika povoluje existenci v́ıce nezávislých in-
tegrál̊u pohybu než je počet stupň̊u volnosti.

Úkolem je

1) prostudovat a pochopit základńı definice týkaj́ıćı se dané problematiky,
tj. pojmy superintegrabilita, separabilita a jejich vzájemnou souvislost,

2) prověřit základńı výsledky týkaj́ıćı se kvadraticky superintegrabilńıch
systémů se skalárńım potenciálem ve 2 rozměrech a seznámit se se známými
výsledky ve 3 rozměrech ohledně klasifikace takových systémů, zejména
se strukturou 11 tř́ıd kvadraticky integrabilńıch potenciál̊u separabilńıch v
r̊uzných ortogonálńıch souřadnićıch,

3) prostudovat publikované výsledky týkaj́ıćı se integrabilińıch a superinte-
grabilńıch systémů s magnetickým polem,

4) pokusit se zobecnit př́ıpady tř́ırozměrně kvadraticky integrabilńıch systémů
s vektorovým potenciálem, jejichž integrály pohybu maj́ı obecněǰśı tvar než
integrály odpov́ıdaj́ıćı výše zmı́něným 11 tř́ıdám.
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Úvod

Integrabilńı a superintegrabilńı systémy hraj́ı ve fyzice d̊uležitou roli;
jako jedny z mála jsou exaktně řešitelné, č́ımž nám poskytuj́ı nejen detailńı
pohled na daný systém a jeho vývoj v čase, ale též slouž́ı jako základ mnoha
daľśıch model̊u.

Lineárńı harmonický oscilátor a Kepler-Coulomb̊uv systém jsou př́ıkladem
superintegrabilńıch systémů a oba jsou řešitelné analyticky i algebraicky,
č́ımž si zasloužily jak své stále mı́sto ve všech standardńıch kurzech fyziky,
tak i intenzivńı výzkum a daľśı zobecněńı.

V této práci se po zopakováńı pojmů s těmito systémy seznámı́me,
odvod́ıme jejich základńı vlastnosti a posléze zkuśıme zobecnit některé výsledky,
které byly publikovány v nedávném článku [1].
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1 Úvodńı pojmy

V této kapitole vylož́ıme nutné pojmy nejprve z klasické a kvantové mechaniky,
které jsou potřebné pro pochopeńı dané problematiky, a posléze definujeme
ústředńı pojem celé práce - superintegrabilitu.

1.1 Klasická mechanika

Ač by to možná bylo efektivněǰśı (určitě však efektněǰśı [2]), nebudeme
zde většinou použ́ıvat jazyk diferenciálńı (symplektické) geometrie, protože
ho později ani nevyužijeme. Fázový prostor pro nás tedy bude R2n s n
souřadnicemi polohy qj a n souřadnicemi hybnosti pj . Systém popisujeme
Hamiltoniánem - funkćı na fázovém prostoru maj́ıćı fyzikálńı význam celkové
energie. Dynamika systému je dána Hamiltonovými rovnicemi

dqj
dt

=
∂H

∂pj
,

dpj
dt

= −∂H
∂qj

, j = 1, . . . , n

Řešeńı těchto rovnic udává trajektorii systému.

Pro studium klasické mechaniky má zásadńı význam zavedeńı následuj́ıćı
operace.

Definice 1.1 (Poissonova závorka) Poissonova závorka dvou funkćı
f(q,p), g(q,p) je operace přiřazuj́ıćı funkci

{f, g}(q,p) =

n∑
j=1

( ∂f
∂qj

∂g

∂pj
− ∂f

∂pj

∂g

∂qj

)
.

Tvrzeńı 1.1 (Vlastnosti Poissonovy závorky) Poissonova závorka je bi-
lineárńı a antikomutativńı a nav́ıc splňuje

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0 Jacobiho identitu,

{f, gh} = g{f, h}+ {f, g}h Leibnizovo pravidlo,

pro všechny funkce f, g, h.

Naše výchoźı souřadnice splňuj́ı komutačńı relace

{qj , qk} = 0, {pj , pk} = 0, {qj , pk} = δjk,

což nás motivuje k následuj́ıćı definici.

Definice 1.2 (Kanonické souřadnice) Soubor 2n souřadnicových funkćı
Q(q,p), P(q,p) nazveme kanonickým, splňuj́ı-li tytéž komutačńı relace,
neboli

{Qj , Qk} = 0, {Pj , Pk} = 0, {Qj , Pk} = δjk.
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Kanonické souřadnice jsou skutečnými souřadnicemi na fázovém pros-
toru, tj. můžeme (alespoň lokálně) vyjádřit q,p jako funkce Q,P. Důležitou
vlastnost́ı Poissonovy závorky je jej́ı invariance v̊uči kanonické transformaci.
Jakákoliv transformace q’(q), p’(q,p) taková, že q′j záviśı pouze na q a p′j
má předpis

p′l =

n∑
j=1

∂qj
∂q′l

pj

je vždy kanonická.

Hamiltonovy rovnice můžeme nyńı přepsat jako

dqj
dt

= {H, qj},
dpj
dt

= {H, pj}

a pro libovolnou funkci F (q,p, t) podél trajektorie q(t),p(t) bude platit

dF

dt
=
∂F

∂t
+

n∑
j=1

∂F

∂qj

dqj
dt

+

n∑
j=1

∂F

∂pj

dpj
dt

=
∂F

∂t
+

n∑
j=1

(∂F
∂qj

∂H

∂pj
− ∂F

∂pj

∂H

∂qj

)
=
∂F

∂t
+ {F,H}.

Definice 1.3 (Integrál pohybu) O funkci F řekneme, že je integrálem
pohybu, pokud podél trajektorie q(t),p(t) plat́ı

dF

dt
= 0.

Hledáńı integrál̊u pohybu je v klasické mechanice velmi záslužná činnost;
snižuje nám dimenzi variety, na kterou je pohyb vázán (č́ımž vlastně máme
odhad na maximálńı počet integrál̊u pohybu, a to 2n − 1) a vynucuje také
nějakou symetrii zkoumaného systému. Stěžejńı poznatek, že to plat́ı i
obráceně, tedy že ze symetrie plyne existence integrálu pohybu, je znám
podle své autorky jako teorém Noetherové.

V celé práci budeme uvažovat Hamiltoniány, které jsou na čase nezávislé,
č́ımž automaticky dostáváme náš prvńı integrál pohybu. Stejně tak daľśı
integrály budeme hledat na čase nezávislé, budeme t́ım pádem často (vlastně
pořád) využ́ıvat následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.2 (O integrálech pohybu) Funkce F (p, q) je integrálem po-
hybu, právě když plat́ı {F,H} = 0.

Snadno se z vlastnost́ı Poissonovy závorky ukáže, že máme-li 2 integrály
pohybu, pak lineárńı kombinace a dokonce i jejich Poissonova závorka jsou
integrály pohybu. Nic nám ovšem nezaručuje, že takhle nalezené integrály
pohybu budou nezávislé nebo přinesou něco nového. Nezávislost mysĺıme v
následuj́ıćım smyslu.
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Definice 1.4 (Funkcionálńı nezávislost) Mějme množinu
F =

(
f1(q,p), . . . , fN (q,p)

)
N hladkých funkćı definovaných na nějaké oblasti

2n-rozměrného fázového prostoru. Řekneme, že F je funkcionálně nezávislá,
má-li matice N ×2n

( ∂fl
∂qj
, ∂fl∂pj

)
hodnost N na celé oblasti. Má-li matice hod-

nost nǐzš́ı než N , řekneme, že F je funkcionálně závislá.

Je-li teda množina f. závislá, existuje nenulová hladká funkce F N
proměnných, že F (f1, . . . , fN ) = 0 identicky na dané oblasti. Obráceně
plat́ı, že existuje-li taková F , je hodnost př́ıslušné matice nižš́ı než N . Je
zřejmé, že množina, kde N > 2n, je funkcionálně závislá.

Definice 1.5 (Integrabilita) Systém s Hamiltoniánem H nazveme inte-
grabilńım, pokud povoluje n integrálu pohybu F1 = H,F2, . . . , Fn, které
jsou funkcionálně nezávislé a navzájem v involuci, tj.

{Fi, Fj} = 0

Je-li nějaký systém integrabilńı, jsme schopni přislušné pohybové rovnice
vyřešit př́ımo integraćı (tj. nejhorš́ı, co se může stát, je řešeńı v kvadraturách).

Uvažujme nyńı integrabilńı Hamiltonián H s integrály pohybu Fj s
př́ıslušnými konstantami cj . Z funkcionálńı nezávislosti plat́ı, že jsme schopni

vždy nalézt kanonické souřadnice takové, pro něž det(
∂Fj

∂pl
) 6= 0, takže z věty

o inverzńı funkci můžeme vyřešit n rovnic Fj(q,p) = cj pro hybnosti a
dostaneme pj = pj(q,p). Znamená to, že pro částici s polohou q lež́ıćı na
pr̊useč́ık̊u nadrovin Fj = cj je hybnost plně určena. Existuje tak funkce S
(typicky se ji ř́ıká akce nebo hlavńı funkce Hamiltonova), pro kterou plat́ı
pj = ∂S

∂qj
. Když dosad́ıme do integrál̊u, máme Fj(q,

∂S
∂q ) = cj , přičemž po

označeńı E = c1 dostaneme tzv. Hamilton-Jacobiho rovnici

H
(
q,
∂S

∂q

)
= E.

Tato rovnice je zaj́ımavá (nejen) t́ım, že narozd́ıl od Hamiltonových po-
hybových rovnic, což je soustava 2n obyčejných lineárńıch diferenciálńıch
rovnic 1. řádu, představuje H.-J. rovnice nelineárńı parciálńı 1. řádu, lze
na ni tedy použ́ıt zase jiné metody, které třeba mohou př́ınest lepš́ı výsledky.

Řešeńı H.-J. rovnice, které záviśı netriviálně na parametrech c, se nazývá
úplný integrál. Můžeme na to j́ıt z druhé strany a zj́ıst́ıme, že úplný integrál
H.-J. rovnice určuje n integrál̊u pohybu, které jsou v involuci, což lze vyjádřit
ve formě následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.3 (Souvislost integrability a úplného integrálu) Systém s
Hamiltoniánem H je integrabilńı, právě když k H existuje úplný integrál.
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Jednou z mocných metod, jak ukázat, že je nějaký Hamiltonián integra-
bilńı, je zkonstruovat úplný integrál pomoćı aditivńı separace proměnných,
tj. ve tvaru

S(q, t) = S1(q1) + . . . Sn(qn) + S0(t)

1.2 Kvantová mechanika

V této podkapitole podáme přehled těch nejzákladněǰśıch princip̊u a poz-
natk̊u nutných k pochopeńı kvantových integrabilńıch systémů.

Fyzikálńı stav je v kvantové mechanice reprezentován jako jednorozměrný
podprostor Hilbertova prostoru nad tělesem C. Standardně se Hilbert̊uv
prostor systému s n stupni volnosti bere L2(Rn, dnx), na kterém máme
skalárńı součin definový jako

〈f, g〉 =

∫
Rn

f(x)g(x) dnx.

Fyzikálńım veličinám (pozorovatelným) přǐrazujeme samosdružené operátory
(ty maj́ı reálné spektrum, což potřebujeme, jelikož naše měř́ıćı přistroje
neumı́ měřit komplexně [3]). Pro teorii je též d̊uležité určit definičńı obor
př́ıslušného operátoru, což zde ovšem rozeb́ırat nebudeme a vždy budeme
předpokládat, že operátory jsou definované všude tam, kde potřebujeme.

Nejv́ıce zaj́ımavé pro nás jsou pozorovatelné poloha resp. hybnost, kterým
v kvantové mechanice přǐrazujeme operátory násobeńı př́ıslušnou souřadnićı
resp. derivace podle př́ıslušné souřadnice, tedy

qj → X̂j = xj , pj → P̂j = −ı~ ∂

∂xj
.

Bereme-li klasický Hamiltonián ve tvaru H = 1
2m

∑n
j=1 p

2
j +V (q), pak kvan-

tový Hamiltonián vytvoř́ıme podle principu korespondence (”ostř́ı̌skujeme”)

Ĥ =
−~2

2m

n∑
j=1

∂2

∂x2j
+ V̂ (x).

Na množině operátor̊u můžeme definovat bilineárńı operaci zvanou ko-
mutátor [Â, B̂] = Â ◦ B̂− B̂ ◦ Â, kde ◦ znač́ı skládáńı operátor̊u. Operátory
polohy a hybnosti splňuj́ı stejné komutačńı relace jako jejich klasické protěǰsky,
tzn.

[X̂j , X̂k] = 0, [P̂j , P̂k] = 0, [X̂j , P̂k] = ı~δjk.

Abychom mohli současně měřit r̊uzné veličiny s libovolnou přesnost́ı, muśı
spolu operátory veličinám přǐrazené komutovat.
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Časový vývoj kvantového systému je dán tzv. časovou Schrödingerovou
rovnićı

ı~
∂

∂t
Ψ(t) = ĤΨ(t)

Hamiltonián je samosdružený operátor, z funkcionálńı analýzy [4] tedy v́ıme,
že evolučńı operátor definovaný jako

Û(t) = exp
ıĤt

~

je vlastně silně spojitá jednoparametrická grupa unitárńıch operátor̊u určená
operátorem Ĥ. Stav v libovolném čase t je pak určen pomoćı stavu v čase 0
vztahem Ψ(t) = Û(t)Ψ(0). Jsme-li schopni naj́ıt bázi vlastńı vektory Hamil-
toniánu, můžeme libovolný vektor spolu s jeho časovým vývojem rozepsat v
bázi a dostaneme t́ım časový vývoj systému. Př́ıslušná rovnice pro vlastńı
č́ısla

ĤΨ = EΨ

se nazývá bezčasová Schrödingerova rovnice a má stěžejńı význam v kvan-
tové mechanice.

V kvantové mechanice můžeme také definovat integrály pohybu. Budeme
ovšem uvažovat pouze operátory na čase nezávislé, pro ty s explicitńı časovou
závislost́ı bychom museli zavést čas. derivaci operátoru, nebudeme si to
však zbytečně komplikovat. (Časově závislé se i v praxi vyskytuj́ı jen velmi
zř́ıdka)

Definice 1.6 (Kvantový integrál pohybu) Operátor Â nazveme integrálem
pohybu, plat́ı-li

[Ĥ, Â] = 0.

Pokud operátor komutuje s Hamiltoniánem, můžeme v Hilbertově pros-
toru zvolit takovou bázi, která bude obsahovat společné vlastńı funkce operátor̊u
Ĥ a Â. Pro popis systému je d̊uležité naj́ıt největš́ı množinu komutuj́ıćıch
pozorovatelných, nazývanou úplná množina pozorovatelných, což nás přirozeně
vede ke kvantové integrabilitě.

Definice 1.7 (Kvantová integrabilita) Kvantověmechanický systém v n
dimenźıch je integrabilńı, existuje-li n integrál̊u pohybu F̂j , j = 1, . . . , n,
které splňuj́ı následuj́ıćı podmı́nky.

• Jsou to dobře definováné samosdružené operátory v obalové algebře
Heisenbergovy algebry Hn nebo jsou to konvergentńı řady v bazických
vektorech X̂j , P̂j.

• Jsou algebraický nezávislé v tom smyslu, že každý úplně symetrický
polynom je identicky nulový.
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• Po dvou spolu komutuj́ı.

Tato definice vyžaduje narozd́ıl od klasické integrability dodatečný komentář
(až na 3. bod, ten je jasný). Prvńı bod nám jednoduše ř́ıká, že bereme
polynomy tvořené X̂j , P̂j (stále máme na paměti, že na pořád́ı operátor̊u
obecně zálež́ı) nebo operátory definované jako ”mocninné řady” z poloh a
hybnost́ı, např. (již tedy výše bez pořádné definice zmı́něný) exponenciálńı
operátor

expX =

∞∑
n=0

Xn

n!
.

Funkcionálńı nezávislost je u klasické integrability dobře zd̊uvodněný požadavek,
je ovšem obt́ıžné tento koncept přenést do kvantové mechaniky. V této práci
se budeme držet algebraické nezávislosti [5]. Úplně symetrický polynom
je takový, který když obsahuje monom aSiSj , obsahuje i monom aSjSi a
my chceme, aby každý takový polynom v integrálech pohybu byl identicky
nulový.

1.3 Superintegrabilita

Nyńı ke kĺıčovému pojmu této práce - superintegrabilitě.

V celém textu budeme uvažovat polynomiálńı (super-)integrabilitu, tj.
všechny integrály pohybu budou polynomy v hybnostech. Kvantová analogie
tohoto pojmu je (super-)integrabilita konečného řádu, u které požadujeme
integrály pohybu jako diferenciálńı operátory konečného řádu. Od nyněǰska
nebudeme mezi nimi rozlǐsovat a stejně tak budeme př́ıvlastky vynechávat,
takže bude-li řeč o (super-)integrabilitě, máme t́ım vždy na mysli poly-
nomiálńı nebo konečného řádu. Pro takovéto integrály můžeme definovat
řád, č́ımž mysĺıme řád daného polynomu v hybnostech.

Definice 1.8 (Superintegrabilita) Systém nazveme superintegrabilńım,
je-li integrabilńım a nav́ıc povoluje daľśıch k = 1, . . . n − 1 nezávislých in-
tegrál̊u pohybu.

Po integrálech pohybu, které jsou tam nav́ıc, žádáme jen to, aby komutovali
s Hamiltoniánem - již nemuśı být v involuci s ostatńımi. Je-li k z předchoźı
definice rovno 1, systém se nazývá minimálně superintegrabilńı, je-li rovno
n− 1, nazveme ho maximálně integrabilńım. Vlastnost́ı maximálně integra-
bilńıch systémů je jejich algebraická řešitelnost bez nutnosti integrace; každý
integrál pohybu definuje nadplochu a pohyb muśı ležet na pr̊useč́ıku všech
těchto nadploch, tedy na křivce. Je-li křivka uzavřená, muśı být pohyb
nutně periodický - Kepler̊uv problém je př́ıklad max. superintegrabilńıho
systému.
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Zaj́ımavou otázkou, kterou zde ovšem nebudeme rozeb́ırat, je struktura
poissonovské algebry integrál̊u pohybu, která bude jistě netriviálńı, protože
nepožadujeme involuci, ale na rozbor zat́ım nemáme potřebný aparát.
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2 Integrály pohybu

V této kapitole se budeme věnovat hlavně integrál̊um pohybu 2. řádu
- kvadratických v hybnostech. Odvod́ıme podmı́nky pro integrabilitu a
zároveň tedy separabilitu ve 2 rozměrech a stručně se zmı́ńıme o stejné
problematice ve 3 rozměrech.

2.1 Kvadratické integrály na dvourozměrném plochém pros-
toru

Uvažujme obecný Hamiltonián se skalárńım potenciálem na dvourozměrné
varietě s plochou metrikou ds2 = λ(x, y)(dx2 + dy2) tvaru

H =
1

λ(x, y)
(p21 + p22) + V (x, y).

Hamiltonián je sudý v hybnostech, jakákoliv funkce, která s ńım pois-
sonovsky komutuje, může být volena jako sudá nebo lichá v hybnostech (pro
nás to tedy znamená, že integrál pohybu nebude mı́t lineárńı př́ıspěvky).
Můžeme tedy obecný integrál 2. řádu vyjádřit jako

X =
∑
i,j=1,2

αij(x, y)pipj +W (x, y)

Podmı́nka {X,H} = 0 po roznásobeńı vypadá následovně

1

λ

[
p1(α

ij
x pipj+Wx)+p2(α

ij
y pipj+Wy)

]
−
(
−λx
λ2

(p21+p22)+Vx
)(
α11p1+α12p2

)
−

(
− λy
λ2

(p21 + p22) + Vy
)(
α22p1 + α22p2

)
= 0,

kde dolńı indexy u všeho kromě hybnost́ı znač́ı parciálńı derivace.
Když dáme k sobě členy 0. až 3. řádu, dostaneme sadu rovnic zvaných
Killingovy

αiii = −λ1
λ
αi1 − λ2

λ
αi2, i = 1, 2

2αiji + αiij = −λ1
λ
αj1 − λ1

λ
αj2, i, j = 1, 2, i 6= j

a rovnici pro Wj

Wj =

2∑
k=1

αjkVk.

Funkce W je dostatečně hladká, takže muśı splňovat podmı́nku kompatibil-
ity ∂xWy = ∂yWx ze které plyne Bertrand-Darbouxova rovnice

(Vyy−Vxx)α12−Vxy(α11−α22) =

[
(λα12)x − (λα11)y

λ

]
Vx+

[
(λα22)x − (λα12)y

λ

]
Vy.
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Budeme-li nyńı uvažovat kvantový Hamiltonián

Ĥ =
1

λ(x, y)

(
P̂ 2
1 + P̂ 2

2

)
+ V̂ (x, y),

obecný integrál 2. řádu můžeme zapsat jako kvantový analog klasického,
tedy bez linárńıch člen̊u jako

X̂ =
1

2

2∑
i,j=1

{
α̂ij(x, y), P̂iP̂j

}
+ Ŵ (x, y),

kde { , } je antikomutátor a operátory α̂ij , Ŵ interpretujeme jako násobeńı
př́ıslušnou funkćı.

Po př́ımém výpočtu zj́ıst́ıme, že podmı́nka [Ĥ, X̂] = 0 je splněna právě
tehdy, když plat́ı Killingovy a Bertrand-Darbouxova rovnice, z čehož dostáváme
tvrzeńı.

Tvrzeńı 2.1 (Klasická a kvantová korespondence) Je-li X integrál 2.
řádu pro Hamiltonián H, potom diferenciálńı operátor X̂ komutuje s kvan-
tovým Hamiltoniánem Ĥ. Speciálně, je-li H superintegrabilńı pro potenciál
V , bude Ĥ superintegrabilńı pro stejný potenciál V̂ .

Předchoźı tvrzeńı obecně neplat́ı pro integrály vyšš́ıch řád̊u [6] a to je
taky jeden z d̊uvod̊u, proč jsou integrály 2. řádu nejv́ıce prozkoumány. V
následuj́ıćı podkapitole se ale trochu o integrálech n-tého řádu zmı́ńıme,
protože některá tvrzeńı pro ně z̊ustávaj́ı v platnosti.

2.2 Integrály n-tého řádu ve 2 rozměrech

Naše úvahy budou prob́ıhat na dvourozměrném euklidovském prostoru a náš
Hamiltonián bude tvaru

H = p21 + p22 + V (x, y),

č́ımž se nám drasticky zjednoduš́ı rovnice odvozené v minulé podkapitole.
Nebudeme se zde v̊ubec zabývat kvantovými integrály pohybu, protože kv̊uli
absenci klas. a kvant. korespondence je jejich zkoumáńı mnohem náročněǰśı
[7].

Tvrzeńı 2.2 (Klasický integrál n-tého řádu) Klasický integrál n-tého
řádu pro náš Hamiltonián má tvar

X =

bn
2
c∑

j=0

n−2l∑
j=0

fj,2l(x, y)pj1p
n−j−2l
2 ,

a plat́ı následuj́ıćı
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• Funkce fj,2l a potenciál V splňuj́ı rovnice

0 = 2
∂fj−1,2l
∂x

+2
∂fj,2l
∂y
−(j+1)

∂V

∂x
fj+1,2l−2−(N−2l+2−j)∂V

∂y
fj,2l−2.

• fj,k = 0, j < 0, k < 0, j + k > n, k liché.

• Všechny polynomy v X maj́ı stejnou paritu.

• Řı́d́ıćı členy (řádu n pro l = 0) jsou polynomy řádu n v obalové algebře
euklidovské algebry e2 s báźı (p1, p2, L3).

L3 zde bereme jako 3. složku momentu hybnosti, tj. Li = εijkxjpk. 1.
bod plyne z rozš́ı̌reńı Killingových rovnic na integrály vyšš́ıch řád̊u, 2. a 3.
jsou jasné a 4. bod, kĺıčový pro naše nadcházej́ıćı úvahy, dostaneme jako
d̊usledek řešeńı Killingových rovnic pro l = 0.

2.3 Separabilita ve 2 rozměrech

V této podkapitole si jako př́ıklad odvod́ıme separabilitu ve 2 rozměrech.
Z předchoźıho v́ıme, že máme 2 sady rovnic; prvńı požaduje, aby vedoućı
členy byly v obalové algebře e2, tj.

0 =
∂fj−1,0
∂x

+
∂fj,0
∂y

, j = 0, . . . , 3.

Druhá sada je dána rovnicemi pro j = 0, 1

0 = 2
∂fj−1,2
∂x

+ 2
∂fj,2
∂y
− (j + 1)

∂V

∂x
fj+1,0 − (2− j)∂V

∂y
fj,0.

Integrál pohybu můžeme rozepsat jednak následovně

X = f2,0p
2
1 + f1,0p1p2 + f0,0p

2
2 + f0,2,

druhak ho podle předchoźı tvrzeńı můžeme napsat jako (bez újmy na obec-
nosti lze jednu z konstant, např A0,0,2, položit rovnu 0)

X = A2,0,0L
2
3+2A1,1,0p1L3+2A1,0,1p2L3+A0,2,0(p

2
1−p22)+2A0,1,1p1p2+f0,2.

T́ım dostaneme ztotožněńı

f2,0 = A2,0,0y
2 − 2A1,1,0y +A0,2,0,

f0,0 = A2,0,0x
2 + 2A1,0,1x−A0,2,0,

f1,0 = 2
(
−A2,0,0xy +A1,1,0x−A1,0,1y +A0,1,1

)
.

a pro funkci f0,2 plat́ı rovnice
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∂f0,2
∂x

= f2,0Vx +
f1,0
2
Vy,

∂f0,2
∂y

=
f1,0
2
Vx + f0,0Vy.

Z čehož po dosazeńı dostaneme rovnici kompatibilty

∂2f0,2
∂x∂y

− ∂2f0,2
∂y∂x

=
(
−A2,0,0xy +A1,1,0x−A1,0,1y +A0,1,1

)(
Vxx − Vyy

)
+
(
A2,0,0(x

2 − y2) + 2A1,0,1x+ 2A1,1,0y − 2A0,2,0

)
Vxy

+ 3(−A2,0,0y +A1,1,0)Vx + 3(A2,0,0x+A1,0,1)Vy = 0.

Hamiltonián je invariantńı v̊uči euklidovským transformaćım, můžeme
se tedy pod́ıvat, co se stane po transformaci(

x′

y′

)
=

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
·
(
x
y

)
+

(
a
b

)
, φ ∈ [0, 2π), a, b ∈ R.

Integrál pohybu zaṕı̌seme v bázi (p′1, p
′
2, L

′
3)

X = A′2,0,0L
′2
3 +2A′1,1,0p

′
1L
′
3+2A′1,0,1p

′
2L
′
3+A

′
0,2,0p

′2
1 +A′0,0,2p

′2
2 +2A′0,1,1p

′
1p
′
2+f

′
0,2,

přičemž převodńı vztahy vypadaj́ı následovně

A′2,0,0 = A2,0,0

A′1,1,0 = bA2,0,0 + cosφA1,1,0 − sinφA1,0,1,

A′1,0,1 = −aA2,0,0 + sinφA1,1,0 + cosφA1,0,1,

A′0,1,1 = −abA2,0,0 + (b sinφ− a cosφ)A1,1,0 + (a sinφ+ b cosφ)A1,0,1

+ cos 2φA0,1,1 + sin 2φA0,2,0,

A′0,2,0 = b2A2,0,0 + 2b(cosφA1,1,0 − sinφA1,0,1)− sin 2φA0,1,1 + cos 2φA0,2,0,

A′0,0,2 = a2A2,0,0 − 2a(sinφA1,1,0 + cosφA1,0,1) + sin 2φA0,1,1 − cos 2φA0,2,0.

Při této transformaci existuj́ı 2 invarianty; jeden neńı těžké uhádnout:
I1 = A2,0,0. Druhý už neńı na prvńı pohled vidět a zabere nám trochu
poč́ıtáńı

I2 = 4
(
A2,0,0A0,1,1 −A1,1,0A1,0,1

)2
+
(
2A2,0,0A0,2,0 −A2

1,1,0 +A2
1,0,1

)2
.

Můžeme tedy řešit pro r̊uzné hodnoty I1, I2 a dostaneme 4 možnosti:

Kartézské souřadnice: I1 = I2 = 0 dostaneme rovnici kompatibility
Vxy = 0, takže potenciál je separovatelný jako VC = f(x) + g(y), kde f, g
jsou libovolné funkce.
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Polárńı souřadnice: I1 = 1, I2 = 0 nám dá rov. kompatibility

−xy(Vxx − Vyy) + (x2 − y2)Vxy − 3yVx + 3xVy = 0,

která při přechodu do polárńıch souřadnic x = cosφ, y = sinφ nabude tvaru

2

r
Vφ + Vφr = 0,

kterou jsme schopni vyřešit jako

VR = f(r) +
1

r2
g(φ).

Parabolické souřadnice: I1 = 0, I2 = 0 s rov. kompatibility

x(Vxx − Vyy) + 2yVxy + 3Vx = 0,

jenž v parabolických souřadnićıch x = ξ2−η2
2 , y = ξη vypadá

1

2

(
Vξξ − Vηη

)
+

2(ξVξ − ηVη)
ξ2 + η2

= 0,

a tu řeš́ı funkce

VP =
f(ξ) + g(η)

ξ2 + η2
.

Eliptické souřadnce: I1 = 1, I2 = l2 6= 0 a rovnice kompatibility

−xy(Vxx − Vyy) + (x2 − y2 − l2)Vxy − 3yVx + 3xVy = 0,

kterou můžeme separovat v eliptických souřadnićıch

x = l cosh ρ cosφ,

y = l sinh ρ sinφ,

na výraz

VE =
f(ρ) + g(φ)

− cosh2(ρ) + cos2(φ)
.

Pokud existuje daľśı integrál pohybu, systém je superintegrabilńı a je
separovatelný ve v́ıce souřadných systémech.
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2.4 Separabilita ve 3 rozměrech

Velmi podobným zp̊usobem bychom postupovali ve třech rozměrech, jen
bychom generátor̊u euklidovské algebry e3 měli 6 - (p1, p2, p3, L1, L2, L3) a
transformace souřadnic by měla tvarx′y′

z′

 = A ·

xy
z

+

ab
c

 , A ∈ SO(3), a, b, c ∈ R.

Dostali bychom tak 11 souřadných systémů, ve kterých je Hamiltonián sep-
arovatelný [8]. Zaj́ımavé je, že těchto 11 systémů je totožných s těmi, ve
kterých je možná separace Helmholtzovy (rov. na vlastńı funkce Laplaciánu)
rovnice [5].
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3 Hamiltoniány ve 3 rozměrech za př́ıtomnosti stat-
ického magnetického pole

V článćıch [1, 9] se nedávno začaly hledat superintegrabilńı Hamiltoniány,
které neobsahuj́ı pouze skalárńı potenciál, ale i vektorový. Nejdř́ıve zde
shrneme základńı výsledky a vztahy a poté se pokuśıme o mı́rné zobecněńı
dvou př́ıpad̊u uvedených v prvńım článku.

3.1 Magnetické pole

Uvažujme částici pohybuj́ıćı se pod vlivem statického elektromagnetického
pole popsaného Hamiltoniánem

H =
1

2
(~p+ ~A(~x))2 + V (~x)

kde ~A(~x) a V (~x) jsou pouze funkcemi souřadnic a jednotky jsou voleny tak,
aby hmotnost částice byla 1 a jej́ı náboj −1. Pohybové rovnice plynoućı
z tohoto Hamiltoniánu jsou kalibračně invariantńı, tedy stejné pro všechny
potenciály tvaru

~A′(~x) = ~A(~x) +∇Λ(~x), V ′(~x) = V (~x),

pro libovolnou funkci Λ(~x). Což znamená, že výhodněǰśı je mı́sto potenciálu
poč́ıtat s intenzitou mag. pole

~B = ∇× ~A.

V kvantovém př́ıpadě vypadá Hamiltonián následovně (P̂j = −i~ ∂
xj

a

X̂j = xj)

Ĥ =
1

2

3∑
j=1

(P̂jP̂j + P̂jÂj(~x) + Âj(~x)P̂j + Âj(~x)Âj(~x)) + V̂ (~x)

přičemž operátory Âj(~x) a V̂ (~x) p̊usob́ı na vlnové funkce jako násobeńı
funkcemi Aj(~x) a V (~x). Na kvantové úrovni se kalibračńı invariance projev́ı
jako unitárńı transformace Hilbertova prostoru. Berme

Ûψ(~x) = exp(
i

~
Λ(~x)) · ψ(~x).

Aplikujeme-li tuto trasnformaci na stavy a pozorovatelné, dostaneme
ekvivalentńı popis téže fyzikálńı reality v řeči

ψ → ψ′ = Ûψ, Ô → Ô′ = Û ÔÛ †.
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Což tedy znamená, že se následuj́ıćı pozorovatelné transformuj́ı kovariantně,
neboli

(P̂j + Âj)→ Û(P̂j + Âj)Û
† = P̂j + Âj

′
, V̂ → Û V̂ Û † = V̂ .

Dynamika kvantového systému nemuśı záviset pouze na intenzitě ~B. Při
netriviálńı topologii konfiguračńıho prostoru (ne, že bychom zde na takový
př́ıpad narazili, ale je dobré na to upozornit) nemuśı být všechny potenciály
~A(~x) indukuj́ıćı stejné magnetické pole ~B kalibračně ekvivalentńı [10]. To-
muto jevu se ř́ıká Aharonov-Bohmův efekt.

Uvažujme nyńı integrály pohybu, které jsou nejvýše 2. řádu v hyb-
nostech. Jelikož je náš systém kalibračně invariantńı, bude pro nás lepš́ı
pracovat s kalibračně kovariantńımi výrazy

pAj = pj +Aj , P̂Aj = P̂j + Âj .

Operátory spolu nekomutuj́ı, ale splňuj́ı komutačńı relace

[P̂Aj , P̂
A
k ] = −i~εjklB̂l, [P̂Aj , X̂k] = −i~δjk

stejně jako jejich klasické protěǰsky splňuj́ı analogické relace pro Poissonovy
závorky.

Obecný integrál 2. řádu můžeme klasicky zapsat jako

X =
3∑
j=1

hj(~x)pAj p
A
j +

1

2

3∑
j,k,l=1

|εjkl|nj(~x)pAk p
A
l +

3∑
j=1

sj(~x)pAj +m(~x).

Z podmı́nky, že integrál poissonovsky komutuje s Hamiltoniánem, dostaneme
rovnice 3., 2., 1. a 0. řádu v hybnostech, které vypadaj́ı následovně:
Třet́ı řád:

∂xh1 = 0, ∂yh1 = −∂xn3, ∂zh1 = −∂xn2,
∂xh2 = −∂yn3, ∂yh2 = 0, ∂zh2 = −∂yn1,
∂xh3 = −∂zn2, ∂yh3 = −∂zn1, ∂zh3 = 0,

∇ · ~n = 0.

Druhý řád:

∂xs1 = n2B2 − n3B3,

∂ys2 = n3B3 − n1B1,

∂zs3 = n1B1 − n2B2,

∂ys1 + ∂xs2 = n1B2 − n2B1 + 2(h1 − h2)B3,

∂zs1 + ∂xs3 = n3B1 − n1B3 + 2(h3 − h1)B2,

∂ys3 + ∂zs2 = n2B3 − n3B2 + 2(h2 − h3)B1.
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Odsud snadno plyne, že

∇ · ~s = 0.

Prvńı řád:

∂xm = 2h1∂xV + n3∂yV + n2∂zV + s3B2 − s2B3,

∂xm = n3∂xV + 2h2∂yV + n1∂zV + s1B3 − s3B1,

∂xm = n2∂xV + n1∂yV + 2h3∂zV + s2B1 − s1B2.

Nultý řád:

~s · ∇V = 0.

Rovnice pro třet́ı řád se nezměńı, nebude-li magnetické pole v̊ubec př́ıtomno,
můžeme tud́ıž použ́ıt výsledk̊u, kterých jsme dosáhli ve 2. kapitole. Ty
ř́ıkaj́ı (resp. ř́ıkaly pro dimenzi 2, ale zobecněńı do dimenze 3 je nasnadě),
že členy nejvyšš́ıho řádu v integrálu jsou rovny lineárńı kombinaci součin̊u
generátor̊u euklidovské grupy. Vyjádř́ıme-li náš integrál explicitně v kovari-
antńıch výrazech, dostaneme

X =
∑

1≤a≤b≤6
αabY

A
a Y

A
b +

3∑
j=1

sj(~x)pAj +m(~x),

kde Y A = (pA1 , p
A
2 , p

A
3 , l

A
1 , l

A
2 , l

A
3 ), lAj =

∑
k,l εjklxkp

A
l a αab ∈ R. Funkce

~h, ~n vyjádř́ıme pomoćı konstant αab následovně

h1 = α66y
2 + (−α56z − α16)y + α55z

2 + α15z + α11,

h2 = α66x
2 + (−α46z + α26)x+ α44z

2 − α24z + α22,

h3 = α55x
2 + (−α45y − α35)x+ α44y

2 + α34y + α33,

n1 = −α56x
2 + (α46y + α45z − α25 + α36)x+ (−2α44z + α24)y − α34z + α23,

n2 = (α56y − 2α55z − α15)x− α46y
2 + (α45z − α36 + α14)y + α35z + α13,

n3 = (−2α66y + α16 + α56z)x+ (α46z − α26)y − α45z
2 + (α25 − α14)z + α12.

Kvantový integrál pohybu bude symetrizovaný analog klasického, tj.

X̂ =

3∑
j=1

{hj(~x), P̂Aj P̂
A
j }S+

1

2

3∑
j,k,l=1

|εjkl|{nj(~x), P̂Ak P̂
A
l }S+

3∑
j=1

{sj(~x), P̂Aj }S+m(~x),

kde hj(~x), nj(~x), sj(~x), m(~x) bereme jako násobeńı př́ıslušnou funkćı a
{ , }S znač́ı symetrizaci

{F̂ , Ĝ}S =
1

2
(F̂ Ĝ+ ĜF̂ ).
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Aby skutečně byl integrálem pohybu, muśı komutovat s kv. Hamiltoniánem,
z čehož dostaneme téměř shodné podmı́nky jako pro ten klasický, které zde
již nebudeme vypisovat, jen stručně poṕı̌seme.

Zaprvé, podmı́nky pro 3. řád budou úplně stejné, tud́ıž členy nejvyšš́ıho
řádu zase budou lineárńı kombinaćı součin̊u polohy, hybnosti a momentu
hybnosti. Po použit́ı tohoto poznatku na podmı́nky pro 2. řád dostaneme,
že jsou totožné s klasickými. Stejně tak pro podmı́nky 1. řádu. Situace
bude ovšem odlǐsná pro podmı́nky 0. řádu, kde dostaneme ~2-proporciálńı
korekce, jejichž finálńı podoba nabude tvar

~s · ∇V + ~2
4 (∂zn1∂zB1 − ∂yn1∂yB1 + ∂xn2∂xB2 − ∂zn2∂zB2 + ∂yn3∂yB3 −

∂xn3∂xB3 + ∂xn1∂yB2 − ∂yn2∂xB1) = 0.

Nyńı se budeme zabývat otázkou, zda v̊ubec existuj́ı integrabilńı systémy
pro náš Hamiltonián , a jdou-li v̊ubec rozš́ı̌rit na superintegrabilńı.
Zvoĺıme zhruba následuj́ıćı př́ıstup:

Budeme předpokládat, že již 2 integrály pohybu máme, a to integrály
1. řádu. Po r̊uzných transformaćıch souřadnic dospějeme ke 3 možnostem
(každá z nich je nějaká podalgebra euklidovské algebry transformaćı, přičemž
jsou navzájem neizomorfńı), jak mohou vypadat.

1. možnost (L3, P3):

X1 = lA3 +m1(~x), X2 = pA3 +m2(~x).

2. možnost (P1, P2):

X1 = pA1 +m1(~x), X2 = pA2 +m2(~x).

3. možnost (L1, L2, L3):

X1 = lA3 +m1(~x), X2 = lA1 +m2(~x).

My se zde budeme zabývat 1. a 2. možnost́ı.

3.2 Superintegrabilita pro integrály (L3, P3)

Uvažujme tedy Hamiltonián tvaru

H =
1

2
(~p+ ~A(~x))2 + V (~x)

a k němu 2 integrály pohybu

X1 = lA3 +m1(~x), X2 = pA3 +m2(~x).
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3.2.1 Integrály jsou v involuci

Berme nyńı, že integrály jsou v involuci, máme tedy rovnou integrabilńı
systém, který muśı splňovat následuj́ıćı:
z involuce

xB1 + yB2 + x∂ym2 − y∂xm2 − ∂zm1 = 0

a z komutace s Hamiltoniánem

∂xm1 = −xB3, ∂ym1 = −yB3, ∂zm1 = yB2 + xB1,

∂xm2 = B2, ∂ym2 = −B1, ∂zm2 = 0.

Jelikož v následuj́ıćı podkapitole budeme řešit o něco obecněǰśı př́ıpad
těchto rovnic, jakýkoliv komentář k jejich řešeńı si tedy necháme až tam a
zde jen vyṕı̌seme výsledky, abychom později mohli srovnávat

m1(~x) = −G(r), m2 = F (r), r =
√
x2 + y2,

~B = (−y
r
F ′,

x

r
F ′,

1

r
G′),

~A = (− x
r2
G,

y

r2
G,−F ), V (~x) = V (r).

Po dosazeńı zjist́ıme, že v naš́ı volbě kalibrace maj́ı velice jednoduchý tvar

X1 = l3, X2 = p3.

V kvantovém př́ıpadě jsou výpočty prakticky totožné, dostaneme tak stejné
potenciály a integrály

X̂1 = L̂3, X̂2 = P̂3.

Bezčasová Schrödingerova rovnice je separovatelná v cylindrických souřadnićıch

x = r cosφ, y = r sinφ, z = z.

následovně

ψ(~x) = ρ(r) exp(ılφ) exp(ıkz),

~2ρ̈ = −~2 ρ̇
r

+ (F − ~k)2ρ+ 2V ρ+
1

r2
(G+ ~l)2ρ− 2Eρ.

Chceme-li ovšem naj́ıt daľśı integrál pohybu 2. řádu nejvýše, po deľśıch,
ale poměrně př́ımočarých výpočtech zj́ıst́ıme, že pro nekonstantńı funkce F
a/nebo G žádný daľśı integrál, který by nebyl závislý na Hamiltoniánu nebo
X1 a X2, neexistuje.
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3.2.2 Integrály nejsou v involuci

Uvažujme nyńı o něco obecněǰśı př́ıpad, kdy integrály sice nejsou v involuci,
ale komutuj́ı na nějakou nenulovou konstantu

{X2, X1} = C, C ∈ Rr {0}

takže, podobně jako v předchoźı podkapitole

xB1 + yB2 + x∂ym2 − y∂xm2 − ∂zm1 = C,

kde vztahy pro komutaci z̊ustanou zachovány

∂xm1 = −xB3, ∂ym1 = −yB3, ∂zm1 = yB2 + xB1,

∂xm2 = B2, ∂ym2 = −B1, ∂zm2 = 0.

Prvńı, co uděláme, je, že se pod́ıváme, zda v̊ubec existuj́ı nekonstantńı
potenciály, které by takovou strukturu integrál̊u pohybu umožňovaly. Ve
druhém kroce se poté pokuśıme naj́ıt daľśı integrál pohybu, který bude
komutovat alespoň s jedńım daľśım, č́ımž by se systém dokonce stal super-
integrabilńım.

Z předchoźıch rovnic na prvńı pohled plyne, že

m2(~x) = m2(x, y), xB1 + yB2 = −C ⇒ m1 = G(x, y)− Cz

Z podmı́nek pro 0. řád integrál̊u X1, X2 dostaneme 2 rovnice

−yVx + xVy = 0, Vz = 0

což po převedeńı do cylindrických souřadnic dává výsledek V (~x) = V (r).
Nyńı použijeme podmı́nek kompatibility (nezálež́ı na pořad́ı derivace) a
vyjde

~B(~x) = ~B(x, y), y
∂B3

∂x
= x

∂B3

∂y
,

∂B2

∂y
= −∂B1

∂x

0 = x
∂B1

∂x
+ y

∂B2

∂x
+B1

0 = x
∂B1

∂y
+ y

∂B2

∂y
+B2

Posledńı 2 rovnice jsou závislé, nicméně použijeme 3. rovnici a vztah

B2 = −C
y
− x

y
B1

z čehož dostaneme parciálńı diferenciálńı rovnici pro B1. Poznamejme ještě,
že jediné, v čem se lǐśı výpočet zde od výpočtu v předchoźı podkapitole, je
př́ıtomnost prvńıho členu.

−C
y
− x

y
B1 + x

∂B1

∂y
− y∂B1

∂x
= 0
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kterou převedeme do cylindrických souřadnic a vyřeš́ıme

B1 = −y
r
F ′(r)− C x

r2
⇒ B2 =

x

r
F ′(r)− C y

r2

Dále se všimneme, že x∂ym1 − y∂xm1 = 0, tud́ıž

m1 = −G(r)− Cz ⇒ B3 =
1

r
G′(r)

kde funkceG(r) je libovolná a implikace plyne z 2. rovnice pro kompatibilitu.
Rovnice ∂xm2 = B2, ∂ym2 = −B1 vyřeš́ıme a vyjde

m2 = F (r) + C arctan
y

x

přičemž F (r) je libovolná. Vektorové potenciály již snadno dořeš́ıme a
dostaneme následuj́ıćı

m1(~x) = −G(r)− Cz, m2 = F (r) + C arctan
y

x
, r =

√
x2 + y2,

~B = (−y
r
F ′ − C x

r2
,
x

r
F ′ − C y

r2
,
1

r
G′),

~A = (− y

r2
G,

x

r2
G,−F − C arctan

y

x
), V (~x) = V (r).

Integrály X1, X2 maj́ı stále velmi př́ıjemný tvar

X1 = l3 − Cz, X2 = p3.

Dř́ıve, než se pust́ıme do hledáńı daľśıho integrálu, zmiňme pár postřeh̊u
k právě provedenému výpočtu. Neńı nikterak překvapuj́ıćı, že některé složky
vektor̊u, jmenovitě A1, A2 a B3 z̊ustaly nezměněny. Za povšimnut́ı též stoj́ı,
že obě funkce m1,m2 obsahuj́ı kromě (zat́ım) libovolné funkce poloměru též
linearńı př́ıspěvky zbylých dvou souřadnic, jelikož φ = arctan y

x .

Přistupme nyńı k hledáńı daľśıho integrálu. Začneme s obecným in-
tegrálem 1. řádu tvaru

X3 =
2∑
i=1

(γilAi + βipAi ) +m3(~x)

= (β1 + γ2z)pA1 + (β2 − γ1z)pA2 + (γ1y − γ2x)pA3 +m3(~x)

V integrálu nemuśıme v̊ubec uvažovat pA3 a lA3 , protože lineárńı kombinace
integrál̊u pohybu je stále integrál pohybu.
Komutace s Hamiltoniánem nám pro 1. řád v hybnostech dává, jelikož
máme integrál pouze 1. řádu, podstatně jednodušš́ı podmı́nky ve tvaru

∂xm3 = s3B2 − s2B3, ∂ym3 = s1B3 − s3B1, ∂z = s2B1 − s1B2.
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Což pro naše si znamená

∂xm3 = (γ1y − γ2x)B2 − (β2 − γ1z)B3,

∂ym3 = (β1 + γ2z)B3 − (γ1y − γ2x)B1,

∂zm3 = (β2 − γ1z)B1 − (β1 + γ2z)B2

Máme též podmı́nku pro 0. řád ~s · ∇V = 0, neboli

(β1 + γ2z)
x

r
V ′ + (β2 − γ1z)y

r
V ′ = 0,

kde jsme již využili toho, že funkce V je pouze funkćı poloměru. Tohoto
faktu využijeme i nyńı, protože to znamená, že koeficient u z muśı být 0, tj.

z(γ2x− γ1y)
V ′

r
= 0 ∧ (β1x+ β2y)

V ′

r
= 0,

což nastane, jsou-li závorky nulové nebo je skalárńı potenciál konstantńı.
V př́ıpadě nulovosti závorek to znamená, že

β1 = β2 = γ1 = γ2 = 0 ∧ m(~x) = m ∈ R,

takže integrál pohybu je pouze konstanta, což nepřináš́ı nic nového.

Je-li skalárńı potenciál nulový, použijeme podmı́nky kompatibility pro funkci
m3, které nám daj́ı 3 rovnice

γ1B2 − γ2B1 + (γ1y − γ2x)(∂xB1 + ∂yB2)− (β2 − γ1z)∂yB3 − (β1 + γ2z)∂xB3 = 0,

γ2B3 − (β2 − γ1z)∂yB1 + (β1 + γ2z)∂yB2 = 0,

γ1B3 − (β2 − γ1z)∂xB1 + (β1 + γ2z)∂xB2 = 0.

Výrazy u z muśı být nulové, máme tak rovnice, které po upraveńı vypadaj́ı
následovně

γ1
y

r2
(
G′′ − G′

r

)
= 0 ∧ γ2

x

r2
(
G′′ − G′

r

)
= 0,

1

r2

((
− γ1y2 + γ2xy

)
F ′′ −

(
γ1x2 + γ2xy

)F ′
r

+
(
2γ1xy − γ2(x2 + y2)

)C
r2

)
= 0.

Porovnáńım koeficient̊u u r̊uzných monomů z x, y zj́ıst́ıme, že γ1 = γ2 = 0.
Rovnice pro bety se nám t́ım redukuj́ı po dosazeńı na

1

r2

((
β2y2 + β1xy

)
F ′′ +

(
β2x2 − β1xy

)F ′
r
−
(
2β2xy + β1(x2 + y2)

)C
r2

)
= 0,

které muśı být ze stejných d̊uvod̊u také nulové. Integrálem pohybu je v
tomto př́ıpadě také konstanta, takže jsme nic nového neźıskali.
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Naše snahy t́ımto konč́ı a muśıme (smutně) konstatovat, že náš systém
nepovoluje žádný daľśı integrál 1. řádu.

Pod́ıvejme se nyńı na obecný integrál 2. řádu

X3 =
∑

1≤a≤b≤6
αabY

A
a Y

A
b +

3∑
j=1

sj(~x)pAj +m(~x),

kde Y A = (pA1 , p
A
2 , p

A
3 , l

A
1 , l

A
2 , l

A
3 ).

Některé z konstant ovšem můžeme položit rovny 0. Např́ıklad α11,
protože integrál pohybu komutuje s Hamiltoniánem, který je kvadratický
v hybnostech. Jelikož také plat́ı vztah ~p · ~l = 0, můžeme jednu z konstant
α14, α25, α36 položit rovnu 0, takže třeba α14 = 0.

Začněme nyńı s př́ıpadem, kdy {X3, X2} = 0. To nám dá velice dlouhý
výčet všech podmı́nek, který zde nebudeme vypisovat, nicmeně vyjde z něj
následuj́ıćı

~s(~x) = ~s(x, y), m3(~x) = m3(x, y)

a taky všechny tyto konstanty muśı být rovny nule

α15, α24, α25, α33, α34, α35, α36, α44, α45, α46, α55, α56, α66.

T́ımto se nám značně redukuj́ı funkce hi, ni, které maj́ı nyńı tvar

h1 = −α16y, n1 = α23,

h2 = α26x+ α22, n2 = α13,

h3 = 0, n3 = α16x− α26y + α12.

Použijeme podmı́nky pro 0. a 1. řád, jmenovitě ∇~s = 0 a ~s · ∇V = 0, které
nám daj́ı

∂xs1 + ∂ys2 = 0 ∧ s2 = −x
y
s1 ⇒ −x

y
s1 + x

∂s1
∂y
− y∂s1

∂x
= 0.

Tuto parc. dif. rovnici jsme již potkali, můžeme tedy rovnou napsat řešeńı

s1 = −y
r
I(r) ⇒ s2 =

x

r
I(r),

kde I(r) je libovolná funkce. Daľśı na řadě je podmı́nka 2. řádu

∂zs3 = n1B1 − n2B2 = α23(−
y

r
F ′ − C x

r2
)− α13(

x

r
F ′ − C y

r2
).

Vı́me, že se má rovnat 0, členy u x a y t́ım pádem muśı vymizet a my ji
můžeme řešit jako soustavu v proměnných α13 a α23

x

r
(−α13F

′ − α23
C

r
) +

y

r
(α13

C

r
− α23F

′) = 0.
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Determinant je roven xy
r2

(
(F ′)2 + C2

r2

)
, tedy (až na varietách nižš́ı dimenze)

vždy kladný, tud́ıž jediné řešeńı je

α13 = α23 = 0.

Následuje podmı́nka 1. řádu, do které již rovnou dosad́ıme dosavadńı výsledky

∂zm3 = 0 · ∂xV + 0 · ∂yV + 2h3 · 0 +
x

r
I(−y

r
F ′ − C y

r2
) +

y

r
I(
x

r
F ′ − C y

r2
)

= −C I
r
,

odkud plyne, že

m3 = J(x, y)− C I(r)

r
z.

Pod́ıvame-li se nyńı na výraz ∂xm3, zj́ıst́ıme, že na pravé straně jsou členy
závislé pouze na x a y, tud́ıž muśı platit

∂

∂x

(I(r)

r

)
= 0 =

xI ′(r)− x
r I(r)

r2
⇒ x

(
I ′(r)− 1

r
I(r)

)
= 0.

Což znamená, že

I(r) = Ir, I ∈ R ⇒ s1 = −Iy, s2 = Ix, m3 = J(x, y)− CIz.

Toho využijeme v následuj́ıćım

∂xs1 = 0 = −n3B3 = −(α16x− α26y + α12)
1

r
G′(r),

takže
α12 = α16 = α26 = 0.

Posledńı koeficient, který muśıme zjistit, je α22, který vyčteme např. z

∂ys1 + ∂xs2 = 0 = −2α22B3 ⇒ α22 = 0

Konstanty máme všechny, zbývá jen pár vztah̊u pro s3

∂xs3 = 0 = ∂ys3 ⇒ s3 = S, S ∈ R

a m3

∂xm3 = SB2 − IxB3 ∧ ∂ym3 = −SB1 − IyB3 ⇒ m3 = Sm2 + Im1.

Závěr tedy je, že náš nalezený integrál pohybu má tvar

X3 = IX1 + SX2,

takže se nám bohužel pro př́ıpad {X3, X2} = 0 nepodařilo naj́ıt nic nového,
systém tedy v tomto př́ıpadě nejde rozš́ı̌rit na superintegrabilńı.
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Zkusme nyńı 2. možnost, kdy {X3, X1} = 0. Stále máme integrál tvaru

X3 =
∑

1≤a≤b≤6
αabY

A
a Y

A
b +

3∑
j=1

sj(~x)pAj +m(~x),

kde Y A = (pA1 , p
A
2 , p

A
3 , l

A
1 , l

A
2 , l

A
3 ) a konstanty α11, α14 můžeme položit rovny

0. Stejně jako v minulém př́ıpadě dostaneme dosti dlouhý výčet všech
podmı́nek, který zde opět neuvedeme, každopádně z nich plyne nulovost
následuj́ıćıch konstant

α12, α22, α23, α25, α33, α34, α35, α36, α45, α46, α55, α56, α66

a daľśı vztahy

α16 = −α13, α24 = −α15, s1 = −y
x
s2, s3(~x) = s3(r, z).

Můžeme si tedy napsat funkce hi a ni

h1 = α13y + α15z, n1 = −α15y,

h2 = α15z, n2 = −α15x+ α13,

h3 = 0, n3 = −α13x.

Jelikož zat́ım v́ıme o funkci s3 nejv́ıce, začneme s ńı

∂zs3 = −α15(−
y

r
F ′ − C x

r2
) + (α15x− α13)(

x

r
F ′ − C y

r2
)

= α15rF
′ − α13(

x

r
F ′ − C y

r2
),

funkce s3 je funkćı pouze r a z, tud́ıž α13 = 0 a rovnici můžeme zintegrovat
podle z a dostaneme

s3 = α15rzF
′(r) + I(r).

Vı́me následuj́ıćı

s1 =
−y
x
s2 ⇒ ∂zs1 =

−y
x
∂zs2 ∧ ∂xs3 =

x

r
∂rs3, ∂ys3 =

y

r
∂rs3.

Napǐsme si pod sebe 2 již dosti zjednodušené podmı́nky 2. řádu

∂zs1 + ∂xs3 = −y
x
∂zs2 +

x

r
∂rs3 = −n1B3 − 2α15zB2,

∂zs2 + ∂ys3 = ∂zs2 +
y

r
∂rs3 = n2B3 + 2α15zB1.

Vynásob́ıme-li 1. rovnici x, 2. rovnici y a sečteme je, dostaneme

∂rs3 = −2α15zF
′
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Porovnáme-li to s výrazem a jeho derivaćı, které jsme dostali o pár řádku
výš, dostaneme diferenciálńı rovnici

α15z(3F
′ + rF ′′) + I ′ = 0.

Výraz u z muśı být nulový, takže F muśı řešit rovnici

3F ′ + rF ′′ = 0

což nám F a I vynucuje ve tvaru

F (r) =
−D
2

r2
+ E, I(r) = I, D,E, I ∈ R.

T́ım dostaneme rovnice pro s1, s2

∂xs1 = −α15D
x2

r4
+ α15C

xy

r2
,

∂ys2 = −α15D
y2

r4
− α15C

xy

r2

přičemž máme stále na paměti vztah s2 = −x
y s1. Rovnice jsme schopni

vyřešit

s1 =
α15D

2

(arctan y
x

x
+

y

x2 + y2

)
+
α15C

2
y ln(x2 + y2),

s2 =
α15D

2

(arctan y
x

y
− x

x2 + y2

)
− α15C

2
x ln(x2 + y2).

s1, s2 tedy nebudou závislé na z, kdyby totiž jedna z nich byla, v té druhé
by se závislost projevila vynásobená faktorem −y

x , t́ım bychom ovšem ne-
dodrželi rovnice uvedené výše. Pokračujme nyńı s

∂ys3 = n2B3 + 2h2B1

−2α15D
y

r4
= −α15

x

r
G′ − 2α15z

(
−D y

r4
− C x

r2
)

po převedeńı na jednu stranu

−α15
x

r
G′ + 2α15z

(
2D

y

r4
+ C

x

r2
)

= 0

což má řešeńı pouze pro α15 = 0. T́ım se po dopočteńı, které zde již
neuvedeme, dostaneme do totožné situace jako v prvńım př́ıpadě - integrál
pohybu, co jsme takhle našli, je lineárńı kombinaćı již existuj́ıćıch integrál̊u.

Stejný výsledek dostaneme, vezmeme-li lineárńı kombinaci integrál̊u po-
hybu, tud́ıž závěrem muśıme bohužel konstatovat, že žádné nové výsledky
naše zobecněńı nepřineslo.
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3.3 Superintegrabilita pro integrály (P1, P2)

Stejný postup zkusme pro př́ıpad integrál̊u

X1 = pA1 +m1(~x), X2 = pA2 +m2(~x),

kdy povoĺıme jejich komutaci na konstantu

{X1, X2} = C, C ∈ Rr {0}.

Komutace s Hamiltoniánem vede na rovnice

∂xm1 = 0, ∂ym1 = B3, ∂zm1 = −B2,

∂xm2 = −B3, ∂ym2 = 0, ∂zm2 = B1.

což nám po krátkém a velmi podobném řešeńı jako v předchoźı podkapitole
dá řešeńı ve tvaru

m1(~x) = Cy − F (z), m2 = −Cx+G(z),

~B = (G′(z), F ′(z), C),

~A = (F (z)− Cy

2
,−G(z) +

Cx

2
, C), V (~x) = V (z).

kde F,G jsou libovolné funkce a integrály X1, X2 maj́ı tvar

X1 = pA1 + Cy, X2 = pA2 − Cx.

Z klasické fyziky v́ıme, že pro hybnosti a momenty hybnosti plat́ı komutačńı
relace

{pi, Lk} = εikmpm,

takže bychom se mohli pokusit naj́ıt integrál pohybu X3 = lA3 +m3(~x), pro
který by platilo

{X1, X3} = −pA2 +D, {X2, X3} = pA1 + E, D,E ∈ R.

Komutace s Hamiltoniánem nám dá podmı́nky

∂xm3 = −Cx, ∂ym3 = −Cy, ∂zm2 = xG′ + yF ′,

které jsou řešitelné (protože F,G jsou funkcemi pouze z) jen jako

m3 = −C
2

(
x2 + y2

)
a t́ım pádem všechny potenciály, integrály pohybu a jejich kom. relace
vypadaj́ı

~B = (0, 0, C), V (~x) = V (z),

~A = (E − Cy

2
,−D +

Cx

2
, C),

X1 = pA1 + Cy, X2 = pA2 − Cx, X3 = lA3 −
C

2

(
x2 + y2

)
,

{X1, X2} = C, {X1, X3} = −pA2 , {X2, X3} = pA1 .
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Nutno podoknout, že t́ımto integrálem pohybu jsme si k integrabilitě
nepomohli, protože s žádným jiným nekomutuje. Pokud by se nám ale
podařilo naj́ıt daľśı, který by již se všemi komutoval, měli bychom rázem
maximálně superintegrabilńı systém.

Uvažujme tedy obecný integrál 2. řádu

X4 =
∑

1≤a≤b≤6
αabY

A
a Y

A
b +

3∑
j=1

sj(~x)pAj +m4(~x),

kde Y A = (pA1 , p
A
2 , p

A
3 , l

A
1 , l

A
2 , l

A
3 ) a rovnou pokládáme α11 = α14 = 0.

Stejně jako již několikrát, dostaneme dosti dlouhý výčet všech podmı́nek,
ze kterého plyne nulovost všech konstant kromě α33 - můžeme ji t́ım pádem
položit rovnu 1 - a také

~s(~x) = 0, m4(~x) = m4(z).

Jediná rovnice, která zbude, má tvar

m′4(z)− 2V ′(z) = 0,

tud́ıž po zanedbáńı aditivńıch konstant maj́ı potenciál a integrál pohybu
tvar

V (z) = kz, X4 = p23 + 2kz, k ∈ R.

Naše hledáńı tedy konč́ı úspěchem. Podařilo se nám naj́ıt (dokonce
maximálně) superintegrabilńı systém. Hamiltonián můžeme napsat jako
kombinaci integrál̊u pohybu

H =
1

2

(
X2

1 +X2
2 +X4

)
+ CX3.

V kvantovém př́ıpadě by se pomoćı téměř totožných argument̊u došlo ke
stejnému výsledku.
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Závěr

Během práce jsem si nejen zopakoval pojmy z klasické a kvantové mechaniky,
ale zároveň se seznámil s kvadraticky integrabilńımi a superintegrabilńımi
systémy a naučil se základńı techniky použ́ıvané při odvozováńı podmı́nek
na jejich existenci a také postupy pro jejich hledáńı.

Aplikace těchto technik pak vyústila ve dvě zobecněńı systémů navržených
v článku [1]. Jedno zobecněńı bohužel nic nového nepřineslo, druhé již ovšem
bylo úspěšné a nalezli jsme př́ıklad dokonce maximálně superintegrabilńıho
systému.
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[4] Jǐŕı Blank, Pavel Exner, and Miloslav Havĺıček. Lineárńı operátory v
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