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1. Na specialnich piipadech Askeyovy-Wilsonovy algebry, konkrétné na algebrach sl(2),
Uq(sI2) resp. Uq'(s03), ukazte, jak lze diky dostupné klasifikaci reprezentaci a znalosti o
automorfismech dané algebry nagenerovat nékteré konkrétni fady ortogonalnich polynomi
z Askeyova schématu. K tomu vyuZijte informace z [2] a [3]. Urcete, kterym konkrétnim
fadam polynomil odpovidaji tyto podalgebry.

2. Pokuste se stejny zptisob aplikovat i na obecngjsi podalgebry Askeyovy-Wilsonovy
algebry, nez je Uq'(so3). K tomu nejprve zjistéte ptislusné informace o reprezentacich a
automorfismech [4].
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Abstrakt / Abstract

V préaci nejprve predneseme zakladni
poznatky z teorie ortogonalnich po-
lynomi a reprezentaci algeber. Poté
na prikladech ukazeme, jak spolu sou-
visi reprezentace algeber, Leonardovy
pary a ortogondlni polynomy. Z repre-
zentaci Lieovy algebry sly odvodime
vlastnosti  obecnych  Kravcukovych
polynomi a z reprezentaci kvantové
algebry U, (so3) odvodime vlastnosti
specidlniho ptipadu ¢-Racahovych po-
lynomii. Nasim hlavnim vysledkem pak
bude klasifikace reprezentaci Askeyovy—
Wilsonovy algebry za predpokladu, ze
¢ neni odmocnina z jedné a jisté hod-
noty nejsou vlastnimi ¢isly generujiciho
elementu. Tim budeme schopni nage-
nerovat obecné g¢-Racahovy polynomy
pro témér libovolnou volbu argumenti.
Dale ve specidlnim pripadé volby pa-
rametri  Askeyovy—Wilsonovy algebry
klasifikujeme reprezentace za slabsich
predpokladii.

Klicova slova: ortogonalni polynomy,
Leonardovy pary, Askeyova—Wilsonova
algebra, reprezentace, automorfismy

Vi

In the beggining of the bachelor thesis
introduction to the theory of orthogonal
polynomials and algebra representations
is presented. Then the connection be-
tween algebra representations, Leonard
pairs and orthogonal polynomials is es-
tablished and illustrated. Properties of
the Krawtchouk polynomials of general
form are derived from representations
of the Lie algebra sl, and properties
of a special form of g-Racah polyno-
mials are derived from representations
of quantum algebra Uy (soz). Our main
result is classification of representations
of the Askey—Wilson algebra, where ¢ is
not a root of unity and certain num-
bers are not eigenvalues of a generating
element. Using that result properties
of g-Racah polynomials for almost all
possible parameters are derived. Then
for certain parameters of Askey—Wilson
algebra representations are classificated
with weaker assumptions.

Keywords: orthogonal polynomials,
Leonard pairs, Askey—Wilson algebra,
representations, automorphisms

Title translation: Orthogonal poly-
nomials and Askey—Wilson algebra
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Kapitola ].
Uvod

Obsahem této bakalarské prace je vztah ortogonalnich polynomi a reprezentaci algeber.
Jak ortogonalni polynomy, tak i Lieovy nebo kvantové algebry maji siroké uplatnéni
v matematice i fyzice. Vztah specidlnich tfid ortogonalnich polynomu z tzv. Askeyova
schématu s Lieovymi algebrami je zndm jiz delsi dobu (viz napt. [1]). Jak se ukazalo,
tento vztah uziteény zejména tim, ze pomoci néj lze velmi jednoduse vyjadrit dilezité
vlastnosti danych ortogonalnich polynomii.

Pozdéji byla rovnéz zkouména souvislost polynomu z tzv. ¢-Askeyova schématu
s kvantovymi algebrami. Pokazdé vSak bylo mozné zkonstruovat pouze urcity spe-
cidlni typ ortogonalnich polynomi. Nakonec v roce 1991 Alexej Zedanov pfedstavil
g-komutatorovou algebru, ze které se daji zkonstruovat ty nejobecnéjsi ¢-Racahovy
polynomy s libovolnymi parametry [2]. Algebru na pocest Richarda Askeye a Jamese
Wilsona pojmenoval Askeyova—Wilsonova a oznacil AW(3).

Ackoliv jiz v préci [2] byla prednesena reprezentace této algebry, pomoci které pak byl
nalezen vztah s g-Racahovymi polynomy, kompletni klasifikace reprezentaci Askeyovy—
Wilsonovy algebry byla pfednesena teprve nedavno v [3].

Jako vhodny mezi ¢lanek spojujici nejen ortogonalni polynomy a reprezentace alge-
ber, ale i jiné oblasti matematky se pozdéji ukazaly tzv. Leonardovy pary [4].

Cil této prace je popsat nejprve obecné a poté na specidlnich pripadech souvislost
mezi reprezentacemi algeber, Leonardovymi pary a ortogonalnimi polynomy. Ukazeme,
ze zname-li kompletni klasifikaci reprezentaci dané algebry a dulezité automorfismy
na této algebie, muzeme ziskat nékteré tiidy polynomt z Askey—Wilsonova schématu,
véetné nékterych dulezitych vlastnosti, takika bez prace. Nas pristup predvedeme na
algebrach sly a U (so3), pro které je kompletni reprezentace zndma [5].

Dalsim krokem je pak totéz zopakovat pro Askeyovu—Wilsonovu algebru. Za tim
ucelem se pokusime provést tuplnou klasifikaci reprezentaci této algebry primou kon-
strukei, tj. podobnym zptisobem jako v ptipadé algebry Ug(so3) v [5] a rozhodnout tak,
zda neexistuji jesté jiné reprezentace, nez byly predneseny v [2].

Bakalaiska prace je rozdélena na pét kapitol. Po iivodu nasleduje kapitola, kde uve-
deme zékladni poznatky z oblasti, kterymi se v praci zabyvame, tj. zejména z teorie
ortogonalnich polynomu a teorie reprezentaci. Dalsi dvé kapitoly jsou vénovany tkoltm,
které jsme si vytycili. Ve tfeti kapitole popiSeme souvislost ortogonédlnich polynomu a re-
prezentaci algeber a ve ¢tvrté kapitole prostudujeme reprezentace Askeyovy—Wilsonovy
algebry. Patou kapitolu bude jiz tvorit zavér prace.

Vsechny definice, véty, poznamky a dalsi ¢islované odstavce budeme cislovat dohro-
mady v ramci jednotlivych kapitol. Rovnice budeme rovnéz ¢islovat v ramci jednotlivych
kapitol, pricemz zde zpravidla nebudeme uvadét ¢islo kapitoly, nebot budeme vétsinou
odkazovat na rovnice v téze kapitole. Budeme-li odkazovat na rovnici v jiné kapitole,
uvedeme to za ¢islem rovnice (napriklad Kravéukovy polynomy definuje rovnost (24),
kap. 2). Konec dikazu budeme tradiéné oznacovat ¢tvereckem [J.

Pro vypocty a upravy komplikovanych vyrazi, zejména ve ¢tvrté kapitole, jsme velmi
vyuzivali vypoéetniho programu Mathematica [6].



Kapitola 2
Zakladni definice a poznatky

V této kapitole zopakujeme zakladni poznatky z teorie ortogonalnich polynomt a teorie
reprezentaci. Nejprve vSak shrneme néktera dulezitd tvrzeni linedrni algebry.

I 2.1 Ddlezita tvrzeni linearni algebry

V praci budeme vyuzivat spoustu tvrzeni z linearni algebry, které zde nebudeme opako-
vat. Uvedeme pouze dilezitou vétu, kterd nam dale pri zkouméani reprezentaci algeber
usnadni ditkazy ireducibility jednotlivych reprezentaci. Dale se budeme podrobnéji vé-
novat skalarnimu soucinu.

Protoze se prace tyka ortogonalnich polynomu, budeme se zajimat zejména o vek-
torové prostory polynomt. Vektorovy polynomt & ma sice nekonecnou dimenzi, ale
spocetnou Hamelovu bazi. Pod pojmem baze vektorového prostoru budeme mit vzdy na
mysli pravé Hamelovu béazi. Nasim hlavnim zdjmem vsak budou kone¢né podprostory
polynomt stupné nejvyse n, které budeme znacit Z,.

Véta 2.1. Bud V vektorovy prostor nad télesem 1" a A diagonalizovatelny linearni ope-
rator na V' s vzdajemné ruznymi vlastnimi ¢isly. Pak libovolny A-invariantni podprostor
W ccC V, tj. takovy, ze pro kazdé w € W je Aw € W, je obalem nékterych vlastnich
vektoru A. Jinymi slovy zizeni A na W je také diagonalizovatelné.

Dikaz. Protoze ve V existuje baze z vlastnich vektort, mizeme libovolny w € W psat
jako kombinaci

k
w = Zvi, kde Av; = \v;.
i=1
Staci ukazat, ze vSechna v; z této kombinace jsou také prvky W. Snadno se ale da
oveérit, ze

A= NI

B 2.1.1 Zobecnéni skalarniho soucinu

Definice ortogonality na prostoru polynomi muze byt v jistém smyslu obecnéjsi nez
bézna definice z linearni algebry. Protoze nas vsak zajima souvislost ortogonalnich po-
lynomt s reprezentacemi algeber, coz jsou obecné vektorové prostory, bude vhodné
tento typ skalarniho soucinu zavést na obecnych vektorovych prostorech.

Nejprve ujasnime nékteré znamé pojmy. VSe definujeme pouze nad télesem C.

Definice 2.2. Necht V je vektorovy prostor nad C. Formu h:V x V — T nazveme
seskvilinedrni hermitovskd forma, jsou-li splnény podminky:

l.prokazdé a € T a xz,y,z € V je h(z,ay + z) = ah(z,y) + h(z,2) a
2. pro kazdé z,y € V je h(y,z) = h(x,y).




2.1 Dilezita tvrzeni linearni algebry

Hermitovskou formu nazveme pozitivné definitni, plati-li pro kazdy vektor =z # 0
h(z,z) > 0. Pozitivné definitni hermitovskou formu budeme rovnéz nazyvat skaldrni
soucin a znacit (-,-).

Definice 2.3. Necht V je vektorovy prostor nad C. Formu f:V x V — T nazveme
bilinedrni symetrickd forma, je-li splnéno.

l.prokazdé a € T axz,y,z € V je f(x,ay + z) = af(x,y) + f(z, 2) a

2. pro kazdé xz,y € V je f(y,x) = f(z,vy).

Ackoliv se nad télesem komplexnich ¢isel ¢asto pod symetrii mysli pravé hermitov-

skost, zde budeme mezi témito pojmy dusledné rozliSovat. Podobné budeme rozlisovat
mezi symetrickou a hermitovskou matici

Definice 2.4. Necht A € C™". Matici AT nazveme transponovans matice k A, je-li pro
kazdé 4,5 € N splnéno AiTj = Aj;. Matici AH nazveme hermitovsky sdruzend k A, je-li
pro kazdé i, j € i splnéno A}{j = Kﬂ
Definice 2.5. Matici A € C™" nazveme

1. normalni, je-li AA™ = AHA symetricky normalni, je-li AAT = ATA,

2. hermitovska, je-li A = A, symetrickd, je-li A = AT,

3. ortogondlni, je-li AAM =T a symetricky ortogonalni, je-li AAT = 1.

Poznamka 2.6. Seskvilinedrni i bilinearni forma je vzdy urcena svym plisobenim na
bazi. Na prostorech s konec¢nou dimenzi tak muzeme definovat matici seskvilinedrni
formy h v bazi 2" = (x1,...,x,), respektive matici bilinedrni formy f v bazi 2" jako

hy = h(zi,x;), resp. [ = f(xi z)).
Pusobeni na vektory z = Y"1 | auz; a y = > ., fiz; se pak da vyjadiit jako

E)1 B
, TeSp. f(xv y) - (al to an)f%
Bn B
Je-1i forma hermitovska, respektive symetricka, je i jeji matice hermitovskd, resp. sy-

metricka.
Nyni zobecnime pojem skalarniho soucinu.

h(z,y) = (aq--- @n)h‘%

Definice 2.7. Necht V' je vektorovy prostor nad C. Bilinedrni symetrickou formu (-, -)
na V nazveme symetricky skaldrni soucin, existuje-li baze 2" = (x1, xa,...), pro kterou
plati (z;,z;) = h;0;;, pficemz pro kazdé i je h; # 0. Bazi 2 pak nazveme ortogondlni
vzhledem k symetrickému skaldrnimu soucinu (-,-). Je-li navic pro kazdé i splnéno
h; = 1, nazveme tuto bazi ortonormdini.

Déle budeme pséat pouze ,. ¢ je prostor se (symetrickym) skaldrnim sou¢inem*, pod
¢imz myslime, ze S je vektorovy prostor nad C a je na ném definovan (symetricky)
skalarni souéin (-, -). Pod ozna¢enim .7, budeme mit navic na mysli, Ze m4 tento prostor
dimenzi n € N.

Je jasné, ze kazdou ortogondlni bazi 1ze normalizovat (ovSsem jen diky tomu, Ze pra-
cujeme nad C a ze pozadujeme symetrii misto hermitovskosti). V kazdém prostoru se
symetrickym skalarnim soucinem tedy existuje ortonormalni baze.

Na prostoru C™ zavedeme standardni symetricky skaldrni soucin jako soucet soucint
odpovidajicich slozek. Ortonormalni bazi tam bude tvorit standardni baze.

Nyni formulujeme dilezitou vétu o souradnicich v ortogormélni bazi.



2. Zakladni definice a poznatky

Véta 2.8. Bud 77 prostor se symetrickym skalarnim souc¢inem. Pak 1ze libovolny vektor
x € A vyjadrit v ortogonalni bazi 2 = (x1,x9,...) jako

_ - (xhx) T — - (l’,.%) "y
x_z(xuﬂﬁi) Z_Z(xiyl'i) " S

i=1 =1

Dikaz. Libovolny vektor lze rozvinout do béze x = )" | o;x;. Po skaldrnim vynésobeni
vektorem x; zleva (¢i zprava) jiz dospéjeme k vyjadieni koeficientu «;

- (xj’ I)
(), ) Z:ZIO‘J(%’@'Z) aj(zj ;) = o (@;,2;) 0

Je-li baze 2" ortonormalni, je ve jmenovateli jedni¢ka a dostavame analogii Fourie-
rovych koeficientu.

Prostor vsech linearnich funkcional na vektorovém prostoru V' budeme znacit V*.
Prostor vsech linedrnich operdtorti na V' budeme znacit £ (V). Matici operatoru A €
Z(V) v bazi 2 budeme znacit A% . Nyni uvedeme definice a nékolik vét tykajicich
sdruzenych operatori. Fakt, ze stejna tvrzeni plati i pro bézny skalarni souc¢in naznacime
tim, ze v predpokladech budeme slovo ,,symetricky* psat v zavorce. Tvrzeni pro obycejny
skalarni souc¢in jsou vSak znamy z linedrni algebry, dikazy tedy provedeme pouze pro
symetricky skaldrni soucin. Za¢neme analogii Rieszovy véty.

Véta 2.9. Bud .77, prostor se (symetrickym) skaldrnim sou¢inem. Pak pro kazdy linearni
funkcional ¢ € J€* existuje pravé jeden vektor y € 7, takovy, ze pro kazdé x € I,
plati ¢(x) = (3, ).

Dikaz. Necht 2" = (x1,...,x,) je ortonormélni baze v .7, se symetrickym skaldrnim
sou¢inem. Ozna¢me y = Y | o;x;. Soufadnice vektoru y jsou jiz uréeny jednoznacéné
pusobenim funkcionalu ¢ na bazické vektory

(IZ‘) = ( ,Ii) = aj(xj,xi) = ;.
¢ y ; _

Definice 2.10. Bud 7, prostor se (symetrickym) skaldrnim souc¢inem, A € Z(J7,).
Splnuje-li B € £ (4,) pro kazdé x,y € 7, rovnost

(y, Az) = (By, x),

nazveme B sdruzeny operator k A a budeme znacit A*.

Véta 2.11. Bud .77, prostor s obycejnym, respektive symetrickym skaldrnim soucinem.
Pak pro libovolny A € £ (7)) existuje pravé jeden sdruzeny operator A* a plati

(A7 = (A7), resp. (A7) = (A")".
Diikaz. Necht 2 je ortonormélni baze prostoru se symetrickym skalarnim soucinem.
Matice sruzeného operatoru v bazi 2 je opét jiz jednoznac¢né urcena. Pii vypoctu

vyuzijeme vyjadreni souradnic vektoru pomoci Fourierovych koeficienti:

(A*)f;{ = (A*«’Uj;xi) = (xj7A-1'i) = A}%



2.2 Hypergeometrické funkce a q-analogie

Véta 2.12. Bud 7, prostor s obycejnym, respektive symetrickym skaldrnim sou¢inem.
Pak pro libovolné A, B € Z(7,), a € C plati

1. (¢A + B)* = aA* + B*, resp. (0¢A + B)* = aA* + B*
2. (AB)* = B*A*

3. (A=A

4.I"=Ta0*=0

Dikaz. Prvni tfi body lze snadno dokazat z maticového vyjadreni sdruzeného opera-
toru, posledni bod pak plyne primo z definice. O

Definice 2.13. Bud /7, prostor se (symetrickym) skaldrnim sou¢inem. Necht A €

1. Jestlize AA* = A*A, pak A nazveme normaélni,
2. jestlize A = A*, pak A nazveme samosdruzeny,
3. jestlize AA* = I, pak A nazveme ortogonalni.

Nyni pripomeneme klasickou vétu o vlastnostech normélnich operatort. Jeji analogii
ukazeme pouze pro samosdruzené operatory.

Véta 2.14. Bud 77, prostor se skaldrnim sou¢inem. Operator A € £(.7,) je normalni,
pravé kdyz je splnéno pro kazdé x € 77, ||Azx| = |A*z|. Je-li tato podminka splnéna,
plati dale, ze

1. z je vlastni vektor A prislusny vlastnimu ¢éislu A, pravé kdyz je = vlastni vektor A*
prislusny vlastnimu ¢éislu A,
2. vlastni vektory prislusné vzajemné rtiznym vlastnim ¢islim jsou na sebe kolmé.

Véta 2.15. Bud .77, prostor se symetrickym skaldrnim sou¢inem. Necht A € £ (7)) je
samosdruzeny. Pak

1. x je vlastni vektor A prislusny vlastnimu ¢islu A, pravé kdyz je x vlastni vektor A*
prislusny vlastnimu ¢islu A,
2. vlastni vektory prislusné vzajemné rtiznym vlastnim ¢islim jsou na sebe kolmé.

Diikaz. Prvni bod plyne snadno z rovnosi A — tI = A* — tI. Necht A a p jsou rizna
vlastni ¢isla a x a y jim prislusné vlastni vektory. Pak

My, z) = (y, A\z) = (y, Ax) = (A"y,2) = (py, z) = ply,z) = (y,z) =0. -

Disledek 2.16. Bud A € C™" symetrickd matice. Pak jsou vlastni vektory matice A
kolmé vuci standardnimu symetrickému skalarnimu soucinu.
Diikaz. Matice A piisobi na C" jako samosdruzeny operator. (]

I 2.2 Hypergeometrické funkce a g-analogie

Ortogonalni polynomy z tzv. Askeyova schématu, kterych se tato prace tyka, jsou vyja-
dreny v Teci specialnich funkci, které jsou resenim jistych diferencialnich rovnic druhého
radu. S témito tzv. hypergeometrickymi funkcemi vsak nebudeme prilis pracovat a po-
staci predneseme-li v této podkapitole pouze potiebné definice.

Mnoho pojmu z rtiznych oblasti matematiky jako faktoridly, binomické koeficienty,
derivace ¢i integraly maji tzv. g-analogie. Stejné je tomu u hypergeometrickych funkci,
a tedy i ortogonalnich polynomut. V dalsich ¢astech této podkapitoly tak predneseme
definice g-analogii nékterych pojmu, potfebnd tvrzeni o nich a nakonec definici ¢-
hypergeometrickych funkei.

Uvedené poznatky jsme Cerpali z [7] a [8].
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B 2.2.1 Hypergeometrické funkce

Definice 2.17. Bud a komplexni ¢islo. Definujme

k
(@o:=1, (a)p=]]Jla+j—1), keN. (2)

=1

Cislo (a), pak nazyvame posunuty faktoridl nebo Pochhammeriv symbol. Definujeme
navic zkraceny zapis

(a1, ... a0k = (a1)k - (ar)k. (3)

Poznamka 2.18. Binomicky koeficient lze nejobecnéji definovat pomoci gama funkce

jako
<a> _ Ma+1)
B) TE+DI(a—pB+1)

kde « a 8 jsou vhodna komplexni ¢isla, aby mél tento vyraz smysl. Pro prirozeny spodni
argument lze pak kombinacni ¢islo vyjadrit pomoci posunutého faktorialu

(a) _a(e—1)-...-(a—k+1) (_a)k(—l)k, ke N,

k k! k!
Definice 2.19. Budte a1, ...,a., b1, ...,bs a z komplexni ¢isla. Mocninnou fadu
a = (a )i 2
F 1,..., 1,---, ~ 4
(o ) = e g

nazveme hypergeometrickd rada. Hypergeometrickou fadu jako funkci z na poloméru
konvergence nazveme hypergeometrickd funkce.

Pod pojmem hypergeometrickd funkce se ¢asto mysli tzv. Gaussovskd nebo obycejnd
hypergeometricka funkce, kde »r = 2 a s = 1. Nami definovany pojem se pak casto
nazyva zobecnénd hypergeometricka funkce.

Aby méla hypergeometrickd rada smysl, nesmi se samoziejmé v zadném ze séitancu
objevit nula ve jmenovateli. Znamena to tedy, ze zadné z cisel by, ...,bs nesmi byt
zaporné celé. Je-li naopak jedno z cisel aq,...,a, zadporné celé, jedna se o konecny
soucet a hypergeometrickd funkce je tedy polynom. V opacném pripadé pro polomér
konvergence hypergeometrické rady plati

1 pror=s+1, (5)

oo pror < s—+1,
Q_{
0 pror>s+1.

B 2.2.2 g-analogie

V teorii g-analogii se zobecnuji jisté pojmy tak, aby pro limitu ¢ — 1 prechézely v ty
klasické. V nasledujicim textu budeme uvazovat ¢ komplexni ¢islo rizné od nuly a od
jednicky. Pro ¢ = 1 definice nemaji smysl a pro ¢ = 0 degeneruji. Casto je nutné
predpokladat, ze ¢ neni odmocnina z jedné (tj. pro kazdé n € N je ¢" # 1) nebo
dokonce g € (0,1). Nejjednodussim prikladem g-analogie je g-¢islo.

Definice 2.20. Bud « komplexni ¢islo. Pak definujeme ¢-¢islo

gt =q”
[a]q == P (6)



2.2 Hypergeometrické funkce a q-analogie

Skutecné vidime, ze lim,_,1[a|, = a. Uvedeny ptriklad navic ilustruje, ze definice g-
analogii nejsou jednoznacné. Zde jsme pouzili definici z [8], ktera se lisi od té v [7], kde
jsou g-¢isla definovana jako [a, = (1 — ¢%)/(1 — g). I tato definice vSak spliuje limitni
podminku. Nami uvedend definice se vice hodi k definici a popisu tzv. g-deformovanych
algeber.

Pro dalsi praci budeme potrebovat umét charakterizovat, kdy se dana dvé g¢-c¢isla
rovnaji. Na to ndm odpovi nasledujici lemma, které jsme prevzali z [5].

Lemma 2.21. Necht ¢ neni odmocnina z jedné. Pak

1. Je-li ¢* = ieg!/? pro néjaké | € Z a e € {=1,1}, pak je pro j,k € Z ruzna
[a —jly = [ — kg, prave kdyz j + k = 1.

2. Plati-li naopak, [a— j|, = [ — k], pro n&jaké o € C a j, k € Z ruznd, znamend to,
e ¢* = ieqUtR/2 ¢ € {~1,1}.

3. Pro kazdé A € C existuje o € C takové, ze A = [a], a ¢isla [y, [a+1]4, [a+2]g, . . .
jsou vzajemné ruzna.

Dikaz. Prvni dva body plynou z toho, ze lze upravit

a—jl,=la—k, < (qa—(j+k)/2 + q—a+(j+k)/2)(q—(j—k)/2 — q(j—k)/Z) = 0.

Protoze ¢ neni odmocnina z jedné, je prava zavorka rovna nule tehdy a jen tehdy, kdyz
j = k. Jsou-li j a k razné, pak je rovnost splnéna pravé tehdy, kdyz je nulova leva
zévorka, coz lze upravit na rovnost ¢® = ieqUt%/2 kde € € {—1,1}.

V poslednim bodé je zfemé, ze vzdy existuje a takové, aby byla splnéna rovnost
A = [a], (hleddme vlastné vzor sinu hyperbolického). Podle prvniho bodu miize pro
néjaké j, k € Ny, j # k nastat [a + j], = [a + k],, prave kdyZ ¢ = ieq/?, 1 = j+k €N,
tj. A = ie(¢"? + ¢7?)/(q¢ — q7'). Pak staci volit ¢ = ieg™"/?, které rovnici A = [a],
také splnuje. O

Nyni definujeme analogii Pochhammerova symbolu

Definice 2.22. Bud a komplexni ¢islo. Pak definujeme pro k € Ny

k

(a;q)k == [ (1 —ag’™), (7)

Jj=1

pricemz pod prazdnym souc¢inem mame na mysli jednicku, tedy (a;q)o = 1. Opét defi-
nujeme zkraceny zapis

(a1, ar; @)k = (a1;Q)k -+ - (ar; Q) (8)

Zde mé limitni prechod tvar

)
(g =

ES)

Dale bychom mohli definovat g-analogii gama funkce nebo tfeba binomickych ko-
eficientii. Nic z toho vSak nebudeme potiebovat, a tak rovnou prejdeme k analogii
hypergeometrické funkce.

Definice 2.23. Budte aq,...,a., b1,...,bs a z komplexni ¢isla. Mocninnou radu
o (al, ey, Qp " Z) _ 0 (ala ceey Apg Q)k (_1)(1+s—r)kq(1+s—r)(’;) P (9)
o bbe | TF) T G b (@
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nazveme zdkladni hypergeometrickd tada a tuto radu jako funkci z na poloméru kon-
vergence zdkladni hypergeometrickd funkce.

Opét samoziejme plati, ze aby méla zakladni hypergeometricka rada smysl, nesmi se
v zadném ze sc¢itancti objevit nula ve jmenovateli. Znamend to tedy, ze zadné z cisel
bi,...,bs se nesmi rovnat ¢~ pro n € N. Je-li naopak jedno z cisel aq,...,a, rovno
q~ ", jedna se o konec¢ny soucet.

Nakonec jesté uvedeme bez dikazu nésledujici uzite¢nou sumacni formuli. Podobné
vztahy se pochopitelné daji formulovat i pro obycejné hypergeometrické funkce.

Lemma 2.24 (Jacksonova sumacni formule). Budte a,b,¢,d € C. Pak

Q\/_a _Q\/aa a, bv ¢, d . ﬂ —
0\ Va, —va,ab~'q,ac q,ad g | T bed ) T
(ag,abtc'q,abrd g, acrd 7 q; ) oo

= — — — — — — pI'O
(ab~'q,ac™tq,ad"1q,ab~ ¢ d"1q; ¢) o

(10)

aq ’

—| < 1L
’bcd
V pripadé, ze fada na levé strané predstavuje konecny soucet, prava strana jakozto
limita podilu g-posunutych faktoridla predstavuje konecny soucin a jiz ke konvergenci
neni potieba predpoklad |ag/(bed)| < 1. Pro n € Ny tedy plati

605 q\/_7 _Q\/a, a, b7 c, q_n . a’qn+1 — (CLQ7 ab—lc_lq; Q)n
Vva,—va,ab 'q,ac g aq™t |7 be (ab='q,ac™'q;q)n

(11)

I 2.3 Ortogonalni polynomy

V prvni ¢asti této podkapitoly definujeme posloupnost ortogonalnich polynomi a uve-
bovat. Dojdeme az k Favardové veété, kterd rika, ze posloupnost ortogonalnich poly-
nomu charakterizuje tzv. triclenna rekurence. V praci budeme popisovat ortogondlni
polynomy z tzv. Askeyova schématu, o kterém se kratce zminime ve druhé ¢asti. V té
pak definujeme tridy ortogonalnich polynomi, se kterymi budeme dale pracovat.

B 2.3.1 Definice ortogonalnich polynomii a dilezita tvrzeni

Mnozina vSech polynomu & tvoii vektorovy prostor, na kterém se dé zadefinovat riz-
nymi zpusoby skaldrni soucin. Z pohledu linedrni algebry bychom pak pod pojmem
soubor ortogondlnich polynomi rozuméli libovolny soubor z prostoru polynomt, ktery
by byl ortogonalni vzhledem k danému skalarnimu soucinu.

Mnohdy je vSsak vyhodné hledat takové posloupnosti ortogondlnich polynomu P,,
které navic pro libovolné n € Ny splnuji st P, = n. Takové polynomy dostaneme
Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci souboru monomi (1, z,z2,...). Soubor s touto
vlastnosti nejen ze tvori ortogonalni (Hamelovu) bazi vSech polynomu, ale rovnéz je
z néj mozné vybrat podsoubor prvnich n + 1 polynomu (F;)F,, které budou tvorit
ortogonalni bazi prostoru &, polynomu stupné nejvyse n. Z toho dale plyne, ze kazdy
polynom P, je kolmy na vSechny vektory baze &,_1, a tedy na cely podprostor poly-
nomu nizsiho stupné.

Dalsim béznym pozadavkem je, aby skaldrni soucin dvou polynomt zavisel pouze
na jejich bézném soucinu. Pak totiz jde tento skalarni vyjadrit klasickym zptisobem
jako hodnotu Lebesgueova—Stieltjesova integralu ze soucinu polynomt. Plyne z toho
vsak naptriklad, ze samotny soubor monoma nemize tvorit posloupnost ortogonalnich
polynom.



2.3 Ortogondlini polynomy

Naopak lze nékdy vyuzit jistého zobecnéni pojmu ortogonality, jaké jsme uvedli
v sekci 2.1.1.

Pristupu k definici ortogonalnich polynomu je vice. My se budeme drzet postupu
z [9], nicméné budeme vyuzivat obecnych definic a poznatki uvedenych v sekei 2.1.1.
Presto bude néasledujici text z velké ¢asti pouhym shrnutim duilezitych tvrzeni z kapitol
1.2 — 1.4 knihy [9].

V celé praci budeme uvazovat prostor vSech polynomt &2 jako komplexni vektorovy
prostor a ozna¢ime eg, eq, ... monomy e;(z) = 2. Pod komplexné sdruzenym polyno-
mem k polynomu p budeme mit na mysli polynom p s komplexné sdruzenymi koeficienty.

Nasim hlavnim zajmem v dalsich kapitolach budou kone¢né posloupnosti ortogonal-
nich polynomi, nicméné uvedené véty budou platit i pro ty nekonecné. V celé sekci tedy
budeme zkoumat posloupnosti (P,)"_,, kde N je piirozené ¢islo nebo nekoneéno. Ani
v dikazech ale vétsinou nebude potieba tyto dva pripady rozliSovat. Pro pohodlnost
jesté ozna¢me Ny = {0,1,2,...,N}, N = {1,2,...,N}. Je-li N = +o0, pak mame na
mysli Ng =Ny ={0,1,2,...} a N=N={1,2,...}.

Definice 2.25. Bud (1,)2Y, komplexn{ posloupnost a necht £ je linedrni funkcional na
prostoru polynomi stupné nejvyse 2N splnujici

Le, = . (12)

Pak £ nazveme momentovy funkciondl uréeny formalni momentovou posloupnosti (iy,).
Kazdé cislo p,, nazveme moment radu n.

Definice 2.26. Momentovy funkciondl £ € 24}, nazveme pozitivne definitni, plati-li
L > 0 pro kazdy polynom stupné nejvyse 2N, ktery je nezdporny na redlné ose a neni
identicky nulovy.

Definice 2.27. Posloupnost (P,)Y_, nazveme posloupnost ortogondlnich polynomi
vzhledem k momentovému funkcionalu £ € %}, plati-li pro vSechna nezaporna cisla
man

1.st P, =n
2. L(P,P,) = hy0mn, pricemz h,, # 0.

Plati-li pro kazdé n navic h, = 1, nazveme tuto posloupnost ortonormdalni. Koefici-
ent u nejvyssi mocniny P, budeme vétsinou znacit k,. Jsou-li vSechny k,, jednotkové,
budeme polynomy nazyvat monické.

Dale, nebude-li fec¢eno jinak, budeme vzdy uvazovat posloupnost N + 1 ortogonalnich
polynomii (P,) = (P,)Y_, a momentovy funkciondl ptisobici na prostoru %y. Pro
prehlednost budeme v textu znacit pismeny p, ¢ polynomy stupné nejvyse N a pismenem
7 polynom stupné nejvyse 2/N.

7 definice momentového funkciondlu je hned jasné, ze na libovolny polynom stupné
nejvyse 2N tvaru m(z) = Y ,_, cxx" bude piisobit jako

L= ch,uk. (13)
k=0

Nyni by nas mohlo zajimat, zda momentovy funkcional odpovida néjakému skalar-
nimu soucinu a jestli tim padem souhlasi uvedend definice ortogondlnich polynomiu
s béznym pojmem ortogonality. Odpovéd na tuto otazku zformulujeme v nasledujicich
dvou vétach.
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Véta 2.28. Necht (P,) je posloupnost ortogonalnich polynomt vzhledem k momento-
vému funkcionalu £. Pak £ urcuje symetricky skalarni souc¢in na % rovnici

(p,q) = L(pq). (14)

Dikaz. Bilinearita a symetrie je zfejmé a ortogonélni bézi tvori pravé posloupnost (FP,).
O

Dusledek 2.29. Bud (P,) posloupnost ortogonalnich polynomu vzhledem k L. Pak pro
libovolny polynom p stupné n < N plati

= L(pP,
p= Z Py, kde ¢ = (]Z;k) (15)
k=0 k
Dikaz. Jde pouze o aplikaci véty 2.8. O

Véta 2.30. Necht je £ pozitivné definitni momentovy funkcional. Pak £ urcuje na Ay
bézny skaldrni soucin rovnici

(p,q) = L(pg). (16)

Dikaz. Linearita ve druhém argumentu je zfejmé. Pro ovéfeni hermitovskosti nej-
prve ukazeme, ze momenty pozitivné definitniho momentového funkcionalu jsou redlné.
Ziejmé plati

par = Leg, > 0,

dale definujme 74 () := (z + 1)?*. Pak také plati
2% oy
0<Lm=Y ()u
=0

a indukci se snadno dokaze, ze i liché momenty jsou realné.
Pak pro libovolny polynom 7 = """, cye; musi platit

L7 = i@im = iaim = L.
=0 i—0

Ovéreni hermitovskosti je pak jiz snadné:

(¢,p) = L(qp) = L(pq) = (p, q)-

Pozitivni definitnost skalarniho soucinu plyne primo z pozitivni definitnosti mo-
mentového funkciondlu. Pro nenulovy polynom p(z) = > a2 je totiz (pp)(x) =
St o lei?2* na redlné ose vétsi nebo rovno nule, takze

(p,p) = L(pp) > 0. -

Disledek 2.31. Necht £ je pozitivné definitni momentovy funkciondl. Pak existuje
posloupnost redlnych ortogonalnich polynomi vzhledem k L.

Ditkaz. Vzhledem k tomu, ze L urcuje obycejny skaldrni soucin, je mozné pou-
zit Gramovu—Schmidtovu ortogonalizaci souboru monomu. Ze zpusobu konstrukce
vyplyva, ze tak opét dostaneme redlné polynomy. U

10
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Véta 2.32. Bud £ momentovy funkcional a (P,) posloupnost polynomu takovi, ze
st P, < n. Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:

1. (P,) je posloupnost ortogonalnich polynomi vzhledem k £;

2. pro kazdé n € Ny plati, ze pro libovolny polynom p € 2, plati L(pP,) = 0, jestlize
stp < m, zatimco L(pP,) # 0, jestlize st p = n;

3.prokazdé n € Ny am € {0,...,n} plati L(e,, Py) = Ky0mn, kde K, # 0.

Diikaz.

(1 = 2): Vyjadifme polynom p v ortogonalni bézi p = >, cx Pr, kde m = stp. Je-li
m < n, pak

k=0

Je-li m = n musi byt ¢, # 0, pak je tedy
m

L(pPa) = cx(Pe, P) = culin # 0.
k=0

(2 = 3): Dosadime p := e,,.

(3 = 1): Indukei dokézeme, Ze pro kazdé k je st P, = k. Pfedpoklddejme tedy, Ze to
plati pro vSechna k < n. Kdyby st P, < n, pak by byl na ostatnich linearné zavisly
a Sel by vyjadrit jako P, = Zz;é ¢ Pr, pak by ovsem pro kazdé j bylo

n—1
0= ﬁ(Ean) = chﬁ(eij) = CjKj = Cj = 0.
k=0

7 toho vsak plyne, ze P, je nulovy polynom, a to je spor.
Nyni mizeme zapsat libovolné P, jako P, = >/ aumrer a snadno vyjadiime

L(P,P,) = Zamkﬁ(ekPn) =0 a
k=0

L(P}) = Z@nkﬁ(ekpn) = appK, #0.

k=0 O

Disledek 2.33. Existuje-li posloupnost ortogonalnich polynomt vzlhedem k L, pak je
az na normalizaci uréena jednoznacné.
Dikaz. Necht (P,) a (Q),) jsou posloupnosti ortogonélnich vektoru vzhledem k L. Z véty
2.32 plyne

L(P.Qn) =0 prok < n.

Vyjadiime-li @), pomoci Fourierova rozvoje, vidime

Q=2 rimn T e T -

Definice 2.34. Momentovy funkciondl £ prislusny momentové posloupnosti (i) na-
zveme kvazidefinitni, je-li pro kazdé n € Ny splnéno

A, = det(pit )i j—o # 0. (17)

11



2. Zakladni definice a poznatky

Véta 2.35. Bud £ momentovy funkcional. Nutnou a postacujici podminkou existence
posloupnosti ortogonalnich polynomi je, aby £ byl kvazidefinitni.

Diikaz. Podle véty 2.32 je nutné a stadi, aby existovaly polynomy P, (x) = Y p_, apka®
splnujici

LlenP,) = Z Ok ftkrm = Kpdmn pro K, 20 am < n.
k=0

Koeficienty polynomu P, jsou tedy resenim soustavy

Ho H1 e 229 (071) 0
M1 p2 o Hpgd Qni | 0
Hn  Hn+1 - Hon Qnn K,

Vime, ze existuje-li posloupnost ortogonalnich polynomt, je urc¢ena jednoznacné az
na normalizaci. Protoze plati £L(P?) = a,,, K,,, uréuji konstanty K,, posloupnost (P,) jiz
zcela jednoznacné. Posloupnost ortogonalnich polynomu tedy existuje, pravé kdyz ma
uvedend soustava pravé jedno reseni, a to je splnéno pravé tehdy, kdyz je determinant
matice soustavy A, nenulovy. O

Véta 2.36. Bud (P,) posloupnost ortogonalnich polynomu ptislusna £. Pak pro libo-
volny polynom p,, stupné n < N plati

L(paPn) = anLlenPy) = =", (18)
An—l
kde A_; = 1, a, je koeficient u nejvyssi mocniny p, a k, je koeficient u nejvyssi

mocniny FP,.
Dikaz. Napisme p, = a,e, + pn—1, kde st p,_1 = n — 1. Pak je jiz jasnd prvni rovnost

‘C(pnpn) = ﬁ(anenpn +pn—1Pn) = anﬁ(enpn)

7 Cramerova pravidla mtzeme vyjadrit koeficient k, pro n € N v predchozim dikaze
oznaceny jako ay,,. Determinant matice (/’L’i‘f‘j)?,jzo se po nahrazeni posledniho sloupce
vektorem pravé strany vypocita jako K,A,_1. Plati tedy

KnAnfl Anfl

Tim je véta dokazdna. Snadno totiz vidime, ze tvrzeni plati i pro n = 0. O

Véta 2.37. Momentovy funkciondl £ je pozitivné definitni, pravé kdyz mé vSechny
momenty fi, redlné a zaroven pro vSechna n € No plati A,, > 0.
Diikaz. Jiz jsme dokézali v rdmci véty 2.30, ze pozitivné definitni funkcional mé realné
momenty a definuje bézny skalarni souc¢in. Matice tohoto skalarniho sou¢inu omezeného
na %, v bazi (e, ..., e,) je pravé (ui4;). Ze Sylvestrova kriteria tedy musi byt A, > 0.
Naopak predpokladejme, ze mame redlné momenty a kladné determinanty A,. Pak
muzeme pro libovolné n < N definovat hermitovskou formu na 2%, predpisem h,(p, q) =
L(pq). Seskvilinearita této formy je zfejma a hermitovskost se ovéri stejné jako v dukazu
vety 2.30. Matice této formy v bazi monomi bude zase (p;1;), ze Sylvestrova kriteria
tedy bude h,, pozitivné definitni.

12
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Vezméme nyni libovolny nenulovy polynom 7, jez nabyva na realné ose nezapornych
hodnot. Tento polynom je urcité redlny, ma sudy stupen st m = 2k a vSechny jeho realné
kofeny jsou sudé nasobnosti. D4 se tedy zapsat ve tvaru

Plati tedy

L = L(pp) = ha(p,p) > 0. -

Dtilezitou vlastnosti ortogonalnich polynomu je to, ze je charakterizuje tzv. t¥iclenna
rekurence.

Véta 2.38. Bud £ kvazidefinitni momentovy funkcional a (P,) odpovidajici monickd
posloupnost ortogonalnich polynomu. Pak pro kazdén € N existuji konstanty ¢, a A, #
0 takové, ze

P,(x) = (z — ) Poo1(x) — A Pr—a(x), (19)

kde definujeme P_; = 0. Je-li navic £ pozitivné definitni, pak jsou pro viechna n € N
¢ Tedlné a pron > 1 také A, > 0 (na hodnoté A\ nezalezi). Tyto konstanty lze vyjadrit
jako

L(eP2_)) L(PY)  AA,
n — - s Anyl = = : 20
=L M T, T AL 20)
Dale plati, ze
n+1
L(P2) =[] M zvolimeli Ay = o, (21)
k=1

a ze koeficient u "' v polynomu P, je roven — > peq Ch-
Dikaz. Uvazme 0 < n < N a rozepisme

Prok <n—1jeste;P, =k+1<n=stP,, atim pdidem L(e;P,P;) = 0. Protoze
e1 P, i P,y1 jsou monické, musi byt koeficient u P, 11 jednicka. Zbyvajici dva koeficienty
oznacime

c — E(eng) \ — E(elpn_an) _ An/An—l :AnAn_Q
TR T L(PaaPa) A /A A2

n—1

kde jsme ve vyjadreni A\,y; vyuzili na citatel i jmenovatel vétu 2.36. Tim jsme piimo
dostali vyjadreni vztahu (20). Ziskali jsme tak rekurenci

{L'Pn(.%') = An+lf)n71 + Cn+1Pn + Pn+1~

Vztah (19) jiz ziskdme zdménou n + 1 — n.

7 vyjadreni koeficientu A\,+1 je vidét, Ze je nenulovy a pii pozitivné definitnim £
kladny. Je-li £ pozitivné definitni vidime, Ze monické ortogonalni polynomy museji byt
realné, nebot se bude jednat o realné nasobky realnych polynomt, o jejichz existenci
jsme se zminili v disledku 2.31. Z toho pak plyne redlnost koeficientt c,.
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2. Zakladni definice a poznatky

Ze vztahu (20) lze ziskat rekurenci £(P2) = \,11L(P2_,), jejim vyfesenim a volbou
A1 == pg = L(P?) dospé&jeme k rovnici

E(Pg) = H An+1 - L(POQ) = H Ant1-
k=1 k=0

Stejné tak miizeme vyjadiit rekurenci pro koeficient u "' v polynomu P,,. Oznac¢ime-li
ho d,,, plati

dy=d, | —c, = —de.
k=1 D

Véta 2.39 (Favard). Budte (c,)2_; a (A\,)Y_; libovolné posloupnosti komplexnich éisel
a necht (P,)N_, je posloupnost polynomt definovana rekurenc{ (19)

P,(z) = (x — ¢n)Pro1(z) — A\ Ppr—a(x),

s pocateénimi podminkami P_;(z) = 0 a Py(x) = 1. Pak existuje pravé jeden momen-
tovy funkciondl £ spliujici

Leg=XN a L(P,P,) =0 prom#n.

Funkciondl L je kvazidefinitni a (P,) je k nému piislusnad posloupnost monickych orto-
gondlnich polynomt tehdy a jen tehdy, kdyz pro kazdé n € N je A, # 0. Funkcional £
je pozitivné definitni, prave kdyz je (¢,) redlna a (A,) kladnd posloupnost.

Dikaz. Momentovy funkcional definujeme induktivné

Leg ==X, LP,=0 pronEN,

tj. moment pg je roven Ay, moment pq je urcen rovnici LP; = p1 —cqpp = 0, moment o
rovnici LPy = ps — (¢1 + c2)pr + (A2 — c1c2)po = 0 a podobné. Nyni ovéfime, Ze pro
kazdé n € Ny am < n je L(enP,) = 0, ¢imz podle véty 2.32 ovérime, ze se skutecné
jednd o momentovy funkciondl jemuz ptislusi posloupnost ortogonalnich polynomdu (7,).
Prepisme proto rekurenci do tvaru

2P, (x) = Ppy1(x) + cnp1 Po(x) + Apy1 Poo1(z) n > 1.

Zapusobime-li funkciondlem £ na obé strany, ziskdme pro n > 2 rovnost L(e; P,) = 0.
Vynésobime-li rovnost x a opét zaptusobime funkcionalem L, ziskame pro n > 3 rovnost
L(e2P,) = 0. Indukei pak ukazeme

L(exP,) =0 pro0<k<n,

L(e,P,) = Aps1L(en—1Pn—1) pron>1,

pritom plati
LP?=L(e,P) = MAa. . Ant1,

takze L je kvazidefinitni, pravé kdyz jsou vSechna A, # 0. Jsou-li vSechny ¢, a A,
realné, jsou jisté i vSsechny momenty realné. Jsou-li navic vSechny A, kladné, jsou podle
véty 2.36 i vsechny A,, kladné. Podle véty 2.37 je tedy L pozitivné definitni. Opac¢nou
implikaci jsme jiz dokazali ve vété 2.38. (]
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2.3 Ortogondlini polynomy

Poznamka 2.40. Casto budeme pracovat s ortogonalnimi polynomy, které nejsou mo-
nické. Relaci rekurence pak lze psat ve tvaru

Poii(z) = (Anz + By) Po(z) = CnPoa(x), n=0. (22)

Oznadime-li P,(z) = k,P,(x), kde k, je koeficient u nejvyssi mocniny P,, a P, jsou
tedy monické, mizeme vyjadrit

An = krglkn—&-la Bn = _Cn—}-lk;lkn—}-la Cn = )\n—i-lkrtilkn—i-l-

Uzitend ndm pak bude rovnost (21), kterd nabude tvaru

b A1 Cy,
LP? = L 23

B 2.3.2 Askeyovo schéma

Askeyovo schéma obsahuje tfidy polynomt, jez jsou zobecnénim klasickych ortogo-
nalnich polynomu (Jacobiho, Laguerrovych a Hermitovych). Nejobecnéjsi tfidou poly-
nomii Askeyova schématu tvori Wilsonovy a Racahovy polynomy. Ostatni polynomy
z Askeyova schématu lze ziskat limitnim prechodem z jedné z téchto nejobecnéjsich
trid.

Nize nékteré tiidy z Askeyova schématu uvedeme i s jejich vlastnostmi. Polynomy
z Askeyova schématu se vyznacuji tim, ze se jedna o TeSeni jisté diferencidlni nebo
diferencni rovnice druhého radu. S tim je spojeno to, ze je lze vyjadrit v fec¢i hypergeo-
metrickych funkei. Dalsi vlastnosti je tficlenna rekurence, kterou podle véty 2.38 splnuje
kazdéa posloupnost ortogonélnich polynomi. Posledni vlastnosti, kterou budeme zkou-
mat je relace ortogonality, kterd popisuje skalarni souc¢in nebo momentovy funkcional,
vici kterému jsou polynomy ortogonalni, a normu téchto polynomu. Uvadi se tedy
vétsinou ve tvaru L(P,P,,) = dpmln.

V nasi praci se budeme zabyvat pouze posloupnostmi tzv. diskrétnich ortogonél-
nich polynomu. Takové posloupnosti budou kone¢né, budou spliovat diferen¢ni rovnici
a skalarni soucin bude predstavovat suma s vahou, tj. relace ortogonality bude ve tvaru

N
> Pu(x) P (2)w (@) = Spmhn.
=0

Nejobecnéjsimi diskrétnimi ortogonalnimi polynomy z Askeyova schématu jsou Raca-
hovy. Naopak Wilsonovy patri ke spojitym ortogonalnim polynomtm.

Zobecnénim Askeyova schématu ve smyslu g-analogie je g-Askeyovo schéma, kde nej-
obecnéjsi tiidy polynomu predstavuji spojité Askeyovy—Wilsonovy polynomy a diskrétni
g-Racahovy polynomy. Od téch lze k puvodnim polynomutm prejit limitou ¢ — 1.

Prehled tfid polynomu z (g-) Askeyova schématu s nejdulezitéjsimi vlastnosti lze na-
jit v [7]. Jeden z prikladi, na ktery se ve treti kapitole zaméfime bude souviset s tzv.
nich ortogonalnich polynom, jiz jsou ¢-Racahovy polynomy. Obé t¥idy v néasledujicich
odstavcich definujeme a uvedeme jejich dtlezité vlastnosti.

Kravcukovy polynomy

Explicitni tvar n-tého Kravcukova polynomu s parametry p a N lze napsat ve tvaru

1
>, n=0,1,2,...,N. (24)
P

—n, —x

Kn(z;p, N) = o F1 < N
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2. Zakladni definice a poznatky

Kravéukovy polynomy splnuji relaci ortogonality (pro 0 < p < 1)

xZNO <J;7>pm(1 — )V K (25, N) K (25, N) = ((__1]1:)2! (1 ;p>n5mm )

rekurentni relaci
—2 Ky (7;p, N) = p(N —n) Ky 11 (x;p, N) (26)
— [p(N = n) +n(1 = p)| Ky (x;p, N) + n(1 — p) K1 (z;p, N)

a diferen¢ni rovnici
—ny(z) =p(N —2)y(z +1) — [p(N —2) + z(1 — p)ly(z) + z(1 = p)y(z — 1), (27)
kde jsme oznadili y(x) = K, (z;p, N).

g-Racahovy polynomy

Explicitni tvar n-tého g-Racahova polynomu s parametry «, 3, v a d lze psat ve tvaru

g " aBg g ot >
R, T o, P, a(S = 5 n=20,1,2,..., N,
(u(z); 0, B,7,6 | q) 4903( 0. 39474 4 q
(28)
kde
w(x) =q " +v6¢""" a (29)
ag=q " nebo Bég=q " nebo ~vg=q "V, kde N eN,, (30)

pricemz se uvazuje ¢ € (0,1). Pro zkrdceni zapisu budeme jiz od pocéatku znacit

Ry (u(z)) = Bn(p(z); a, 8,7,6 | q).
Tyto polynomy splnuji relaci ortogonality

2z+1

Y (aq, 869,74,734; q) 1 —~dq
;) (¢, 198q, B 174, 0q; q). (aBg)*(1 — 7dq) Bon (1)) Bnpt(2) = Prbin,— (31)

kde

(@ 'p7y,a716,871,70¢% @)os (1 — aBq)(v0q)" (g, By "¢, 00" q, Bg; q)n
(a7 1B7tq t a™1ydq, 194,04 0)0e (1 — aBg®™)  (aq,aBq, B3¢, vq; q)n
pricemz prvni zlomek je tfeba brat jakozto celek jako limitu podilt g-posunutych faktori-

ali, kterou diky podmince (30) predstavuje koneény soucin. Dale g-Racahovy polynomy
splnuji relaci rekurence

~(1=¢7")(1=78¢"") Ra(u(@)) = AnRni1(u()) - (An+Cn)Rn(u(fv))+Can-1(u((x)))7
32

hp =

kde

(1 o aq”*l)(l _ aﬁq”“)(l _ ﬂ5qn+1)(1 o ’an+1)
(1 —apg® (1 — afg®+?) ’
gl =¢") (1 = Bq")(y — aBqg")(0 — ag")
Cn = (1 —aBg®)(1 — afg>+!) ’ (34

A, =

(33)

a diferen¢ni rovnici

¢ "(1=¢")(1—aBq" y(x) = Bx)y(z +1) - [B(x) + D(x)]y(x) + D(z)y(z — 1), (35)
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2.4 Algebry a reprezentace

kde jsme oznadili y(z) = R, (u(x)) a

—ag" (1 = Bog" ) (1 — g™ ) (1 — 79" ")
(1 _ 75q2$+1)(1 _ 76q2z+2) ’
g1 —q")(1 =6q")(B —vq") (o — vdq")
PO = et e e

Bl) = & (36)

Nakonec jesté upozornime na symetrii v parametrech ¢-Racahovych polynomii.
Zaménime-li
Q@ 0
a—p6, [——=, v~ a, 5|—>l,
0 Q
zustanou zachovany souciny a3 a vé a zaméni se a — 6, 6 — v a v — «. Dostaneme

tak stejné polynomy.

I 2.4 Algebry a reprezentace

V této podkapitole predneseme obecnou definici algebry a Lieovy algebry, zakladni
poznatky teorie reprezentaci a definice a konkrétni tvary reprezentaci pouzitych alge-
ber. Tvrzeni o Lieovych algebrach jsme cerpali z [10], zatimco tvrzeni o asociativnich
algebrach z [11] a specidlné o kvantovych algebrach z [8].

Definice 2.41. Méjme vektorovy prostor V' nad télesem 7" a bilinearni operaci m: V' x
V — V. Usporadanou dvojici &7 = (V,m) nazveme algebra. Je-li navic m asociativni
nebo komutativni, nazveme také o7 asociativni nebo komutativni. Existuje-1i ve V prvek
e splnujici pro kazdé = € V m(e,z) = x = m(x, e), nazveme ho jednotka a o/ nazveme
algebra s jednotkou.

Definice 2.42. Algebru L = (V,[,:]) nazveme Lieova algebra, je-li prislusnd operace
antisymetricka a spliuje tzv. Jacobiho identitu, tj. pro kazdé x,y,z € V je splnéno

[l‘, y] = _[yv J}], (38)
[z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [2, [=,y]] = 0. (39)
Operaci [, -] pak nazveme Lieova zdvorka.

Lemma 2.43. Bud &/ = (V,-) asociativni algebra. Pak komutator definovany pro kazdé

z,y € V jako
[z,y] = 2y — yx
spliiuje axiomy Lieovy zavorky. L = (V,[,]) tedy tvoii Lieovu algebru.
Dakaz. Obé vlastnosti se ovéri dosazenim. O

Prostor vsech linearnich operatori na vektorovém prostoru V' spolu s operaci skladani
tvori asociativni algebru s jednotkou. Linearni operatory spolu s komutatorem tedy
tvori Lieovu algebru, tu nazyvame obecnd linedrni algebra a znacime gl(V'). Maticovym
vyjadrenim je Lieova algebra vsech ¢tvercovych matic nad télesem T, kterou budeme
znacit gl(n,T). Protoze se budeme zabyvat pouze komplexnimi algebrami, zavedeme
zkrécené oznaceni gl,, = gl(n, C)

Nyni prirozenym zptsobem zavedeme pojmy podalgebry a algebraického homomor-
fismu.
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2. Zakladni definice a poznatky

Definice 2.44. Bud &/ = (V,m) algebra a W CC V, tj. W je vektorovy podprostor V.
Je-li W uzavieny na operaci m, pak Z = (W, m) tvori algebru, o které fekneme, ze je
podalgebrou algebry <7, a budeme znacit B CC <.

Vyznamnou podalgebrou maticové obecné linedrni algebry gl(n,T) je specidlni line-
arni algebra sl(n,T) matic s nulovou stopou. Uzavienost bezestopych matic na komu-
tator staci overit pro jejich bézi, kterou tvori matice e;; pro ¢ # j spoleéné s maticemi
€ii — €it+1,i+1 pro 1 < i < n, kde pod oznacenim e;; mame na mysli matici s jednickou
na pozici (4,7) a nulami jinde. Bezestopé matice vSak nejsou uzavieny na prosté na-
sobeni, netvori tedy podalgebru asociativni algebry ¢tvercovych matic. I zde zavedeme
zkracené oznaceni sl,, = sl(n, C).

Definice 2.45. Linearni zobrazeni ¢: o/ — % nazveme homomorfismus algeber o/ a A,
je-li pro kazdé x,y € & splnéno

p(m(z,y)) = m(p(x), ¢(y))-

Je-li navic ¢ bijekce, nazveme jej izomorfismus. Izomorfismus algebry na sebe samu
nazveme automorfismus.

Od ted jiz nebudeme rozlisovat mezi algebrou a jejim nosicem. Pod oznacenim Lieova
algebra L budeme mit na mysli Lieovu algebru v souladu s definici 2.42 a prislusnou
operaci budeme znacit vzdy [-, -]. Pod oznac¢enim algebra </ budeme mit od ted na mysli
vzdy asociativni algebru s jednotkou a prislusnou operaci budeme znagcit jako nasobeni.

B 2.4.1 Reprezentace Lieovych algeber

Definice 2.46. Necht L je Lieova algebra a V' vektorovy prostor nad télesem T'. Homo-
morfismus ¢: L — gl(V') nazveme reprezentace Lieovy algebry L. Homomorfismus do
gl(n, T') nazveme maticovd reprezentace. Je-li reprezentace prosta, nazveme ji vérnou.

Definice 2.47. Bud L Lieova algebra nad télesem 7. Koneénédimenzionalni vektorovy
prostor V' nad télesem T spolu s bilinedrnim zobrazenim L x V' — V., (z,v) — x - v
splnujicim pro kazdé x,y € Lav eV

[z, y - v=2-(y-v)—y-(z-v) (40)

nazveme Lieuv modul pro L nebo jenom L-modul. Zminéné zobrazeni nazveme akce
algebry L na V.

Nésledujici dvé lemmata ukazuji, Ze reprezentace algebry a Lietv modul jsou ruzné
vyjadreni téze struktury.

Lemma 2.48. Reprezentace ¢: L — gl(V') definuje L-modul nad V' rovnici
z-v=p()(v) prokazdé x € LaveV. (41)
Dikaz. Linearita v levém argumentu plyne z linearity ¢, linearita v pravém argumentu

z linearity o (x) jakozto linedrniho zobrazeni. Vlastnost (40) nakonec plyne z toho, Ze ¢
je homomorfismus a z definice Lieovy zévorky na gl(V):

[2,y] - v = o([z,y]) (v) = [p(z), p(y)](v) =
= () (p(y)(v) — pY)(p(z)(v)) =2 (y-v) —y-(z-v). O
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2.4 Algebry a reprezentace

Lemma 2.49. Necht je naopak V' L-modul. Pak mtzeme definovat reprezentaci L do
gl(V) opét pomoci rovnice (41). Tedy ¢(x) bude pro kazdé = € L predstavovat zobrazeni
VT,
Dikaz. Linearita ¢ plyne z linearity akce L v levém argumentu. Linearita ¢(x) plyne
z linearity akce L v pravém argumentu. Vlastnost homomorfismu se ovéii podobné jako
v predchozim lemmatu

ez, y)(v) = [z,y]-v=2-(y-v) =y (z-v) = [p(x), o(y)](v). .
Definice 2.560. Bud V' Lieuv modul pro algebru L. Podprostor W CC V, ktery je
invariantni vici akei L, tj. pro kazdé z € L a kazdé w € W jei x-w € W, nazveme
podmodul V. V jazyce reprezentaci bychom hovorili o podreprezentaci.
Definice 2.51. Lietv modul V', ktery nemé zadné podmoduly kromé {0} a V' nazveme
ireducibilni. Stejné nazveme i prislusnouu reprezentaci.

Definice 2.52. Budte V a W L-moduly. Linearni zobrazeni :V — W splnujici pro
kazdé ve Vax e L

Yz -v) =z J(w) (42)
nazveme homomorfismus L-modula. Jsou-li py a ¢y prislusné reprezentace, lze pod-
minku (42) vyjadrit ve tvaru

Yo py(z) =pw(x)od. (43)

Je-li ¥ navic bijektivni, nazveme ji izomorfismus L-moduli a o ptislusnych reprezenta-
cich oy a @y Tekneme, Ze jsou ekvivalentni.

Pro kazdou Lieovu algebru je dulezitd otazka klasifikace jejich reprezentaci, to jest
najiti vsech ireducibilnich vzajemné neekvivalentnich reprezentaci pro danou algebru.
Co se tyce Lieovych algeber budeme potiebovat klasifikaci reprezentaci Lieovy algebry
sly = sl(2,C). Jeji bazi tvori tii prvky

) I () A () N

které splnuji komutacni relace
[6, f] = hv [f’ h] = 2fa [h7 6] = 2e. (45)

Véta 2.53. Linearni zobrazeni ¢y:sly — gly,; definované pisobenim na bazi jako

o1 0 --- 0 0 0 -0 0
0o o0 2 --- 0 N 0 .- 0 0
en(e)=1|: + ¢ . i, en(f)=]10 N-1 0 0f, (46)
000 --- N : : R
0 0 O 0 0 0 -+ 10
en(h) = diag(N,N —2,...,—N +2,—N) (47)

tvori ireducibilni reprezentaci sls.

Dikaz. Snadno ovérime, Ze jsou splnény potfebné komutacni relace. Necht W # {0}
je podmodul CV*!. Vidime, Ze h piisobi diagonalné a mé riizné vlastni ¢isla. Vlastni
podprostory jsou obaly vektoru standardni baze (e;). Podle véty 2.1 musi i ve W lezet
néktery z bazickych vektoru e;. Z toho, ze e a f pusobi na bazi jako

e'ej:jejfh f'ej:(N_j)ej+17

vidime, ze ve W museji lezet i vSechny ostatni bazické vektory, tedy W = V. O
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2. Zakladni definice a poznatky

Je jasné, ze tyto reprezentace nemohou byt vzajemné ekvivalentni, nebot ma pro
kazdou reprezentaci prislusny modul jinou dimenzi. Nicméné plati:

Véta 2.54. Kazda konec¢nédimenzionalni ireducibilni reprezentace sly je ekvivalentni
jedné z reprezentaci ¢y
Dukaz této véty je proveden v [10].

B 2.4.2 Algebra definovana mnozinou generatort

Casto budeme potiebovat asociativni algebru s jednotkou definovat abstraktnim zpi-
sobem tak, Ze stanovime mnozinu generatoru a relace, které tyto generatory museji
splnovat. Déale budeme pozadovat pouze to, aby se daly mezi sebou formalné nasobit
a sCitat. Za tim ucelem sestrojime tzv. volnou algebru, kterou budou tvorit formélni
linearni kombinace konec¢nych slov utvorenych z generujicich prvka jakozto symbold.
Tu pak staci faktorizovat oboustrannym idedlem generovanym pozadovanymi relacemi.

Definice 2.55. Bud & algebra. Vektorovy podprostor .# CC & uzavieny na nasobeni
libovolnymi prvky algebry zprava, respektive zleva, tj. pro kazdé a € &7 a kazdé b € ¥
je také ba € Z, respektive ab € ., nazveme levy, respektive pravy idedl algebry o .
Je-li .7 levy a zaroven pravy idedl, nazveme ho oboustranny ideal.

Definice 2.56. Bud .« algebra a .# jeji oboustranny ideal. Faktorprostor 7 /.% s bi-
linedrni operaci [a][b] — [ab], kde [a] a [b] jsou t¥idy ekvivalenci prvki a,b € <7, tvori
algebru, kterou nazveme faktoralgebra <7 podle 7.

Pochopitelné by bylo potreba nejprve ovérit korektnost takové definice. Déle je mozné
overit, ze prunik dvou idedlu je také idedl, coz nas opravnuje zavést nasledujici definici.
Definice 2.57. Oboustrannym idedlem generovanym mnozinou M € &/ rozumime
nejmensi oboustranny ideal obsahujici M.

Nyni jiz prejdeme k samotné konstrukci algebry ur¢ené mnozinou generatoru a relaci.

Definice 2.58. Necht {x;}icr je indexovand mnozina generatoru. Pak algebru formél-
nich linedarnich kombinaci kone¢nych slov utvorenych ze symboli z; nad C spolu s bi-
linedrni operaci, kterd na slova pisobi tak, ze je sloué¢i (tj. (zi, ... ;) - (xj, ... 2;,) =
Tiy ... T T4 ... xj,), nazveme volnd algebra a budeme znacit C(z;);er.

Jednd se vlastné o algebru formalnich polynomt nad C v proménnych x;.

Definice 2.59. Bud C(xy,...,z,) volnd algebra a fi,..., fs jeji prvky. Algebrou gene-
rovanou prvky xi,...,x, a relacemi fr =0, k =1,...,s rozumime faktoralgebru volné
algebry C(z1,...,z,) podle oboustranného idedlu generovaného mnozinou { f};_;.

Typickym prikladem takto definované algebry je tzv. univerzdlni obalovd algebra Lie-
ovy algebry, kde generatory tvori baze Lieovy algebry a relace tvori komutac¢ni relace
pro danou bézi. Univerzalni obalova algebra Lieovy algebry L se bézné znac¢i U(L). Na-
$fim hlavnim zajmem vsak budou tzv. g-deformace obalovych algeber, které, podobné
jako jiné g-analogie, prechazeji v limité ¢ — 1 ke klasickému piipadu.

Uvazme generdtory xy,...,z,, oznacme mnozinu indexa I := {1,...,r} a mnoZinu
multiindexi 1% := [J;25 I* a monomy z, = @, -5, pro a = (iy,...,i,) € I®. Je
jasné, ze bazi volné algebry C(x, ..., z,) bude tvorit mnozina vSech monomu 2~ = {z,, |

a € I*}. Otazka je, jak vypadd béaze faktoralgebry popsané v predchozi definici. Je
jesné, ze kvuli generujicim relacim jiz nebude mnozina t¥id ekvivalenci prvkua 2" linedrné
nezavisld. V néasledujicich odstavcich formulujeme tzv. diamantové lemma (lemma 4.8
[8]), které urci, jakd podmnozina 2~ tvoii bazi dané algebry.

Uvazme na mnoziné monomu 2~ usporadani <, které bude monomy porovnavat podle
délky a monomy stejné délky usporada lexikograficky podle indexi. Uvazme dale, ze
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2.4 Algebry a reprezentace

generujici relace z,, = fi, kde z,, € 2 a fi € C{x1,...,x,), jsou ve tvaru kompati-
bilnim s usporddanim <, tj. fi jsou linedrni kombinaci monomi mensich nez x,, . Pro
kazdé z,y € 2 a k € I definujeme zobrazeni r,y,, které zobrazuje xz,,y — xfry a na
ostatni prvky baze pitisobi identicky. Takova zobrazeni nazveme redukce a monom x,
na ktery vSechny redukce puisobi identicky nazveme redukovany. Ozna¢me R mnozinu
vSech riiznych slozeni redukei. Rekneme, Ze monomy z,, a x,, tvori prekryvnou nejed-
noznacnost, jestlize vy, = vy a vy = yz. Takovou nejednoznacnost nazveme resitelnou,
existuji-li r,7" € R takové, ze r(frz) = r'(zf). Rekneme, Ze x,, a x4, tvoil inkluzni
nejednoznacnost, jestlize x,, = zx,,y. Tu oznacime jako resitelnou, jestlize existuji
r, 7’ € R takové, ze r(f;) = r'(x fry). Bez dikazu nyni formulujeme zminéné lemma.
Lemma 2.60 (Diamantové). Oznac¢me o7 algebru generovanou prvky z1,...,x, a rela-
cemi ve tvaru z,, = fr, k = 1,...,s kompatibilnim s usporadanim <. Jsou-li vSechny
nejednoznacnosti resitelné, pak béazi & jakozto vektorového prostoru tvori mnozina
vsech redukovanych monom1.

Aplikaci diamantového lemmatu na obalové algebry bychom mohli odvodit Poincaré—

Birkhoff-Wittovu vétu, ktera rika, ze bazi obalové algebry generované prvky z1,...,x,
je mnozina uspofddanych monomt {z¥ah? - 2k | ki,... k. € No}.

B 2.4.3 Reprezentace asociativnich algeber s jednotkou

Pripomenme, ze pro zkraceni formulaci mame pod pojmem algebra na mysli asociativni
algebru s jednotkou.

Definice 2.61. Bud & libovolna algebra a V vektorovy prostor. Homomorfismus
o — £ (V) nazveme reprezentace algebry < .

Definice 2.62. Bud &/ libovolna algebra nad télesem 7. Vektorovy prostor V nad
télesem T spolu s bilinedrnim zobrazenim &/ x V. — V', (a,v) — a - v spliujicim pro
kazdé a,be o/ av eV

(ab)-v=a-(b-v) a l-v=vw (48)

nazveme &7 -modul.

Opét je snadné overit, ze mezi témito dvéma strukturam existuje jednoznacny vztah
popsany rovnici
a-v=pa)v. (49)

Uvedené definice jsou pouze zobecnénim pojmu pro Lieovy algebry uvedenych v ¢asti
2.4.1. Snadno se totiz ovéri, ze reprezentace Lieovy algebry je totéz, co reprezentace jeji
obalové algebry. Ve stejném duchu si budou odpovidat i definice podmodulu, podrepre-
zentace, ireducibilniho modulu ¢ reprezentace a homomorfismu ¢i izomorfismu modult
¢i reprezentaci. Pro poradek je tedy znovu formulujeme.

Definice 2.63. Bud V' /-modul. Podprostor W CC V, ktery je invariantni vuci akci .7,
tj. pro kazdé = € o/ a kazdé w € W je iz -w € W, nazveme podmodul V. V jazyce
reprezentaci bychom hovotili o podreprezentaci.

Definice 2.64. Modul V, ktery nem4 zadné podmoduly kromé {0} a V' nazveme iredu-
cibilni. Stejné nazveme i prislusnouu reprezentaci.

Definice 2.65. Budte V a W /-moduly. Linedrni zobrazeni ¢: V' — W spliujici pro
kazdé v eV ax € of
Yz -v) =z 9(v) (50)
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2. Zakladni definice a poznatky

nazveme homomorfismus <7 -moduli. Jsou-li ¢y a ¢y prislusné reprezentace, lze pod-
minku (50) vyjadrit ve tvaru

Yo py(z) =pw(x)od. (51)

Je-li ¥ navic bijektivni, nazveme ji izomorfismus a o prislusnych reprezentacich rekneme,
ze jsou ekvivalentni.

Nyni jesté predneseme tzv. Schurovo lemma a jeho dulezity dtsledek. Podobnd tvr-
zeni by se dala formulovat i pro Lieovy algebry, tam je vSak nebudeme potrebovat.

Lemma 2.66. Bud o algebra, V a W o/-moduly. Jadro libovolného homomorfismu
¥V — W je podmodul V.

Dikaz. Vime, Ze jadro libovolného linedrniho zobrazeni je podprostor, zbyva tedy uké-
zat, Ze je jadro ¢ invariantni vuci akci «/. Bud x € &, pak pro libovolny v € ker ¢ je
Yz-v)=x-9(v)=x-0=0. O

Lemma 2.67 (Schur). Necht &7 je komplexni algebra a V' konecnérozmérny ireduci-
bilni o/-modul. Pak libovolny homomorfismus modult ¥: V' — V ptisobi jako nésobek
identity.

Dilkaz. Je jasné, Ze naopak libovolny nésobek identity je homomorfismus V. — V.
Homomorfismus ¢ je linedrni operator na konecnérozmérném vektorovém prostoru V'
nad C, existuje tedy alespon jedno jeho vlastni ¢islo A. Zobrazeni ¢ — \id musi byt také
homomorfismus V' — V. Jadro ¥ — Aid je podmodul V', ktery urcité obsahuje néjaky
nenulovy vlastni vektor operdtoru 9. Z ireducibility V' tedy musi byt ker(d — Aid) =V,
takze ¢ = \id. O

Definice 2.68. Necht & je algebra. Mnozinu Z(«/) prvku z € &7, které komutuji
s kazdym x € &7 (tj. xz = zx) nazveme centrum algebry o .

Lemma 2.69. Necht & je komplexni algebra a V' koneénérozmérny ireducibilni .o7-
modul. Pak libovolny prvek centra o7 ptsobi na V' jako nasobeni konstantou.
Dikaz. Stac¢i ukazat, ze pro kazdé z € Z(&/) je 9:V — V v — z - v homomorfismus.
Vezméme libovolné x € o7, pak
Ye-v)=z-z-v=(zz) - v=(22) - v=0-2-v=0-9(v). .

Nyni predneseme tiplnou klasifikaci reprezentaci algebry Ué(SOg), jez byla predstavena
v [5]. Tato algebra predstavuje nestandardni deformaci Lieovy algebry sos antisymet-
rickych matic n x n.

Definice 2.70. Algebra U, (s03) je komplexni asociativni algebra generovand tiemi prvky
I, I a I3 a relacemi

¢PLIL —q VPRI = I, (52)
¢\PLdy — ¢ VL0, = 1, (53)
¢ L0 — ¢ VP = I, (54)

Véta 2.71. Libovolna N + 1-dimenziondlni ireducibilni reprezentace U, (so3), kde ¢
neni odmocnina z jedné je ekvivalentni jedné z péti neekvivalentnich ireducibilnich
reprezentaci. Jen jedna z nich je tzv. klasickd, tj. umoznuje provést limitu ¢ — 1,
pricemz ziskdme ireducibilni reprezentaci Lieovy algebry sos.

Pro dalsi praci se budou vice hodit tvary reprezentaci podobné tém publikovanym
v [12]. (Pouzijeme nicméné jiné znaceni bazickych vektoru a v neklasickém piipadé se
zbavime zbyte¢nych imaginarnich jednotek. V klasickém pripadé znacime x; = |l — j)
a v neklasickém z; = i/|n — j).)
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2.4 Algebry a reprezentace

Véta 2.72. Reprezentace ¢:U,(so3) — Z(V), kde V' je vektorovy prostor nad C di-

menze N + 1, ptsobici na bazi 2" = (zo,...,x,) jako
1 . .
p(h)z; = W(—[J]q%—l + [N = jlgzj+1), (55)
iql/Q M—jr. —M+j 3
90(12)37]' = W(q [J]qxjfl +4q [N — ]]qxjﬂ)a (56)
o(I3)z; =i—M + jlgz;, 0<j<N, z_3=zny41=0 (57)

kde M = N/2, je klasickd ireducibiln{ reprezentace algebry U;(so3).

Dikaz. Je potieba ovérit komutacni relace. Dale vidime, Ze ¢(I3) pusobi diagondlné
a z lemmatu 2.21 je vidét, ze ma vzajemneé ruznd vlastni ¢isla, takze opét z véty 2.1 musi
byt v kazdém nenulovém invariantnim podmodulu néjaky prvek baze 2. Z p(I) a ¢(I3)
Ize snadno sestrojit ,posunovaci operatory pro bazi 27: (p(I1) —ig~M~12p(1y))z; je
nésobek x;11 a (p(I) + igM 771 2p(Iy))x; je nasobek x; 1. Z toho je uz vidét, ze
libovolny nenulovy podmodul je celé V. Nakonec vidime, Ze reprezentace umoznuje
limitu ¢ — 1, patri tedy mezi klasické reprezentace. O

Véta 2.73. Reprezentace @..:U;(so3) — Z(V), kde V je vektorovy prostor nad C
dimenze N + 1 a ¢,¢’ € {1, —1}, pusobici na bazi 2" = (zo,...,xn) jako
€

(,O(Il)ZUj = q,N+j,1/2 — qN*j+1/2 ([j]qxjfl - [2N —Jj+ 1]qxj+1)7 (58)

1
p(l)z; = g N+i=1/2 — gN—j+1/2

(" g = g N IRN =G4 Ugzj), (59)

~N+j-1/2 | N=j+1/2
1 L

q

o(Is)z; =€ (60)

q—q
kde j =0,...,7r —1 a oznadili jsme xny,1 = 'zy a x_1 = 0, tvori ¢tverici neekvivalent-
nich neklasickych ireducibilnich reprezentaci algebry U, (so3).

Duikaz. Pro ovéreni, ze se jedna o reprezentace je potfeba opét ovérit komutacni relace.
Ireducibilita se dokaze stejné jako v predchozi vété. Zadné z téchto reprezentaci neni
ekvivalentni té klasické, nebot v nich ma operator ¢(I3) jind vlastni ¢isla. Ze stejného
divodu je ziejmé, ze nemohou byt ekvivalentni ani reprezentace s rtiznym €. U reprezen-
taci s raznym &’ se pak lisi stopy operatoru ¢(I1) (viz nésledujici lemma). Ekvivalentni
reprezentace téhoz prvku vsak museji pusobit jako podobné matice, a tedy museji mit
stejnou stopu. Tim je tvrzeni dokazano. O

Protoze budeme dale potrebovat pri dané reprezentaci urcit, se kterou z péti uve-
denych reprezentaci je izomorfni, bude se ndm hodit nésledujici lemma, ve kterém
vypocitame stopy vsech t¥i operatori. Bude nam pak stacit urcit stopu u dvou ope-
ratori nezndmé reprezentace, abychom urcili hodnoty parametri € a &' a zjistili, se
kterou z uvedenych je neznamé reprezentace ekvivalentni. Lemma formulujeme pouze
pro neklasické reprezentace, u klasickych je evidentni, ze maji vSechny operatory nulo-
vou stopu.

Lemma 2.74. Bud . . reprezentace z predchozi véty. Pak plati

—ee'[N + 1], —&'[N + 1], e[N +1],
Troee () = o — o Teeel) = o Troeo(ls) = ql/z_q-(m)
61
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2. Zakladni definice a poznatky

Dikaz. Stopa reprezentaci I a Is se vypocita snadno, nebot maji na diagonale jen jeden
nenulovy c¢len. Stopa I3 se vypocita s vyuzitim vzorce pro ¢astecny soucet geometrické
posloupnosti jako

N N4 s _N—
g Nt /2 4 al j+1/2 B c _N-1/2 gVt —1 N1z N-1_1q

€ — Tj = — (¢ 1 +4q T
=0 q—q q—dq q— q - —

e(@™t g N + 1, =

(@ =g ) g—qt) @R =g
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Kapitola 3
Reprezentace algeber a ortogonalni polynomy

Mezi¢lanek ve vztahu reprezentaci algeber a ortogonalnich polynomu budou tvorit tzv.
Leonardovy pary. Uvod do teorie Leonardovych part, ktery popisuje i vztah s riznymi
oblastmi matematiky, mezi jimiz jsou pravé i reprezentace algeber nebo ortogondlni
polynomy, lze najit napt. v ¢lanku [4].

Postup, ktery zde popiseme jsme jiz aplikovali na konkrétni pripady algeber sly
a Uj(so3) v [13]. Zde vsak popiSeme korespondenci Leonardovych pari a ortogonalnich
polynomu nejprve obecné. Dale na konkrétnich pripadech nékterych algeber ukazeme,
jak lze Leonardovy pary snadno konstruovat, zname-li aplnou klasifikaci reprezentaci
dané algebry a jeji diilezité automorfismy, a dostaneme tak velmi jednoduse dtilezité
vlastnosti nékterych sad ortogondlnich polynomt z Askeyova schématu.

Nejprve se tedy podivame na algebru sls a odvodime vlastnosti Kravcéukovych poly-
nomi. Na rozdil od [13] zde pouzijeme obecnéjsi automorfismus, kterym budeme schopni
nagenerovat obecné Kravcéukovy polynomy. Podrobnéjsi analyzu vztahu algebry sly, Le-
onardovych partu a Kravéukovych polynomu lze najit v [14].

Z kvantové deformace U, (sly) této algebry by slo ziskat Leonardtv par, jez by souvisel
s ¢-Kravcéukovymi polynomy. V tomto pripadé vsak neexistuje vhodny automorfismus,
kterym by tento Leonardiv par sel nagenerovat, a tak se timto pripadem nebudeme za-
byvat. (V [8] je k uvedena pfimo grupa automorfismu na této algebre a zddny z automor-
fismu nezobrazuje diagondlné pusobici element K na néjaky nediagonalni.) Souvislost
U,(slz) s Leonardovymi péary je popsana v [15].

Déle uvedeme piiklad algebry U;(so3) jez generuje g-Racahovy polynomy s jistymi
parametry. Kromé klasické reprezentace uvedené algebry prozkoumame navic pripad
neklasické reprezentace. Leonardovy pary souvisejici s obecnymi ¢-Racahovymi poly-
nomy jsou zkoumdany v [16]. Takové Leonardovy pary lze ziskat z reprezentaci tzv.
Askeyovy—Wilsonovy algebry, kterou podrobnéji prozkoumame v kapitole 4.

Jesté upozornime na mozna nestandardni znaceni. Vzhledem k tomu, Ze se budeme
zabyvat souvislosti s prostory polynomi, bude vyhodné vse indexovat od nuly, nikoliv
od jednicky. Nebude-li tedy FeCeno jinak, budeme pracovat s bazemi 2~ = (xj)jyzo,
s maticemi A = (Aj)Y,_, € TNTHNH a podobne.

I 3.1 Leonardovy pary a ortogonalni polynomy

Definice 3.1. Bud A € TN*LN*! matice nad télesem 7. Jeji horni diagondlou nazveme
posloupnost prvku (Aj_Lj)éV:l a jeji spodni diagondlou posloupnost prvku (Aj,j_l)év:l.
Matici nazveme tridiagondlni, lezi-li vsechny jeji nenulové prvky na diagondle, horni dia-
gonale nebo spodni diagonale. Tridiagonalni matici nazveme ireducibilni, jsou-li vSechny
jeji prvky na horni i spodni diagonale nenulové.

Definice 3.2. Necht V je konec¢nérozmérny vektorovy prostor nad télesem T'. Dvojici
linedrnich operdtoru A, B € Z(V) nazveme Leonardiv pdr, existuji-li baze 2" a %
takové, ze
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3. Reprezentace algeber a ortogonalni polynomy

1. matice A? je ireducibilni tridiagonalni a matice B¥ je diagonalni,
2. matice A? je diagonélni a matice B? je ireducibilni tridiagonalni.

Véta 3.3. Necht V' je vektorovy prostor nad C dimenze N 4+ 1 € N a operatory A, B €
Z (V) tvori Leonarduv par. Ozna¢me 2 a % béze jako v definici 3.2 a P matici
prechodu od baze # k bazi 2. Ozna¢me prvky matic operatori A a B jako

c bp 0 -+ 0 d 0 0 -+ 0
ap ¢ by 0 0 d 0 --- 0
Agg = 0 a9 Co I O R Ag/ = O O d2 O ,
0 0 O CN 0 0 O dn
dy 0 0 0 ¢ a0 0
0 d 0 0 bo & G
B = 0 0 d 0O, BY=10 b & )
0 0 0 - dy 0 0 0 - én

piicemz dodefinujeme ay = @y = by = by = 0. Necht je dale posloupnost dj, aritmeticka
nekonstantni, ozna¢me tedy
dk = dO + dk;’ (1)

a necht ) .
ar + by + ¢ = dy (2)

pro kazdé k € {0,...,n}. Definujme posloupnost polynomu (P])f[: o stupné nejvyse N
pomoci funkénich hodnot v N + 1 bodech jako

Py(k) = Py. 3)

Takto definovand posloupnost je konecné posloupnost ortogonalnich polynomu spliuji-
cich pro kazdé j, k € {0,..., N} rovnici

a;Pj—1(k) + ¢;P;(k) + bj P11 (k) = (do + dk) P;(k), (4)

kde lze pro j < N prejit od diskrétni proménné k ke spojité x € C a dostavame tak
triclennou rekurenci pro posloupnost ortogonalnich polynomu (P;). Déle spliiuje rovnici

axPj(k — 1) + & Pj(k) + b Pj(k + 1) = d; P;(k), (5)

ktera odpovida diferen¢ni rovnici pro danou posloupnost ortogonalnich polynomi. Tyto
polynomy splnuji relaci ortogonality

N k

Bi—l ! a; al
N Pi(k) Puk)wy = hidy, kde wy = H = b= hOH po o o= Poo Y wy,
k=0 =1 =1 k=1
(6)

tj. jsou ortogonalni vii¢i momentovému funkcionalu

N
L = Zﬂ'(k‘)wko (7)
k=0
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3.1 Leonardovy pary a ortogonalni polynomy

Dikaz. Podobnostni relace definujici matici P se daji napsat ve tvaru
AYP =PAY, B?P=PB?.

Rozepiseme-li tyto rovnosti ve slozkéch a dosadime-li definici polynomu (3), dostaneme
primo rekurenci (4) a diferen¢ni rovnici (5). Pro j < N je rovnice (4) rovnosti polynomu
stupné mensiho nez N v N+1 bodech. Tyto polynomy se tedy museji rovnat a muzeme k
nahradit libovolnym z € C.

Z pozadavku (2) a diferen¢ni rovnice (5) snadno indukei ukézeme, ze polynom Py je
konstantni, ma tedy stupen 0. Z rekurentni rovnice (4) déle indukei snadno ovérime, ze
kazdy polynom P; je stupné nejvyse j. Protoze P je reguldrni matice, museji byt jeji
radky, které pfedstavujl soufadnice polynomt P;, linedrné nezévislé. Plati tedy dokonce
st P; = 7.

Zbyvéa ukdzat, ze P; jsou ortogondlni vici momentovému funkciondlu definovanému
rovnici (6). Snadno najdeme bazi Z takovou, ze matice BZ bude symetricka. Bude nim
na to dokonce stacit diagondlni matice prechodu. Oznacme tedy T = diag(to,...,tn)
matici prechodu od baze 2 k bazi #. Pozadavek symetrie BZ pak bude znamenat

BY, b
[T7'BY T = [T'BY Ty, tedy 3=t —21= =t; ,

=1 pw
BJ 1,5

a;

Zvolime-li ty = 1, budou prvky T tvaru t2 = Hle bj_1/a;.

Mizeme tedy psat BZ = T~!BY T = T~'P~'B#* PT. Matice (PT)~! tedy diagonali-
zuje BZ | jeji sloupce tedy museji byt vlastni vektory BZ pifslusné vzéjemné riznjm
vlastnim &isléim dy, . . ., dy. Z disledku 2.16 vime, Ze jsou tyto vlastni vektory vzdjemné
symetricky kolmé. Tento fakt muzeme zapsat jako

[(PT)~']"(PT)~" = H,

kde H je diagonalni matice. Matice vlevo je regularni, mizeme tedy oznaéit H = H~! =
diag(hg,...,hn) a vztah invertovat.

PT(PT)" = H, tedy ZP k)2 = h;o;.

7 regularity H plyne nenulovost posloupnosti (hj)é»vzo. Oznaéime-li wy, = t2, dostaneme
tak pfimo relaci ortogonality (6). Snadno tak vidime, ze P; tvoii posloupnost ortogonal-
nich polynomi vzhledem k momentovému funkciondlu (7). Ten je jiz podle Favardovy
vety 2.39 urcen jednoznacné az na multiplikativni konstantu. Tvar posloupnosti h; tak
muzeme urcit ze vzorce (23), kap. 2, uzitim rekurence (4). Nulty moment se totiz spo¢ita
jako pg = ijzo Py(k)wy, = Py legv:o wy,. O

Z rekurentni a diferenéni rovnice je vidét, Ze matice P, a tedy i polynomy P; jsou
urceny jednoznac¢né az na multiplikativni konstantu. Vétsinou volime Pyg = 1, aby byl

Casto budeme korespondenci mezi Leonardovym péarem a ortogonalnimi polynomy
hledat v komplikovanéjsim tvaru nez (3). Bud Leonarduv par nebude spliovat podminky
(1) a (2), takze by relace (3) viubec neurcovala posloupnost ortogonalnich polynomi,
nebo prosté jen hledame souvislost s jiz existujicimi ortogonalnimi polynomy, které jsou
tfeba jinak normované.
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3. Reprezentace algeber a ortogonalni polynomy

Zménu normovani zajisti uprava C;Pj(k) = Pj;. Ta patficnym zptsobem ovlivni
relaci rekurence (4) a relaci ortogonality. Neni-li splnéna podminka (2), muze pomoci
oprava na CyPj(k) = Pj;, kterd ovlivn{ diferenéni rovnici (5), a tfm i podminku (2),
kterda nabude tvaru . o o

apCr—1 + ¢Cl + biCri1 = doCl.
Touto dpravou se rovnéz zméni i relace ortogonality. Neni-li splnéna podminka (1),
pomuze substituce v nezavisle proménné P;(f(k)) = P;,. Podminka pak pfejde na tvar

dp = dy + df(k)

Funkce f se pak samoziejmé objevi v argumentech P i v rekurenci a diferenc¢ni rovnici.
Snadno nahlédneme, Ze je-li vdhova posloupnost w; kladnd, pfedstavuje £ pozitivné
definitni momentovy funkcional.

I 3.2 Algebra sl, a Kravcukovy polynomy

Lemma 3.4. Na Lieové algebre sl, existuje pro p € C\ {0, 1} automorfismus o, ptsobici
na bazi jako

! Py Lf) , [ plhte—f).
P L—p

Diikaz. Nejprve je treba ovérit, ze se jedna o homomorfismus. Je vidét, ze jde o linearni
zobrazeni, stac¢i pak pro prvky baze pouze ovérit

[Up(e)7 Up(f)] =oy(h) = Up([e, f1)s
[0p(h), 0p(€)] = 20(€) = op([h,€]),
[0p(f), op(h)] = 205(f) = o([f, h])

Nakonec staci spocitat, Ze pro kazdé p je deto, = 1, z cehoz plyne, Ze jde
0 izomorfismus. U

h— (1-2p)h+2(1—p)e+2pf, e— (1—p) <h -

Déle se nam bude hodit inverze tohoto automorfismu. Ta ptusobi jako
1—
h— (1-2p)h+2pe+2(1—p)f, e— p(h—e+f), [~ (1-p) <h + %e - Tp > :
Lemma 3.5. Bud V vektorovy prostor nad C dimenze N +1 a 2" jeho baze. Definujme
operédtory A, B € £ (V) pomoci matic v bazi 2" jako
A = pn(0, (h) = (1= 2p)pn(h) + 2ppn(e) + 2(L = p)on(f), B = on(h), (8)
kde pod ¢ mame na mysli reprezantaci sly z véty 2.53. Pak existuje baze % takova,
ze
A” = pn(h), B” =en(o(h)) = (1—2p)en(h) +2(1 - p)en(e) + 2ppn(f).  (9)
Operatory A a B tak tvori Leonardiv par.
Dikaz. Zobrazeni ¢y o o), je jisté, stejné jako samotné ¢y, ireducibilni reprezentace sl,
do gl 1. Tyto reprezentace tedy podle véty 2.54 museji byt ekvivalentni, coZ znamena,
7e existuje izomorfismus na C"*! spliujici definici 2.52. Izomorfismy na CV*! piisobi
prostrednictvim regularnich matic, oznacime-li tedy prislusnou regularni matici P, mu-
zeme psat
AZP = ox (07 ()P = Pon (h) = PBZ,
B¥P = on(h)P = Poy(o,(h)) = PA” .
Matici P staci interpretovat jako matici prechodu od baze 2 k bézi #. O
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3.3 Algebra U, (s03) a q-Racahovy polynomy

Tvrzeni 3.6. Pti oznaceni z tvrzeni a dukazu predchoziho lemmatu a pri volbé Py = 1
plati

o= () i), (10)

Véta 3.3 nam 1iké, ze takto definované polynomy urc¢ité budou ortogonalni. Nyni{ uka-
zeme, ze se jejich vlastnosti shoduji s vlastnostmi Kravéukovych polynomu. Kravéukovy
polynomy s parametry p a N budeme dale znacit zkracené pouze Kj(x).

Pro prehlednost si vypisme posloupnosti odpovidajici Leonardovu paru podle ozna-
ceni z véty 3.3

aj=21—-p)(N—-j+1), bj=2p(+1), ¢ =(1-2p)(N—-2j), dpy=N —2k,
ay =2(1—p)k, by =2p(N —k), & =(1—2p)(N—2k), d;j =N —2j.
Dosazenim do (4) a vydélenim 2(]]\7 ) ziskdme relaci rekurence
(1 =p)iKja(x) = (pN +j = 2pj) Kj(2) + p(N = j) Kj1(2) = —wK;(),

ktera jiz odpovida rekurenci (26), kap. 2.
Dosazenim do (5) a vydélenim dvéma dostaneme rovnici

(1 -p)kK;(k—1)— (k+pN — 2pk)K;(k) + p(N — k)K;(k+1) = (N — 2j)K;(k),

kterd odpovida diferen¢ni rovnici (27), kap. 2.
Nakonec zkonstruujeme kladnou vahovou posloupnost a posloupnost h,, (pricemz do
jedné z nich je potfeba promitnout zménu normovani)

=T (2 (),

= (ij) (i (ﬁ) (g)) (LR (z:)*u_p)mpn_

k=0 j=1

Dosazenim se tedy muzeme presvédcit, ze rekurentni relace i diferencéni rovnice budou
vychézet v souladu se vzorci pro g-Racahovy polynomy.

Vynasobenim vysledné relace ortogonality (1 — p)V dostaneme tvar (25), kap. 2.
Jestlize p € (0,1), je dany skaldrni soucin pozitivné definitni. V celém vypocétu vsak
stacilo predpokladat pouze p € C\ {0, 1}.

I 3.3 Algebra U/(so3) a g-Racahovy polynomy

V nasich vypoctech nyni budeme uvazovat, ze ¢ neni koten jednicky (tj. ¢ nemusi nutné
lezet v intervalu (0,1)).

Lemma 3.7. Bud V vektorovy prostor nad C dimenze N 41 a 2" jeho baze. Definujeme
operatory A, B € £ (V) pusobenim na bazi 2" jako
iq1/2

W(QM%U?]qwkq + ¢ MIN — E)ywp4), (11)

Axk = (p([g)wk =
Bz, = o(I3)xy = i[—M + k|gxy, (12)
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3. Reprezentace algeber a ortogonalni polynomy

kde ¢ je reprezentace U, (so3) z véty 2.72. Pak existuje baze %, kde operdtory A a B
pusobi jako

Ay, = 9p(I3)9 " =i[—M + gy, (13)
- 1
By = 9p(1)0" = W(_[k]qyk—l + [N = Klqyi+1), (14)

kde ¥:xz; — y;. Operdtory A a B tak tvorf Leonardiv pér.
Dikaz. Tentokrat vyuzijeme cyklického automorfismu p:
I ’_>IQ, IQP—>13, I3 — I4.
Opét plati, ze p o o je stejné jako ¢ ireducibilni klasické reprezentace, ktera tedy musi
byt izomorfni s . Existuje tedy izomorfismus 9 na V' splnujici
P(I2)0 = Jp(o(L2)) = 9p(I3), @(I3)0 = Ip(o(l3)) = Jo(I1).
Nakonec staci bazi ¢ definovat jako y; = ¥(z;). O

Tvrzeni 3.8. Leonarduv par z predchoziho lemmatu odpovidéd ¢g-Racahovym polynomum

s parametr
p Yy N

a=0F=—y=—-0=1iq 2 (15)

prostrednictvim korespondence

(@™, —q Vi) 1+q V™ g3V
(¢, —¢a);  1+aV '
Opét vypiseme konstanty odpovidajici Leonardovu paru

iqu+j71/2[N _] + 1](] iqujfl/Z[j + 1](1

Pjx = rj(—)"R;(u(k)), kde r;= (16)

a; = g~ MTi—1 { gM=j+1 bj = e T e R 0, dyp=i[-M+k],,
i —[¥]q - [N — K], i o .
ak:W7 bk:W, &, =0, dj=i[-M + 7],

Protoze plati
d _lqM _ ~ o~
k= —u(k) a ay— by = ido,
qa—4q

coz odpovidd podminkdm (1) a (2), vime podle véty 3.3, Ze jsme takto definovali po-
sloupnost ortogonalnich vektori a mutzeme ziskat jejich vlastnosti. Relace rekurence
vyjde

N 2j —2N+2j
- - —¢ "(1-g¢7) 1— g 2N+
(g — ¢ ") Ry(pu(z)) = WRj—l(N($)) + WRJ-H(M(:E)))
diferenc¢ni rovnice v diskrétnich bodech
N = g2 1 — N2

—(q N — )R (u(k)) =

a relace ortogonality

|+ g N Rj(u(k —1)) + WRj(M(k +1))

(N, =g 1N
2 o a i R g ) DR = b
Uvedené relace odpovidaji obecnym vzorcum (32), (35) a (31), kap. 2. Pro ¢ kladné,
ruzné od jednicky jsou koeficienty v relaci ortogonality kladné, a tedy urcuji pozitivné
definitni momentovy funkcional.
Nyni prozkoumejme polynomy, které vzejdou z neklasické reprezentace algebry
Ué(SOg). Ukéze se, ze pouze pro jednu z neklasickych reprezentaci se prejde pouzitim
rotac¢niho automorfismu do téze reprezentace.
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3.3 Algebra U, (s03) a q-Racahovy polynomy

Lemma 3.9. Bud V vektorovy prostor nad C dimenze N +1 a 2" jeho baze. Definujeme
operédtory A, B € £ (V) pusobenim na bazi 2" jako

1

Axy, = @1,—1(12)1"]6 = q_N+k_1/2 — qN_k+1/2 (qN_k+1[k]q$k—1_q_N+k[2N_k+1]qu+1)7
(17)
~N+k=1/2 4 oN—k+1/2
Bry = @1, 1(I3)7 = a ,ql T, (18)
qa—4q
kde @ je reprezentace U,(so3) z véty 2.73 a znacime zn41 = —an, -1 = 0. Pak

existuje baze ¢, kde operatory A a B pisobi jako

—N+k=1/2 4 N—k+1/2

Ay =91, (I =1 p— Yk (19)

_ 1
Byk = 19(,01,_1(11)19 1 = q—N+k—l/2 — qN—k+l/2 ([k]qyk—l - [QN —k + 1]qyk+1) (20)
kde ¥:x; — y;. Operdtory A a B tak tvori Leonardiv pér.
Dikaz. Opét vyuzijeme rotacniho automorfismu o

Il i—)IQ, IQF—>13, IgHIl.

Ukézeme-li, ze 1,1 o 0 je izomorfni s ¢1 1, bude tvrzeni lemmatu plynout ze stej-
ného dtivodu jako u analogického 3.7. Vyuzijeme zde lemmatu 2.74. Diky nému snadno
ovérime

Tr(p1,-1 00)(L2) = Trey,—1(13) = Trer,-1(12),

Tr(p1,-100)(I3) = Tror—1(I1) = Trr,—1(13).

Podle poznamky pred lemmatem 2.74 to uz staci, abychom usoudili, ze jsou uvazované
dvé reprezentace izomorfni. O

Tvrzeni 3.10. Leonarduv par z predchoziho lemmatu odpovidd ¢g-Racahovym polyno-

mim s parametry
a=f=-—y=-0=—-¢ " (21)

prostiednictvim korespondence
(@ - )1 —¢
(¢:—q:9); l1—gq

—2N—1+2j

ij = TjRj(/j’(k))a Ty = ON—1 q%(2N+1+j)' (22)

VypisSme opét ony dilezité konstanty urcené Leonardovym péarem:

~ B ~ [N +1],

a pro ostatni indexy

- —qg NHTU2N — 5+ 2], b — NI+, o0
a; = q-NTi-32 _ gN—j+3/2 * 9 T mNwjH12 _ N—j-1/2 G ="M
k ~ —2N —k+1
dk: []q bk‘: [ + ]q 6k207

g Nth=1/2 _ gN—k+1/2° g N+k—1/2 _ gN—k+1/2°

g2 4 N2

4 =di = q—q!
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3. Reprezentace algeber a ortogonalni polynomy

Neni tézké ovérit, ze plati

PLERYE o
di, = - q_llﬁ(k’% ak + ¢ + b, = do,

je tedy jasné, ze jsme takto definovali posloupnost ortogonalnich polynomii. Dal mtizeme
psat zjisténé relace.
Relace rekurence

_aN-1 2j —AN—242j
—x —2N—-1+4z q (1 —q j) 1- q J
(q +4q AN )R](/"’(x)) = 1 _ q_QN_1+2j Rj—l(#(x)) + 1 _ q_QN_1+2j Rj+1(u($))

diferenéni rovnice v bodech k € {0,..., N — 1} vyjde
—2N—1(1 _ 2k:) 1— —4N—-2+2k

q
By (u(k =)+ 1— v

(679 +q N )R, (k) = !

1 — g 2N-1+2 Rj(pu(k+1))

aprok=N
—2N-1 2N —2N-2
i CoN—14y q (1—¢*") l—gq
(@7 +q "R (u(N)) = 41 Rj(u(N = 1)) + —— = Rj(u(N))
a relace ortogonality
N
(g 2N, —¢ 21 g), 1— g 2N-1+2k
Z (4, —¢ Q) (¢ 2N-1)k(1 — quNfl)Rj(M(k))Rl(M(k)) = h;joji.
k:ZO b )

Momentovy funkcional urceny touto relaci ortogonality je na rozdil od predchoziho
pripadu pozitivné definitni pro zaporna g. VSechny vzorce opét vychazeji ve shodé s témi
obecnymi. Ani janomélie“ u diferenéni rovnice neni ve sporu s obecnymi vzorci, nebot
pro g-Racahovy polynomy s takto zvolenymi parametry je R;(u(N)) = R;(w(N + 1)).
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Kapitola 4
Askeyova—Wilsonova algebra

Definice 4.1. Askeyova-Wilsonova algebra AW, (A;, Ay, A3) je komplexni asociativni
algebra generovana tremi elementy I, I, I3 a relacemi

PN, — ¢ VP LI = 15 + As, (
¢\l — g VPLI, =1 + A, (2)
¢PLI — ¢ VP Is = 1 + As, (3)

—_
~—

kde cisla Ay, Ay a Az jsou komplexni parametry. Znaceni budeme vétSinou zkracovat
a psat pouze AW.

Definici Askeyovy-Wilsonovy algebru piednesl Alexej Zedanov v ¢lanku [2], kde rov-
néz prednesl tzv. zebfikovou reprezentaci. Pozdéji Paul Terwilliger v [17] prednesl tzv.
univerzalni Askeyovu—Wilsonovu algebru, kterd je rovnéz definovdna pomoci tfech ge-
nerujicich prvki, které splnuji stejné komutacni relace, ale o Ay, A a A3 se nepredpo-
klada, ze jsou to komplexni parametry, nybrz prvky centra dané algebry.

Clanek [17] déle pojednavd o okruhovych vlastnostech univerzalni Askeyovy—
Wilsonovy algebry a klasifikaci reprezantaci ponechéva stranou. Ta byla provedena
pozdé&ji v [3]. Reprezentace byly nalezeny pomoci surjektivniho homomorfismu algebry
U,(slz). Nam se vsak nezdvisle podafilo klasifikovat reprezentace puvodni Askeyovy—
Wilsonovy algebry splnujici jisté pozadavky stejnym zptsobem jako v pripadé algebry
U,(so3) v ¢lanku [5].

Poznamka 4.2. Abychom doséhli co nejvétsi podobnosti s algebrou U, (so3), prednesli
jsme jinou prezentaci Askeyovy—Wilsonovy algebry nez se vyskytuje ve zminénych pra-
cich. Nase definice 4.1 odpovida definici z [2] s generdtory Ky, K7 a Ko a parametry B,
Cy, C1, Dy, D1 a w prostrednictvim izomorfismu

LK K K B
! VO’ o VCo' ° VCoCi VCoCi(q /2 — q1/2)
A= a = P4 b 2

b ) b = e .
Cov/Cr Civ/Co VCoCr (g2 — 172y

Definici z [17] s generdtory A, B a C a parametry a, b, ca § = ¢'/? prostfednictvim
izomorfismu
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4. Askeyova—Wilsonova algebra

Véta 4.3. Mnozina usporddanych monomt {IFI*I} | k,m,n € Ny} tvoif v bazi AW.
Dikaz. Pouzijeme diamantové lemma 2.60. Upravime generujici relace do tvaru kom-
patibilniho s lexikografickym usporadanim

Ll = qhly — g (I3 + Ag),
L3Iy = ql>I3 — ¢'* (I + Ay),
LIy = q 'L + g2 (1 + Ay).
Vidime, ze se mezi levymi stranami neobjevuji zadné inkluzni nejednoznacnosti a ob-
jevuje se pouze jedna prekryvna nejednoznacnost — monom I3l lze redukovat bud
pomoci prvni nebo pomoci druhé relace. Ukazeme, ze je tato nejednoznacnost resitelna.
Upravime nejprve jednim zptisobem
LI = qIsI I — ¢/ I3(I5 + As) = I I + ¢ (1 (I + Az) — I3(I3 + As))
=qliI15+ q1/2(—I1(I1 + Al) + IQ(IQ -+ Az) — Ig([g + Ag)),
a nasledné druhym
= qLIsT — ¢ I3(1 + Ar) = BLs + ¢ (LT + A + (L + 4s))
= g LI + ¢ (—1i(L + A1) + B(I + Az) — I3(I5 + A3)).

Oba davaji tentyz vysledek, nejednoznacnost je tedy skuteéné resitelnd.

Nakonec je vidét, ze mnozina usporadanych monomi opravdu odpovidd mnoziné
redukovanych monomu (kdyby se kdekoliv vyskytla néjaka ,neusporddanost®, slo by ji
upravit pomoci jedné z generujicich relaci). Tim jsme vétu dokazali. O

Z obecnych vlastnosti AW se nam jesté budou hodit nékteré izomorfismy mezi
Askeyovymi-Wilsonovymi algebrami s riznymi parametry. V pripadé univerzalni
Askeyovy—Wilsonovy algebry se jedna o automorfismy.

Lemma 4.4. Mezi Askey—Wilsonovymi algebrami existuji nésledujici izomorfismy
0: AW, (A1, Ag, Ag) = AW (As, A3, Ay), L= 1y, Iy— 13, I3— 1,
0: AW, (A1, Az, Ag) — AW, (Az, Ay, As),
LI, LI, Iye I+ (LI — L) (g7 + ¢,

Teel: AWq(Al,AQ, Ag,) — AWq(eAl,ﬁ/AQ,&?/Ag), Il —> 6[1, IQ — 6’[2, _[3 —> 68/13,
kde €,¢" € {1,—-1}.

I 4.1 Kilasifikace kone¢nérozmérnych reprezentaci AW
Lemma 4.5. Linearni kombinace
C =L+ L5+~ (" —q"*) L LIs+q(g+1) AL+ (q+1) Ao Ty +q(q+1) As T3 (4)

je prvkem centra AW.
Dikaz. Je mozné oveérit dosazenim. O

Prvek C budeme déale nazyvat Casimiriv element algebry AW.
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4.1 Klasifikace konecnérozmérnych reprezentaci AW

Definice 4.6. Pro vhodnd komplexni ¢isla A oznaéme O, a R, nésledujici linedrni
kombinace

—igt? Ay + ¢ Ay
(g =+ 1)
—ig'/2 A — ¢} Ay
[Alg([Alg = A = 1]g)

V pripadé Ay = Ay = 0 tuto definici uvazujeme bez prvniho ¢lenu a predpokladame
A € C libovolné. Jinak pozadujeme, aby mél vyraz smysl, tedy [A], # [A+1]4, respektive
(Mg # [ = g

Budeme-li v dalsim textu uvazovat néjakou reprezentaci R algebry AW na vektorovém
prostoru V', budeme zobrazeni R(Iy), R(l2) a R(I3) obycejné znacit pouze Iy, Iy a Is.
Lemma 4.7. Bud R reprezentace AW na V. Necht = € ker(I3 +1i[)\],) pro néjaké ¢ € C.
Pak

O, =

Is + il + ¢ Y20, (5)

Ry = Iy +il, — V204 (6)

J

Nej
= = O —

I3(Oxzz) = —i[A + 1],0,x,
I3(Ryx) = —i[A — 1], Ry,
Ox_1Rz = (Croq — O)a,
Ry;106z = (Cy — O)z, (

~—~~ o~
o g

—_
(=)

kde C' je Casimiruv element (4) a

A% + i(q—)\—l/Z _ q/\+1/2)A1A2 + A%
(g = A+ 1))

Ox = —aNg[A + 1] —ig([Ng + A+ 1)) A3 —q

Dikaz. Dosazenim s vyuzitim g-komutacnich relaci (1)—(3). O

Lemma 4.8. Budte y,z € V a A € C takové, ze Oy i Ry jsou dobre definovany. Systém
linearnich rovnic
Oxr=y, Ryxr=z

mé pro vektory I1x a Iz jednoznacné feseni, pravé kdyz ¢ # ic pro e € {—1,1}.
Diikaz. Z rovnic (5) a (6) snadno vyjadiime (¢~* +¢*)I;x. Faktor v zavorce je nenulovy
pravé tehdy, kdyz ¢ # ie. Stejné je tomu s vyjadienim Irz. (]

Nyni uvazime obecnou reprezentaci Askey—Wilsonovy algebry, zkostruujeme bézi,
ve které I3 pusobi diagonalné a pokusime se napsat explicitni tvary takto vzniklych
reprezentaci. Konstrukce baze je analogii véty 3 z [5], kde je totéz provedeno pro algebru
Ué (so3). Pro provedeni této konstrukce je nutné o dané reprezentaci predpokladat, ze
2¢/(q — q7') pro € = £1 neni vlastnim Cislem I3. Pro algebru U)(sos) lze dokazat
(véta 2 v [5]), Ze je tento predpoklad splnén pro libovolnou ireducibilni reprezentaci.
V poznamce 4.18 vsak ukdzeme, ze pro obecnou algebru AW takové reprezentace mohou
existovat. Zde je navic nutné predpokladat, ze £/(¢"/? — ¢~'/?) neni ve spektru I3, aby
bylo mozné pouzit posunovaci operatory Ry a O). V pripadé A; = Ay = 0, ktery
rozebereme zvlast, tento predpoklad nutny neni a uvidime, ze reprezentace, které tento
predpoklad nesplnuji, také existuji.

Reprezentace spliujici oba uvedené predpoklady budeme ve shodé s [5] nazyvat kla-
stcké, zatimceo ty, které splinuji pouze prvni, ale ne druhy nazveme neklasické. Neklasické
reprezentace se vyznacuji tim, ze neumoznuji provést limitu ¢ — 1 (hodnota vlastniho
¢isla e/(q'/? — ¢='/?) by divergovala).
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4. Askeyova—Wilsonova algebra

B 4.1.1 Obecné reprezentace

Véta 4.9. Bud R ireducibilni klasicka (tj. spltiujici ker(I3—2¢/(q—q~')) = {0} a ker(I3—
e/(q"? — q7/?)) # {0} pro € = +1) reprezentace AW, (A}, Ay, A3) na V, dimV = r.
Pak existuje komplexni ¢islo p a nenulovy vektor vy € ker(I3+i[u]q) takovy, ze O,v9 = 0
a definujeme-li

Vjy1 = R,_jv; proj=0,1,...7r—1,

bude soubor (vg, . ..,v,_1) tvorit bazi V.
Diikaz. Necht wy je vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu —i[fi],, pri¢emz fi volime
tak, ze ¢isla —i[fi]y, —i[ft+1]q, . . . jsou vzdjemné ruznd (viz lemma 2.21). Definujme nyni

Wjy1 = Oﬂﬂ»wj proj Z 0

a oznacme | € N takové, ze wy,...,w;_1 jsou linedrné nezavislé, ale w; je na nich jiz
linedrné zéavisly. Takové [ jisté existuje, nebot V' ma konecénou dimenzi. Z rovnice (7)
plyne, ze vektory w; spliuji rovnici na vlastni éisla Isw; = —i[fi+ jl,w;, pficemz vlastni
¢isla jsou vzajemné rtizna. Protoze vlastni vektory prislusné vzajemné riznym vlastnim
¢islim museji byt linedrné nezdvislé, musi platit w; = 0.

Oznacme vy :=w;—1 a = i+ 1 — 1 a definujme vektory

vj41 = R,_jv; proj > 0. (11)
Z rovnice (8) plyne, ze opét museji splnovat rovnice na vlastni ¢isla
I3v; = =il — jlqv;. (12)

Moznost, kdy [u—jlq = [p—j—1], pro néjaké j, a tedy R, ; neni definovany, je v rozporu
s predpoklady. Ta totiz znamend ¢" = ieq?~'/% a pak by bylo —i[u—j], = e/(q"?—q~1/?)
prvkem spektra 3. Opét mizeme oznacit k € N takové, ze soubor vy, . .., vx_1 je linedarné
nezavisly, ovSem vy je na téchto vektorech jiz linedrné zdvisly. Z rovnice (9) pak pro
7=1,2,....k—1 plyne

Op—jvj = Op—j Ry jiavi1 = (Cuj = C)vjr, Opvo =y = 0. (13)

Protoze uvazujeme ireducibilni reprezentaci, je podle lemmatu 2.69 Casimirav opera-
tor C' nasobkem jednotky. Toto komplexni ¢islo budeme rovnéz znacit C'. Jeho hodnotu
nam udéva rovnost 0 = R,,410,v0 = (C,, — O)vy, tedy C = C,.

Rovnice (11) a (13) nam uddvaji soustavu

Ry—jvj = vjt1,  Op—jvj = (Cuej = C)vj1, (14)

kterd md podle lemmatu 4.8 pro I1v; a Irv; FeSeni, pravé kdyz ¢* 7 # ie proe € {—1,1}.
Tato podminka je splnéna dle predpokladii, nebot jinak by [u— j], = 2¢/(¢—q~*) bylo
vlastni ¢islo I3 ptislusné vektoru v;. Vektory I1v; a Iov; jsme tak vyjadiili jako linedrni

kombinace vy, ...,vx_1. Protoze navic I3 pusobi diagonalné, znamend to, ze linearni
obal {vg,...,vp_1} je invariantni podprostor a z ireducibility uvazované reprezentace
to tedy musi byt celé V. U

Lemma 4.10. V libovolné r-rozmérné klasické ireducibilni reprezentaci je operator I3
diagonalizovatelny a méa vzdajemné ruzné vlastni ¢isla, jimz podle znaceni z predchozi
vety prislusi vlastni vektory vy, ..., v,—1. Plati navic, ze pro kazdé [ € {0,...,2r — 1}
ace € {—1,1} je ¢* # ieq/?. Vektor v, = R, _,11v,_1 je nulovy.
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Dikaz. Rovnost [ — j|, = [ — k], pro néjaké j, k € {0,...,r} nastane podle lemmatu
2.21 pravé tehdy, kdyz ¢* = ieq'¥*7)/2. Kdyby nastala pro k + j sudé, znamenalo by to,
ze —ilp— (k+7)/2lq =¢/(q—q ') je ve spektru I3, coZ je proti piedpokladiim. Kdyby
nastala pro k + j liché, znamenalo by to, ze —i[u — (k+j —1)/2], = ¢/(¢"/* — ¢7'/?) je
ve spektru I3, co7 je taktéz proti predpokladiim. NemiiZe tedy byt ¢ = ieq'/? a vlastni
¢isla I3 museji byt vzajemné rizna.

Vektor v, muze byt bud nulovy, nebo vlastni I3 prislusny vlastnimu ¢islu —i[p—r],, to
je vSak vylouceno, nebot v, je zavisly na predchozich vektorech a —i[p — r|, se nerovna
zadnému z vlastnich ¢isel prislusnych predchozim vektorim. Proto je v, = 0. ([

V dal$im textu budeme stéle uvazovat predpoklady véty 4.9. Casto se budou vysky-
tovat rozdily ¢i souciny po sobé jdoucich g-¢isel. Pro dalsi praci tak mtzeme odvodit
ruzné vztahy:

(AN 1y £ W)@ P Fa ) =252
(Mg +[A+1])* =1

(¢ /2 + ¢ 122
(g% — ¢~1/2)? . 4
(@ 2+ q 122 " (g2 4 ¢ 1/2)2

P1i vysetrovani jednotlivych reprezentaci bude vzdy hrat dulezitou roli rozdil Dj =
Cy — C,—j. Oznacme dale

[AgA +1]g =

(P‘]q - [)‘ + 1]61)2 = ([)‘]q + [/\ + 1](1)2

. . gitl2 _ gti=1/2
A] = [M —J + l]q + [,U - ]}q = (q1/2 o q_1/2) ’ (15)

gj ‘= [/L —-J+ l]q - [IU’ _]]q = (q1/2 + q_l/Z) . (16)

S pouzitim vyse uvedenych vztaht a definice C’M vidime, zZe D]- g? je polynom ¢tvrtého

stupné v proménné A;. Kofeny tohoto polynomu pak urcuji tvar reprezentace algebry,

proto bychom jej mohli nazvat charakteristickym polynomem algebry AW, (A;, Az, As).

(Podobné je definovan charakteristicky polynom této algebry také v [2].) Z definice D;

je jasné, ze Dy = 0; jednim z koFenti charakteristického polynomu je tedy Ag.
VyteSenim soustavy (14) a naslednou tpravou ziskdme

_—1/2 ~ Ar — il — il Ao (g2 — g—1/2
q 1 J q q
Ly = —————(Djvj—1 + vj41) — Ll Jladol )Uj, (17)
qHTI gt 9ijgj+1
i s L —ily— 4l A q1/2 _q—1/2 T A
L) = ————(¢" 7 Djvj1 — ¢ " vj41) - = Tl ) 2vj,
q HT 4 gh 9i9j+1
(18)
Oznac¢me Aj,, ..., A, kofeny charakteristického polynomu a zvolme jo = 0. Charak-

teristicky polynom pak mtzeme rozlozit na korenové cinitele. Protoze snadno zjistime
koeficient u nejvyssi mocniny charakteristického polynomu, mtzeme psat

Cq@ = VPP oo (A — Ay

77 (¢ g 12) 9
- H2:O<qu*j+l/2 o qfqujfl/Q o qll*jk*Fl/Q + q*M‘f’jk*l/Q) (19)
=q (q _ q71)2(q/¢7]‘+1/2 + q*“ﬂ'*l/Q)Q

B qAH—20+2 Hi:o((l — @7 (1 4 gL
B (g =g TP(L+ g 222
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Lemma 4.11. V libovolné r-rozmérné klasické ireducibilni reprezentaci jsou Ay a A,
ruzné koreny charakteristického polynomu. Pro zadné k € {1,...,r—1} neni A, kofenem
charakteristického polynomu.
Diikaz. Je ziejmé, ze Dy = 0, tedy Ag je kofenem. Déle je z tvarti reprezentace ziejmé,
7e kdyby bylo Dy = 0 pro k € {1,...,r — 1}, byl by linearni obal vektort vy, ..., v,
netrivialnim invariantnim podprostorem, coz by byl spor s ireducibilitou reprezentace.
Dosazenim (17), (18) a (12) do podminky (¢"/2I Iy — ¢~ '/2I,1; — I3 — A3)v,_; = 0
(relace (1)) ziskame vztah
_iqilbr
q,u—r+1 +q—u+r—

~p_1 =0, (20)

ze kterého plyne D, = 0, tedy A, je také kofenem charakteristického polynomu. Zbyva
ukézat, Ze se nerovna Ag.

Kdyby bylo Ay = A,, ziskdme upravou s vyuzitim, Ze ¢ neni odmocninou z jedné,
tedy specidlné ¢" # 1, rovnost ¢**t! = —¢", tedy ¢* = ieq""V/2. To je ale vylouteno
podle lemmatu 4.10. O

Tvar reprezentace pochopitelné urcuji parametry algebry A;, A, a Az, kromé toho
vsak také jesté hodnota Casimirova elementu C, jez je urcena ¢islem pu, respektive ¢.
Hodnotu ¢” ndm nejednoznaéné fixuje pozadavek koneéné diminze D, = 0. Jedn4 se
vzhledem k proménné ¢* o rovnici osmého stupné. Protoze jsme vyloucili A, = Ay,
muzeme ji rozdilem A, — Ay vydélit. I poté ndm vsak zbude tézko Fesitelnd rovnice
Sestého stupné. Mozné hodnoty ¢ se tedy nebudeme pokouset vyjadrovat.

Reprezentace s ruznym ¢* vSak mohou byt ekvivalentni. Ukazeme, ze pro algebru
s danymi parametry urcuje jednoznacné tridu r-rozmérnych ekvivalentnich reprezentaci
cislo [ — (r—1)/2],.

Lemma 4.12. Budte Ry a Ry klasické ireducibilni r-rozmérné reprezentace AW zkon-
struované ve vété 4.9, {U](-l) } a {v]@)} prislusné béze a py a po prislusnd komplexni
¢isla charakterizujici reprezentace. Pak jsou tyto reprezentace ekvivalentni, pravé kdyz
1 — (r = 1)/2], = [z — (r — 1)/2],.

Diikaz. Stejné jako v ptipadé U,(so3) (lemma 2.74) spocitame stopu I3

r—1 qr/2 _ q—r/2
Tr Iz = Z —ilp—jly = —im[ﬂ —(r—1)/2,.
=0

Reprezentace s rtznym [p — (r — 1)/2], tedy maji riznou stopu I3 a nemohou byt
ekvivalentni.

Necht naopak plati (i1 —(r—1)/2], = [p2—(r—1)/2],. Rovnice [p—(r—1)/2], = Tr I3
je pro ¢"~("=1/2 kvadratickd, a miize mit tedy dvé feseni. Obecné plati [\], = — [~ ],
Je-li tedy jednim feSenim ¢*—("—1/2 musi druhym byt g2~ —1/2 = —g=m+0-1)/2,
Z tohoto vztahu lze odvodit napiiklad

=3l = lpa—r+1+4lg, ¢ T Hq " = —(g T gt A = AP

r—3°

kde Ag-l) a A§-2) odpovidaji definici (15) pro uj a pz. Obdobné oznacime i f);l) a [)](-2)
a definujme bézi {wy,...,w,_1} rovnici

J
U](-Q) = H Dl(fl) cWp—1—j-
k=1

Dosazenim do (17), (18) a (12) se muzeme presvédcit, ze reprezentace R; ma v bazi
{vj(.l)} stejné maticové elementy jako reprezentace Ry v bazi {w;}. O
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Pro ukazéani souvislosti reprezentaci s ortogonalnimi polynomy bude vyhodnéjsi vy-
jadrit reprezentaci v zavislosti na ¢islech ji, jo a j3 namisto parametri algebry A;, A,
a Asz. Parametry algebry spolu s parametrem reprezentace ¢* nam jiz urcuji tvar f)j,
a tak jednoznacné urcuji ¢isla Aj, Aj, a Aj,.

Vyjadieni éisel ¢/t, ¢2 a ¢%* v zavislosti na parametrech algebry by predstavovalo
feseni bikubické rovnice, které by bylo velmi komplikované a nebudeme se o néj po-
kouset. Pro vyjadreni tvara reprezentaci v zavislosti na téchto ¢islech vsak budeme
potrebovat opacny vztah — vyjadrit parametry algebry. Toho muzeme dosdhnout pou-
zitim Vietovych vzorca pro polynom Bj v proménné A;. Pro dand ¢isla p, ji, j2, j3 tak
dostaneme parametry A;, Ay, As, pro které jsou A;, Aj, a Aj, kofeny f)j.

7 jednoho ze vztaht snadno vyjadiime

Az = 5 (Ao + Ay + Ay, + Ayy), (21)

i
(¢'/% + q=1/?)
upravou dalsich lze pak dojit k soustavé pro A; a As

(@ = a7 2P (MoAj Ajy + Ay Mg Ajy + Ay Ay, Ao + Ajy AgA )
—4(g"? — ) (Mo + Mg, + Ay + Ag,) =i(@ + 72 (g — )P AL As,

—4(q"? = )P (oA, + Agy + Ag) + Mgy (Mg + Aj) + A Ayy)
' =g VP NN A Ay +16 = (¢ + 2P (g — g 71)P(AT + AD).

Tato soustava lze vyresit dosazenim jedné z nezndmych z prvni rovnice do druhé,
vyteseni bikvadratické rovnice a dopocitani druhé neznamé. Ma tedy celkem c¢tyti feseni.
Ze symetrie rovnic je ziejmé, Ze je-li jednim z feSeni dvojice (A1, As), pak jsou dalsi
feSeni ve tvaru (—Aj, —As), (Aa, A1) a (—Ay, —A;). Explicitni tvar jednoho z feSeni je
nasledujici

i
A =
@ P —a
(q(jl+j2+j3—2ﬂ—1)/2 + q(—jl+j2+j3—2ﬂ—1)/2 + q(jl—j2+j3—2/i—1)/2 + q(j1+j2—j3—2ﬂ—1)/2

(22)

_q(2M+1—j1—j2+js)/2 _ q(2H+1—j1—j2—j3)/2 _ q(2#+1+j1—j2—j3)/2 _ q(2ﬂ+1—j1+12—j3)/2)’
1
Ay = (23)
(@2 +q ) (g—q")
(q*2u*1+(j1+j2+j3)/2 _ q(*j1+j2+j3)/2 _ q(j1*j2+j3)/2 _ q(j1+j2*j3)/2

_ q*(*j1+j2+j3)/2 _ q*(j1*j2+j3)/2 _ q*(j1+j2*j3)/2 4 q2ﬂ+1*(j1+j2+j3)/2)'

Nagli jsme tak tvar reprezentace pro ¢tyfi izomorfni Askeyovy—Wilsonovy algebry
s riznymi parametry. Jsou-li splnény nutné podminky pro r-rozmérnou klasickou ire-
ducibilni reprezentaci dané lemmaty 4.10 a 4.11, mtzeme jiz explicitnim vypoctem
ukazat, ze nalezend reprezentace skute¢né spliuje komutacni relace (1)—(3). Protoze
ma I3 vzajemné ruznd vlastni ¢isla, mohli bychom déale ukazat ireducibilitu nalezené
reprezentace stejné jako v ptipadé algebry U (so3) (podle véty 2.1 je v nenulovém in-
variantnim podprostoru vlasntni vektor I3 a pomoci posunovacich operatori Oy a Ry

zkonstruujeme zbytek béaze z vlastnich vektori). Dokazali jsme tak nésledujici tvrzeni.

Véta 4.13. Pro libovolnou klasickou ireducibilni reprezentaci Askey—Wilsonovy alge-
bry existuji komplexni ¢isla u, j1, jo a js takova, Ze je tato reprezentace ekvivalentni
reprezentaci dané vzorci (12), (17)—(19). Necht naopak komplexni ¢éisla p, ji, j2 a js
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splnuji nasledujici pozadavky. Pro kazdé [ € {0,...,2r — 1} a kazdé ¢ € {—1,1} je
q" # ieq'/?, jedno z isel Ay, Ay, nebo Ay, je rovno A, naopak zadné z téchto c¢isel neni
rovno Ay pro zadné k € {1,...,r — 1}. Pak uvedené vzorce (12), (17)—(19) definuji ire-
ducibilni reprezentaci algeber AW, (A1, Ag, Asg), AW (—A1, —As, A3), AW, (As, A;, A3)
a AW, (—Ay, —A;, A3z), kde cisla Ay, Ay a Ag jsou urCena rovnicemi (21)—(23).

Daéle budeme pracovat pouze s fesenim (22), (23) a nebudeme jiz vyjadfovat ptisobeni
I5. Pochopitelné by se jednalo o prosté dosazeni, nicméné vychazely by komplikované
vyrazy, které pro dalsi préaci stejné nebudeme potrebovat. Dosadime-li tedy (19), (22),
(23) do (17), dostaneme reprezentaci ve tvaru

o g2k
Lvj = — g9+t 1/2@_(171)2143‘—101‘%_1 (24)
ig—(2nt2=i1—52—js)/2 2y —in g i1/
. P —J1—J2—J3 P S § BN
LNy A+ G -1t 5~ g U

kde — il a1 ot
1 — =1 (1 — gd—T2 41\ (1 — gi—Fs+1)(] o g—2u+]

Aj:( q )A—g¢ )(A—g¢ )L+ g7 (25)

(1 + q72u+2j)(1 + q72/¢+2j+1) ’
_q2#+2—jl—j2—j3(1 _ qj)(l + q—2ﬂ—1+j+jl)(1 + q—Zﬂ—l+j+jz)(1 + q—Qﬂ—1+j+j3)
(1 g B3 T)(1 4 g 57)

C, =
(26)
B 4.1.2 Reprezentace pro A; = Ay =0

Véta 4.14. Bud R ireducibilni reprezentace AW,(0,0, A3) na V, dim V' = r splnujici
ker(I3 —2¢/(q — q~1)) = {0} pro ¢ = £1. Pak existuje komplexni &slo y a nenulovy
vektor vy € ker(I3 + i[u],) takovy, ze O vy = 0 a definujeme-li

vjy1:=R,_jv; proj=0,1,...7r—1,

bude soubor (v, ...,v,—1) tvorit bazi V.
Dikaz. Konstrukei je mozné provést uplné stejné jako ve vété 4.9 (nyni jiz navic neni
potTeba zajistovat [p — jl, # [0 —J — 1]g)- O

Pifpad A; = Ay = 0 se podle ocekdvani nejvice podobd samotné algebte U, (s03), kde
jsou vsechny konstanty nulové. Nenulova konstanta Az vSak zpuisobi posunuti spektra
reprezentaci.

Vyfesenim soustavy (14) ziskame

_q_1/2 ~
Il’Uj = W(Djvjil + Uj+1), (27)
i . )
Y (27" 2 B b WP T TR P
Ty = ¢+ i (¢"7Djvj—1—q Vj41). (28)

Zde vyuzijeme, Ze jiz samotné D; je polynom druhého stupné v proménné A;, a tak
ho mtzeme rozlozit na kotenové ¢initele. Po tipravé ziskame

= q 0 1/2 —1/2\2

I v tomto konkrétnim pripadé bude pochopitelné platit lemma 4.10, které hovori
o klasickych reprezentacich. K tém neklasickym se vratime pozdéji. Nyni vsak opét
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uvazujme klasickou reprezentaci, pro kterou mame v, = 0 a podminku D, = 0. To
miiZe nastat v piipadé, ze A, = Ag nebo A, = —Ag —i(¢*/? + ¢~'/?)2 A3. Prvni moznost
jsme jiz vyradili v obecném pripadé.
Uvazujme tedy A, = —Ag—i(¢"/2 4+ ¢~'/?)2A43 a r je libovolné. Upravou této rovnosti
ziskame
(a2 + )= (r=1)/2], = =i(¢"? + ¢7/*) A3 (30)

Zavorka na levé strané nemiize byt nulova, protoze pak by bylo ¢>” = 1 a ¢ by tak byla
odmocnina z jedné. Jedns se tedy o kvadratickou rovnici pro ¢*~"~1/2. V lemmatu
4.12 jsme jiz ukazali, ze reprezentace odpovidajici témto dvéma Tresenim museji byt
ekvivalentni.

Nakonec zbyva rozhodnout, kdy je nalezena reprezentace ireducibilni. V lemmatu
4.10 jsme jiz ukazali, ze v piipadé ¢" = ie¢!/?, kde | € {0,...,2r — 1} nejsou splnény
predpoklady klasické reprezentace. V ostatnich piipadech ma I3 vzajemné riizna vlastni
¢isla a ireducibilita se dokdZe ipIné stejné jako v obecném piipadé ¢i u algebry Uy (so3).
Uvedenou podminku v fe¢i parametru algebry As ziskdme dosazenim do rovnice (30):

(qr/Q +q—r/2)(q(k—r+1)/2 +q—(k—r+1)/2)
1

4 —e(q"?+q A5, ked{o,...,2r—1}.

q9—q
(31)
Finalni vzorce pro nalezenou reprezentaci se daji upravit do tvaru
Ly = : (1=¢)1—-¢"")
1 —2u+2j _ 41
( + q )(q q ) _q_lu—‘rj_l/Q (32)
(1 + q—2u+]—1)(1 + q—2,u+]+r—1)1)j71 + mijrh
—ig?H—22 , ,
I = : (1-¢)(1-¢"")
1 —2u+2j _ g1
(L4 g 27N (1 g2+ Dy + T g 2mi2 Vith
H=] _ g—H+J]
Iy = 2 (34)

q—q!
kde pu je libovolné ¢islo splnujici rovnici (30), & € {0,...,r =1} axz_1 = x, = 0. Je
vidét, ze tyto reprezentace odpovidaji obecnym klasickym reprezentacim, nastinénym
v predchozi ¢asti, pro volbu ¢/t = ¢, ¢/2 = —igh*t1/? a ¢73 = ig"*/? (piicemz na poradi
pochopitelné nezalezi).
Nyni se presuneme ke zkoumani neklasickych reprezentaci.

Lemma 4.15. Uvazujme stejné znaceni jako ve vété 4.14. V libovolné r-rozmérné ne-
klasické ireducibilni reprezentaci AW, (0,0, A3) je I3 diagonalizovatelny a mé vzajemné
ruznd vlastni ¢isla, jimz piislusi vlastni vektory vy, ...,v,—1. Déle plati [u —r + 1], =
[ —1lg, tj. " = ieq" 12 proe € {~1,1} a v, = av,_y, kde

(qr/2 _ qfr/2)2
q—q!

2

a® = —q[r]Z —&q As. (35)

Dikaz. Uvazujeme neklasickou reprezentaci. To znamend, ze existuje k € {0,...,r—1}
takové, ze —i[u — k], = /(¢"/? — ¢71/?), a tedy ¢* = ieg"*'/?, a tedy [u — k], =
[t — (k £ 1)],. Ekvivalentné tedy existuje k € {0,...,r} takové, ze ¢* = ieg"~1/2, tj.
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[ —klg = [ —k+1], =ig/(¢"/? — ¢/?). Z konstrukee baze {v;} je jasné, ze nemiize
nastat [p|, = [p + 1], a tedy musi byt k£ > 0. Déle ukdzeme, ze pro k < r se jedna
o reducibilni reprezentaci. Podle lemmatu 2.21 pak jiz bude rovnost £k = r znamenat,
ze jsou Cisla [p]g, ..., [p — 7+ 1]4, a tedy 1 vlastni ¢isla I3 vzadjemné ruznd.

Uvazujme tedy ¢ = ie¢"~'/2 k € {1,...,r}. Podle lemmatu 2.21 je [u—7], = [n—1],
tehdy a jen tehdy, kdyz | = r nebo | = 2k — r — 1. Vektor v, tedy nélezi vlastnimu
podprostoru piislusnému vlastnimu ¢islu —ijp — 2k + r + 1],. Tento podprostor je pro
k > r/2 jednorozmérny, jinak je trividlni. Muzeme tedy psat v, = avog_,_1, kde pro
j>0ae€Caproj<0wv; =0a pro jednoduchost dalstho zapisu zvolime i a = 0.

Dosazenim (27), (28) a (12) do podminky (¢"/2I1Is — ¢~ /2L, I, — I3 — A3)v,_; (relace
(1)) ziskdme vztah

D, 1
g k12 4 grthtL/2 Ur—1+ aqr—k—1/2 — g rthtL2

Vg = 0. (36)

Ten mutze byt splnén, kdyz a = 0 nebo 2k — r = r. Rovnost 2k —r = r, tj. k = r
znamena vyp_, = v, = av,_; a ¢* = ieq"~'/?. Dosazenim do (36) ziskdme a® = —D,.
Dosazenim do (29) pak ziskdme rovnost (35).

Nyni uvazujme k < r a a = 0, tedy k € {1,...,r — 1} a v = 0 a ukazeme, zZe je
dana reprezentace reducibilni. Podle lemmatu 2.21 pro kazdé j € Z pak plati [u— j], =
[t — 2k 4 j +1),. Z predchozi rovnosti je snadné ukédzat A; = Aoy j, tedy i Dj = Doy .
Definujme pro j € Z

j 2k—j—1
~—1/2 ~—1/2
w]:HDl / U]+ H Dl / *V2k—j—1,

=1 =1
kde pod prazdnym sou¢inem mame na mysli jednicku a pro j ¢ {0,...,r— 1} oznac¢ime
v; = 0. Jednd se o linedrni kombinaci vektord pfislusnych stejnym vlastnim ¢isliim
(nebo o nulové vektory), plati tedy

Tzwj = —i[p — jlqw;.

Rovnéz lze odvodit
_iEq_1/2
qkHit2  gk—j=1/2

Ile = (D;/2'U)j_1 + D;_/fleqq),

—i
q Rtz — gk—j=1/2

i ~1/2 — 1 ~1/2
I2wj = (qk J 1/2Dj/ wi—1+4¢q k+ﬂ+1/2Dj_/¢_1wj+l)-

Protoze rovnéz plati w; = wop_,;_1, specialné wy_; = wy, a dale w_; = 0 pro k > r/2
p j j—1; SP ; p ;

respektive w_, = 0 pro k < r/2, je vidét, ze linedrni obal vektora wg_1,...,wy pro
k > r — 1, respektive wg,...,w,_1 pro k < r — 1 tvori invariantni podprostor dané
reprezentace. O

Protoze a je rovnici (35) uréeno az na znaménko, nasli jsme tak ¢tyti dalsi repre-
zentace této algebry. Dikaz ireducibility a vzajemné neekvivalence bude tplné stejny
jako v piipadé neklasickych reprezentaci algebry Uj(so3). Pouze v piipadé, kdy Az =
T(¢"? 4+ ¢7/?)? bude pro € = +1 a = 0 a mame tak pouze tii neklasické reprezentace.

Abychom mohli psat vysledné vzorce pro reprezentace, vyjadiime jesté

N 012 g2 (g3l — g2y [ (G312 1 g2 (qr=i/? 4 g+l
Dj:q(q 7"*)(q M )<(q "*)(q | )+€A3)
q—dq q—dq
J/2 _ =3/2\(or—3/2 _ ,—7+3i/2
= lilaf2r — flq + e & — O (37)

qg—q!
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4.2 Dualni reprezentace

K vyjadreni reprezentaci vyuzijeme prvni radek, ovsem z druhého tvaru je vidét prechod
k neklasickym reprezentacim U, (so3) pro volbu Az = 0.

Lo — ie (=) =g
1T = g2t qd—q} 8)
T=I(1 4+ @) (1 4+ g~ 217 b
<q ( qq_)(q—1 1 ) +€A3> vji—1+4q +]Uj+1>7
Iwn — i (=) =g
2V T i e
( r(i’(l + j)()l + *2r+j) N (39)
<q qQ_ p—= q + 5A3> vy — q—27~+2j+1vj+1>7
r—j—1/2 _ —r+j+1/2
I3v; = ! - ;_1 v}, (40)

kdee € {-1,1}, 7€ {0,...,7— 1}, v_1 =0 a v, = av,_1, kde a spliuje rovnost (35).
Timto jsme provedli klasifikaci vSech reprezentaci, AW (0,0, As) za predpokladu, ze
I3 nemé vlastni ¢islo 2e/(q — ¢ ).
Véta 4.16. Necht R je ireducibilni reprezentace algebry AW, (0,0, A3), ve které 2¢/(q—
g~ ') nenf vlastnim éislem I3. Plati-li zdroveni nerovnost (31), je tato reprezentace ekvi-
valentni jedné z péti neekvivalentnich reprezentaci — klasické dané rovnicemi (32)—(34),
nebo jedné ze ¢tyt neklasickych dané rovnicemi (38)—(40). Nastava-li ve vztahu (31) pro
néjaké k rovnost, musi byt R ekvivalentni s neklasickou reprezentaci ur¢enou rovnicemi
(38)—(40), které pro k # 2r — 1 urcuji opét ¢tverici neekvivalentni reprezentaci, ovsem
pro k = 2r — 1 pouze trojici.

I 4.2 Dualni reprezentace

Nejprve uvedeme ekvivalentni reprezentaci k té sestrojené v c¢asti 4.1.1, kterou ziskame

......

tedy bazi 2 = {xx},_ jako

J —2u+2j
L 1 p+2j
z =] ik Gttt /24 2L U
P (¢—q)
Rovnice (24) pak prejde na tvar
iq” iq” _ iq”
Lz = —?Cj%’—l + W(Aj +C—1+q )z — mAﬂjH, (41)

kde v = —pu — 14 (j1 + j2 + j3)/2. Pusobeni I3 se pochopitelné nezméni, tedy
Izwj = —i[p = jlgz;- (42)

Nyni se pokusime se ziskat ekvivalentni reprezentace, jez by se daly vyuzit ke kon-
strukci Leonardova paru. Uvazujme reprezentaci algebry AW (A, A, A3) urcenou rov-
nicemi (41), (42) a ¢isly u, j1, j2 a js. Nasim cilem bude najit ekvivalentni repre-
zentaci, kde I; bude pusobit diagonalné, zatimco I3 bude pusobit jako ireducibilni
tridiagonalni matice. K tomu vyuzijeme reprezentaci AW, (As, As, A;) urcenou cisly
v=—pu—14 1+ J2+73)/2, j1, j2, J3. Dosazenim do (21)—(23) ovérime, Ze se sku-
tecné jedna algebru se zaménénymi parametry Az a A;. Pomoci izomorfismu 6 = o top
zaménujiciho Iy — I3 a I3 — I; nakonec ziskdme hledanou ekvivalentni reprezentaci

AW, (A, Ay, As).
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4. Askeyova—Wilsonova algebra

Lemma 4.17. Budte u, j1, jo, j3, v := —pu— 14 (j1 +j2 + j3) /2 komplexni ¢isla splnujici
néasledujici pozadavky. Pro kazdé [ € {0,...,2r — 1} a kazdé ¢ € {—1,1} je ¢* # ie¢/?,
jedno z ¢isel ¢7', ¢72, ¢%* je rovno ¢" a naopak zadné z ¢isel A;,, Aj, nebo Aj, nenf rovno
Ay pro zadné k € {1,...,r — 1}. Necht tytéz nerovnosti plati po zdméné p a v. Potom
je klasickd ireducibilni reprezentace AW, (A1, Az, A3), kde parametry A;, Ay a A3z jsou
uréeny rovnicemi (21)—(23), odvozend v ¢asti 4.1.1, ekvivalentni s reprezentaci ur¢enou
stejnymi rovnicemi po zdméné

1115 — I3y

Ili—>13, Ig'—)[2+m7

Is— 1, pu—v, v—pu
Reprezentaci vzniklou touto zaménou nazveme dudlni k ptvodni reprezentaci.
Dikaz. Je jasné, ze nezédlezi na tom, zda uvazujeme reprezentace ve tvaru (24) nebo

vvvvvv

pak bude

Ly = —i[v — jlgy;- (43)
Lyy; = —%Djyjq + i,l(Bj +Dj —1+q )y, — LABjijrla (44)

q—q q—q q—q

kde j—j1+1 —j2+1 —ja+1 —2u+4j
g o L= —¢ PT)(A g )+ ) (45)

J = (14 g2 +2) (1 + ¢~ 2 +27+1) )
—ag2(1 — 09 (1 —2v=1+j+71)(1 —2v—=14j+72)(1 —2v—1+j+j3

p, - =4 (1-¢)(A+q )(1+g )(L+4 ) e

(14 g2 +2-1)(1 4 ¢~ 2 +2)

Jak jsme jiz zminili, zdménou v a p ziskdme ireducibilni reprezentaci algebry
AW, (A3, As, Ay). Aplikaci zminéného izomorfismu & tedy skutecné dostaneme re-
prezentaci algebry AW, (A, Ay, As), kterd bude opét ireducibilni. Je-li tato nova
reprezentace klasickd, musi podle véty 4.13 byt ekvivalentni s nékterou z jiz naleze-
nych reprezentaci. Ty jsou podle lemmatu 4.12 jiz jednoznac¢né urceny svoji stopou.
Staci tedy ukazat, ze je dualni reprezentace klasickd a ze I3 ma v dualni reprezen-
taci stejnou stopu jako v té puvodni. Primym vypoctem lze ovérit, ze stopa I3 je
v dudlni reprezentaci opravdu —i(q"/? — ¢7"/?)/(¢"/?> — ¢ /%) [u — (r — 1)/2],. Nyni
ukézeme, ze I3 ma v dudlni reprezentaci stejna vlastni ¢isla jako v té puvodni, tedy
—i[p]gy .., =i —r + 1],

Nejprve ukézeme, ze —i[u], je vlastnim ¢islem I3, coz znamend det(I3 + i[u],) = 0.
Pouze ze tvaru reprezentace (44) lze indukei na dimenzi r ukazat, ze v dudlni reprezen-
taci je

—ig" [l (@ — D@ = 1) (¢ — 1)

det(I3 + ilul,) = .
s ) = T W ¢ 2 )T g 2 (L4 g 77T

Pouzijeme-li pak piredpoklad, Ze pro néjaké k je ¢/ = ¢", dostavame zadanou nulu.

Z konstrukce ptivodni reprezentace je jasné, ze Cisla [p—r|q, [u—r+1]q, ..., [1tlq, [+
1]g, ... jsou vSechna vzajmné ruznd. Muzeme tedy konstrukci béze zopakovat i pro
dudlni reprezentaci. Vezméme w, vlastni vektor pfislusny vlastnimu ¢islu —ifpu],. Bu-
deme aplikovat O,4; do té doby nez dostaneme linedrné zavisly vektor. Posledni li-
nearné nezavisly oznacime 7y a prislusné vlastni ¢islo —i[f],. Dale definujeme 04, :=
R ;0. Jak jsme jiz zminili, nemize nastat rovnost [fi — jl, = [t — 7 — 1]4, a tak opét
méme k dispozici bazi z vlastnich vektora {do, ..., o, }. Ptislusnymi vlastnimi ¢isly jsou
—i[fi]g, ..., —i[ft — jlq- Jejich sec¢tenim muzeme spocitat stopu I3 v dudlni reprezentaci
a porovnanim s predchozim vypoctem ziskavame ji = pu. O
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4.3 Algebra AW a g-Racahovy polynomy

Poznamka 4.18. Ke konstrukci dudlni reprezentace nepotiebujeme, aby ta puvodni
existovala. Staci tak splnit predpoklady pro existenci klasické reprezentace dané cisly
v, j1, j2 a j3, ale miize klidné byt ¢* = ieq!/? pro néjaké I € {0,...,2r — 1}. V takovém
pripadé pochopitelné nemame zajisténu existenci baze z vlastnich vektort. Nicméné
stéle plati, ze ¢isla [ — [1/2]]q, [0 — |1/2] +1]4, ... jsou vzajemné riznd, takze mizeme
konstrukei 41 = R,—;0;, kde ¥y je vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu —ifp,
dojit az k 0 # ¥|;/2, jez je pro [ sudé vlastnim vektorem pifslusnym vlastnimu ¢islu
—i[p—1/2], = 2¢/(qg—q~ ") a pro [ liché vlastnim vektorem pifslusnym —i[p—(1—1)/2], =
e/(¢"? — ¢/?). (Kdyby v|1/2) = 0, byl by to spor s ireducibilitou reprezentace.)
Tento priklad tedy ukazuje, Ze skutecéné lze volit parametry Askeyovy—Wilsonovy
algebry tak, Ze existuje reprezentace takova, ze 2¢/(q¢ — q¢~1) je prvkem spektra Is.

I 4.3 Algebra AW a g-Racahovy polynomy

Lemma 4.19. Necht ¢isla p, j1, jo, js a v :i= —pu— 1+ (j1 +Jj2+J3)/2 spliuji stejné pred-

poklady jako v pfedchozim lemmatu. Definujme operatory A, B € £ (V') ptusobenim na
bazi 2 jako

Azp = Cprp 1 — (A + Cr — 14+ ¢ 2y + Appyr. (47)

Bay = (7" — ¢ )y, (48)

Pak existuje baze &', kde operatory A a B pisobi jako
Aye = (" =M. (49)

Byr = Dyyr_1 — (Bk +Dp—1+ q_Q“)yk + BrYk+1, (50)

Operatory A a B tak tvori Leonarduv par.
Dikaz. Uvazme reprezentaci AW ve tvaru (41), (42). Potom muzeme psat

A=ig"(q—q "), B=ig"(q—q ").

Béaze % pak odpovida dudlni reprezentaci sestrojené v lemmatu 4.17. O

Tvrzeni 4.20. Leonarduv pér z predchoziho lemmatu odpovida g-Racahovym polyno-
mim s parametry

a=q 7, B=-—g N y=gB §= TR (51)

tedy A
BS=q 7, af=—q " y5=—q ! (52)

prostrednictvim korespondence

J
Aj_
Pijr = rjR;j(u(k)), kde r;= H Ck'kl'
k=0

(53)

Vypiseme maticové elementy leonardova paru
— A b = C- = A — O+ 1 5 d — ok Sk t!
a; = Aj-1, ;= L+, G = J j +1+~0q, k=4q " T y0qT,

ar =Dy, by=DBi, & =-Bx—Dy+1+aBq, dj=q"+apg™.
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4. Askeyova—Wilsonova algebra

Rovnéz mizeme vyjadiit posloupnost A;, C;, B; a D; v feci ¢isel o, B, v a 0. Dosazenim
(51) do (25), (26), (45), (46), zjistime, Ze tyto posloupnosti odpovidaji posloupnostem
z rekurentni a diferen¢ni rovnice g-Racahovych polynomi (33), (34), (36) a (37), kap. 2.
Nyni spocitejme, jak vypada relace ortogonality, vyuzijeme pii tom Jacksonovu sumacni
formuli (lemma 2.24).

1L

ﬁ Bj 4 _ ﬁ (1— aq )(1 — Boq" )(1 — fyqz’)(l _ 75qi)(1 _ 756121#1)

o Do a0 =) =6g)(8 = vg) (e = 78¢) (1 — 8¢
2k+1

__ (0q,Boq,7vq,76q)k 1 —7dq

(q7 dq, 6*17% ™ 1v8q)k (aBq)*(1 — ~vdq)

Zwk Z (aq, Boq, vq,v0q, v/ Y0q, —q/Voq; @) 1

— “— (q,6q, B~ 'vq, a=1v0q, Vg, —/70q; @)k (Bq)*
_ < g, ﬁ5q Vg, 'yéq av0q, —q/dq | 1 )

8q, B~ vq, a1 ydq, qv/vq, —qv/70q aﬁq

_ (1d¢*, a7 By, B a0 g)

(a1yoq, B~1vq, 6q, 1 71 q7 1 @)

Cj

a O

—h J

j=1 j=1 71 Ojl_[lAjl
ﬁ q(1 —¢)(1 = B¢?) (v — aBg’) (6 — ag’) (1 — afg™ ")
i1 (L= ag?)(1 = aBg/)(1 = Bog7)(1 = 1¢7)(1 — afig?*!)

(¢, 89, By q, 6 q;9)n (v0¢)" (1 — aBq)
(aq, afq, BOg, vq; @)n 1 — afg?+!

Odhalme jesté, co znamenaji predpoklady lemmatu 4.17 v Fe¢i konstant «, 5, v a 9.
Zjistime, Ze se jednd o podminky

n

n
Aj—l

aq = q_N nebo (g = q_N nebo ~q = q_N

afg#q', Aq#q,
a#tq " BSFqF, yEqh
B#q", a#dg" af#yq ",
VWtag ", v# B, §# ¢

kdel € {0,...,2N + 1} ak € {1,...,N}. Prvni z podminek odpovidd podmince (30),
kap. 2, z definice g-Racahovych polynomi, tedy pozadavku, aby se jednalo o kone¢nou
posloupnost N + 1 ortogonalnich polynomu. Dalsi podminky odpovidaji tomu, zZe mati-
cové elementy Leonardova paru jsou dobre definované a ty na vrchni a spodni diagonale
jsou nenulové (tj. dané matice jsou ireducibilni). Jedn4 se tedy o postacujici podminky
na to, aby takto definované matice tvorily Leonardiv par a definovaly posloupnost or-
togonalnich polynomi. Podminka na druhém radku by se vsak dala oslabit — nevadilo
by, kdyby platilo afq = ¢~ 2* = ¢ 2N~ nebo v6q = ¢=? = ¢~ 2N, coz je ptipad, kdy
je alespon jedna z reprezentaci neklasicka.
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Kapitola 5
Zavér

V praci se podarilo témér uplné splnit oba cile, které jsme si na pocatku vytycili. Ve
treti kapitole jsme nejprve obecné popsali, jak souvisi Leonardovy pary s ortogonalnimi
polynomy a poté jsme na prikladech ukazali, jak lze z teorie reprezentaci nagenero-
vat nékteré Leonardovy pary. Z reprezentaci algebry sls jsme byli schopni nagenerovat
Kravcukovy polynomy pro libovolny parametr p. Dale jsme prozkoumali reprezentace
algebry U,(so3), piicemz jsme objevili, Ze kromé tzv. klasické reprezentace lze pouzit
jesteé jednu ze ¢tverice neklasickych. Byli jsme tak schopni nagenerovat ¢g-Racahovy po-
lynomy pro dveé ruzné volby parametri. V zadani prace byla rovnéz zminéna algebra
U, (sl2). Ackoliv tato algebra souvisi s g-Kravcukovymi polynomy podobnym zptisobem
jako algebra sl souvisi s nedeformovanymi Kravéukovymi polynomy [15], neexistuji na
této algebre vhodné automorfismy, které by umoznily zkonstruovat Leonarduv par stej-
nym zpusobem jako v ostatnich diskutovanych pripadech. Proto jsme se touto algebrou
detailnéji nezabyvali.

Komplikovanéjsi byl druhy cil nasi prace, kde jsme si vytycili zopakovat postup kla-
sifikace algebry U, (so3) popsany v [5] na Askeyovu-Wilsonovu algebru. S dodateénymi
predpoklady na spektrum elementu I3 v hledané reprezentaci se nam to podarilo. Re-
prezentace splnujici tyto predpoklady jsme nazvali klasické a opét jsme pomoci jistého
automorfismu nagenerovali prislusné ortogonalni polynomy. Ziskali jsme tak vlastnosti
g-Racahovych polynomu pro témér vsechny mozné volby parametri. Jaké volby para-
metria ndm zde chybi jsme diskutovali na konci ¢tvrté kapitoly. Chybéjici polynomy
patrné budou odpovidat reprezentacim spliujicim jiné predpoklady, jez jsme nazvali
neklasické a nebyli jsme je schopni nalézt pro libovolnou volbu parametri Askeyovy—
Wilsonovy algebry.

Neklasické reprezentace jsme vSak nasli pro specialni pripad A; = Ay = 0, ktery se
nejvice podobd algebie U, (so3). Jako smér dalsi prace by tedy mohlo byt zajimavé pro-
zkoumat ortogonalni polynomy vzeslé z téchto reprezentaci a popripadé se pokusit najit
neklasické reprezentace i pro jinou volbu parametrt algebry. Rovnéz by bylo zajimavé
porovnat nami nalezené vysledky s praci [3], kde byla klasifikace Askeyovy—Wilsonovy
algebry provedena jinym zptsobem.
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(,4) m (Symetricky) skaldrni soucin

[, ] s Lieova zavorka

cC m Algebraickd podstruktura (vektorovy podprostor ¢i podalgebra)
(a)k s Pochhammertv symbol

[alg m ¢-Cislo

(a; )k ® ¢-Pochhammeriv symbol

A* m Sdruzeny operator

A% m Matice operatoru A v bazi 2

AW s  Askeyova—Wilsonova algebra

AB = Matice

AH m Hermitovsky sdruzena matice

AT s Transponovana matice

o, B, s Algebra

| I m Faktoralgebra &/ podle oboustranného idealu .#
C s Casimirtiv element algebry AW.

C .

C m Mnozina vsech komplexnich ¢isel

C(zi)ie;r = Volna algebra

Ej ]

A, = Determinant matice (1i;)7;_g

€n s Monom e,(z) = 2"

f* = Matice formy f v bazi 2~

s m Hypergeometricka funkce

s m Zakladni hypergeometricka funkce

gl(V) m Obecn4 linedrni algebra zobrazeni na vektorovém prostoru V'
gl(n,T) m Obecna linearni algebra matic n x n nad télesem 7'
gl, s Obecnd linedrni algebra matic n x n nad C

H s Vektorovy prostor se (symetrickym) skaldrnim souc¢inem
hn m Posloupnost druhych mocnin norem polynomi
I m Jednotkovy operator

I m Jednotkova matice

K, m Posloupnost Kravcukovych polynomu

L s Momentovy funkciondl

Aj ]

Z(V) s Prostor linedrnich operatort na V'

(tn) s Momentova posloupnost

N m Mnozina vsech prirozenych cisel

Ny m Mnozina vsech prirozenych ¢isel s nulou

N s Podmnozina pfirozenych ¢isel {1,..., N}

No s Podmnozina pfirozenych ¢isel s nulou {0, ...

(@) s Nulovy operator

Seznam pouzitych symboli
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Nulova matice

Polynom

Polynom s komplexné sdruzenymi koeficienty
Prostor polynomu

Prostor polynomt nejvyse stupné n

Mnozina vsech realnych c¢isel

Posloupnost ¢-Racahovych polynomt
Specialni linearni algebra matic n x n nad télesem T'
Specialni linearni algebra matic n x n nad C
Univerzalni obalova algebra Lieovy algebry L
Nestandardni deformace Lieovy algebry sos
Vektorovy prostor

Prostor linearnich funkcionalt na V'
Vektorovy prostor dimenze n

Vahova posloupnost ¢i funkce

Béze vektorového prostoru

Centrum algebry 7
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