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sedlového bodu



Poděkováńı
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1.4.3 Plazmatický betatron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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1.5 Generace vysokých harmonických frekvenćı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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3.4.5 Aproximace sedlového bodu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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A.2 Vı́cerozměrný př́ıpad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Použité značeńı a konstanty

Použité značeńı:

a vektor a
ai i-tá složka vektoru a

Â Operátor A
A Matice A
C množina komplexńıch č́ısel
δ(x) Diracova delta funkce

∂ξf = ∂f
∂ξ derivace funkce f podle ξ

detA determinant matice A
div operátor divergence
e Eulerovo č́ıslo
F [f ] Fourierova transformace funkce f
Γ(ξ) Gamma funkce v bodě ξ
i imaginárńı jednotka
R množina reálných č́ısel
R+ množina nezáporných reálných č́ısel
rot operátor rotace
S akce fyzikálńıho systému
N množina přirozených č́ısel
Z+ množina nezáporných celých č́ısel

ξ Č́ıslo komplexně sdružené k č́ıslu ξ
Imξ Imaginárńı část č́ısla ξ
Reξ Reálná část č́ısla ξ

〈A〉|ψ〉 Středńı hodnota veličiny př́ıslušej́ıćı Â ve stavu |ψ〉
u · v skalárńı součin vektor̊u u a v
u× v vektorový součin vektor̊u u a v
‖v‖ norma vektoru v

[Â, B̂] komutátor operátor̊u Â a B̂
4 Laplace̊uv operátor

Použité fyzikálńı konstanty:

α = 7.297352569824 · 10−3 konstanta jemné struktury
c = 299792458 m · s−1 rychlost světla ve vakuu
e = 1.602176565 · 10−19 C náboj elektronu
ε0 = 1

µ0c2
permitivita vakua

~ = 1.054571726 · 10−34 J · s redukovaná Planckova konstanta
kB = 1.3806488 · 10−23 J ·K−1 Boltzmannova konstanta
me = 9.10938291 · 10−31 kg hmotnost elektronu
µ0 = 4π · 10−7 H ·m−1 permeabilita vakua
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Úvod

Generace velmi krátkých optických impulz̊u pomoćı vysokých harmonických frekvenćı je oblast,
která procháźı velmi rychlým vývojem v posledńıch letech. K těmto zdroj̊um se uṕıná velká po-
zornost, protože nám umožňuj́ı zkoumat procesy na časových škálách, které byly dosud jinými
prostředky nedostupné. Nejd̊uležitěǰśımi milńıky v této oblasti jsou bezpochyby teoretický koncept
laseru, který byl představen Albertem Einsteinem, dále jeho praktická realizace v roce 1960. Teo-
retický koncept generace vysokých harmonických frekvenćı byl představen počátkem devadesátých
let a prvńı attosekundové impulzy byly připraveny v laboratoři na přelomu tiśıcilet́ı.

Stručně představ́ıme členěńı této práce pro jednodušš́ı orientaci v následuj́ıćım textu. V práci
se zabýváme generaćı attosekundových světelných impulz̊u pomoćı intenzivńıho bud́ıćıho fem-
tosekundového pulzu1 v plynném prostřed́ı. V prvńı kapitole jsou představeny moderńı zdroje
krátkovlnného zářeńı. Tato kapitola nemá př́ımou návaznost na daľśı kapitoly, v tom smyslu, že
se na ni dále neodkazujeme, nicméně je d̊uležitá pro praktickou představu účelu této práce a
zařazeńı generace vysokých harmonických frekvenćı do kontextu dnes použ́ıvaných a vyv́ıjených
zdroj̊u krátkovlnného zářeńı. Druhá kapitola prob́ırá nezbytné znalosti o bud́ıćım pulzu a jeho
matematický popis. Na tuto kapitolu navazuje třet́ı kapitola, která představuje jednoatomárńı
model interakce atomů plynu s bud́ıćım pulzem tzv. Tř́ıkrokový model, nejprve je pro představu
uveden model pomoćı klasické fyziky a poté následuje kvantověmechanické řešeńı. Čtvrtá kapitola
popisuje propagaci vznikaj́ıćıho pulzu v plynném prostřed́ı. Pátá kapitola se zabývá zp̊usoby, jak
vytvořit jediný attosekundový impulz. V šesté kapitole je stručně popsán 1D model celého procesu
v programu MATLAB R©. Posledńı kapitola shrnuje dosažené výsledky práce a možnost generace
vysokých harmonických frekvenćı bud́ıćıho pole jednotlivých attosekundových pulz̊u. Po seznamu
literatury následuj́ı tři dodatky. V prvńım je představena metoda aproximace sedlového bodu,
která se použ́ıvá k výpočtu určitých integrálu typu

∫
f(x)eAg(x) dx, v druhém je definována sou-

stava atomových jednotek a transformačńı vztahy se soustavou SI a v posledńım je ukázka kód̊u
vytvořeného modelu.

1Rozd́ıl mezi slovem pulz a impulz neńı zcela jasně vymezen. V této práci budeme použ́ıvat slovo pulz převážně
v souvislosti s elektromagnetickým polem bud́ıćıho laseru a impulz v souvislosti s vygenerovaným polem. Slovo
impulz zd̊urazňuje, že se jedná o právě jeden pr̊uběh záchvěvu elektromagnetického pole.
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1 Moderńı zdroje krátkovlnného zářeńı

Nejprve je třeba určit jaké vlnové délky, př́ıpadně energie považujeme za krátkovlnné zářeńı.
V rámci této práce za krátkovlnné zářeńı považujeme zářeńı s vlnovou délkou (ve vakuu) kratš́ı
než 40 nm, což odpov́ıdá energíım větš́ım než 30 eV. Tato oblast spektra se dále děĺı na oblasti
vzdáleného ultrafialového spektra s vlnovými délkami v rozmeźı 5 nm až 40 nm, což odpov́ıdá
energíım v rozmeźı 30 eV až 250 eV, měkké rentgenové zářeńı s vlnovými délkami 100 pm až
5 nm (energie 250 eV až 12.4 keV), tvrdé rentgenové zářeńı s vlnovými délkami 10 pm až 100 pm
(energie 12.4 keV až 124 keV) a zářeńı γ s vlnovou délkou kratš́ı než 10 pm a energíı větš́ı než 124
keV. Protože je elektromagnetické spektrum spojité, neńı tato definice zcela striktńı a jednotlivé
oblasti se mohou překrývat, jelikož r̊uzné vědecké komunity použ́ıvaj́ı svá rozmeźı. V podstatě
známe dva zp̊usoby, jak lze v dnešńı době generovat krátkovlnného zářeńı.

Jedńım z nich je zářeńı vznikaj́ıćı při zrychleńı pohybuj́ıćıho se náboje. Druhým zp̊usobem jsou
kvantové přechody mezi hladinami s r̊uznou energíı v atomovém obalu nebo v jádře. V následuj́ıćıch
odd́ılech si stručně představ́ıme jednotlivé dnes použ́ıvané zdroje, jejich princip a aplikace, které
v́ıce rozvedeme v př́ıpadě generace vysokých harmonických frekvenćı. Tento přehled má být jen
rychlým úvodem do dané problematiky, prostý od odvozováńı potřebných vztah̊u a detailńıch
popis̊u.

1.1 Röntgenova trubice

Poprvé se problematikou krátkovlnného zářeńı zabývali vědci v druhé polovině 19. stolet́ı. Jedńım
z nich byl Wilhelm Conrad Röntgen, který sestrojil Röntgenovu trubici a pozoroval nové paprsky
X, sv̊uj objev poprvé oficiálně zmı́nil v dopise Würzburské lékařské společnosti v roce 1895 a byla
mu za tento objev udělena v̊ubec prvńı Nobelova cenu za fyziku v roce 1901. Röntgenova trubice
se použ́ıvá dodnes a má uplatněńı předevš́ım v analýze materiál̊u a v lékařstv́ı k diagnostice.

Princip funkce je následuj́ıćı. V trubici je vyčerpán vzduch a jsou v ńı umı́stěny dvě elektrody
(anoda a katoda), mezi kterými je silné elektrické pole. Katoda je žhavena a v d̊usledku termoemise
se z ńı uvolńı elektrony, které jsou elektrickým polem urychleny na energii v řádu keV a poté naraźı
na anodu, kde vlivem prudkého zbrzděńı vzniká tzv. brzdné zářeńı. Účinnost konverze kinetické
energie elektron̊u na rentgenové zářeńı je velmi ńızká a většina energie se přeměňuje na teplo, proto
je nutno anodu chladit. Vzniklé zářeńı je nekoherentńı a polychromatické. Nav́ıc mohou být při
nárazu vyraženy elektrony z vnitřńıch slupek atomů anody. Tyto elektrony jsou rychle nahrazovány
a vznikaj́ı tak charakteristické ṕıky odpov́ıdaj́ıćı přechod̊um mezi jejich energetickými hladinami.
Výsledné spektrum je znázorněno na obrázku 2.

Obrázek 1: Schéma Röntgenovy trubice. Převzato z [32].
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Obrázek 2: Spektrum zářeńı rentgenky. Převzato z [36], upraveno.

1.2 Zářeńı horkého plazmatu

Podle Planckova vyzařovaćıho zákona v́ıme, že hustota energie tepelného zářeńı ρ absolutně
černého tělesa o teplotě T a odtud vlnová délka λmax s největš́ım zastoupeńım ve vzniklém spektru
jsou

ρ(λ, T ) =
16~π2c

λ5

1

e
2π~c
kBTλ − 1

, λmax
.
=

2π~c
2.822 · kBT

.

Pokud použijeme plazma s teplotou v řádu 106 K bude podstatná část spektra vyzařováńı v rent-
genovské oblasti.

Jedńım z možných zp̊usob̊u př́ıpravy takto horkého plazmatu je interakce laserového pulzu
s pevným nebo kapalným terčem. Při tomto zp̊usobu př́ıpravy vznikaj́ı kromě horkého plazmatu
také rychlé elektrony, které se zbrzd́ı v pevném terči, vzniká tak brzdné a charakteristické zářeńı
s podobným spektrem, jako má Röntgenova trubice. Výsledné spektrum je pak kombinaćı obou
jev̊u.

1.3 Plazmatické rentgenové lasery

Základem tohoto zdroje je vytvořeńı inverze populace dostatečně energeticky vzdálených hladin
ve sloupci mnohonásobně ionizovaného plazmatu. Toto plazma může být vytvořeno bud’ interakćı
silného laserového pulzu s pevným terčem, nebo pomoćı krátkého elektrického výboje v plynu,
tzv. z-pinč, elektrický proud v tomto výboji dosahuje deśıtek kA. Vhodným nastaveńım lze ve
směru osy sloupce plazmatu dosáhnout krátkodobé inverze populace a t́ım může vzniknout ześılené
zářeńı podobně jako u klasického laseru. Uvedeme dva nejrozš́ı̌reněǰśı zp̊usoby vytvořeńı inverze
populace, prvńım je tzv. rekombinačńı schéma, zcela ionizované atomy plazmatu jsou zpátky
osazovány elektrony a v d̊usledku toho, že např. přechod mezi druhou a prvńı hladinou prob́ıhá
s větš́ı pravděpodobnost́ı než mezi třet́ı a druhou hladinou, nastane inverze populace mezi druhou
a třet́ı hladinou. Druhé je tzv. srážkově excitačńı schéma, vycháźıme obvykle z iontu s uzavřenou
elektronovou slupkou, z tohoto iontu je srážkou s volným elektronem excitován elektron na nějakou
z vyšš́ıch energetických hladin odtud postupně sestupuje zpět. Nejprve přejde na horńı laserovou
hladinu nl1 se zakázaným přechodem na základńı hladinu ng, z horńı laserové hladiny pak přecháźı
na dolńı laserovou hladinu nl2 , ze které klesá na základńı hladinu ng s větš́ı rychlost́ı, než má
přechod mezi nl1 a nl2 , č́ımž vzniká mezi laserovými hladinami inverze populace a jsou splněny
podmı́nky pro vznik laserového zářeńı. Který z těchto dvou proces̊u nastane záviśı na parametrech
vzniku plazmatu. Oba tyto procesy jsou zjednodušeně načrtnuty na obrázćıch 3 a 4.
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Jak již bylo zmı́něno, lze inverze populace dosáhnout pouze krátkodobě, proto tento zdroj pra-
cuje v pulzńım režimu. Velkou výhodou je monochromatičnost vzniklého zářeńı a možnost vytvořit
zař́ızeńı v menš́ım provedeńı, než většina ostatńıch uvedených zdroj̊u. Vývoj plazmatických rentge-
nových laser̊u neńı ještě dokončen a v budoucnu by kv̊uli menš́ı velikosti a nižš́ı finančńı náročnosti
mohly nahradit některé současně použ́ıvané zdroje. Podrobné informace o plazmatických rentge-
nových laserech zdroj́ıch lze nalézt v [7].

Obrázek 3: Srážkově excitačńı schéma.
Převzato z [26], upraveno.

Obrázek 4: Rekombinačńı schéma.
Převzato z [26], upraveno.

1.4 Zářeńı relativistických elektronových svazk̊u

Zdroje v následuj́ıćıch odd́ılech maj́ı společný princip vzniku zářeńı a lǐśı se svoj́ı praktickou
realizaćı a z toho plynoućımi vlastnostmi vzniklého zářeńı. Základem je svazek relativistických
elektron̊u, které jsou přinuceny elektromagnetickým polem konat periodický pohyb kolmo ke
směru š́ı̌reńı svazku. Dı́ky zrychleńı elektron̊u v pr̊uběhu pohybu vzniká elektromagnetické zářeńı.
Zař́ızeńım, které zp̊usobuje př́ıčný pohyb elektron̊u se nazývá undulátor nebo wiggler (lǐśı se v di-
vergenci vzniklého zářeńı [8] a pro základńı popis neńı rozd́ıl podstatný, proto mezi nimi nebudeme
rozlǐsovat), jak toto zař́ızeńı vypadá v klasickém př́ıpadě je představeno v následuj́ıćım odd́ılu. Je
přirozené popisovat vznik zářeńı v souřadné soustavě spojené s elektronovým svazkem, protože
v této soustavě konaj́ı elektrony pouze periodický pohyb. Při přechodu do laboratorńı soustavy se
uplatńı Doppler̊uv efekt a pozorujeme tak zářeńı s vyšš́ı frekvenćı a tedy i s vyšš́ı energíı. Obecný
přehled a princip těchto zdroj̊u, kromě synchrotron̊u, je uveden v [8].

1.4.1 Synchrotrony

Jedná se o kruhové urychlovače, ve kterých se pohybuj́ı urychlené nabité částice, nejčastěji se
jedná o elektrony. Synchrotrony nebyly p̊uvodně určeny jako zdroje krátkovlnného zářeńı, ale ke
studiu elementárńıch částic a zářeńı vznikalo pouze jako vedleǰśı produkt. U p̊uvodńıch synchrot-
ron̊u vznikalo zářeńı pouze v d̊usledku dostředivého zrychleńı, zp̊usobeném zakřiveńım trajektorie
pomoćı ohybových magnet̊u. Tento zp̊usob generace ale nebyl dostatečně výkonný. U dnešńıch
synchrotron̊u slouž́ıćıch ke generaci krátkovlnného zářeńı se proto použ́ıvaj́ı nav́ıc undulátory (a
wigglery). Undulátor je zař́ızeńı na jehož stranách se nacháźı magnety, které donut́ı urychlené
elektrony periodicky oscilovat. Během těchto oscilaćı elektrony vyzařuj́ı ve směru š́ı̌reńı elektro-
nového svazku. Dnešńı urychlovače proto nejsou kruhové, ale složené z mnoha př́ımých úsek̊u,
takže výsledný urychlovač má tvar pravidelného mnohoúhelńıku. Obvykle také nejsou částice
urychlovány ve velkém urychlovači z klidu, ale před vstupem do největš́ıho okruhu jsou již urych-
leny pomoćı lineárńıch urychlovač̊u, př́ıpadně pomoćı soustavy menš́ıch kruhových urychlovač̊u.
Výsledné zářeńı má velmi ńızkou divergenci svazku, vysokou intenzitu a obsahuje širokou škálu vl-
nových délek. Požadované vlnové délky je možné źıskat užit́ım r̊uzných filtr̊u. Nevýhodou je značná
pořizovaćı cena urychlovače a také prostorová náročnost. Přehled některých dnes použ́ıvaných syn-
chrotron̊u lze nalézt on-line na [37].

5



Obrázek 5: Schéma undulátoru, který je použ́ıván ke vzniku zářeńı v laseru na volných elektronech.
Převzato z [10].

1.4.2 Lasery na volných elektronech

Princip laser̊u na volných elektronech je podobný jako u synchrotron̊u a využ́ıvá se také relati-
vistických elektronových svazk̊u. Elektrony jsou urychleny zpravidla lineárńım urychlovačem, po
urychleńı vstupuj́ı do undulátoru, kde elektrony začnou př́ıčně oscilovat. Dı́ky těmto oscilaćım
vzniká zářeńı, které se pohybuje spolu se svazkem elektron̊u. Oproti synchrotron̊um je zař́ızeńı
nastaveno tak, že se elektrony pohybuj́ı ve shlućıch2 a d́ıky tomu vzniká na rozd́ıl od synchrotron̊u
koherentńı a podstatně intenzivněǰśı zářeńı, protože elektrony z celého microbunche zář́ı kohe-
rentně. Na konci zař́ızeńı jsou umı́stěny vychylovaćı magnety, které odklońı elektronový svazek
a v p̊uvodńım směru pokračuje pouze vygenerované zářeńı. Vznik zářeńı v rentgenovském oboru
je technicky náročný a vyžaduje použ́ıt kilometrové urychlovače a undulátory s řádovou délkou
100m. Mezi nyńı ve světě použ́ıvané zař́ızeńı pro generaci krátkovlnného zářeńı patř́ı LCLS (Linac
Coherent Light Source) v USA a SACLA v Japonsku. Nyńı se buduje XFEL (European x-ray
free electron laser) pobĺıž Hamburgu, který má být uveden do provozu na konci roku 2015 [38].
Aktuálńı přehled principu a aplikaćı laser̊u na volných elektronech je uveden v [8, 10].

1.4.3 Plazmatický betatron

Počátky technologie těchto zdroj̊u spadaj́ı do 80. let 20. stolet́ı, kdy se poprvé začalo uvažovat o
možném urychlováńı elektron̊u na plazmatické vlně vytvořené laserem. Princip spoč́ıvá v tom, že
do plazmatu je vstřelen krátký intenzivńı pulz, těsně za t́ımto pulzem vzniká bublina kladného
náboje. Do této bubliny mohou být z boku vtaženy volné elektrony, které v ńı začnou kmitat
kolmo ke směru š́ı̌reńı pulzu. Vlivem těchto kmit̊u vzniká zářeńı, které se š́ı̌ŕı ve směru bud́ıćıho
pulzu. Funkci undulátoru tady vlastně zastává samotné rozložeńı náboje v bublině. Tento proces je
znázorněn na obrázku 6. Druhou možnost́ı je elektrony do bubliny dodávat uměle pomoćı slabš́ıho
injektivńıho pulzu, který se pohybuje proti bud́ıćımu pulzu (ten se v tomto schématu nazývá
pumpovaćı pulz ). Když se oba pulzy setkaj́ı, tak se do bubliny za pumpovaćım pulzem injektuj́ı
elektrony stržené injektivńım pulzem skrz čelo tohoto pulzu (viz obrázek 7). Výsledné zářeńı má
ńızkou divergenci a je polychromatické, podobně jako u synchrotron̊u. Podrobněji o těchto zdroj́ıch
informuje [9].

Výroba takových zdroj̊u je stále velmi nákladná, protože je potřeba laserový systém schopný
generovat zářeńı o intenzitě ∼ 1019 W · cm−2. Nicméně v principu mohou být tyto zdroje mnohem
kompaktněǰśı než velké urychlovače, či lasery na volných elektronech a mohly by nalézt široké
využit́ı v medićıně a v materiálovém inženýrstv́ı.

2Pro tyto shluky se už́ıvá anglický termı́n microbunch.

6



Obrázek 6: Princip vzniku zářeńı v plazma-
tickém betatronu. r0 udává velikost oscilaćı
elektronu v bublině za bud́ıćım pulzem, τL je
délka trváńı pulzu. Převzato z [9].

Obrázek 7: Schéma dodáváńı elektron̊u do
bubliny za pumpovaćım pulzem pomoćı injek-
tivńıho pulzu. ne/n0 udává lokálńı poměr mezi
hustotou elektron̊u a kladně nabitých iont̊u.
Převzato z [9].

1.4.4 Inverzńı Compton̊uv rozptyl

Základem tohoto zdroje jsou elektronový a intenzivńı laserový svazek mı́̌ŕıćı proti sobě. Fotony
z laserového svazku jsou rozptylovány na relativistických elektronech a vzniká zářeńı ve směru
elektronového svazku. Při detailněǰśım popisu můžeme laserový svazek š́ı̌ŕıćı se proti elektronovému
považovat za undulátor a mechanismus popisovat podobným zp̊usobem jako u laser̊u na volných
elektronech. Dı́ky tomu, že undulátor neńı v tomto př́ıpadě statický, uplatńı se při přechodu do
laboratorńı soustavy dvakrát Doppler̊uv jev a vzniká tak zářeńı s velmi krátkou vlnovou délkou.
Celý proces je znázorněn na obrázku 8.

Tento zdroj může vytvořit zářeńı s energiemi v řádu MeV, což je v́ıce, než je možné dnes
použ́ıvanými zdroji, výsledné zářeńı může být monochromatické a nav́ıc je možno spojitě regulovat.
Tyto zdroje mohou nalézt uplatněńı v diagnostice materiál̊u a také v medićıně.

Obrázek 8: Schéma vzniku zářeńı při inverzńım Comptonově rozptylu. Elektrony jsou v tomto
př́ıpadě urychleny pomoćı laserového svazku v plazmatu. Převzato z [8], upraveno.

1.5 Generace vysokých harmonických frekvenćı

T́ımto tématem se podrobněji zabývá zbytek této práce, proto zde pouze velmi stručně shrneme
princip a aplikace. Tento zdroj je založen nelineárńı odezvě plynu při pr̊uchodu lineárně pola-
rizovaného intenzivńıho laserového pulzu. Proces, který v médiu prob́ıhá, lze přibĺıžit pomoćı
tř́ıkrokového modelu. Během prvńıho a druhého kroku mohou být elektrony uvolněny polem la-
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seru z atomů plynu a následně jsou t́ımto polem urychleny. Ve třet́ım kroku rekombinuj́ı zpět
s mateřským atomem za vyzářeńı fotonu s energíı odpov́ıdaj́ıćı součtu ionizačńı energie atomu a
źıskané kinetické energie elektronu. Vzniká tak zářeńı š́ı̌ŕıćı se spolu s bud́ıćım pulzem. Dı́ky peri-
odicitě bud́ıćıho pole se tento proces opakuje a vzniká série impulz̊u3 s délkou v řádu attosekund,
jejich vzájemná vzdálenost odpov́ıdá p̊ulperiodě pole bud́ıćıho laseru. Pro některé aplikace, které
vyžaduj́ı extrémńı časové rozlǐseńı, je často potřebné vygenerovat namı́sto série impulz̊u pouze
jediný impulz. Mechanismus, kterým toho lze dosáhnout je popsán v kapitole 5.

Dı́ky velmi krátkému4 trváńı vzniklých pulz̊u je možné tyto pulzy použ́ıt předevš́ım k měřeńı
r̊uzných rychlých fyzikálńıch proces̊u. Jako př́ıklad lze uvést studováńı časového vývoje polohy
elektron̊u v elektronovém obalu atomů [13, 14, 19]. Daľśı možnou aplikaćı je měřit za určitých
podmı́nek př́ımo elektrické pole s nižš́ımi frekvencemi, než je vzniklý pulz [15, 16]. Měř́ıćı metody
založené na attosekundových impulzech mohou pomoci k hlubš́ımu pochopeńı hranic současné po-
lovodičové techniky a v rozvoji nových technologíı v oblastech spintroniky, plazmoniky, molekulárńı
elektroniky a molekulátńıch nanostruktur [18, 19]. Attosekundové impulzy by také mohly př́ımo
ovlivňovat chemické reakce a jejich produkty [19]. Procesy uvnitř atomového jádra prob́ıhaj́ı na
ještě kratš́ıch časových škálách v oblasti zeptosekund, abychom se mohli těmto proces̊um přibĺıžit,
je třeba nalézt technologie, jak attosekundové impulzy ještě o řád zkrátit [20].

3Použ́ıvá se běžně anglický termı́n attosecond pulse train.
4Abychom si uvědomili, v jak krátkých časových škálách se pohybujeme, je vhodné zmı́nit fakt, že trváńı jednoho

attosekundového impulzu (∼ 10−17 s) v poměru k jedné sekundě, která je pro lidské vńımáńı dobře představitelná,
je přibližně stejný jako poměr jedné sekundy k aktuálně předpokládanému stář́ı vesmı́ru (∼ 4 · 1017 s) [1].
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2 Popis bud́ıćıho pulzu: Gaussovský impulz a Gaussovský
svazek

V této kapitole si představ́ıme matematický model impulz̊u bud́ıćıho laseru, který budeme potřebovat
v daľśıch kapitolách. Pro model laserového pulzu je možno použ́ıt v́ıce možnost́ı, my si představ́ıme
tzv. Gaussovský pulz. Je třeba zmı́nit, že se nejedná o jedinou možnost volby a předevš́ım v časové
proměnné je možno se setkat i s jinými volbami [1, 2]. Nyńı přejděme k samotnému odvozeńı. Pro
výpočty je nejvýhodněǰśı veličinou k popisu intenzita elektrického pole E. Při konstrukci Gaus-
sovského pulzu vyjdeme z rovinné vlny. Pro jednoduchost uvažujeme lineárně polarizované světlo
ve směru osy x. Budeme se zaj́ımat o složky vektoru elektrického pole, které jsou dány pro rovinnou
monochromatickou vlnu vztahy

Ex(r, t) = E cos(ω0t− kz + ϕ), Ey(r, t) = Ez(r, t) = 0 , (1)

E je amplituda elektrického pole, ω0 je vlastńı frekvence bud́ıćıho laseru, k je třet́ı složka vlnového
vektoru, v našem př́ıpadě je rovna vlnovému č́ıslu, a ϕ je fázový posuv.

2.1 Časová závislost (Gaussovský impulz)

Lasery s nejvyšš́ım špičkovým výkonem pracuj́ı výhradně v pulzńım režimu a nevyzařuj́ı rovinné
monochromatické vlny. Intenzita se měńı s časem, toto můžeme popsat přidáńım pomalu proměnné
obálky elektrického pole E = E(t), laser také nevyśılá pole s konstantńı fáźı, proto připust́ıme
závislost ϕ = ϕ(t). Omeźıme se na zkoumáńı pr̊uběhu pole v počátku souřadnic z = 0. Pro popis
obálky laserového pulzu se běžně použ́ıvá Gaussovské funkce. Pole se kterým budeme pracovat
dostane tak tvar

Ex(t) = E0e
−2 ln(2)

(
t
τg

)2

cos(ω0t+ ϕ(t)), Ey(r, t) = Ez(r, t) = 0 , (2)

E0 je amplituda elektrického pole, τg je délka trváńı pulzu5 a jedná se o čas, během kterého
okamžitá intenzita (viz odd́ıl 2.4) převyšuje polovinu maximálńı intenzity. Toto je nejobecněǰśı
tvar Gaussovského pulzu. Můžeme se setkat se speciálńım tvarem závislosti fázového posuvu,
pokud je ϕ(t) kvadratickou funkćı ve tvaru ϕ(t) = bgt

2, řekneme, že pulz je chirpovaný a bg
nazveme parametr chirpu. Gaussovský pulz pak můžeme popsat pomoćı komplexńıho parametru

Γg = ag + ibg, ag =
2 ln 2

τ2
g

(3)

ve tvaru

Ex(t) = Re
(
E0e−iω0t−Γgt

2
)
. (4)

2.2 Gaussovský svazek

Reálnému laserovému pulzu jsme se už přibĺıžili v časovém pr̊uběhu, je třeba si uvědomit, že ani
v prostorovém rozložeńı neńı intenzita konstantńı. Pro jednoduchost opět vyjdeme z rovinné vlny.
Rovinná vlna je řešeńım vlnové rovnice

4E(r, t)− 1

v2

∂2E(r, t)

∂t2
= 0 , (5)

v je rychlost š́ı̌reńı světla v daném prostřed́ı. Nejjednodušš́ım netriviálńım řešeńım této rovnice
je rovinná vlna š́ı̌ŕıćı se ve směru osy z E(r, t) = E0e−i(ω0t−kz), opět jsme bez újmy na obecnosti
zvolili směr š́ı̌reńı ve směru osy z. Pokuśıme se opět vyj́ıt z tohoto řešeńı a źıskat realističtěǰśı

5V angličtině se běžně použ́ıvá zkratka FWHM - Full width at half maximum, tj. š́ı̌rka v polovině výšky intenzity
pulzu.
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model laserového pulzu. Zkuśıme naj́ıt řešeńı, pokud připust́ıme závislost E0 = E0(r), dosazeńım
do (5) dostaneme(

∂2E0(r)

∂x2
+
∂2E0(r)

∂y2
+
∂2E0(r)

∂z2
+ 2ik

∂E0(r)

∂z
− k2E0(r) +

ω2

v2
E0(r)

)
e−i(ωt−kz) = 0 . (6)

Z definice vlnového č́ısla k = ω0

v se posledńı dva členy odečtou. Dále učińıme fyzikálńı předpoklad,
že se funkce E0(r) měńı pomalu vzhledem k prostorové souřadnici z, takže zanedbáme člen
(∂2/∂z2)E0(r), provedeńım těchto úvah dostaneme paraxiálńı vlnovou rovnici pro E0

∂2E0(r)

∂x2
+
∂2E0(r)

∂y2
+ 2ik

∂E0(r)

∂z
= 0 . (7)

Tuto rovnici nyńı budeme řešit. Vzhledem k symetrii v proměnných x a y se pokuśıme řešeńı
naj́ıt ve tvaru C exp(i(φ(z) + (x2 + y2)f(z))), kde φ a f jsou nové neznámé funkce a C nenulová
konstanta. Pro přehlednost zavedeme novou proměnnou ρ2 = x2 + y2, což odpov́ıdá cylindrické
transformaci s osou z. Dosazeńım předpokládaného řešeńı dostaneme rovnici

4if(z)− 4ρ2f2(z)− 2k(φ′(z) + ρ2f ′(z)) = 0 , (8)

požadujeme aby tato rovnice byla splněna pro libovolné (x2+y2), proto je tato rovnost ekvivalentńı
dvěma nezávislým rovnićım

2if(z)− kφ′(z) = 0, 2f2(z) + kf ′(z) = 0 . (9)

Druhou rovnici můžeme rovnou vyřešit a psát

f(z) =
k

2(z − izR)
=
k

2

(
z

z2 + z2
R

+
izR

z2 + z2
R

)
, (10)

kde izR je integračńı konstanta a jej́ı volba bude objasněna později. Toto řešeńı dosad́ıme do
rovnice pro φ′ a integraćı dostaneme

φ(z) = i ln
√
z2 + z2

R − arctan

(
z

zR

)
+ Cφ , (11)

kde Cφ je integračńı konstanta. Celkové řešeńı tak je

E0(r) =
C0 exp

(
− zR(x2+y2)

(z2+z2R)

)
√
z2 + z2

R

exp

{
i

[
kz(x2 + y2)

2(z2 + z2
R)
− arctan

(
z

zR

)]}
. (12)

Toto řešeńı přeṕı̌seme pomoćı funkćı

w(z) = w0

√
1 +

z2

z2
R

, R(z) = z +
z2
R

z
, φG(z) = arctan

(
z

zR

)
, (13)
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kde w0 =
√

zRλ
π , fyzikálńı smysl těchto úprav ozřejmı́me po přepsáńı řešeńı, které tak dostalo

tvar6

E0(r) = C0
w0e

− x
2+y2

w2(z)

w(z)
e
i

(
k(x2+y2)

2R(z)
−φG(z)

)
. (16)

Konstantu C0 źıskáme z intenzity svazku. Pod́ıvejme se nyńı na fyzikálńı význam ostatńıch kon-
stant a funkćı. Snadno nahlédneme, že maximum elektrického pole na ose z se nacháźı v bodě 0,
který proto nazveme ohniskem. Pokud se nyńı pod́ıváme na řešeńı v rovině z = 0. V polárńıch
souřadnićıch ρ2 = x2 + y2 je E0(x, y, z = 0) = C0 exp(−ρ2/w2

0), odtud vid́ıme, že w0 je veli-
kost poloměru kružnice ve které intenzita pulzu převyšuje 1/e maximálńı možné intenzity, w0

proto nazveme poloměr svazku v ohnisku. zR je vzdálenost, na které které intenzita pole klesne
na polovinu maxima a nazveme ji Rayleighova vzdálenost. Jak je vidět ze zavedeńı w0, záviśı tato
vzdálenost na vlnové délce pulzu a na poloměru svazku. φG(z) nazýváme Gouẙuv fázový posuv a
udává nám změnu fáze svazku ve směru š́ı̌reńı. R(z) nazveme zakřiveńı fázového čela vlny a udává
nám poloměr křivosti vlnoplochy, která procháźı bodem (0, 0, z). Celkové řešeńı ještě přeṕı̌seme
v př́ıjemněǰśım tvaru

E(r, t) = E0
w0

w(z)
exp

(
−x

2 + y2

w2(z)

)
cos

(
ω0t− k

(
z +

x2 + y2

2R(z)

)
+ φG(z)

)
, (17)

kde jsme využili faktu, že reálná část samostatně je také řešeńım.

2.3 Výsledný popis bud́ıćıho pulzu

Nyńı chceme źıskat model spojeńım obou předchoźıch. Tedy źıskat závislost jak časovou, tak
prostorovou. Časovou závislost máme zachycenou pro konstantńı souřadnici z. Zaj́ımá nás jak se
bude tato závislost vypadat obecně. Jak jsme již zmı́nili, model Gaussovského pulzu předpokládá
časovou závislost obálky pulzu E0(t). Vı́me, že pohyb obálky je popsán grupovou rychlost́ı vg. Pro
bud́ıćı pulz předpokládáme, že se š́ı̌ŕı bez disperze a stejnou rychlost́ı jako ve vakuu, proto plat́ı
vg = v = c. Pokud tedy předchoźı dvě řešeńı spoj́ıme tak, že obálka nabývá maxima v bodě z = 0
v čase t = 0, bude dle předchoźıch úvah maximum pulzu v bodě z = z0 v čase t = z0/vg = z0/c. To
znamená, že pro popis časového vývoje obálky použijeme retardovaný čas t− z/c. Celkový model
źıskáme t́ım, že ve všech veličinách definuj́ıćıch časový Gaussovský pulz zaměńıme t → t − z/c.
Výsledek dostaneme kombinaćı vztah̊u (2) a (17), tedy

E(r, t) = E0
w0

w(z)
e
− x

2+y2

w2(z)
−2 ln(2)

(
t− z

c
τg

)2

cos

(
ω0t− k

(
z +

x2 + y2

2R(z)

)
+ φG(z) + ϕ

(
t− z

c

))
.

(18)

Př́ıpadně pro chirpovaný pulz, lze použ́ıt zápisu

E(r, t) = E0
w0

w(z)
Re

{
exp

[
−x

2 + y2

w2(z)
− i

(
ω0t− k

(
z +

x2 + y2

2R(z)

)
+ φG(z)

)
− Γg

(
t− z

c

)2
]}

.

(19)

6Řešeńı (16) je pouze nejjednodušš́ı z celé tř́ıdy řešeńı, které můžeme dostat zavedeńım funkce

EH(r) = f1

(
x

w(z)

)
f2

(
y

w(z)

)
eiφ̃(z)E0(r) , (14)

kde f1, f2 a φ̃ jsou nové neznámé funkce. Podobným postupem, který jsme provedli při odvozeńı E0, lze ukázat, že
výsledkem je

EHnm (r) = CnmHn

(√
2x

w(z)

)
Hm

(√
2y

w(z)

)
e−i(n+m)φG(z)E0(r) , (15)

Cnm jsou konstanty a Hι(ξ), ι ∈ Z+, jsou Hermitovy polynomy. Výsledné pr̊uběhy intenzity v závislosti na pro-
storových souřadnićıch maj́ı pak zaj́ımavé geometrické tvary. V této práci však nebudeme tato řešeńı potřebovat,
podrobnosti lze nalézt např́ıklad v [22, 34].
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2.4 Určeńı amplitudy elektrického pole E0 pomoćı intenzity dopadaj́ıćıho
zářeńı

Zat́ım jsme ve všech úvahách pracovali pouze s elektrickým polem, které je vhodné pro teoretické
výpočty, nicméně v praxi se mnohem lépe měř́ı intenzita dopadaj́ıćıho zářeńı. Intenzita dopa-
daj́ıćıho zářeńı je energie, která projde jednotkovou plochou za jednotku času a je dána Poyn-
tingovým vektorem (ve vakuu) s = (E ×B)/µ0, B je vektor magnetické indukce a pro rovinnou
vlnu (1) je

By(r, t) =
E
c

cos(ω0t− kz + ϕ), Bx(r, t) = Bz(r, t) = 0 . (20)

Okamžitá intenzita je dána jako velikost Poyntingova vektoru, ale měřeńım jsme schopni určit
středńı hodnotu, proto pro pevné z je

I = 〈‖s‖〉T0
=

1

T0

∫ T0

0

E2

µ0c
cos2(ω0t+ ϕ̃) dt =

1

2
ε0cE2 , T0 =

2π

ω0
, (21)

využili jsme ortogonality E a B, integrálu
∫ 2π

0
cos2(ξ) dξ = π a vztahu ε0µ0 = 1/c2. Nás tato

veličina zaj́ımá pro (18), tento vztah se lǐśı pouze v proměnné obálce a prostorovém rozložeńı.
Za intenzitu laseru budeme považovat intenzitu v ohnisku, při maximu obálky. Odtud urč́ıme
amplitudu elektrického pole bud́ıćıho pulzu

E0 =

√
2I

ε0c
. (22)
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3 Teorie generace vysokých harmonických frekvenćı:
jednoatomová odezva

3.1 Režimy ionizace silným elektromagnetickým polem

Obrázek 9: Režimy ionizace silným optickým polem: a) znač́ı multifotonová ionizace, b) tunelový
režim, c) ionizace nad bariérou. V0(r) znač́ı p̊uvodńı neporušený potenciál a V (r, t) potenciál
porušený vněǰśım polem. Převzato z [32].

Současný model ionizace ńızkofrekvenčńım optickým polem rozlǐsuje tři r̊uzné režimy ionizace
podle toho, jak je silné bud́ıćı pole.7 Prvńı režim se nazývá multifotonová ionizace a nastává pokud
neńı Coulombický potenciál mateřského atomu př́ılǐs narušen a je tedy třeba absorpce v́ıce foton̊u
pole k překonáńı této bariéry. Druhý je tunelový režim, kdy je potenciál silně narušen, nicméně
ne natolik, aby byl elektron schopen překonat bariéru klasickým zp̊usobem. K vysvětleńı ionizace
v tomto př́ıpadě je třeba použ́ıt tunelového jevu. Posledńı je ionizace nad bariérou a docháźı
k ńı, pokud je Coulombický potenciál zcela potlačen a elektron může volně opustit atom. Tyto tři
režimy jsou schematicky naznačeny na obrázku 9. Pro to, abychom rozhodli, který z těchto režimů
převládá slouž́ı Keldysh̊uv parametr

γK =

√
IP
2Up

, (23)

IP je ionizačńı potenciál atomu plynu a Up je ponderomotivńı potenciál, který nám udává
”
śılu“

bud́ıćıho pulzu a záviśı jednak na intenzitě pulzu a také vlnové délce bud́ıćıho laseru. Přesný
tvar bude uveden později (33). Pro γK � 1 převládá mutltifotonová ionizace a pro γK � 1
tunelový režim, př́ıpadně ionizace nad bariérou. Pro hodnoty γK ≈ 1 nastává kombinace obou
proces̊u a matematický popis tohoto př́ıpadu je velmi náročný. Přesným zd̊uvodněńım tohoto
vztahu se nebudeme zabývat a lze nalézt v [1]. Vzhledem k intenzitě a trváńı uvažovaných pulz̊u
se v této práci pohybujeme v druhém a třet́ım režimu. Nakonec uved’me, že Keldysh̊uv parametr je
primárńım zp̊usobem rozlǐseńı mezi jednotlivými režimy, ale roli zde hraj́ı i délky bud́ıćıch pulz̊u.

3.2 Tř́ıkrokový model

Tento intuitivńı model nám umožńı źıskat představu, co se děje s elektrony v obalu zkoumaného
atomu plynu a jeho výsledkem je teoretický výpočet charakteristiky vzniklého zářeńı. Nyńı si tento
model intuitivně představ́ıme a později ho formalizujeme pomoćı pohledu klasické fyziky8 a dále
zobecńıme kvantověmechanickým modelem.9 Před začátkem interakce předpokládáme, že se elek-
tron nacháźı v elektronovém obalu atomu ve stavu |ψ〉. Prvńı fáźı interakce vedoućı ke generaci

7Uved’me běžně použ́ıvané anglické termı́ny: multifotonová ionizace–multiphoton inonization (MPI), tunelový
režim–tunnel regime, ionizace nad bariérou–above threshold ionization (ATI).

8Poprvé s t́ımto modelem přǐsel Paul B. Corkum ve článku [11] v roce 1993.
9Tento popis provedl Maciej Lewenstein [12] rok po zveřejněńı klasického modelu.
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vysokých harmonických frekvenćı je ionizace, v této fázi je elektron uvolněn vlivem vněǰśıho pole
do kontinua. Druhá fáze se nazývá propagace a pohyb nyńı volného elektronu je během ńı určen
vněǰśım elektromagnetickým polem a polem mateřského atomu. Posledńı fáźı je rekombinace, kdy
vlivem periodicity vněǰśıho pole elektron může rekombinovat s mateřským atomem za vyzářeńı
vysokoenergetického fotonu, jak se později ukáže, je právě tento foton základem vznikaj́ıćıho atto-
sekundového impulzu. Tento proces je znázorněn na obrázku 10. Nyńı se pod́ıvejme co má být
naš́ım výsledkem, je to pr̊uběh elektrického pole, které vznikne při tomto procesu a jeho výsledné
spektrum. Předpokládejme harmonické bud́ıćı pole, popisovaný proces tedy bude prob́ıhat peri-
odicky s periodou bud́ıćıho pole, nav́ıc bude v druhé p̊ulperiodě prob́ıhat stejný proces, pouze
elektron bude uvolněn v opačném směru a tedy i vzniklé pole bude mı́t opačné znaménko, z této
úvahy plyne, že ve výsledném spektru budou pouze liché harmonické frekvence.10 Dále očekáváme,
že energie, kterou může elektron během pohybu źıskat, je omezená a proto bude i maximálńı
možná energie vzniklého fotonu omezená a ve spektru se to projev́ı tzv. cutoffem, což znamená,
že vyšš́ı energie již nebudou ve spektru zastoupeny. Př́ıklad vzniklého spektra je na obrázku 11.
V tomto spektru vid́ıme pokles v oblasti ńızkých harmonických, který je následován platem, které
je ukončeno cutoffem. Existenci plata budeme považovat za fenomenologickou záležitost.

Obrázek 10: Schéma tř́ıkrokového modelu. Elektron je značen jako červený vlnový baĺık, narušený
potenciál atomu zeleně a vzniklý foton modře. Převzato z [31].

Obrázek 11: Spektrum zářeńı vzniklého při generaci vysokých harmonických frekvenćı v plynu.
Převzato z [31], upraveno.

10Vzniklé elektrické pole bude na základě této úvahy funkćı splňuj́ıćı f(x) = f(x+2π) a f(x) = −f(x+π), (peri-
oda je bez újmy na obecnosti zvolena 2π), tuto funkci můžeme rozvést do Fourierovy řady v bázi {exp(ikx)}+∞k=−∞,
pro jej́ıž koeficienty plat́ı

ak =
1

2π

∫ 2π

0
e−iktf(t) dt =

1

2π

(∫ π

0
e−iktf(t) dt+ e−ikπ

∫ π

0
e−iksf(s+ π) ds

)
=

(
1− e−ikπ

)
2π

∫ π

0
e−ktf(t) dt ,

(24)

tento výraz je nulový pro sudá k. Proto budou ve Fourierově rozvoji funkce f zastoupeny pouze členy s lichým k.
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3.3 Klasické přibĺıžeńı tř́ıkrokového modelu

Nyńı je třeba vytvořit matematický popis tohoto procesu. Umı́st́ıme zkoumaný atom do počátku
souřadnic a zvoĺıme harmonický tvar vněǰśıho pole

EL = (EL cos(ω0t− k · r), 0, 0) , (25)

odpov́ıdaj́ıćı vektorový potenciál je

AL =

(
−EL
ω0

sin(ω0t− k · r), 0, 0

)
. (26)

Sestav́ıme Hamiltonián popisuj́ıćı elektron uvolněný z atomu

H =
(pc + eAL)2

2me
+ VC(r) , (27)

VC(r) je Coulombický potenciál atomu, pc je kanonická hybnost elektronu určená vztahem

pc = mev − eAL . (28)

Z této volby Hamiltoniánu plyne, že jádro atomu považujeme za statické. Předpokládáme, že
pole bud́ıćıho laseru je podstatně větš́ı než Coulombické pole atomu, proto provedeme aproximaci
VC = 0. Dále zanedbáme vliv magnetické složky pole, což je relativistický efekt prvńıho řádu –
‖B‖ = 1

c ‖E‖. To znamená, že tento popis neńı dobrý pro relativistické intenzity bud́ıćıho pole.11

Po tomto zjednodušeńı

H =
(pc + eÃ)2

2me
, Ã =

(
−E0
ω0

sin(ω0t), 0, 0

)
. (29)

Odtud již můžeme nalézt řešeńı Hamiltonových rovnic, zaj́ımá nás pouze pohyb ve směru osy x,

˙(pc)x = 0, ẋ =
(pc)x − eE0

ω0
sin(ω0t)

me
, (30)

odtud dostaneme př́ımo rovnici pro pohyb elektronu

meẍ = −eE0 cos(ω0t), ẋ|t′ = 0, x|t′ = 0 , (31)

t′ znač́ı čas uvolněńı elektronu. Počátečńı podmı́nky jsou daľśı zjednodušeńı, ve skutečnosti se
uvolněný elektron objev́ı v jisté vzdálenosti od atomu, nicméně tento tvar řešeńı nám umožńı
provést daľśı úvahy o pohybu. Řešeńı je

x(t) =
eE0
meω2

0

[(
cos(ω0t)− cos(ω0t

′)
)

+ ω0 sin(ω0t
′)(t− t′)

]
. (32)

Nyńı se pokuśıme na základě tohoto předpisu źıskat maximálńı energii fotonu, vzniklého při re-
kombinaci, kterou můžeme źıskat. Polož́ıme do rovnosti energii vzniklého fotonu Eγ , kinetickou
energii, kterou źıská elektron během pohybu, a ionizačńı potenciál atomu IP , který odpov́ıdá
energii základńıho stavu atomu. Dostáváme

Eγ(t′, t′′) = ~ωγ = IP +
mẋ2

2

∣∣∣∣
t′′

= IP + 2Up(sin(ω0t
′′)− sin(ω0t

′))2, Up =
1

me

(
eE0
2ω0

)2

, (33)

t′′ znač́ı čas rekombinace elektronu a opět předpokládáme x(t′′) = 0, zavedli jsme ponderomotivńı
potenciál Up. Nyńı potřebujeme nalézt extrém této funkce. K tomu, aby se nám to podařilo,

11Magnetická složka bud́ıćıho pole zp̊usobuje pohyb elektronu ve směru jej́ıho š́ı̌reńı, což zabraňuje návratu elek-
tronu k mateřskému atomu a následné rekombinaci, proto neńı vhodné použ́ıvat ke generaci vysokých harmonických,
př́ıpadně jednotlivých attosekundových impulz̊u, bud́ıćı pole s takovou intenzitou, že neńı tento efekt zanedbatelný.
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je třeba vyřešit rovnici x(t) = 0 (a naj́ıt tak čas rekombinace t′′ = t′′(t′)), což bohužel kromě
triviálńıho řešeńı t′ analyticky neumı́me. Nicméně je možné nalézt přibližné analytické řešeńı,
které tuto závislost dobře popisuje [1]. Tato závislost je

t′′ =
π

2ω0
− 3

ω0
arcsin

(
2ω0

π
t′ − 1

)
, (34)

toto řešeńı můžeme dosadit do členu představuj́ıćım kinetickou energii v rovnici (33) a následně
nalézt jej́ı extrém. Řeš́ıme rovnici

dEk
dt′

= 2Up
d

dt′

{
cos

[
3 arcsin

(
2ω0

π
t′ − 1

)]
− sin(ω0t

′)

}2

= 0 . (35)

Jej́ım vyřešeńım a dosazeńım do vztahu (33) źıskáme maximálńı možnou energii fotonu, kterou
lze źıskat12

Eγ,max ≈ IP + 3.17 · Up , pro ω0t
′ ≈ 0.05 · 2π, ω0t

′′ ≈ 0.7 · 2π . (36)

Tento výsledek nám tedy dává odpověd’ na polohu cutoffu ve výsledném spektru. Daľśım d̊usledkem
toho, že funkce má maximum pro t′ je, že pro jiné energie než je maximálńı existuj́ı dva r̊uzné časy
uvolněńı elektronu vedoućı k této energii. Proto se pro tyto návratové energie mluv́ı o tzv. krátkých
trajektoríıch pro časy uvolněńı elektronu t′ > t′Eγ,max

a dlouhých trajektoríıch pro t′ < t′Eγ,max
.

3.4 Kvantový popis aproximaćı silného pole (SFA)13

V tomto odstavci se budeme zabývat vyřešeńım celého modelu interakce, jehož klasický popis jsme
představili v minulém odd́ıle, pomoćı aparátu kvantové mechaniky. V řešeńı tohoto problému je
obvyklé použ́ıvat atomové jednotky a tak se této konvence budeme držet i v této práci, přehled
atomových jednotek je uveden v dodatku B. Myšlenka této aproximace vycháźı z klasického popisu
elektromagnetického pole a kvantového popisu interaguj́ıćıho elektronu. Řešeńı si představ́ıme pro
vod́ıkový atom. Vznikaj́ıćı pole poṕı̌seme pomoćı dipólového zářeńı a dipólový moment urč́ıme
jako druhou derivaci středńı hodnoty polohy.

3.4.1 Zářeńı pohybuj́ıćıho se náboje

Představme si výsledky klasické fyziky pro zářeńı dipólu. Zářeńı dipólu v bodě o polohovém vektoru
r′ je dáno pro velké ‖r′‖ =: r′ vztahy [28]

E(r′, t) =
n(n · d̈)− d̈

4πε0c2r′

∣∣∣∣∣
t− r′c

, B(r′, t) = −µ0

4π

n× d̈
cr′

∣∣∣∣∣
t− r′c

, (37)

kde n = r′

r′ a d(t) přestavuje proměnný dipól, v našem př́ıpadě d(t) = −er(t), kde r znač́ı polohu
elektronu. Zvoĺıme směr š́ı̌reńı pulzu totožný se směrem osy z a směr vektoru elektrického pole
s osou x. Stač́ı určit pouze elektrické pole, protože v́ıme, že generovaná vlna je elektrickým polem
plně určena. Zabýváme se pouze jednodimenzionálńım modelem, proto nám stač́ı určit elektrické
pole na ose z. Výsledný vztah pro elektrické pole generované dipólovým zářičem je

Ex(z, t) =
d̈x
(
t− z

c

)
4πε0c2z

. (38)

Ve zbytku této kapitoly se budeme zabývat určeńım zrychleńı dipólu d̈, který je zp̊usoben zrych-
leným pohybem elektronu v bud́ıćım poli laseru, což je jediná věc, kterou muśıme spoč́ıtat do
tohoto vztahu.

12Tento vztah lze odvodit i pomoćı kvantové teorie s výsledkem Eγ,max
.
= 3.17 · Up + IPF (IP /Up), kde F je

funkce, která nabývá hodnoty 1.3 pro IP � Up a klesá k 1 s rostoućım IP , toto odvozeńı neńı pro naše účely
podstatné a lze ho nalézt v [12].

13V angličtině se použ́ıvá výraz Strong field approximation, zkráceně SFA, tuto zkratku budeme použ́ıvat i my.
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3.4.2 Kvantový popis interakce elektronu s bud́ıćım polem

Pohyb elektronu bude popsán stejným Hamiltoniánem, jako v klasickém př́ıpadě, Hamilton̊uv
operátor má tedy tvar

Ĥ =
p̂2

2
+ V̂C(r) + E(t) · r̂ , (39)

pro naše řešeńı je výhodné použ́ıvat Hamiltonián v tomto tvaru, který se formálně lǐśı od (29), ale
popisuje stejný systém. Časová Schrödingerova rovnice je

i∂t |ψ〉 =

(
−4

2
+ V̂C(r) + E(t) · r̂

)
|ψ〉 . (40)

Vyřešeńım této rovnice bychom źıskali veškerou informaci, kterou v tomto modelu potřebujeme.
Bohužel tuto rovnici neumı́me př́ımo vyřešit. Nicméně za jistých předpoklad̊u můžeme nalézt
přibĺıžeńı řešeńı. Umı́me vyřešit úlohu pro systém bez p̊usobeńı pole, tj. popsanou Hamiltoniánem
ĤC = − 4 /2 + V̂C(r), tj. nabitá částice v Coulombickém poli, pro tento Hamiltonián umı́me

nalézt ortonormálńı bázi z vlastńıch funkćı {|n〉}+∞n=0, splňuj́ıćı Ĥ |n〉 = En |n〉. Pro vlastńı stavy
umı́me vyřešit i časovou Schrödingerovu rovnici s počátečńı podmı́nkou, jej́ım řešeńım je [4]

|ψC(t)〉 =

+∞∑
n=0

αne−iEnt |n〉 , |ψC(0)〉 =

+∞∑
n=0

αn |n〉 . (41)

kde |ψC(0)〉 je rozvoj stavové funkce do báze z vlastńıch funkćı Hamiltoniánu s koeficienty αn.

Druhý systém, jehož řešeńı známe, je volná částice popsaná Hamiltoniánem ĤF = −4 /2. Toto
řešeńı má tvar rovinné vlny

|ψF (t)〉 = e−i(ωet−p·r) = e−iωet |p〉 . (42)

Nyńı se pokuśıme z těchto řešeńı určit tvar výsledného řešeńı systému popsaného (40), lineárńı
kombinaćı funkćı |ψC〉 a |ψF 〉 ve tvaru

|ψ(r, t)〉 = a(t) |ψC(r, t)〉+

∫
R3

b(p, t)e−i(ωet−p·r) d3p , (43)

dále učińıme předpoklad, že pole je dostatečně silné a uvolńı elektron př́ımo do kontinua, tud́ıž
uvažujeme pouze základńı stav |ψC〉 = |0〉. Po vhodném přenásobeńı funkce b, tak můžeme odhad
našeho řešeńı psát

|ψ(r, t)〉 = eiIP t
(
a(t) |0〉+

∫
R3

b(p, t)eip·r d3p

)
= eiIP t

(
a(t) |0〉+

∫
R3

b(p, t) |p〉 d3p

)
, (44)

využili jsme rovnosti E0 = −IP . Člen a(t) znač́ı obsazeńı základńıho stavu a předpokládáme malou
změnu populace základńıho stavu během celého procesu, tj. a(t) ≈ 1. Funkci b źıskáme dosazeńım
odhadu řešeńı do (40). Bez újmy na obecnosti se omeźıme na pohyb ve směru osy x. Pro levou
stranu rovnice dostaneme

i∂t |ψ〉 = eiIP t
(
−IP |0〉 − IP

∫
R3

beip·r d3p+ i

∫
R3

ḃeip·r d3p

)
, (45)

pro pravou stranu rovnice

Ĥ |ψ〉 = eiIP t
[(
−4

2
+ V̂C

)
|0〉+

(
−4

2
+ V̂C

)∫
R3

beip·r d3p− Exx̂
(
|0〉+

∫
R3

beip·r d3p

)]
,

(46)
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využili jsme toho, že jediná nenulová složka elektrického pole je Ex. Nyńı je výhodné využ́ıt řešeńı

bezčasové Schrödingerovy rovnice
(
−4 /2 + V̂C

)
|0〉 = −IP |0〉, dostaneme

Ĥ |ψ〉 = eiIP t
[
−IP |0〉+

∫
R3

(
p2

2
+ V̂C

)
b |p〉 d3p− Exx̂ |0〉 − Exx̂

∫
R3

beip·r d3p

]
. (47)

Zaměřme se na posledńı výraz, pomoćı jednoduchých úprav s pomoćı per partes a tvaru operátoru
x̂ dostaneme

Exx̂
∫
R3

beip·r d3p = Ex
∫
R3

bxeip·r d3p = −iEx
∫
R3

b
(
∂pxeipr

)
d3p = iEx

∫
R3

∂b

∂px
eip·r d3p , (48)

při výpočtu per partes jsme využili b(‖p‖ → +∞)→ 0. Dostaneme tak

Ĥ |ψ〉 = eiIP t
[
−IP |0〉+

∫
R3

(
p2

2
+ V̂C

)
b |p〉 d3p− Exx̂ |0〉 − iEx

∫
R3

∂b

∂px
|p〉 d3p

]
. (49)

Nyńı můžeme porovnat výrazy (49) a (45) a celou rovnost vynásob́ıme libovolným kovektorem
〈p′|, využijeme normalizaci vlastńıch vektor̊u hybnosti k δ-funkci: 〈p′ |p〉 = δ(p′ − p), dostaneme

i

∫
R3

ḃδ(p′ − p) d3p− IP
∫
R3

bδ(p′ − p) d3p =

= −Ex 〈p′ | x̂ | 0〉+

∫
R3

p2

2
bδ(p′ − p) d3p+

∫
R3

b
〈
p′
∣∣∣ V̂C ∣∣∣p〉 d3p− iEx

∫
R3

∂b

∂px
δ(p′ − p) d3p .

(50)

Zaj́ımá nás vývoj funkce b v pr̊uběhu pohybu, kdy je elektron vzdálen od iontu, proto zanedbáme
Coulombický potenciál (V̂C

.
= 0), dále předpokládáme, že př́ıspěvek členu ∂pxb je zanedbatelný

v̊uči ostatńım, to znamená, že funkce b se měńı podstatně rychleji s časem než se souřadnićı v
hybnostńım prostoru, tedy předpokládáme |∂pxb| � |∂tb|. V rovnici se nacháźı výraz typu 〈p | r̂ | 0〉,
tyto skalárńı součiny se nazývaj́ı maticové elementy dipólového přechodu, budeme je značit d̃ a jsou
pro ně známy funkčńı předpisy. Např́ıklad pro atom vod́ıku v základńım stavu, který uvažujeme,
je [1]

d̃1s = i
8
√

2

π

p

(1 + p2)3
. (51)

Nyńı provedeme všechny naznačené integrály a zmı́něné zanedbáńı v rovnici (50) a formálně
přeznač́ıme p′ → p. Dostaneme tak následuj́ıćı rovnici

∂b

∂t
(p, t) + i

(
p2

2
+ IP

)
b(p, t) = iEx(t)d̃x(p) . (52)

Hybnost p, ale také záviśı na čase, proto je p = p(t), (parciálńı derivaci podle t pak chápeme jako
derivaci vztaženou k druhé proměnné funkce b). Rovnici (52) můžeme řešit vzhledem k proměnné
t se zavedeńım funkćı

g(t) = i

(
(p(t))

2

2
+ IP

)
, h(t) = iEx(t)d̃x(p(t)) . (53)

Rovnice tak dostane tvar

∂b

∂t
(p(t), t) + g(t)b(t) = h(t) , (54)

jedná se o lineárńı diferenciálńı rovnici prvńıho řádu s pravou stranou, k jej́ımu vyřešeńı potřebujeme
jednu počátečńı podmı́nku. Tu źıskáme z úvahy, že před př́ıchodem bud́ıćıho pulzu byl atom
v základńım stavu, to znamená b(t→ −∞) = 0. Řeš́ıme tedy

ḃ(t) + g(t)b(t) = h(t), b(−∞) = 0 . (55)
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Podle teorie obyčejných diferenciálńıch rovnic je řešeńı

b(t) = e−
∫ t
−∞ g(t2) dt2

∫ t

−∞
h (t1) e

∫ t1
−∞ g(t2) dt2 dt1 . (56)

Po přejit́ı k p̊uvodńım funkćım a jednoduché úpravě je výsledek

b(p(t), t) = i

∫ t

−∞
Ex (t1) d̃x (p (t1)) e

−i
∫ t
t1

(
(p(t2))2

2 +IP

)
dt2

dt1 . (57)

Tento výsledek ještě muśıme dále upravit, předevš́ım jsme ztratili př́ımou závislost na p(t) a v́ıme
tuto závislost pouze na vývoji hybnosti během pohybu před časem t. Toto nás omezuje v provedeńı
integrálu v (43).

3.4.3 Časový vývoj hybnosti

Potřebujeme upravit vztah (57), abychom v něm źıskali závislost na okamžité hybnosti p(t).
Vod́ıtkem k tomu je nám klasické řešeńı Hamiltonovy rovnice (29). Při pohybu elektronu v elek-
tromagnetickém poli, popsaným t́ımto Hamiltoniánem se zachovává kanonická hybnost (28)

pc = p−A (58)

(v atomových jednotkách e = 1). Takže pro libovolné dva časy t1 a t2 plat́ı

pc = p(t1)−A(t1) = p(t2)−A(t2) ⇒ p(t1) = p(t2)−A(t2) +A(t1) = pc +A(t1) . (59)

Rádi bychom tento výsledek použili do našeho kvantového výpočtu, Hamiltonián se kterým pracu-
jeme neńı v kanonickém tvaru, nicméně popisuje stejnou úlohu, pokud budeme popisovat elektrické
pole pomoćı E = −∂tA. Vzhledem ke klasickému řešeńı definujeme operátor kanonické hybnosti
p̂c := p̂ − Â(t), Â(t) = A(t) a ověř́ıme, že tento operátor je integrálem pohybu i v kvantovém
př́ıpadě, ověřeńı provedeme pro Hamiltonián (39), v pr̊uběhu pohybu opět zanedbáme Coulombic-
kou interakci, dostáváme tak

ĤE =
p̂2

2
− ∂A

∂t
(t) · r̂ . (60)

Ověř́ıme, že je p̂c integrálem pohybu

d (p̂c)x
dt

=
1

i

[
p̂x −Ax, ĤE

]
+ ∂t(p̂x −Ax) = ∂tAx − ∂tAx = 0 . (61)

Použili jsme [x̂, p̂x] = i. Kanonická hybnost je tedy skutečně integrálem pohybu. Pomoćı této
úvahy můžeme upravit integrál v exponenciele, zavedeńım funkce14

S(tA, tB) =

∫ tB

tA

(
1

2
(pc +A(t))

2
+ IP

)
dt . (62)

T́ımto jsme problém časového vývoje hybnosti převedli na časový vývoj vektorového potenciálu
bud́ıćıho pole, který známe. Řešeńı (57) můžeme potom psát ve tvaru

b(p(t), t) = i

∫ t

−∞
Ex
(
t̃
)
d̃x
(
pc +A

(
t̃
))

e−iS(t̃,t,pc+A(tS)) dt̃ (63)

a pc můžeme spoč́ıtat v libovolném čase. Naš́ım úkolem bylo źıskat b v závislosti na p = p(t),
abychom přes hybnost mohli zintegrovat výsledek, d́ıky kanonické hybnosti, můžeme psát

b(p, t) = i

∫ t

−∞
Ex (t1) d̃x (p−A(t) +A (t1)) e

−i
∫ t
t1

( 1
2 (p−A(t)+A(t2))2+IP ) dt2 dt1 . (64)

14S úzce souviśı s klasickou akćı elektronu, v literatuře se často nazývá kvaziklasickou akćı [1, 12]. Je ale třeba
zmı́nit, že d́ıky našim aproximaćım se nejedná o akci žádného Lagrangiánu, který by odpov́ıdal Hamiltonián̊um, se
kterými pracujeme. Poč́ıtáme s t́ım, že elektron překonal Coulombickou bariéru, která je reprezentována konstantou
IP a člen 1

2
(pc + A(t))2 = 1

2
p2 odpov́ıdá akci Lagrangiánu volné částice bez započ́ıtáńı p̊usobeńı bud́ıćıho pole,

ačkoliv toto pole v našem postupu zanedbané neńı.
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3.4.4 Středńı hodnota polohy elektronu

Nyńı můžeme přistoupit k výpočtu výsledné středńı hodnoty polohy, která nás zaj́ımá. Protože je
vlastńı funkce na začátku pohybu normovaná, je poloha

r(t) ≈ 〈r〉|ψ(t)〉 = 〈ψ(t) | r̂ |ψ(t)〉 . (65)

Dosazeńım z (64) a (43) do (65) dostaneme

r(t) ≈ |a(t)|2 〈0 | r̂ | 0〉+

∫
R3

a(t)b(p, t) 〈0 | r̂ |p〉 d3p+

∫
R3

a(t)b(p, t) 〈p | r̂ | 0〉 d3p+

+

∫
R6

b(p, t)b(p′, t) 〈p′ | r̂ |p〉 d3pd3p′ , (66)

prvńı člen na pravé straně rovnosti je nulový, což lze zjistit jednoduše explicitńım výpočtem.15

Naš́ım ćılem je provést praktický výpočet, muśıme proto provést daľśı zjednodušeńı. Pod́ıvejme se
detailněji na vztah (66) a pokusme se ho interpretovat. Prvńı člen na pravé straně znamená
př́ıspěvek od elektron̊u, které neopustily základńı stav, posledńı člen naopak znač́ı elektrony,
které nerekombinovaly zpět k mateřskému atomu. Pro generaci vysokých harmonických nás tedy
zaj́ımaj́ı výhradně prostředńı dva členy, o prvńım členu v́ıme, že je nulový a posledńı zanedbáme.
Nav́ıc stejně jako v odvozeńı vztahu pro b předpokládáme a(t) ≈ 1. Dále si povšimněme, že
prostředńı dva členy jsou k sobě vzájemně komplexně sdružené, můžeme tedy psát16

r(t) ≈ 2Im

∫
R3

∫ t

−∞
d̃(p) ·

(
E(t1) · d̃(p−A(t) +A(t1))

)
e
i
∫ t
t1

( 1
2 (p−A(t)+A(t2))2+IP ) dt2 dt1d3p ,

(67)

zaměńıme pořad́ı integrováńı a ve vnitřńım integrálu provedeme substituci p − A(t) = pc, tato
substituce má i fyzikálńı interpretaci přechodu ke kanonické hybnosti. Dostaneme tak finálńı výraz

r(t) ≈ 2Im

∫ t

−∞

∫
R3

d̃(pc +A(t)) ·
(
E(t1) · d̃(pc +A(t1))

)
e
i
∫ t
t1

( 1
2 (pc+A(t2))2+IP ) dt2 d3pcdt1 .

(68)

3.4.5 Aproximace sedlového bodu

Výraz (68) je pro praktický výpočet stále př́ılǐs složitý. Pro jeho výpočet použijeme aproximaci sed-
lového bodu - Saddle point approximation. Tato metoda výpočtu integrál̊u typu

∫
Rn f(ξ)eiζg(ξ) dnξ

je představena v dodatku A. Podle tohoto postupu je∫
Rn
f(ξ)eiζg(ξ) dnξ ≈ f(ξ0)

ζ
n
2

eiζg(ξ0)
n∏
i=1

√
2πi

ai
, (69)

15〈0 | x̂ | 0〉 = 1
π

∫
R3 xe−2r dxdydz = 1

π

(∫ 2π
0 cosϕdϕ

) (∫ π
0 sin2 θ dθ

) (∫+∞
0 r3e−2r dr

)
= 0, výraz je nulový

protože
∫ 2π
0 cosϕdϕ = 0 a ostatńı výrazy jsou konečné. Ve výpočtu jsme použili sférickou transformaci

x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

,

(r, θ, ϕ) ∈ R+ × (0, π) × (0, 2π) a absolutńı hodnota Jakobiánu transformace je |JSf | = r2 sin θ. Dále jsme využili
tvar funkce popisuj́ıćı základńı stav |0〉 = 1√

π
e−r. Pro ŷ a ẑ je ověřeńı obdobné.

16Označili jsme integrál v (64) (bez i) I a poté užili rovnosti iI − iI = 2ImI.
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kde bod ξ0 je bodem maxima funkce g a ai jsou vlastńı č́ısla matice A, což je matice druhé derivace
funkce g v bodě ξ0, tj.

A =


∂2g

∂ξ1∂ξ1
(ξ0) · · · ∂2g

∂ξ1∂ξn
(ξ0)

...
. . .

...
∂2g

∂ξn∂ξ1
(ξ0) · · · ∂2g

∂ξn∂ξn
(ξ0)

 . (70)

Nyńı použijeme aproximaci (69) na vnitřńı integrál v (68). Najdeme extrém funkce v exponenciele
a označ́ıme bod extrému ps, dostaneme tak rovnice

∂S (t1, t,pc +A (tS))

∂(pc)j
= (pc)j (t− t1) +

∫ t

t1

Aj (t2) dt2 = 0 . (71)

Odtud urč́ıme ps a nav́ıc vid́ıme, že všechny mimodiagonálńı prvky matice druhé derivace S jsou
nulové a determinant je tedy součinem diagonálńıch prvk̊u, což jsou právě vlastńı č́ısla matice A,
celkem

ps = −
∫ t
t1
A (t2) dt2

t− t1
, det

(
∂2S

∂(pc)j∂(pc)k

)
= (t− t1)

3
. (72)

Výraz (68) můžeme pomoćı Saddle point approximation přepsat jako

r(t) ≈ 2Im

∫ t

−∞

(
2π

−i (t− t1)

) 3
2

d̃(ps +A(t))E(t1)d̃(ps +A(t1))e
i
∫ t
t1

( 1
2 (ps+A(t2))2+IP ) dt2 dt1 .

(73)

V tomto integrálu ještě zavedeme substituci τ = t−t1, tato substituce má také fyzikálńı smysl, τ je
čas, který elektron strávil v kontinuu. Integrál který máme je nav́ıc divergentńı, proto provedeme
regularizaci17, dostáváme tak finálńı výraz

r(t) ≈ 2Im

∫ +∞

0

(
π

ε− i τ2

) 3
2

d̃(ps +A(t))E(t− τ)d̃(ps +A(t− τ))ei
∫ t
t−τ(

1
2 (ps+A(t2))2+IP ) dt2 dτ,

(74)

ps můžeme také spoč́ıtat pomoćı stejné substituce, dostaneme ps = −τ−1
∫ t
t−τ A (t1) dt1. Po-

d́ıvejme se nyńı na tento výsledek z pohledu klasického tř́ıkrokového modelu a pokusme se ho
fyzikálně interpretovat. Prvńı člen lze interpretovat jako kvantové rozplýváńı elektronu v kontinuu
a zp̊usobuje to, že do výsledné středńı polohy nejv́ıce přisṕıvaj́ı elektrony rekombinuj́ıćı v krátkých
návratových časech τ . Druhý člen můžeme chápat jako amplitudu pravděpodobnosti rekombinace
elektronu s kanonickou hybnost́ı ps v čase t. Daľśı dva členy můžeme chápat jako amplitudu
pravděpodobnosti ionizace v čase t− τ a posledńı exponencielu můžeme chápat jako vliv pohybu
v bud́ıćım poli s konstantńı kanonickou hybnost́ı ps na fázi vlny generovaného elektrického pole,
které vzniká při rekombinaci elektronu.

3.5 Spektrum výsledného pulzu

Pokud známe časový vývoj středńı hodnoty polohy elektronu můžeme pomoćı vztahu (38) naj́ıt
generované pole př́ıpadně rovnou spektrum tohoto zářeńı.

Vyzařované spektrum tedy záviśı na druhé derivaci polohy, źıskáme ho Fourierovou transfor-
maćı

E(ω, z = z0) = F

[
d̈x
(
t− z0

c

)
4πε0c2z0

]
(ω) =

(iω)2

4πε0c2z0
F
[
x
(
t− z0

c

)]
(ω) =

−ω2ei
z0
c ω

4πε0c2z0
F [x (t)] (ω) .

(75)

17Použ́ıváme fyzikálńı konvenci, kdy se před regularizovaný výraz neṕı̌se lim
ε→0+

, ale mysĺı se automaticky [4].
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3.6 Vyprázdněńı základńıho stavu - ADK model

Jak jsme již zmı́nili v intuitivńım popisu tohoto jevu, k fázi rekombinace nemuśı vždy doj́ıt a to
zp̊usobuje, že se zmenšuje počet atomů v základńım stavu. T́ım je efektivně zabraňováno tomu, aby
tř́ıkrokový model proběhl a docháźı k útlumu generace zářeńı. Nav́ıc to zp̊usobuje vznik plazmatu,
které podstatně měńı optické vlastnosti prostřed́ı. Tento proces je popsán tzv. ADK modelem.18

V SFA aproximaci lze tyto výpočty použ́ıt ke korekci členu a(t) ve vztaźıch (44) a (66). V modelu
představeném v této práci nakonec tuto korekci nebudeme použ́ıvat, nicméně je ve fyzice interakce
interakce intenzivńıho laseru s atomem natolik známá, že je vhodné ji zmı́nit. Vztahy pro tuto
aproximaci uvedeme bez odvozeńı a odkážeme se na literaturu [25]. Pro počet vázaných elektron̊u
v čase t můžeme psát rovnici

dN(t)

dt
= −w(t)N , (76)

w(t) se nazývá mı́ra ionizace a právě jej́ım určeńım se zabývá ADK model. Uvažujeme vždy pouze
ionizaci valenčńıho elektronu, pro který ADK model dává

w(t) = |Cn∗l∗ |2
(

3|E(t)|
πF

) 1
2
(

2F

|E(t)|

)2n∗ ( |E(t)|
2F

)m+1

f(l,m)(−En∗)e−
2F

3|E(t)| , (77)

E(t) je amplituda bud́ıćıho pulzu, En∗ je vazebná energie n. energetického stavu a n∗, l∗ jsou
efektivńı kvantová č́ısla, u nichž je započ́ıtána korekce na př́ıtomnost daľśıch elektron̊u v atomovém
obalu, m je magnetické kvantové č́ıslo a C, F , f jsou funkce dány předpisy

|Ckj |2 =
22k

kΓ(k + j + 1)Γ(k − j)
, F = (−2En∗)

3
2 , f(l,m) =

(2l + 1)(l + |m|)!
2|m||m|!(l − |m|)!

. (78)

Protože se tyto závislosti lǐśı pro elektrony ve stejném energetickém stavu pro r̊uzná m, je výsledná
ADK mı́ra ionizace dána jejich pr̊uměrem, tj.

wADK(t) =
1

2l + 1

l∑
m=−l

wm(t) . (79)

Řešeńı rovnice (76) potom naṕı̌seme ve tvaru

N(t) = N0e−
∫ t
−∞ wADK(t̃) dt̃ , (80)

N0 je celkový počet atomů plynu, předpokládáme, že před př́ıchodem pulzu plyn nebyl ionizován.

18Tento model odvodili v roce 1986 fyzici Maxim V. Ammosov, Nikolai B. Delone a Valdimir P. Krǎınov [25].
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4 Popis vygenerovaného zářeńı

4.1 Š́ı̌reńı intenzivńıho laserového impulzu v plynném prostřed́ı

V předchoźım textu jsme si představili odezvu jednoho atomu na pole bud́ıćıho pulzu. Problémem,
kterým se budeme zabývat dále je š́ı̌reńı generovaného pole společně s polem bud́ıćıho pulzu
v prostřed́ı, kterým je v našem př́ıpadě plyn, jehož atomy zp̊usobuj́ı generaci vysokých harmo-
nických frekvenćı. V principu se nejedná o jednoduchý problém, protože š́ı̌reńı je ovlivněno mnoha
faktory, které maj́ı vliv na absorpci a fázový posun jednotlivých komponent š́ı̌ŕıćıho se pole. V prvńı
řadě je rychlost š́ı̌reńı pulzu r̊uzná pro r̊uzné frekvence, tento jev se nazývá lineárńı disperze a
zp̊usobuje vzájemný fázový posuv jednotlivých spektrálńıch složek zářeńı. Dále zde vystupuj́ı ne-
lineárńı jevy, které záviśı na intenzitě pulzu a obecněji na vyšš́ıch mocninách elektrického pole E,
těmito jevy se zabývá nelineárńı optika. Typickým d̊usledkem této závislosti je např́ıklad Kerr̊uv
jev. Daľśım jevem, který nám situaci komplikuje, je vytvářeńı volných elektron̊u. Tohoto jevu jsme
se už dotkli v samotném modelu jednoatomové odezvy. Jedná se o elektrony, které zpátky nerekom-
binovaly s mateřským atomem a z̊ustaly tak volné. Pro samotnou generaci vysokých harmonických
frekvenćı pro nás nebyly d̊uležité. Ovšem š́ı̌reńı pulzu ovlivňuj́ı značně, zp̊usobuj́ı vznik plazmatu,
které má odlǐsné optické vlastnosti než neionizovaný plyn. Posledńı věćı, kterou zmı́ńıme, jsou
vlastnosti vyplývaj́ıćı př́ımo z geometrie bud́ıćıho pulzu, kterou jsme rozeb́ırali v 2. kapitole. Dı́ky
tomu je generované pole odlǐsné v r̊uzných mı́stech prostoru. Řešeńım těchto problémů se v ter-
minologii attosekundové fyziky zabývá tzv. phase matching.19

4.1.1 Lineárńı disperzńı médium

V této práci se omeźıme na jednodušš́ı model lineárńıho disperzńıho prostřed́ı, tj. prostřed́ı, kde
považujeme jednotlivé komponenty pole za š́ı̌ŕıćı se nezávisle a bereme v úvahu pouze jevy spojené
s prvńı mocninou E. Vyjdeme z teorie pro š́ı̌reńı monochromatické vlny. Připomeňme tedy tento
př́ıpad a zkoumejme š́ı̌reńı ve směru osy z, použijeme rovinnou vlnu (1), s ϕ = 0. Vlnové č́ıslo k
nyńı záviśı na úhlové frekvenci, tj. k = k(ω) a charakterizuje nám rychlost š́ı̌reńı vlny s daným ω
v disperzńım prostřed́ı, nav́ıc docháźı k absorpci, která je charakterizována koeficientem absorpce
αabs(ω). Popis výsledné rovinné vlny je

Ex(z, t) = E0e−
αabs

2 z cos(ωt− k(ω)z) . (81)

Je vhodné popisovat absorpci i disperzi pomoćı komplexńıho vlnového č́ısla k̃ = k+iαabs/2. Vztah
(81) potom zaṕı̌seme ve tvaru

Ex(z, t) = Re
(

e−i(ωt−k̃(ω)z)
)
. (82)

Zapǐsme explicitně, jak bude vypadat pulz, který projde disperzńım prostřed́ım délky L, které
zač́ıná v bodě z0,

Er(z0 + L, t) = Re
(

e−i(ωt−k̃(ω)(z0+L))
)

= Re
(

e−i(ωt−k̃(ω)z0−k̃(ω)L)
)
. (83)

Ukazuje se, že je výhodněǰśı popisovat elektrické pole propaguj́ıćıho se pulzu v závislosti na
úhlové frekvenci. Je to zp̊usobeno t́ım, že vlnové č́ıslo je funkćı úhlové frekvence ω. Od času
přejdeme k úhlové frekvenci pomoćı Fourierovy transformace, kterou budeme použ́ıvat ve tvaru

F [f(t)] (ω) =

∫
R
f(t)eiωt dt . (84)

Znak Fourierovy transformace nebudeme dále psát, pokud to nebude třeba pro zd̊urazněńı, a to,
jestli pracujeme s transformovaným či netransformovaným polem, budeme značit pomoćı argu-
mentu funkce t nebo ω. Nyńı zjist́ıme, jak vypadá obecná rovinná vlna v bodě z0 +L a využijeme

19Tento výraz pocháźı z toho, co je naš́ım obvyklým ćılem při návrhu experimentu. Chceme aby při vzniku
attosekundového pulzu docházelo ke konstruktivńı interferenci mezi vznikaj́ıćım polem a polem již vygenerovaným,
tj. požadujeme aby odpov́ıdala fáze těchto poĺı.
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toho, jak se transformuje monochromatická vlna (83). Protože jsou Maxwellovy rovnice lineárńı,
bude řešeńım i superpozice rovinných monochromatických vln.20 Toto řešeńı je v bodě z0 ve tvaru

E(z0, t) =

∫
R
Ẽ(ω̃)e−i(ω̃t−k̃(ω̃)z0) dω̃ , (85)

kde Ẽ(ω̃) je nějaká integrovatelná funkce. Nyńı ukážeme, že ve frekvenčńı doméně plat́ı rovnost

E(z0 + L, ω) = E(z0, ω)eik̃(ω)L . (86)

Tento vztah dokážeme pomoćı Fourierovy transformace aplikované na řešeńı ve tvaru (85). Nejprve
si připrav́ıme, jak vypadá řešeńı ve frekvenčńı doméně v bodě z

E(z, ω) = F [E(z, t)] (ω) = F

[∫
R
Ẽ(ω̃)e−i(ω̃t−k̃(ω̃)z) dω̃

]
(ω) =

∫
R

∫
R
Ẽ(ω̃)e−i(ω̃t−k̃(ω̃)z)eiωt dω̃dt =

=

∫
R

∫
R
Ẽ(ω̃)eik̃(ω̃)zei(ω−ω̃)t dtdω̃ =

∫
R
Ẽ(ω̃)eik̃(ω̃)zδ(ω − ω̃) dω̃ = Ẽ(ω)eik̃(ω)z . (87)

Tedy můžeme psát

E(z0, ω)eik̃(ω)L = Ẽ(ω)eik̃(ω)z0eik̃(ω)L = Ẽ(ω)eik̃(ω)(z0+L) = E(z0 + L, ω) . (88)

T́ım je vztah (86) dokázán. Nyńı řešeńı vyjádř́ıme pomoćı komplexńıho indexu lomu prostřed́ı
ñ(ω), který je spojen s vlnovým č́ıslem k̃z(ω) vztahem ñ(ω) = c

ω k̃z(ω). Reálná část indexu lomu je
klasický index lomu, tj. Re(ñ) = c

ωkz(ω) a imaginárńı část popisuje absorpci, tj. Im(ñ) = c
2ωαabs.

Můžeme tedy přepsat vlnový vektor pomoćı indexu lomu ve tvaru k̃z = ω
c ñ(ω) a vztah (86) dostane

tvar

E(z0 + L, ω) = E(z0, ω)ei
ω
c ñ(ω)L . (89)

Pro praktické použit́ı je třeba mı́t znalost ñ(ω) pro r̊uzné vlnové délky zářeńı. Pro plyny se kterými
pracujeme lze ñ v krátkovlnné části spektra vyjádřit ve tvaru [5, 1]

ñ(λ) = 1− reN

2π
λ2(f1 + if2) , (90)

λ je dána vztahem λ = 2π cω , re = 1
4πε0

e2

mec
je klasický poloměr elektronu (me je hmotnost

elektronu), N je počet atomů plynu v jednotce objemu a f1, f2 jsou atomové rozptylové faktory,
které jsou tabelovány pro r̊uzné plyny. Pro většinu plyn̊u je možno naj́ıt koeficienty v on-line
databázi [40].

20V tomto tvaru lze zapsat libovolné řešeńı Maxwellových rovnic, t́ımto faktem se tu nabudeme zabývat a lze
nalézt např. v [3].
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5 Vytvořeńı jediného attosekundového impulzu

Doposud jsme se zabývali interakćı v pr̊uběhu celého bud́ıćıho pulzu a v SFA aproximaci jsme
zjistili, že k tř́ıkrokovému procesu docháźı během každé p̊ulperiody bud́ıćıho pole. Pro některé
aplikace se ukazuje jako d̊uležité vytvořit jediný impulz. Nyńı si představ́ıme zp̊usoby generace
jednotlivých attosekundových impulz̊u, které se použ́ıvaj́ı v závislosti na délce trváńı bud́ıćıho
pulzu.

5.1 Krátké bud́ıćı pulzy (∼ fs)

Pro velmi krátké bud́ıćı pulzy je podstatný vliv vzájemného fázového posunut́ı obálky bud́ıćıho
pulzu a samotného pole bud́ıćıho laseru. Je to zp̊usobeno t́ım, že vlastńı perioda bud́ıćıho pole je
srovnatelná s délkou trváńı pulzu. Představme si dvě krajńı možnosti. Prvńı je cosinový pulz, kdy
je vzájemný fázový posuv ϕ = 0, to znamená, že v maximu obálky pulzu se nacháźı také maximum
základńıho pole. Druhým krajńım př́ıpadem je sinový pulz, kdy se v maximu obálky pulzu nacháźı
minimum základńıho pole, odpov́ıdá tomu posuv ϕ = π/2. Tato charakteristika neńı pro daný pulz
časově neměnná, protože se obálka pulzu pohybuje grupovou rychlost́ı vg a základńı pole fázovou
rychlost́ı vf a tyto rychlosti jsou obecně r̊uzné. Vztah mezi těmito veličinami je dán disperzńım
vztahem pro dané prostřed́ı. V našem modelu předpokládáme š́ı̌reńı bud́ıćıho svazku ve vakuu, tj.
nezávisle na prostřed́ı, protože ale použ́ıváme Gaussovský svazek, popsaný vztahem (18), projev́ı
se tento efekt i zde ve formě Gouyova fázového posuvu φG.
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Obrázek 12: Cosinový pulz.
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Obrázek 13: Sinový pulz.

Charakter pulzu významně ovlivňuje vzniklé pole. V př́ıpadě cosinového pulzu vzniká pouze
jeden attosekundový impulz v maximu obálky bud́ıćıho pulzu, zat́ımco v př́ıpadě sinového pulzu
mohou vznikat dva menš́ı impulzy, vzdálené od sebe o p̊ulperiodu bud́ıćıho pole. Je třeba zmı́nit, že
ani v př́ıpadě cosinového pulzu nejsou zcela potlačeny odezvy ostatńıch maxim, nicméně odezva
od největš́ıho maxima obsahuje vyšš́ı frekvence, než od odezva ostatńıch maxim. Proto se pro
potlačeńı této odezvy použ́ıvaj́ı ńızkofrekvenčńı filtry.

5.2 Dlouhé bud́ıćı pulzy (∼ 10 fs)

V obálce jednoho bud́ıćıho pulzu se nacháźı větš́ı počet period základńıho pole. Vzniká tak série po
sobě jdoućıch attosekundových impulz̊u vzdálených od sebe o p̊ulperiodu bud́ıćıho pole–attosecond
pulse train (pro běžně použ́ıvaný Ti:Saf́ırový laser s vlnovou délkou 800 nm je tato vzdálenost
přibližně 1.3 fs). Pokud máme již vytvořenou sérii pulz̊u mimo médium je velmi obt́ıžné z nich
jeden vybrat, proto se použ́ıvaj́ı metody, kterým zajist́ıme aby byl již v médiu, kde prob́ıhá generace
impulz̊u, vytvořen pouze jediný. Zmı́ńıme dva zp̊usoby, jak toho lze dosáhnout.
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5.2.1 Dva kruhově polarizované bud́ıćı pulzy

Obrázek 14: Vznik jediného attosekundového impulzu pomoćı dvou navzájem zpožděných, opačně
kruhově polarizovaných Gaussovských pulz̊u. V pravé části obrázku jsou znázorněny trajektorie
elektron̊u e−, pro r̊uzné časy jejich uvolněńı. Převzato z [24].

Představ́ıme prvńı zp̊usob, jak lze dosáhnout generace jediného attosekundového impulzu.
Tento jev lze dobře analyticky popsat pomoćı klasického modelu, který jsme použili v sekci 3.3.
Uvažujeme nyńı kruhově levotočivě polarizovaný Gaussovský pulz s nulovým fázovým posuvem

E l(t) = E0e
−2 ln(2)

(
t
τg

)2

[ex cos(ω0t) + ey sin(ω0t)] , (91)

ex, ey jsou jednotkové vektory ve směrech x a y. Uvažujme nyńı pole složené ze dvou opačně kru-
hově polarizovaných Gaussovských pulz̊u, vzájemně zpožděných o celoč́ıselný násobek n poloviny
vlastńı periody t0

21

E l(t) = (−1)nE0e
−2 ln(2)

(
t− t0

2
τg

)2

[ex cos(ω0t) + ey sin(ω0t)] , (92)

Er(t) = (−1)nE0e
−2 ln(2)

(
t+
t0
2

τg

)2

[ex cos(ω0t)− ey sin(ω0t)] , (93)

počátek časové osy jsme volili t0/2 po maximu prvńıho pulzu. Porovnáme složky výsledného pole
E(t) = E l(t) + Er(t) v jednotlivých směrech

Ex(t) = (−1)nE0

e
−2 ln(2)

(
t+
t0
2

τg

)2

+ e
−2 ln(2)

(
t− t0

2
τg

)2
 cos(ω0t) , (94)

Ey(t) = (−1)nE0

e
−2 ln(2)

(
t+
t0
2

τg

)2

− e
−2 ln(2)

(
t− t0

2
τg

)2
 sin(ω0t) , (95)

dostali jsme tedy elipticky polarizovaný pulz. Pokud v tomto př́ıpadě použijeme tř́ıkrokový model
generace vysokých harmonických frekvenćı. Zjist́ıme z pohybových rovnic elektronu (32), že neńı

21Tento výsledek lze zobecnit na libovolný časový posun [1].
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možné zároveň splnit podmı́nku rekombinace pro čas návratu t′′, tj. x(t′′) = y(t′′) = 0, pro elipticky
polarizovaný pulz. Proto generace prob́ıhá pouze v okamžiku, kdy je pulz lineárně polarizovaný,
což je podle (94) a (95) pouze v t = 0. Tento mechanismus je znázorněn na obrázku 14. Poprvé se
podařilo tento zp̊usob generace jediného attosekundového impulzu experimentálně ověřit v roce
2004 [24].

5.2.2 Dvoubarevné pulzy

K buzeńı použijeme pole dvou r̊uzných bud́ıćıch laser̊u s r̊uznými vlnovými délkami (např. 800 nm a
650 nm), jejich pole spolu interferuj́ı a nejsilněǰśı attosekundové impulzy pak vznikaj́ı ve chv́ıli, kdy
je tato interference konstruktivńı. Pro výběr právě těchto impulz̊u je možno použ́ıt ńızkofrekvenčńı
filtr. T́ımto zp̊usobem generace se nebudeme dále detailně zabývat, protože vždy zálež́ı na kon-
krétńıch vlnových délkách bud́ıćıch poĺı, které skládáme. Jedńım ze speciálńıch př́ıpad̊u je použit́ı
druhé harmonické frekvence bud́ıćıho pole a je rozebrán v [1]. Výhodou pro popis tohoto zp̊usobu
generace jednoho impulzu je, že můžeme použ́ıt výsledek SFA (74), protože je odvozen pro obecný
tvar bud́ıćıho pole E(t).
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6 1–D model generace vysokých harmonických frekvenćı

Na základě výše popsané teorie autor vytvořil poč́ıtačový model, který provede výpočet tvaru
vzniklého pole při pr̊uchodu bud́ıćıho pulzu lineárńım disperzńım médiem. Využijeme zde výsledky
představené v 2., 3. a 4. kapitole. Nejdř́ıve si ujasńıme vstupńı parametry tohoto modelu. Před-
pokládáme š́ı̌reńı pulzu v médiu délky L, obsahuj́ıćı jeden druh neionizovaného plynu. Tento plyn
charakterizujeme pomoćı tlaku p a teploty T . T́ımto plynem procháźı svazek bud́ıćıho laseru, který
má vlnovou délku λ a maximálńı intenzitu I0. Použijeme Gaussovský pulz s chirpem bg, délky τg,
s konstantńım fázovým posuvem ϕ a Gaussovský svazek charakterizovaný polohou ohniska z0

a poloměrem svazku v ohnisku w0 (mı́sto této charakteristiky můžeme použ́ıt i Rayleighovovu
vzdálenost zR), nebo se můžeme omezit na Gaussovský pulz s prostorovým pr̊uběhem rovinné
vlny. Nyńı uved’me předpoklady, za kterých model vytvář́ıme.

• Plyn, kterým se š́ı̌ŕı bud́ıćı pulz je homogenńı a jeho parametry se neměńı s časem.

• Bud́ıćı pulz se pohybuje prostřed́ım rychlost́ı světla bez disperze a absorpce, jediné, co
ovlivňuje jeho vlastnosti, jsou parametry Gaussovského svazku.

• Pracujeme s atomy vod́ıku.

• U generovaného pulzu započ́ıtáváme disperzi a absorpci. Nelineárńı jevy neuvažujeme.

Ze zadaných hodnot potřebujeme źıskat počet atomů na jednotku objemu, jednak kv̊uli výpočtu
indexu lomu (90) a jednak kv̊uli výpočtu výsledného pole, které źıskáme vynásobeńım počtu atomů
s elektrickým polem vzniklým na jednom atomu. Počet atomů N na jednotku objemu V źıskáme
pomoćı termodynamického vztahu

pV = NkBT . (96)

6.1 Algoritmus pro popis generace pulzu v disperzńım médiu

Nyńı si schematicky představme algoritmus k výpočtu generovaného pole.

1. Prostřed́ı, kterým se š́ı̌ŕı bud́ıćı pulz rozděĺıme na ML stejně dlouhých buněk a urč́ıme v něm
pr̊uběh intenzity Gaussovského svazku podle vztahu (17), protože se zabýváme pouze š́ı̌reńım
ve směru osy svazku, je x = y = 0. Dále urč́ıme pomoćı (96) a (90) počet atomů v jedné
buňce N1 a index lomu ñ.

2. Spust́ıme jednoatomový model s amplitudou El(z) a fázovým posunut́ım ϕ v prvńı buňce,
určenými podle kroku 1. Pomoćı jednoatomového modelu (popsaného v odd́ılu 6.2) urč́ıme
odezvu jednoho atomu E1(ω, 1) v prvńı buňce ve frekvenčńı doméně. Celkovou odezvu
źıskáme vynásobeńım počtem atomů v jedné buňce, takže generované pole je Eg(ω, 1) =
N1 · E1(ω, 1).

3. Spust́ıme jednoatomový model v M . buňce, źıskáme odezvu jednoho atomu E1(ω,M). Pole
vycházej́ıćı z M . buňky je součet pole zde vygenerovaného a pole, které sem přǐslo z (M−1).
buňky za vlivu disperze a absorpce dle vztahu (89). Výsledné pole je tak

E(ω,M) = Eg(ω,M) + e−i
ω
c (ñ(ω)−1)∆zE(ω,M − 1) , (97)

∆z je vzdálenost mezi jednotlivými středy buněk. Tento krok opakujeme, dokud nedojdeme
na konec média.

4. Předešlými kroky jsme źıskali závislost pole vzniklého pulzu ve frekvenčńı doméně E(ω).
Pokud potřebujeme výsledné pole v závislosti na čase, provedeme inverzńı Fourierovu trans-
formaci a źıskáme E(t).

28



6.2 Algoritmus pro jednoatomovou odezvu.

1. Vytvoř́ıme Gaussovský pulz podle vztahu (4) s danými parametry, to znamená, že vytvoř́ıme
funkce elektrického pole E(t) a vektorového potenciálu A(t). Souřadnou soustavu voĺıme tak,
že maximum pulzu je v bodě t = 0.22 Je třeba zvolit vhodnou diskretizaci, tu voĺıme tak, aby
∆t ≤ 2~/eEγ,max, ∆t je vzdálenost vedleǰśıch bod̊u, Eγ,max urč́ıme z klasického modelu (36),
je to proto, abychom byli schopni zajistit všechny harmonické ve výsledném spektru až do
cutoffu. Celkovou délku časové základny zvoĺıme tak, aby byl pokrytý pr̊uběh elektrického
pole i v nějakém okoĺı délky pulzu, tj. (−τg/2, τg/2).

2. Provedeme výpočet středńı polohy elektronu podle vztahu (74), je vhodné pro rychleǰśı

výpočet zvolit mı́sto integrálu
∫ +∞

0
integrál

∫ Tm
0

, kde Tm je čas trváńı několika period
bud́ıćıho pulzu, protože do výsledné středńı hodnoty přisṕıvá předevš́ım několik málo period
po uvolněńı elektronu. Opravňuje nás k tomu analýza vztahu (74).

3. Provedeme Fourierovu transformaci druhé derivace polohy elektronu (75), výsledkem je vy-
generované pole jednoatomové odezvy ve frekvenčńı doméně, tj. E1(ω).

6.3 Výpočet pomoćı programu MATLAB R©

Autor práce se rozhodl použ́ıt k výpočtu program MATLAB R© a vytvořený kód lze nalézt v dodatku
C. V tomto konkrétńım př́ıpadě bylo použito Gaussovského pulzu pro vektorový potenciál A(t),
je to zp̊usobeno t́ım, že lze použ́ıt analytický tvar E(t) = −∂tA(t). Tato volba je velmi bĺızká
nechirpovaným Gaussovským pulz̊um v E(t).23 V př́ıpadě použit́ı chirpu dostaneme pulz pouze
podobný chirpovanému v E(t) a maximum tohoto pulzu již neńı v bodě t = 0.24 Výpočet zajǐst’uj́ı
dva hlavńı programy, které prováděj́ı výpočet podle algoritmů představených v minulých dvou
odstavćıch.

prop.m Ř́ıd́ıćı skript, ve kterém jsou v záhlav́ı nastaveny veškeré vstupńı parametry a samotný
skript poč́ıtá pole generované Gaussovským pulzem podle prvńıho algoritmu. Výpočet může
být proveden bud’ pro Gaussovský svazek, nebo pro rovinnou vlnu. Shrňme si nyńı všechny
parametry, které ke vstupu použ́ıváme. Jsou to délka média L, teplota plynu T a tlak p. Pro
bud́ıćı pole je to vlnová délka λ, délka pulzu τg, parametr chirpu bg a maximálńı intenzita
I0, při použit́ı Gaussovského svazku jsou nav́ıc jeho parametry š́ı̌rka svazku v ohnisku w0

a souřadnice ohniska z0. Dále tu jsou pomocné konstanty pro numerický výpočet, jsou to:
délka časového okna pro bud́ıćı pulz udaná v jednotkách τg, počet buněk rozděleńı média,
počet bod̊u rozděleńı časového pr̊uběhu bud́ıćıho pulzu (lze zadat fixńı, nebo vypoč́ıtaný
tak, aby byla po výpočtu Fourierovy transformace mı́rně přesažena oblast předpokládaného
cutoffu) a počet period bud́ıćıho pole, které jsou započ́ıtány do generace jednoho impulzu.

dipol.m Funkce, která se stará o výpočet jednoatomové odezvy podle druhého algoritmu. Pro výpočet
integrálu (74) je použita lichoběžńıková metoda.

Dále jsou využity pomocné funkce.

Primint.m Funkce, která zajǐst’uje numerický výpočet primitivńı funkce k libovolnému zadanému vek-
toru, pro výpočet je použita lichoběžńıková metoda.

dm.m Funkce, která vraćı hodnotu maticového elementu dipólového přechodu v závislosti na hyb-
nosti.

22Je třeba upozornit, že tato volba je nefyzikálńı, protože máme soustavu spojenou s pulzem který se pohybuje
grupovou rychlost́ı, kterou máme v našem modelu rovnu c. Pro popis našeho modelu to ale nevad́ı.

23Je třeba zmı́nit, že i samotný Gaussovský pulz v E(t) představuje model skutečného pulzu a Gaussovský pulz
v A(t) můžeme chápat jako jiný velmi podobný model a bez experimentálńıho ověřeńı nemůžeme ř́ıci, že je tento
model horš́ı. Tato volba se projev́ı přičteńım členu obsahuj́ıćı funkci sinus ke vztahu (2), který je ale pro námi
použ́ıvané pulzy řádově menš́ı (∼ E0/ω0).

24Oproti nechirpovanému pulzu se nezanedbatelně změńı obálka pulzu, konkrétně E0 → E0(1 + 2bgt/ω0).
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Act.m Funkce, která poč́ıtá hodnotu stacionárńı akce pro daný čas uvolněńı elektronu.

loadcoef.m Skript, který provád́ı výpočet parametr̊u f1 a f2 pro komplexńı index lomu ñ pomoćı inter-
polace z tabelovaných hodnot.

6.4 Výsledky

V této kapitole budou shrnuty výsledky výpočt̊u 1–D modelu, vytvořeného autorem práce a po-
psaném v předchoźı kapitole. Výsledky simulaćı maj́ı demonstrovat funkčnost modelu a zat́ım si
nekladou za ćıl optimalizovat podmı́nky pro vytvořeńı nějakého konkrétńıho typu impulzu. Kv̊uli
ilustrativnosti mohou být některé hodnoty nadsazené oproti skutečným podmı́nkám. Model také
zat́ım nedává kvantitativńı výsledky a omeźıme se pouze na kvalitativńı, proto jsou v popisu graf̊u
použity tzv. arbitrary units (arb. u.) nebo také relativńı jednotky, ve kterých je popsán charakter
závislost́ı, nikoliv skutečná hodnota veličin. Pokud nebude uvedeno jinak, byly simulace provedeny
pro vod́ıkové atomy při teplotě 20 ◦C a tlaku 50 mbar, s laserem o vlnové délce 800 nm. Všechny
pulzy maj́ı nulový fázový posuv ϕ a parametr chirpu bg. Za počátek souřadnic média je považován
jeho začátek.
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Obrázek 15: Simulace pro prostřed́ı délky L = 1 cm a parametry Gaussovského svazku: τg = 3 fs,
I0 = 2 · 1018 Wm−2, poloha ohniska z0 = 5 mm a poloměr svazku v ohnisku w0 = 8 · 10−5 m.
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Obrázek 16: Simulace bud́ıćıho pulzu s délkou τg = 25 fs, ostatńı parametry shodné jako v simulaci
z obrázku 15.

Nejprve si na obrázćıch 15 a 16 ukážeme funkce vytvořeného modelu na dvou r̊uzných délkách
bud́ıćıch pulz̊u a představ́ıme si, co jednotlivé grafy reprezentuj́ı. Horńı graf v levé polovině
představuje pr̊uběh elektrického pole bud́ıćıho pulzu, graf pod ńım představuje pr̊uběh elektrického
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pole vygenerovaného pulzu, pravý graf představuje spektrum tohoto pulzu, levý dolńı a pravý graf
jsou tedy ekvivalentńı až na fázi jednotlivých frekvenćı, která neńı v pravém grafu znázorněna.

Na grafech v levé části si můžeme všimnout, že každému maximu bud́ıćıho pole odpov́ıdá jeden
vygenerovaný impulz, což odpov́ıdá našemu očekáváńı. Daľśı vlastnosti generovaného zářeńı budou
rozebrány na př́ıkladech v daľśıch odd́ılech.

6.4.1 Generace lichých harmonických frekvenćı, tvar spektra
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Obrázek 17: Spektrum vygenerovaného zářeńı v závislosti na násobku frekvence N bud́ıćıho pole.
Parametry bud́ıćıho pulzu: τg = 30 fs, I0 = 2 · 1018 Wm−2, z0 = 2.5 mm a w0 = 6 · 10−5 m. Délka
média L = 5 mm.

Prvně se pod́ıvejme na základńı vlastnosti vygenerovaného spektra. Vid́ıme, že na začátku se
nacháźı silná klesaj́ıćı odezva v nižš́ıch harmonických frekvenćıch a po ńı následuje plato, kde
je zastoupeńı daných frekvenćı (a tedy i energíı) v podstatě konstantńı, poté následuje cutoff a
exponenciálńı útlum (v našem př́ıpadě je to v okoĺı 30. harmonické frekvence).

Ověř́ıme, že náš model generuje pro deľśı pulzy liché harmonické frekvence bud́ıćıho pole,
jak bychom očekávali dle úvah z odd́ılu 3.2. Na obrázku 17 je znázorněno spektrum v závislosti
na řádu harmonické frekvence bud́ıćıho laseru. Ukazuje se, že se generuj́ı opravdu předevš́ım
liché harmonické frekvence bud́ıćıho pole tato závislost je nejlépe pozorovatelné v oblasti začátku
spektra: 11. a 13. harmonické frekvence a dále v oblasti cutoffu od 29. harmonické frekvence,
v oblasti plata je generace pouze lichých harmonických frekvenćı méně výrazná. Př́ıčina tohoto
jevu může být ve špatné funkci SFA pro tuto oblast spektra.
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6.4.2 Gouẙuv fázový posuv, disperze generovaných impulz̊u v médiu
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Obrázek 18: Pr̊uchod laserového pulzu (Gaussovský svazek a Gaussovský pr̊uběh) médiem, délka
média je uvedena v názvu jednotlivých graf̊u. Parametry bud́ıćıho pulzu: τg = 15 fs, I0 = 2.5 ·
1018 Wm−2, z0 = 0 m a zR = 3 cm.
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Obrázek 19: Pr̊uchod rovinné vlny s Gaussovským tvarem pulzu disperzńım prostřed́ım. Parametry
bud́ıćıho pulzu: τg = 15 fs, I0 = 2.5 · 1018 Wm−2.

Disperźı generovaných pulz̊u jsme se zabývali v 4. kapitole, v modelu použ́ıváme model lineárńıho
disperzńıho prostřed́ı, daľśımi efekty jsou Gouẙuv fázový posuv a proměnná intenzita bud́ıćıho
pole na ose z, jak se tyto efekty projev́ı na vygenerovaném poli je znázorněno na obrázku 18.
Při použit́ı krátkého média jsou zřetelné jednotlivé impulzy. Při použit́ı dlouhého média se tyto
impulzy spoj́ı dohromady. Abychom si udělali představu, jak se projev́ı pouze vliv disperze, je na
obrázku 19 znázorněn vliv disperze na rovinné vlně s Gaussovským tvarem pulzu. Vid́ıme, že efekt
samotné disperze je velmi podobný, ale rozplynut́ı pulzu neńı tak výrazné. Aby byly výsledky
dobře porovnatelné je v př́ıpadě Gaussovského svazku voleno ohnisko na začátku média.
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6.4.3 Maximálńı energie generovaného zářeńı, cutoff
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I= 3 ⋅ 1018 Wm−2
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I= 5 ⋅ 1018 Wm−2

Obrázek 20: Spektrum vygenerovaného zářeńı pro r̊uzné intenzity bud́ıćıho pulzu, intenzita pulzu
je uvedena v názvu jednotlivých graf̊u. Ostatńı parametry bud́ıćıch pulz̊u jsou τg = 20 fs, z0 =
0.25 mm a w0 = 6 · 10−5 m. Délka média L = 0.5 mm. Svislou čarou je naznačená energie cutoffu
dle klasického vztahu (36).

Klasická teorie nám udává, jakou nejvyšš́ı energii můžeme ve spektru výsledného zářeńı očekávat.
Na obrázku 20 jsou znázorněny spektra pro r̊uzné intenzity bud́ıćıho pulzu. Vid́ıme, že pro námi
použité intenzity klasická hodnota velmi dobře popisuje cutoff ve spektru vytvořeném v simu-
laćıch. Protože jsme použili krátké médium, nejsou tu podstatné vlivy absorpce a geometrie svazku
bud́ıćıho laseru.
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6.4.4 Spektrálńı filtr
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Obrázek 21: Použit́ı r̊uzných energetických filtr̊u, minimálńı energie pro projit́ı filtrem je uvedena
v názvu jednotlivých graf̊u. Parametry bud́ıćıho pulzu: τg = 20 fs, I0 = 5 · 1018 Wm−2, z0 = 5 mm
a w0 = 6 · 10−5 m. Délka média L = 1 cm.

V 5. kapitole jsme si popsali, že jedńım z princip̊u, které se uplatňuj́ı při generaci jednot-
livých attosekundových impulz̊u je odfiltrováńı deľśıch vlnových délek vzniklého zářeńı pomoćı
energetických filtr̊u. Prozkoumejme, jak je tuto situaci schopen simulovat vytvořený model. Na
obrázku 21 je zobrazeno vygenerované pole po projit́ı čtyřmi r̊uznými energetickými filtry. Při
použit́ı prvńıho filtru vid́ıme, že generováńı impulz̊u prob́ıhá během celého trváńı bud́ıćıho pulzu.
Při použit́ı filtru 92.2 eV z̊ustalo pouze 7 výrazných impulz̊u v okoĺı maxima bud́ıćıho pulzu,
v př́ıpadě posledńıho filtru to jsou už pouze 3 výrazné impulzy. Je ovšem třeba zd̊uraznit, že
výsledné impulzy jsou normovány nezávisle na ostatńıch, to znamená, že ve skutečnosti je rozd́ıl
v elektrickém poli po pr̊uchodu prvńım a posledńım filtrem i několik řád̊u. Filtry byly voleny vždy
v minimu mezi dvěma sousedńımi energetickými ṕıky, posledńı filtr zachycuje pouze posledńı dvě
vysoké harmonické frekvence zřetelné ve spektru.
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6.4.5 Závislost spektra generovaného pulzu na délce bud́ıćıho pulzu
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Obrázek 22: Spektrum vygenerovaného zářeńı pro r̊uzně dlouhé bud́ıćı pulzy, délka pulzu je uve-
dena v názvu jednotlivých graf̊u. Ostatńı parametry bud́ıćıch pulz̊u jsou I0 = 1.5 · 1018 Wm−2,
z0 = 5 mm a w0 = 6 · 10−5 m. Délka média L = 1 cm.

Jak jsme zmı́nili v odd́ılu 3.2, jsou ve spektru v d̊usledku periodicity pole pouze liché harmo-
nické, v př́ıpadě velmi krátkých bud́ıćıch pulz̊u (viz odd́ıl 5.1) je situace odlǐsná, máme vygene-
rovaný pouze jediný impulz a očekáváme sṕı̌se spojité spektrum. Na obrázku 22 je znázorněno
spektrum r̊uzně dlouhých bud́ıćıch pulz̊u a skutečně pro nejkratš́ı 4fs pulz je spektrum v oblasti
nejvyšš́ıch generovaných energíı foton̊u v podstatě spojité, pro 10fs už můžeme pozorovat málo
zřetelné ṕıky a pro nejdeľśı 20fs pulz už jsou ṕıky zcela jasně pozorovatelné.
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6.4.6 Generace jediného attosekundového impulzu krátkým bud́ıćım pulzem

V předchoźıch dvou odd́ılech jsme si představili vliv délky bud́ıćıho pulzu na tvar spektra vyge-
nerovaného zářeńı a funkci spektrálńıch filtr̊u. Jak jsme zmı́nili v odd́ıle 5.1, je jedńım ze zp̊usob̊u
generace jediného attosekundového impulzu použit́ı spektrálńıho filtru v kombinaci s krátkým
bud́ıćım pulzem. Tato situace je pro 3fs bud́ıćı pulz znázorněna na obrázku 23, levý graf ukazuje
spektrum vzniklého zářeńı, pravý vytvořený impulz po pr̊uchodu spektrálńım filtrem, délka tohoto
impulzu je přibližně 280 as (FWHM).
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Obrázek 23: Generace jediného attosekundového impulzu. Vlevo je spektrum vygenerovaného
zářeńı, vpravo pr̊uběh vygenerovaného elektrického pole po pr̊uchodu filtrem Ef = 43 eV. Pa-
rametry bud́ıćıho pulzu: τg = 3 fs, I0 = 2 · 1018 Wm−2, z0 = 0.5 µm a w0 = 6 · 10−5 m. Délka
média L = 1 µm.
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6.4.7 Chirpované bud́ıćı pulzy
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Obrázek 24: Pole vygenerované kladně chirpovaným pulzem. Parametry bud́ıćıho pulzu: τg = 15 fs,
I0 = 5 · 1018 Wm−2, z0 = 0.5 µm, w0 = 8 · 10−5 m a bg = 6 · 1028 s−2. Délka média L = 1 µm. Pro
vygenerované pole byl použit filtr Ef = 118.2 eV.
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Obrázek 25: Pole vygenerované záporně chirpovaným pulzem. bg = −6·1028 s−2, ostatńı parametry
shodné v simulaci na obrázku 24. Pro vygenerované pole byl použit filtr Ef = 115.8 eV.

Zářeńı vygenerované chirpovanými pulzy je znázorněno na obrázćıch 24 a 25. Je třeba připome-
nout, že maximum obálky již neńı v t = 0. Jsou zobrazeny pouze impulzy odpov́ıdaj́ıćı nejvyšš́ım
harmonickým ve spektru. Vid́ıme, že v př́ıpadě kladně chirpovaného pulzu (obr. 24) vznikaj́ı tyto
impulzy ještě před maximem intenzity bud́ıćıho pulzu, pro negativně chirpovaný pulz vznikaj́ı až
za ńım. To odpov́ıdá našemu očekáváńı, protože je v těchto oblastech větš́ı okamžitá vlnová délka25

a tedy i větš́ı ponderomotivńı potenciál Up a tedy v této oblasti podle (36) mohou vznikat fotony
s vyšš́ı energíı.

25Pro elektrické pole E(t) = E0 cos(ω0t + ϕ(t)) definujeme okamžitou úhlovou frekvenci ω(t) = ∂t(ω0t + ϕ(t)).
Okamžitá vlnová délka je λ(t) = 2πc/ω(t).
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Obrázek 26: Spektrum vygenerovaného zářeńı pro r̊uzně chirpované bud́ıćı pulzy. Parametry
bud́ıćıho pulzu: τg = 15 fs, I0 = 1.5 · 1018 Wm−2, z0 = 2.5 mm, w0 = 8 · 10−5 m a parametr
chirpu shora bg = 0, ±6 · 1028 s−2. Délka média L = 1 cm.

Na obrázku 26 je spektrum vygenerovaného zářeńı pro r̊uzně chirpované bud́ıćı pulzy. Vid́ıme,
že pro chirpované pulzy jsou ṕıky odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým vysokým harmonickým frekvenćım
širš́ı. Je to zp̊usobeno t́ım, že frekvence bud́ıćıho pulzu se pomalu měńı v jeho pr̊uběhu a proto se
měńı i poloha ṕık̊u.
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7 Závěr

Ćılem této práce bylo prostudovat podmı́nky a fyzikálńı princip generace vysokých harmonických
frekvenćı intenzivńıho laserového pulzu v plynném prostřed́ı a podmı́nky vzniku jediného atto-
sekundového impulzu. Mezi potřebné teoretické znalosti patř́ı popis svazku bud́ıćıho laseru, který
je proveden v 2. kapitole, dále mikroskopický model jednoatomové odezvy, který je představen v 3.
kapitole a makroskopický model vzniku a š́ı̌reńı vzniklého elektromagnetického zářeńı v plynném
médiu, představený v 4. kapitole. V 5. kapitole jsou nast́ıněny možnosti vzniku pouze jediného
attosekundového impulzu. Na základě těchto znalost́ı autor vytvořil autor poč́ıtačový model v pro-
gramu MATLAB R©, který je představen v 6. kapitole a jsou na něm ilustrovány některé př́ıklady
teorie probrané v předchoźıch kapitolách. Celému textu nav́ıc předcháźı přehled v dnešńı době
použ́ıvaných a studovaných zdroj̊u krátkovlnného zářeńı, pro možnost zařazeńı generace vysokých
harmonických frekvenćı do širš́ıho kontextu.

7.1 Výhled

Tato práce je jen úvodem do problematiky generace vysokých harmonických frekvenćı a atto-
sekundových impulz̊u a ani vytvořený model nepředstavuje maximum, čeho je v dnešńı době
možno dosáhnout. V podstatě se dá ř́ıci, že na každou aproximaci lze provést nějakou korekci,
kterou se v́ıce přibĺıž́ıme k realitě, at’ to jsou zpřesněńı vycházej́ıćı z matematického modelu, či
fenomenolgické vycházej́ıćı z již provedených experiment̊u. Z tohoto d̊uvodu autor nepovažuje toto
téma v žádném př́ıpadě za vyčerpané a plánuje v něm pokračovat. Nejrychleji dosažitelné vylepšeńı
se zat́ım jev́ı implementace dvoubarevného buzeńı ke generaci jednotlivých attosekundových im-
pulz̊u zmı́něné v 5.2.2 a vylepšeńı modelu chirpu. Daľśı je korekce k započ́ıtáńı vyprazdňováńı
základńıho stavu pomoćı ADK modelu 3.6. Model zat́ım poč́ıtá pouze atomy vod́ıku, pro prak-
tické použit́ı je třeba přej́ıt i k jiným prvk̊um. Logickým krokem je také přechod od vytvořeného
jednodimenzionálńıho modelu k trojrozměrnému.
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[26] Kubeš, P. Impulsńı silnoproudé výboje a jejich diagnostika, on-line skriptum , FEL ČVUT,
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Universität Hamburg (2011)
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Dodatky

A Saddle point approximation

Tato metoda se využ́ıvá k výpočtu integrálu typu

I1 =

∫ b

a

f(x)eAg(x) dx , (98)

pro A� 0, funkce f, g : R→ R nebo v n-rozměrném př́ıpadě

In =

∫
M

f(x1, . . . , xn)eAg(x1,...,xn) dnx, M ⊂ Rn , (99)

f, g : Rn → R. Předpokládáme, že funkce g nabývá maxima v intervalu (a, b), resp. uvnitř M .
Tento př́ıpad lze dále zobecnit na funkce f, g : Rn → C, toto zobecněńı je využito v 3.4. Nebudeme
se tu zabývat zcela korektńım zd̊uvodněńım všech krok̊u, protože chceme pouze naznačit myšlenku
výpočtu. Pro detailněǰśı odvozeńı vizte použitou literaturu [41, 42].

A.1 Jednorozměrný př́ıpad

Nyńı k samotnému výpočtu v reálném př́ıpadě. Předpokládáme, že funkce g nabývá maxima
v intervalu (a, b), resp. uvnitř M . Nyńı se budeme zabývat jednorozměrným př́ıpadem, bez újmy
na obecnosti předpokládejme, že maxima se nabývá v 0 a 0 ∈ (a, b). Rozvineme Ag do Taylorovy
řady

Ag(x) = Ag(0) +A
g′′(0)

2
x2 +A

g′′′(0)

3!
x3 + · · ·+A

g(m)(0)

m!
xm + · · · , (100)

funkce nabývá v 0 maxima, proto g′(0) = 0. Podobně je f(x) =
∑+∞
k=0

f(k)(0)
k! xk. Můžeme tak psát

I1 = eAg(0)

∫ b

a

(
+∞∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk

)
exp

(
A

+∞∑
k=2

g(k)(0)

k!
xk

)
dx . (101)

Použijeme substituci x = y√
A

, dostaneme tak

I1 =
eAg(0)

√
A

∫ √Ab
√
Aa

(
f(0) +

+∞∑
k=1

f (k)(0)

A
k
2 k!

yk

)
exp

(
g′′(0)y2 +

+∞∑
k=3

g(k)(0)

A
k
2−1k!

yk

)
dy , (102)

v sumách uvnitř integrálu zanedbáme členy řádu O(A−
1
2 ), dále předpokládáme ze znalosti in-

tegrálu Gaussovy funkce, že k integrálu bude přisṕıvat předevš́ım okoĺı maxima, proto se nedo-
pust́ıme velké chyby, pokud polož́ıme

√
Aa ≈ −∞ a

√
Ab ≈ +∞.26 Vı́me, že 0 je bodem maxima

g, proto g′′(0) < 0, celkem pro I1 dostaneme

I1 ≈ f(0)
eAg(0)

√
A

∫
R

e
g′′(0)

2 y2 dy = f(0)eAg(0)

√
2π

−Ag′′(0)
. (103)

A.2 Vı́cerozměrný př́ıpad

Podobně jako v jednorozměrném př́ıpadě rozvineme funkce do Taylorovy řady v bodě 0, kde
nabývá g ostrého maxima,

g(x1, . . . , xn) = g(0, . . . , 0) +

+∞∑
k=2

∑
(i1,...,in)∈Zn+
i1+···+in=k

1

i1! · · · in!

∂kg(0, . . . , 0)

∂xi11 · · · ∂x
in
n

k∏
j=1

x
ij
ij
. (104)

26V př́ıpadě a, b = ∓∞ se této chyby nedopoušt́ıme.
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Podobně rozvineme f . Daľśı úvahy jsou obdobné jako u funkce jedné proměnné. Pomoćı matice
druhé derivace

Bij =
∂2g(0, . . . , 0)

∂xi∂xj
, i, j = 1, . . . , n (105)

můžeme výsledný integrál psát ve tvaru

In ≈ f(0, . . . , 0)
eAg(0,...,0)

A
n
2

∫
Rn

e
1
2y·(By) dny . (106)

O matici B v́ıme, že je negativně definitńı, proto existuje rozklad [29] B = P−1DP, D je diagonálńı
matice s vlastńımi č́ısly matice B na diagonále a P je ortogonálńı matice, tj. |detP| = 1 a pro
matici sdruženou plat́ı P∗ = P−1. V integrálu provedeme substituci z = Py. Protože je determinant
transformačńı matice v absolutńı hodnotě roven jedné, plat́ı dny = dnz. Pro skalárńı součin
v exponentu plat́ı

(P−1z) · (P−1DPP−1z) = (P−1z) · (P∗Dz) = (PP−1z) · (Dz) =

n∑
i=1

diz
2
i , (107)

di jsou diagonálńı prvky matice D. Výsledek můžeme psát

In ≈ f0
eAg0

A
n
2

n∏
i=1

(∫
R

e
1
2diz

2
i dzi

)
= f0

eAg0

A
n
2

n∏
i=1

√
2π

−di
= f0

(2π)
n
2 eAg0√

An|detB|
, (108)

označili jsme g0 = g(0, . . . , 0), f0 = f(0, . . . , 0) a využili rovnost
∏n
i=1 di = detD = detB a

znaménko determinantu pro sudá a lichá n.

A.3 Komplexńı př́ıpad

Naše výsledky potřebujeme zobecnit na komplexńı př́ıpad f, g : Rn → C. Funkci g můžeme zapsat
ve tvaru g(x) = g1(x)+ig2(x) a g1, g2 jsou reálné funkce. Budeme se zabývat speciálńım př́ıpadem,
kdy g1(x) = 0, ∀x ∈ Rn. zaj́ımá nás tedy integrál

IC =

∫
Rn
f(x)eiAg(x) dnx , (109)

f je komplexńı funkce, ale g již uvažujeme jako reálnou. Rádi bychom využili stejný postup jako
v reálném př́ıpadě. Nyńı je ovšem třeba využ́ıt Gaussova integrálu

IG =

∫
R

eiaξ
2

dξ =

√
iπ

a
, a ∈ R \ {0} . (110)

Je zřejmé, že se v tomto výsledku nelze jednoduše odvolat na reálný př́ıpad. Naznač́ıme tedy d̊ukaz
platnosti této rovnosti. Přejděme k integraci v komplexńım oboru. Dı́ky symetrii se stač́ı omezit
na polorovinu x > 0 a integrál zaṕı̌seme ve tvaru

1

2
IG = lim

R→+∞

∫
γR

eiaz
2

dz, γR = {0 < x < R, y = 0} , (111)

z = x+ iy je nová komplexńı proměnná. Protože je eiaz
2

holomorfńı funkce použijeme Cauchyovu
větu, podle které je

∮
γ

eiaz
2

dz = 0, γ je křivka spojuj́ıćı vrcholy trojúhelńıka27 (0, 0), (R, 0),

(R,R). Voĺıme orientaci křivky proti směru pohybu hodinových ručiček, dostaneme tak rovnost∫
γR

eiaz
2

dz = −
∫ (0,0)

(R,R)

eiaz
2

dz −
∫ (R,R)

(R,0)

eiaz
2

dz . (112)

27Volba trojúhelńıka záviśı na znaménku a, my jsme udělali volbu pro a > 0, je to kv̊uli konvergenci následuj́ıćıch
integrál̊u. Pro a < 0 bychom zaměnili vrchol (R,R) za (R,−R).
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Pro prvńı integrál na pravé straně dostaneme při parametrizaci γ1 = {x = y = R− t; 0 < t < R} :∫ (0,0)

(R,R)

eiaz
2

dz =

∫ R

0

eia((R−t)+i(R−t))2(−1− i) dt = −(1 + i)

∫ R

0

e−2as2 ds , (113)

v posledńı úpravě jsme substituovali s = R− t, pro druhý dostaneme odhad∣∣∣∣∣
∫ (R,R)

(R,0)

eiaz
2

dz

∣∣∣∣∣ ≤
∫ R

0

∣∣∣eia(R+it)2 i
∣∣∣ dt ≤

∫ +∞

0

e−2aRt dt =
1

2aR

R→+∞−→ 0 . (114)

Odtud můžeme psát výsledek28

IG = 2 lim
R→+∞

(1 + i)

∫ R

0

e−2at2 dt =
1 + i√

2

√
π

a
=

√
iπ

a
. (115)

Nyńı přistouṕıme k výpočtu integrálu (109), nebudeme již opakovat úpravy analogické těm v A.2
a použijeme stejné značeńı, dostaneme tak

IC =
f0eAg0

A
n
2

n∏
i=1

(∫
R

e
i
2diz

2
i dzi

)
=
f0eAg0

A
n
2

n∏
i=1

√
i2π

di
, (116)

je třeba upozornit, že vzorec
√
a
√
b =
√
ab plat́ı pouze pokud je alespoň jedno z č́ısel a, b nezáporné!

Proto je třeba dbát zvýšenou pozornost na výpočet posledńı odmocniny s přihlédnut́ım ke konvenci
uvedené v poznámce. Proto jsme také vzorec neupravili do tvaru s determinantem, ale ponechali
jsme tvar s vlastńımi č́ısly matice B. Dále je vhodné si povšimnout, že v komplexńım př́ıpadě tento
výsledek plat́ı pro funkce, které maj́ı v 0 maximum, minimum nebo sedlový bod.

28Výraz
√
i neńı jednoznačně definován, tedy je třeba pracovat opatrně v př́ıpadech, kdy by t́ım mohl být

ovlivněn výsledek. V této práci už́ıváme
√
i = (1 + i)/

√
2 a
√
−i = (1− i)/

√
2.
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B Atomové jednotky (a.u.)

V těchto jednotkách je č́ıselná hodnota následuj́ıćıch veličin definována rovna jedné:

~ = e = me =
1

4πε0
= 1 . (117)

Z těchto vztah̊u plyne i č́ıselná rovnost následuj́ıćıch konstant, kterou je vhodné zmı́nit, protože
se využ́ıvá v této práci

a0 = 2IP = αc = 1, (118)

α je konstanta jemné struktury, a0 Bohr̊uv poloměr, c rychlost světla ve vakuu a IP je ionizačńı
energie atomu vod́ıku v základńım stavu. V tabulce 1 jsou uvedeny transformačńı vztahy mezi
systémy SI a a.u.29

Veličina Jednotka Převodńı vztah a.u.

Energie J 1 a.u.=4.35974 · 10−18 J
Energie eV 1 a.u.=27.2114 eV
Hmotnost kg 1 a.u.=9.10938 · 10−31kg
Náboj C 1 a.u.=1.60218 · 10−19 C
Elektrické pole V ·m−1 1 a.u.=5.14221 · 1011 V ·m−1

Čas s 1 a.u.=2.41888 · 10−17 s
Délka m 1 a.u.=5.29177 · 10−11 m
Rychlost m · s−1 1 a.u.=2.18769 · 106 m · s−1

Tabulka 1: Převodńı vztahy mezi veličinami v atomových jednotkách (a.u.) a soustavou SI.

29Nav́ıc je uvedena i energie v eV, protože se tato jednotka také běžně použ́ıvá.
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C Zdrojový kód programů

Zdrojový kód programu pro výpočet vzniku vysokých harmonických frekvenćı v médiu.

%PROPAGATION OF THE GENERATED PULSE IN A DISPERSIVE MEDIUM

clear all, close all, clc
c=299792458; mu0=4*pi*1e-7; eps0=1/mu0/c^2; alph=7.297352569824e-3; hbar=1.054571726e-34;
echarge=1.602176565e-19; elmass=9.10938291e-31; hbareV=6.58211928e-16; %alph - Fine structure contstant, hbareV - Planck constant in eV
k_B=1.3806488e-23; %Boltzmann constant

re=echarge^2/4/pi/eps0/elmass/c^2; %classical electron radius

% MEDIUM PROPERTIES
L=1e-2; %lenght of the medium (m)
p=50e-3; %pressure of gas (bar)
T=20; %temperature (◦C)

% GAUSSIAN LASER BEAM PROPERTIES/PLANE WAVE PROPERTIES
lambda_G=800e-9; % laser wavelength (m)
T_G=15e-15; % pulse length (s) [FWHM length]
I0=1.5e18; % Maximum intensity (W/m^2) %2e18 %5e18 dobrý
w_0=8e-5; %laser beam waist (m)
z_0=L/2; %focal point of laser beam coordinate in medium, medium begins at z=0 (m)
phi_sh=0; %phase shift
b=0;% 0.02e30; % chirp (s^-2)

% CONSTANTS FOR NUMERIC CALCULATIONS
%Propagation in medium
N=25; %number of steps %25
%One-atom response
FixedN2=0; %1 - Fixed number of steps, 0 - Number of steps is calculated using cutoff energy
N2=25000; %half of the number of steps, N2+1 is zero time (ignored if FixedN2=0)
m=15; %Computing X over ’m’ periods X=int_0^+infty dtau ~ X=int_0^(m*T_LS), LS - laser field %2
FrL=3.5; %Time of the computation frame lenght in pulse lenght unit
EmL=1.7; %Maximal energy captured in Fourier transform in cutoff energy unit (E_cutoff=1) %1.3 1.7 2
PlE=0; %logical variable for plotting laser field in the last cell

%PLANE WAVE OR GAUSSIAN BEAM
Gauss=1; %1 - Gaussian beam, 0 - plane wave
%for a plane wave is rendundant arguments ignored

%number of steps with cutoff energy use
I_P=4.35974e-18/2; %ionization potential of hydrogen atom (J)
U_p=(echarge*lambda_G/pi)^2*mu0*I0/8/c/elmass; %ponderomotive potential (J)

E_cutoff=I_P+3.17*U_p; %(J)
if not(FixedN2)

E_max=EmL*E_cutoff; %(J)
dt=pi*hbar/E_max; %(s)
N2=round(FrL*T_G/dt/2);

end

%computations for pulse propagation in medium
T=T+273.15; %temperature in Kelvins
p=p*1e5; %pressure in Pascals

z=linspace(L/N/2,L-L/N/2,N); %z grid %%zero point of the z axis is in z(1)-dz/2
dz=z(2)-z(1); %elementar lenght
z_R=pi*w_0^2/lambda_G; %Rayleigh lenght of laser beam (m)
z_c=-z_0+dz/2; %z coordinate of z(1) in laser beam waist coordinates coordinates with (z_0=0)

NA=p/k_B/T; %number of atoms in unit volume
NA_S=NA*dz;%number of atoms which interact in elementar volume, assume unity surface
%NA=NA*dz*4*pi*r^2;

if Gauss

%Electric field in the first medium cell
phi=atan(z_c/z_R); %phase shift to Gouy formula
w=w_0*sqrt(1+(z_c/z_R)^2); %laser beam waist

dipolpom=dipol(phi+phi_sh,w_0/w,lambda_G,T_G,I0,b,N2,m,FrL,0);
E0=dipolpom(1,:); %field generated in one-atom model, in frequency domain [V/m/s]
M=length(E0); %number of steps in E

o=dipolpom(2,:); %omega grid of E0
lambda=2*pi*c./o ; %lambda grid of E
Enrg=hbareV*o; %Energy grid of E in [eV]
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loadcoef; %dipersion and absorption coefficients

E0=NA_S*E0; %E0 multiplied by number of the interacting atoms in elementar volume
E=E0;

for i=2:N
z_c=z_c+dz;
phi=atan(z_c/z_R);
w=w_0*sqrt(1+(z_c/z_R)^2);
if i==N %Plotting of electric field in the last cell

PlE=1;
end
dipolpom=dipol(phi+phi_sh,w_0/w,lambda_G,T_G,I0,b,N2,m,FrL,PlE);
E0=dipolpom(1,:); %field generated in one-atom model, in frequency domain [V/m/s]
E0=NA_S*E0;
E=E.*en+E0;
E(isnan(E))=0;

end

clear dipolpom

else

dipolpom=dipol(phi_sh,1,lambda_G,T_G,I0,b,N2,m,FrL,1);
E0=dipolpom(1,:); %field generated in one-atom model, in frequency domain [V/m/s]
M=length(E0); %number of steps in E

o=dipolpom(2,:); %omega grid of E0
lambda=2*pi*c./o ; %lambda grid of E
Enrg=hbareV*o; %Energy grid of E in [eV]
clear dipolpom;

loadcoef;

E0=NA_S*E0;
E=E0;

for i=2:N
E=E.*en+E0;
E(isnan(E))=0;

end

end

% highpass spectral filter
E(Enrg<15.25)=0; %15.25

%OUTPUTS
%%

E_cutoff=E_cutoff/echarge; %cutoff energy in eV

figure(2) %Spectrum of generated field
% for harmonic order x-grid: o_G=2*pi*c/lambda_G; semilogy(o/o_G,norma(abs(E)), xlabel(’N [-]’)
semilogy(Enrg,norma(abs(E))), ylim([0, 2]), xlabel(’Energie [eV]’), ylabel(’E [arb. u.]’), title(’Spektrum vygenerovaného impulzu’);

%vertical line for E_cutoff
%hx = graph2d.constantline(E_cutoff, ’LineStyle’,’:’, ’Color’,[.7 .7 .7]);
%changedependvar(hx,’x’);

%Tramsform E to time domain
IFE=ifft([E,conj(fliplr(E(2:M)))]);
tbase=linspace(-FrL/2*T_G,FrL/2*T_G,length(IFE));
figure(1)
subplot(2,1,2);
plot(tbase,norma(IFE)), ylim([-1.1, 1.1]), title(’Vygenerované pole’), xlabel(’t [s]’), ylabel(’E_g [arb. u.]’); %legend(’E_g’);

Zdrojový kód programu pro výpočet jednoatomové odezvy.

function [ FD_ogrid ] = dipol(phi,W_G,lambda,T,I0,b,M,m,FrL,PlE)
%ONE ATOM RESPONSE gives value of dipole acceleration coordinate in angular frequency domain
% Output: First line is a dipole acceleration coordinate, second angular freq. grid
% Input phi - Carrier envelope phase (rad)
% W_G - Gaussian waist factor (-)
% lambda - laser wavelength (m)
% T - pulse length (s) [FWHM length]
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% I0 - Maximum intensity (W/m^2)
% b - chirp (s^-2)
% M - half of the number of steps, M+1 is the zero time
% m - Computing X over ’m’ periods X=int_0^+infty dtau ~ X=int_0^(m*T_LS), LS - laser field, X - electron coordinate
% FrL - Time frame lenght in pulse lenght unit
% PlE - variable for plotting electric field in output

%Physical constants
c=299792458; mu0=4*pi*1e-7; eps0=1/mu0/c^2; alph=7.297352569824e-3; echarge=1.602176565e-19; elmass=9.10938291e-31; %alph - Fine structure contstant

%Numeric calculation constants
N=2*M+1;
t=linspace(-FrL/2*T,FrL/2*T,N); % time grid [-t,t]
tau=linspace(0,FrL*T,N); % time grid [0,2t]
tpom=t(2)-t(1); %time step of integration for the rectangle method use

% Laser beam properties
E0=W_G*sqrt(2*I0/eps0/c); % maximum of the electric field multiplied by Gaussian waist factor W_G
a=-2*log(2)*(1/T)^2;
o=2*pi*c/lambda; % omega

%E=E0*exp((a+1i*b)*t.^2) .* exp(1i*(o*t + phi));
A=E0/1i/o * exp((a+1i*b)*t.^2) .* exp(1i*(o*t + phi));
E=-E0/1i/o * (2*(a+1i*b)*t+1i*o) .* exp((a+1i*b)*t.^2) .* exp(1i*(o*t + phi)); %E=-dA/dt
E=real(E);
A=real(A);

%PLOTING ELCTRIC FIELD IN THE LAST CELL
if PlE
figure(1)
subplot(2,1,1);
plot(t,norma(E)), ylim([-1.1, 1.1]), title(’Budı́cı́ pole’), xlabel(’t [s]’), ylabel(’E_l [arb. u.]’);
end

%TRANSFORMING ALL QUANTITIES TO ATOMIC UNITS
EFS=5.1422e11; % 1*a.u.=EFS*V/m
TIME=2.4188e-17; % 1*a.u.=TIME*s
VECPOT=EFS*TIME; % 1*a.u.=EFS/TIME*SI
LENGTH=5.29177e-11; %1*a.u.=LENGTH*m
ENERGY=4.35974e-18; %1*a.u.=ENERGY*J

tau=(1/TIME)*tau;
t=(1/TIME)*t;
T=T/TIME;
tpom=(1/TIME)*tpom;
E=(1/EFS)*E;
A=A/VECPOT;
lambda=lambda/LENGTH;
c=1/alph;

Ip=0.5; %Ionization potential of hydrogen atom in a.u.

%Computing of (I A dt) using rectangle method
IA=Primint(A,tpom); %Primitive function to A

A2=A.^2; %function A^2 for numeric integration
%Computing of (I A^2 dt) using function Prim
IA2=Primint(A2,tpom); %Primitive function to A^2

eps=tpom/1000; %epsilon from the Saddle point approximation
X=zeros(1,M+1); %electron coordinate
Xpom=0;%variable for computing X for every t in the time grid

%O=M; %O denotes upper limit in X integral, (M for half period - [0,t])
O=ceil(m*lambda/c/tpom); %T_LS=lambda/c (LS-laser field) O=m*T_LS/tpom %computing integral over m periods

%computing of X integral using the rectangle method
for i=1:N %X coordinate for these times

dx2=0;
for j=2:O

dx1=dx2;
if (i-j)>0

pomp=-(IA(i)-IA(i-j))/tau(j); %stationary momentum for every cycle
dx2=(sqrt(pi/(eps-1i*tau(j)/2)))^3 *conj(dm((pomp+A(i))))*exp(1i*Act(i,j,IA2,IA,Ip,tau,M))*E(i-j)*dm((pomp+A(i-j)));

else
dx2=0;
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end
Xpom=Xpom+tpom*(dx1+dx2)/2;
end

X(i)=Xpom;
Xpom=0;

end
clear pomp;
clear Xpom;
clear dx1;
clear dx2;
%clear O;

X=2*imag(X);

%TRANSFORMING QUANTITIES BACK TO SI
Ip=Ip*ENERGY;
E=EFS*E;
T=T*TIME; %pulse length at FWHP
T_L=T*FrL; %time frame length
t=t*TIME;

%FOURIER TRANSFORM OF ELECTRON COORDINATE
FX=fft(X)/N;
f_samp=N/T_L; %sample frequency [1/s]
f=f_samp*linspace(0,1,N); %frequency grid [1/s]
ogrid=2*pi*f; %angular frequency grid [1/s]
FD=-ogrid.^2.*FX; %Fourier transform of electron accelarition (F[dif^2(x)](w)=-w^2*F[x](w))
%FD_mag=2*abs(FD); %amplitude of FX independent on N

%OUTPUTS
%%

FD_ogrid=[FD(:,1:M);ogrid(:,1:M)];

end

Program pro načteńı koeficient̊u f1 a f2 pro výpočet absorpce a disperze

load(’coef_f1f2.mat’); %value of f1 and f2 factors is saved in variable f1f2, first row - Energy, second - f1 value, third f2 value
f1f2=f1f2’;
f1=interp1(f1f2(:,1),f1f2(:,2),Enrg);
f2=interp1(f1f2(:,1),f1f2(:,3),Enrg);
n=1-re*NA/2/pi*lambda.^2.*(f1+1i*f2); %index of refraction
en=exp(-1i*dz/c*(o.*(n-1))); %E modification factor
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