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Abstrakt: Tato prace se vénuje predevsim generaci vysokych harmonickych frekvenci a podminkam
pro vytvofeni jediného attosekundového impulzu. Je zde predstavena teorie potiebnd k pochopeni
zékladnich principti a provedeno feseni v aproximaci silného pole (SFA). Je vytvoren pocitacovy
model v programu MATLAB® na zakladé SFA. V tomto modelu jsou vytvoieny praktické piiklady
ilustrujici probranou teorii. Generace vysokych harmonickych je zafazena do kontextu aktuilné
pouzivanych zdroju kratkovinného zérenti, které jsou zde zékladné predstaveny.
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Pouzité znaceni a konstanty

Pouzité znaceni:
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A Matice A
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d(x) Diracova delta funkce
Ocf = % derivace funkce f podle £
det A determinant matice A
div operator divergence
e Eulerovo ¢islo
Z (f] Fourierova transformace funkce f
') Gamma funkce v bodé &
i imagindrn{ jednotka
R mnozina realnych ¢isel
Ry mnozina nezapornych redlnych ¢isel
rot operator rotace
S akce fyzikalniho systému
N mnozina prirozenych ¢isel
y/m mnozina nezapornych celych ¢isel
£ Cislo komplexné sdruzené k éislu &
Im¢& Imaginarni ¢ast cisla &
Re¢ Redlna cést cisla &
(A1) Stiednf hodnota veli¢iny prislusejici A ve stavu [¢))
u-v skalarni souc¢in vektoru v a v
U X v vektorovy soucin vektoru u a v
|v]] norma vektoru v
[A, B] komutétor operdtorti A a B
A Laplaceuv operator

Pouzité fyzikdlni konstanty:

«a = 7.297352569824 - 10~3 konstanta jemné struktury

c = 299792458 m - s~ ! rychlost svétla ve vakuu

e = 1.602176565 - 10~° C naboj elektronu
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kg =1.3806488-10"23J.-K~! Boltzmannova konstanta

me = 9.10938291 - 103 kg hmotnost elektronu

pwo =4r-100"H-m™! permeabilita vakua




Uvod

Generace velmi kratkych optickych impulzu pomoci vysokych harmonickych frekvenci je oblast,
ktera prochazi velmi rychlym vyvojem v poslednich letech. K témto zdrojim se upina velka po-
zornost, protoze nam umoznuji zkoumat procesy na casovych skalach, které byly dosud jinymi
laseru, ktery byl pfedstaven Albertem Einsteinem, déle jeho praktickd realizace v roce 1960. Teo-
reticky koncept generace vysokych harmonickych frekvenci byl predstaven po¢atkem devadesatych
let a prvni attosekundové impulzy byly pfipraveny v laboratofi na pfelomu tisicileti.

Strucné predstavime ¢lenéni této préace pro jednodussi orientaci v néasledujicim textu. V préci
se zabyvame generaci attosekundovych svételnych impulzi pomoci intenzivniho budiciho fem-
tosekundového pulzu® v plynném prostiedi. V prvni kapitole jsou piedstaveny moderni zdroje
kratkovinného zafeni. Tato kapitola nemé piimou navaznost na dalsi kapitoly, v tom smyslu, ze
se na ni dédle neodkazujeme, nicméné je dulezitd pro praktickou predstavu tucelu této préce a
zafazeni generace vysokych harmonickych frekvenci do kontextu dnes pouzivanych a vyvijenych
zdroju krétkovinného zafeni. Druhé kapitola probird nezbytné znalosti o budicim pulzu a jeho
matematicky popis. Na tuto kapitolu navazuje tieti kapitola, ktera predstavuje jednoatomérni
model interakce atomu plynu s budicim pulzem tzv. Trikrokovy model, nejprve je pro predstavu
uveden model pomoci klasické fyziky a poté nésleduje kvantovémechanické feseni. Ctvrts kapitola
popisuje propagaci vznikajictho pulzu v plynném prostiedi. Pata kapitola se zabyva zpusoby, jak
vytvorit jediny attosekundovy impulz. V Sesté kapitole je struéné popsan 1D model celého procesu
v programu MATLAB®. Posledn{ kapitola shrnuje dosazené vysledky prace a moznost generace
vysokych harmonickych frekvenci budiciho pole jednotlivych attosekundovych pulzi. Po seznamu
literatury nasleduji tii dodatky. V prvnim je pfedstavena metoda aproximace sedlového bodu,
kterd se pouzivd k vypoctu urcitych integrdlu typu [ f (2)e49(®) dz, v druhém je definovéna sou-
stava atomovych jednotek a transformaéni vztahy se soustavou SI a v poslednim je ukdzka kédu
vytvoreného modelu.

1Rozdil mezi slovem pulz a impulz nenf zcela jasné vymezen. V této praci budeme pouzivat slovo pulz pfevazné
v souvislosti s elektromagnetickym polem budiciho laseru a impulz v souvislosti s vygenerovanym polem. Slovo
impulz zduraziuje, ze se jednd o pravé jeden prubéh zachvévu elektromagnetického pole.



1 Moderni zdroje kratkovinného zareni

Nejprve je tieba urcit jaké vlnové délky, pfipadné energie povazujeme za kratkovlnné zareni.
V rdmci této prace za krétkovlnné zdfeni povazujeme zareni s vlnovou délkou (ve vakuu) kratsi
nez 40 nm, coz odpovidé energiim vétsim nez 30 eV. Tato oblast spektra se dale déli na oblasti
vzdaleného ultrafialového spektra s vlnovymi délkami v rozmezi 5 nm az 40 nm, coz odpovida
energiim v rozmezi 30 eV az 250 eV, mékké rentgenové zareni s vinovymi délkami 100 pm az
5 nm (energie 250 eV az 12.4 keV), tvrdé rentgenové zéren{ s vinovymi délkami 10 pm az 100 pm
(energie 12.4 keV az 124 keV) a zdfeni y s vinovou délkou kratsi nez 10 pm a energif vétsi nez 124
keV. Protoze je elektromagnetické spektrum spojité, neni tato definice zcela striktni a jednotlivé
oblasti se mohou pfekryvat, jelikoz ruzné védecké komunity pouzivaji svd rozmezi. V podstaté
zname dva zpusoby, jak lze v dne$ni dobé generovat kratkovinného zéareni.

Jednim z nich je zafen{ vznikajici pfi zrychleni pohybujiciho se ndboje. Druhym zpusobem jsou
kvantové ptechody mezi hladinami s riznou energii v atomovém obalu nebo v jadfe. V nésledujicich
oddilech si struéné predstavime jednotlivé dnes pouzivané zdroje, jejich princip a aplikace, které
vice rozvedeme v piipadé generace vysokych harmonickych frekvenci. Tento piehled ma byt jen
rychlym tvodem do dané problematiky, prosty od odvozovani potifebnych vztaht a detailnich
popist.

1.1 Rontgenova trubice

Poprvé se problematikou kratkovlnného zareni zabyvali védci v druhé poloviné 19. stoleti. Jednim
z nich byl Wilhelm Conrad Rontgen, ktery sestrojil Rontgenovu trubici a pozoroval nové paprsky
X, sviij objev poprvé oficidlné zminil v dopise Wiirzburské 1ékatské spole¢nosti v roce 1895 a byla
mu za tento objev udélena vubec prvni Nobelova cenu za fyziku v roce 1901. Rontgenova trubice
se pouzivd dodnes a ma uplatnéni predevsim v analyze materidlu a v 1ékaistvi k diagnostice.

Princip funkce je néasledujici. V trubici je vycerpan vzduch a jsou v ni umistény dvé elektrody
(anoda a katoda), mezi kterymi je silné elektrické pole. Katoda je zhavena a v dusledku termoemise
se z ni uvolni elektrony, které jsou elektrickym polem urychleny na energii v fddu keV a poté narazi
na anodu, kde vlivem prudkého zbrzdéni vznika tzv. brzdné zafeni. Ucinnost konverze kinetické
energie elektronu na rentgenové zareni je velmi nizka a vétsina energie se preménuje na teplo, proto
je nutno anodu chladit. Vzniklé zareni je nekoherentni a polychromatické. Navic mohou byt pfi
narazu vyrazeny elektrony z vnitinich slupek atomu anody. Tyto elektrony jsou rychle nahrazovany
a vznikaji tak charakteristické piky odpovidajici pfechodum mezi jejich energetickymi hladinami.
Vysledné spektrum je znazornéno na obrazku 2.
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Obrazek 1: Schéma Roéntgenovy trubice. Prevzato z [32].
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Obréazek 2: Spektrum zafeni rentgenky. Prevzato z [36], upraveno.

1.2 Zareni horkého plazmatu

Podle Planckova vyzatovaciho zdkona vime, ze hustota energie tepelného zafeni p absolutné
cerného télesa o teploté T' a odtud vinova délka A ax s nejvétsim zastoupenim ve vzniklém spektru
jsou

16AT2c 1 . 2mhe

A'ax:

\T) = max = T
PNT) = e 2.822 - kpT

Pokud pouzijeme plazma s teplotou v fadu 10® K bude podstatna éist spektra vyzafovani v rent-
genovské oblasti.

Jednim z moznych zpusobu piipravy takto horkého plazmatu je interakce laserového pulzu
s pevnym nebo kapalnym teréem. Pii tomto zpusobu piipravy vznikaji kromé horkého plazmatu
také rychlé elektrony, které se zbrzdi v pevném terci, vznika tak brzdné a charakteristické zareni
s podobnym spektrem, jako mé Rontgenova trubice. Vysledné spektrum je pak kombinaci obou
jevu.

1.3 Plazmatické rentgenové lasery

Zakladem tohoto zdroje je vytvofeni inverze populace dostatecné energeticky vzdalenych hladin
ve sloupci mnohondsobné ionizovaného plazmatu. Toto plazma muze byt vytvofeno bud interakei
silného laserového pulzu s pevnym tercem, nebo pomoci kratkého elektrického vyboje v plynu,
tzv. z-piné, elektricky proud v tomto vyboji dosahuje desitek kA. Vhodnym nastavenim lze ve
smeéru osy sloupce plazmatu dosdhnout kratkodobé inverze populace a tim muze vzniknout zesilené
zafeni podobné jako u klasického laseru. Uvedeme dva nejrozsifenéjsi zpusoby vytvoreni inverze
populace, prvnim je tzv. rekombinacni schéma, zcela ionizované atomy plazmatu jsou zpatky
osazovany elektrony a v dusledku toho, Ze napi. prechod mezi druhou a prvni hladinou probih4
s vétsi pravdépodobnosti nez mezi tteti a druhou hladinou, nastane inverze populace mezi druhou
a treti hladinou. Druhé je tzv. srdzkové excitacni schéma, vychazime obvykle z iontu s uzavienou
elektronovou slupkou, z tohoto iontu je srazkou s volnym elektronem excitovan elektron na néjakou
z vyssich energetickych hladin odtud postupné sestupuje zpét. Nejprve piejde na horni laserovou
hladinu n;, se zakdzanym piechodem na zdkladni hladinu ny, z horni laserové hladiny pak pfechézi
na doln{ laserovou hladinu n;,, ze které klesd na zakladni hladinu ng s v&tSi rychlosti, nez ma
pfechod mezi n;, a ng,, ¢imz vznikd mezi laserovymi hladinami inverze populace a jsou splnény
podminky pro vznik laserového zareni. Ktery z téchto dvou procesu nastane zavisi na parametrech
vzniku plazmatu. Oba tyto procesy jsou zjednoduSené nacrtnuty na obrazcich 3 a 4.



Jak jiz bylo zminéno, lze inverze populace dosahnout pouze kratkodobé, proto tento zdroj pra-
cuje v pulznim rezimu. Velkou vyhodou je monochromati¢nost vzniklého zafeni a moznost vytvotit
zafizeni v mensim provedeni, nez vétsina ostatnich uvedenych zdroju. Vyvoj plazmatickych rentge-
novych laseru neni jesté dokoncen a v budoucnu by kvili mensi velikosti a nizsi finanéni narocnosti
mohly nahradit nékteré soucasné pouzivané zdroje. Podrobné informace o plazmatickych rentge-
novych laserech zdrojich lze nalézt v [7].
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Obrazek 3: Srazkové excitatni schéma. Obrazek 4: Rekombina¢ni schéma.
Pievzato z [26], upraveno. Prevzato z [26], upraveno.

1.4 Zareni relativistickych elektronovych svazka

Zdroje v nasledujicich oddilech maji spoleény princip vzniku zafeni a lisi se svoji praktickou
realizaci a z toho plynoucimi vlastnostmi vzniklého zareni. Zakladem je svazek relativistickych
elektront, které jsou prinuceny elektromagnetickym polem konat periodicky pohyb kolmo ke
sméru §iteni svazku. Diky zrychleni elektronu v priubéhu pohybu vznika elektromagnetické zéieni.
Zafizenim, které zpusobuje pii¢ny pohyb elektront se nazyva unduldtor nebo wiggler (1is{ se v di-
vergenci vzniklého zdfeni [8] a pro zékladn{ popis nenf rozdil podstatny, proto mezi nimi nebudeme
rozlisovat), jak toto zafizen{ vypadd v klasickém piipadé je pfedstaveno v nésledujicim oddilu. Je
prirozené popisovat vznik zafeni v soufadné soustavé spojené s elektronovym svazkem, protoze
v této soustaveé konaji elektrony pouze periodicky pohyb. Pii prechodu do laboratorni soustavy se
uplatni Dopplertuv efekt a pozorujeme tak zareni s vyssi frekvenci a tedy i s vyssi energii. Obecny
prehled a princip téchto zdroju, kromé synchrotronu, je uveden v [8].

1.4.1 Synchrotrony

Jednd se o kruhové urychlovace, ve kterych se pohybuji urychlené nabité céastice, nejcastéji se
jednda o elektrony. Synchrotrony nebyly ptuvodné urceny jako zdroje kratkovinného zafeni, ale ke
studiu elementdrnich ¢astic a zafeni vznikalo pouze jako vedlejsi produkt. U puvodnich synchrot-
ronu vznikalo zafeni pouze v dusledku dostiedivého zrychleni, zptisobeném zakiivenim trajektorie
pomoci ohybovych magneti. Tento zpusob generace ale nebyl dostateéné vykonny. U dneSnich
synchrotronu slouzicich ke generaci kratkovinného zafeni se proto pouzivaji navic unduldtory (a
wigglery). Unduldtor je zafizeni na jehoz strandch se nachdz{ magnety, které donuti urychlené
elektrony periodicky oscilovat. Béhem téchto oscilaci elektrony vyzaiuji ve sméru Sifeni elektro-
nového svazku. Dnesni urychlovace proto nejsou kruhové, ale slozené z mnoha primych useku,
takze vysledny urychlova¢ ma tvar pravidelného mnohothelniku. Obvykle také nejsou céstice
urychlovany ve velkém urychlovaci z klidu, ale pfed vstupem do nejvétstho okruhu jsou jiz urych-
leny pomoci linedrnich urychlovacéu, pfipadné pomoci soustavy mensich kruhovych urychlovacu.
Vysledné zateni m4 velmi nizkou divergenci svazku, vysokou intenzitu a obsahuje sirokou skélu vl-
novych délek. Pozadované vlnové délky je mozné ziskat uzitim ruznych filtria. Nevyhodou je znaéna
pofizovaci cena urychlovace a také prostorova naroc¢nost. Prehled nékterych dnes pouzivanych syn-
chrotronu lze nalézt on-line na [37].



elektronovy svazek magnety undulatoru
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Obrazek 5: Schéma undulatoru, ktery je pouzivan ke vzniku zafeni v laseru na volnych elektronech.
Prevzato z [10].

1.4.2 Lasery na volnych elektronech

Princip lasertu na volnych elektronech je podobny jako u synchrotronu a vyuziva se také relati-
vistickych elektronovych svazku. Elektrony jsou urychleny zpravidla linedrnim urychlovac¢em, po
urychleni vstupuji do unduldtoru, kde elektrony za¢nou piicné oscilovat. Diky témto oscilacim
vznikd zafeni, které se pohybuje spolu se svazkem elektronu. Oproti synchrotronum je zafizeni
nastaveno tak, ze se elektrony pohybuji ve shlucich? a diky tomu vzniké na rozdil od synchrotront
koherentni a podstatné intenzivngjsi zareni, protoze elektrony z celého microbunche zari kohe-
rentné. Na konci zafizeni jsou umistény vychylovaci magnety, které odkloni elektronovy svazek
a v puvodnim sméru pokracuje pouze vygenerované zafeni. Vznik zafeni v rentgenovském oboru
je technicky narocny a vyzaduje pouzit kilometrové urychlovace a undulatory s fddovou délkou
100m. Mezi nyni ve svété pouzivané zafizeni pro generaci krétkovlnného zareni pati{f LCLS (Linac
Coherent Light Source) v USA a SACLA v Japonsku. Nyni se buduje XFEL (European x-ray
free electron laser) pobliz Hamburgu, ktery mé byt uveden do provozu na konci roku 2015 [38].
Aktudln{ pfehled principu a aplikaci laserti na volnych elektronech je uveden v [8, 10].

1.4.3 Plazmaticky betatron

Pocatky technologie téchto zdroju spadaji do 80. let 20. stoleti, kdy se poprvé zacalo uvazovat o
mozném urychlovani elektronu na plazmatické viné vytvorené laserem. Princip spoc¢iva v tom, ze
do plazmatu je vstielen kratky intenzivni pulz, tésné za timto pulzem vznika bublina kladného
naboje. Do této bubliny mohou byt z boku vtazeny volné elektrony, které v ni zacnou kmitat
kolmo ke sméru §ifeni pulzu. Vlivem téchto kmitt vznika zateni, které se §ifi ve sméru budiciho
pulzu. Funkci unduldtoru tady vlastné zastava samotné rozlozeni naboje v bubliné. Tento proces je
znazornén na obrazku 6. Druhou moznosti je elektrony do bubliny doddvat uméle pomoci slabsiho
injektivniho pulzu, ktery se pohybuje proti budicimu pulzu (ten se v tomto schématu nazyva
pumpovaci pulz). Kdyz se oba pulzy setkaji, tak se do bubliny za pumpovacim pulzem injektuji
elektrony strzené injektivnim pulzem skrz ¢elo tohoto pulzu (viz obrazek 7). Vysledné zafeni ma
nizkou divergenci a je polychromatické, podobné jako u synchrotronu. Podrobnéji o téchto zdrojich
informuje [9)].

Vyroba takovych zdroju je stale velmi nakladna, protoze je potieba laserovy systém schopny
generovat zafeni o intenzité ~ 10 W -cm=2. Nicméné v principu mohou byt tyto zdroje mnohem
kompaktnéjsi nez velké urychlovace, ¢i lasery na volnych elektronech a mohly by nalézt Siroké
vyuziti v mediciné a v materidlovém inzenyrstvi.

2Pro tyto shluky se uzivé anglicky termin microbunch.
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Obrédzek 7: Schéma dodavani elektronu do
Obrazek 6: Princip vzniku zéfeni v plazma-  bubliny za pumpovacim pulzem pomoci injek-
tickém betatronu. ro uddvéa velikost oscilaci  tivnfho pulzu. n./ng udavé lokdlni pomér mezi
elektronu v bubliné za budicim pulzem, 77, je  hustotou elektroni a kladné nabitych ionta.
délka trvani pulzu. Pfrevzato z [9]. Prevzato z [9].

1.4.4 Inverzni Comptonuv rozptyl

Zakladem tohoto zdroje jsou elektronovy a intenzivni laserovy svazek mifici proti sobé. Fotony
z laserového svazku jsou rozptylovany na relativistickych elektronech a vznikd zareni ve sméru
elektronového svazku. Pii detailnéjsim popisu muzeme laserovy svazek $itici se proti elektronovému
povazovat za undulator a mechanismus popisovat podobnym zpusobem jako u lasert na volnych
elektronech. Diky tomu, Ze unduldtor neni v tomto piipadé staticky, uplatni se pfi prechodu do
laboratorni soustavy dvakrdt Doppleruv jev a vznikd tak zafeni s velmi kratkou vinovou délkou.
Cely proces je znédzornén na obrazku 8.

Tento zdroj muze vytvorit zafeni s energiemi v fadu MeV, coz je vice, nez je mozné dnes
pouzivanymi zdroji, vysledné zafeni muze byt monochromatické a navic je mozno spojité regulovat.
Tyto zdroje mohou nalézt uplatnéni v diagnostice materialu a také v mediciné.

Vzniklé zéfeni
X Relativisticky elektron l

Urychlovac

. Protibézny laserovy pulz
elektront v yp

Obrazek 8: Schéma vzniku zafeni pii inverznim Comptonové rozptylu. Elektrony jsou v tomto
piipadé urychleny pomoci laserového svazku v plazmatu. Pievzato z [8], upraveno.

1.5 Generace vysokych harmonickych frekvenci

Timto tématem se podrobnéji zabyva zbytek této prace, proto zde pouze velmi stru¢né shrneme
princip a aplikace. Tento zdroj je zalozen nelinedrni odezvé plynu pii pruchodu linedrné pola-
rizovaného intenzivniho laserového pulzu. Proces, ktery v médiu probihd, lze pfiblizit pomoci
tfikrokového modelu. Béhem prvniho a druhého kroku mohou byt elektrony uvolnény polem la-



seru z atomu plynu a nésledné jsou timto polem urychleny. Ve tfetim kroku rekombinuji zpét
s matefskym atomem za vyzafeni fotonu s energii odpovidajici souctu ioniza¢ni energie atomu a
ziskané kinetické energie elektronu. Vznika tak zafeni sitici se spolu s budicim pulzem. Diky peri-
odicité budiciho pole se tento proces opakuje a vznikd série impulzi® s délkou v fadu attosekund,
jejich vzajemnd vzdalenost odpovidéd pulperiodé pole budiciho laseru. Pro nékteré aplikace, které
vyzaduji extrémni ¢asové rozliSeni, je ¢asto potfebné vygenerovat namisto série impulzu pouze
jediny impulz. Mechanismus, kterym toho 1ze dosdhnout je popsan v kapitole 5.

Diky velmi kratkému? trvan{ vzniklych pulzi je mozné tyto pulzy pouzit pfedevsim k méfent
ruznych rychlych fyzikalnich procesu. Jako piiklad lze uvést studovani casového vyvoje polohy
elektroni v elektronovém obalu atomu [13, 14, 19]. Dals{ moznou aplikaci je méfit za urcitych
podminek piimo elektrické pole s nizsimi frekvencemi, nez je vznikly pulz [15, 16]. Métici metody
zalozené na attosekundovych impulzech mohou pomoci k hlubsimu pochopeni hranic soucasné po-
lovodicové techniky a v rozvoji novych technologii v oblastech spintroniky, plazmoniky, molekuldrni
elektroniky a molekuldtnich nanostruktur [18, 19]. Attosekundové impulzy by také mohly pifmo
ovliviiovat chemické reakece a jejich produkty [19]. Procesy uvnitt atomového jadra probihaji na
jesté kratsich ¢asovych skalach v oblasti zeptosekund, abychom se mohli témto procesum ptiblizit,
je tfeba nalézt technologie, jak attosekundové impulzy jesté o Fad zkrétit [20].

3Pouzivé se b&zné anglicky termin attosecond pulse train.

4 Abychom si uvédomili, v jak kratkych ¢asovych skalach se pohybujeme, je vhodné zminit fakt, Ze trvani jednoho
attosekundového impulzu (~ 10717 s) v poméru k jedné sekundé, kterd je pro lidské vniméni dobie predstavitelnd,
je ptiblizné stejny jako pomér jedné sekundy k aktudlné predpoklddanému staif vesmiru (~ 4 - 1017 s) [1].



2 Popis budiciho pulzu: Gaussovsky impulz a Gaussovsky
svazek

V této kapitole si pFedstavime matematicky model impulzu budiciho laseru, ktery budeme potiebovat
v dalsich kapitolach. Pro model laserového pulzu je mozno pouzit vice moznosti, my si predstavime
tzv. Gaussovsky pulz. Je tfeba zminit, Ze se nejednd o jedinou moznost volby a predevsim v ¢asové
proménné je mozno se setkat i s jinymi volbami [1, 2]. Nyni prejdéme k samotnému odvozeni. Pro
vypocty je nejvyhodnéjsi velicinou k popisu intenzita elektrického pole €. Pii konstrukci Gaus-
sovského pulzu vyjdeme z rovinné vlny. Pro jednoduchost uvazujeme linearné polarizované svétlo
ve sméru osy x. Budeme se zajimat o slozky vektoru elektrického pole, které jsou ddny pro rovinnou
monochromatickou vlnu vztahy

Ex(r,t) = E cos(wot — kz + ), Eylr,t)=E.(r,t) =0, (1)

& je amplituda elektrického pole, wq je vlastni frekvence budiciho laseru, k je teti slozka vinového
vektoru, v naSem piipadé je rovna vlnovému éislu, a ¢ je fdzovy posuv.

2.1 Casovéa zavislost (Gaussovsky impulz)

Lasery s nejvyssim $pickovym vykonem pracuji vyhradné v pulznim rezimu a nevyzafuji rovinné
monochromatické viny. Intenzita se méni s ¢asem, toto muzeme popsat pridanim pomalu proménné
obalky elektrického pole € = E£(t), laser také nevysild pole s konstantni fdzi, proto pfipustime
zdvislost ¢ = ¢(t). Omezime se na zkoumani prubéhu pole v poc¢dtku souradnic z = 0. Pro popis
obalky laserového pulzu se bézné pouzivd Gaussovské funkce. Pole se kterym budeme pracovat
dostane tak tvar

_t

£.(t) = 00~ (5) cos(unt + (1)), £,(r.1) = E.(r,1) = 0, 2)

&y je amplituda elektrického pole, 74 je délka trvdini pulzu® a jednd se o ¢as, béhem kterého
okamzitd intenzita (viz oddil 2.4) pfevysSuje polovinu maximdlni intenzity. Toto je nejobecnéjsi
tvar Gaussovského pulzu. Muzeme se setkat se specidlnim tvarem zavislosti fazového posuvu,
pokud je ¢(t) kvadratickou funkei ve tvaru ¢(t) = b,t?, fekneme, ze pulz je chirpovany a by
nazveme parametr chirpu. Gaussovsky pulz pak muzeme popsat pomoci komplexniho parametru

. 2In2
'y = ag + ibg, ag = 2 (3)
ve tvaru
.(t) = Re (50e—iwot—Fat2) . (4)

2.2 Gaussovsky svazek

Redlnému laserovému pulzu jsme se uz piiblizili v ¢asovém prubéhu, je tfeba si uvédomit, ze ani
v prostorovém rozlozeni neni intenzita konstantni. Pro jednoduchost opét vyjdeme z rovinné viny.
Rovinna vlna je feSenim vlnové rovnice

1.9%&(r,)

Ag('l", t) — ’1}2 T

=0, (5)
v je rychlost sifeni svétla v daném prostiedi. Nejjednodussim netrivialnim feSenim této rovnice
je rovinnd vlna sffici se ve sméru osy z E(r,t) = Ege {“0t=F2) opét jsme bez djmy na obecnosti
zvolili smér Sifeni ve sméru osy z. Pokusime se opét vyjit z tohoto TeSeni a ziskat realistictéjsi

5V angli¢ting se bézné pouziva zkratka FWHM - Full width at half maximum, tj. §ffka v poloviné vysky intenzity
pulzu.



model laserového pulzu. Zkusime najit feseni, pokud pFipustime zédvislost & = &y(r), dosazenim
do (5) dostaneme

PE(r) & (r) P& (r) .. 9E(r) w? Ci(wt—kz) _
( 922 T dy? T o2 2k 0z kgo(r)+v250(r)>e -0

Z definice vinového ¢isla k = =2 se posledni dva cleny odectou. Déle ucinime fyzikaln{ predpoklad,
7e se funkce &y(r) méni pomalu vzhledem k prostorové soufadnici z, takze zanedbdme ¢len
(0%/022)E(r), provedenim téchto dvah dostaneme pararidini vinovou rovnici pro Eg

2 2
0 50(7’) + 0 go(’!') +2ik880(r)

Ox2 Oy? 9z 0. (7)

Tuto rovnici nyni budeme fesit. Vzhledem k symetrii v proménnych z a y se pokusime feseni
najit ve tvaru Cexp(i(¢(2) + (22 + 3?)f(2))), kde ¢ a f jsou nové neznamé funkce a C' nenulova
konstanta. Pro piehlednost zavedeme novou proménnou p? = z? + y2, coz odpovidé cylindrické
transformaci s osou z. Dosazenim predpoklddaného feseni dostaneme rovnici

4if(2) — 4p°f*(2) — 2k(¢'(2) + p*f'(2)) = 0, (8)

pozadujeme aby tato rovnice byla splnéna pro libovolné (z2+y?), proto je tato rovnost ekvivalentni
dvéma nezavislym rovnicim

2if(2) — ke (2) = 0, 21%(2) + kf'(z) = 0. (9)

Druhou rovnici mizeme rovnou vyfesit a pséat

0= =5 (o o) (10)

2(z — izR) 22423 22423

kde izgr je integracni konstanta a jeji volba bude objasnéna pozdéji. Toto feSeni dosadime do
rovnice pro ¢’ a integraci dostaneme

¢(z) :iIHM—arctan (;) —i—C¢>7 (11)

kde Cy je integraéni konstanta. Celkové feSeni tak je

2 2
Co exp (_%> kz(2? + y?) z
Eo(r) = £ 2 exp {i {22 — arctan <>} } . (12)
V22 + 2% 2(2* + 23) ZR
Toto feseni prepiseme pomoci funkei
2 2
z 2%
w(z) = woy[1+ =, R(z) =z + =, ¢c(z) = arctan (> , (13)
2% z ZR

10



kde wg = ZI;)‘, fyzikalni smysl téchto Uprav ozfejmime po prepsani feseni, které tak dostalo
tvar®

22442
o if Fetie®
wope woiF el T(z)_¢G(Z)

50(7‘) = CO w(z)

(16)
Konstantu Cy ziskdme z intenzity svazku. Podivejme se nyni na fyzikalni vyznam ostatnich kon-
stant a funkci. Snadno nahlédneme, ze maximum elektrického pole na ose z se nachazi v bodé 0,
ktery proto nazveme ohniskem. Pokud se nyni podivdme na feSeni v roviné z = 0. V polarnich
soufadnicich p? = 2% + 42 je & (z,y,2 = 0) = Coexp(—p?/wd), odtud vidime, ze wy je veli-
kost poloméru kruznice ve které intenzita pulzu pfevySuje 1/e maximalni mozné intenzity, wq
proto nazveme polomér svazku v ohnisku. zr je vzdéalenost, na které které intenzita pole klesne
na polovinu maxima a nazveme ji Rayleighova vzddlenost. Jak je vidét ze zavedeni wy, zavisi tato
vzdédlenost na vlnové délce pulzu a na poloméru svazku. ¢g(z) nazyvame Gouyiv fazovy posuv a
uddvd ndm zmeénu faze svazku ve sméru sifeni. R(z) nazveme zakiivend fdzového cela viny a udava
ndm polomér kiivosti vlnoplochy, kterd prochdzi bodem (0,0, z). Celkové FeSeni jeSté prepiseme
v piijemnéjsim tvaru

E(r,t) = 50% exp (—gij(j)z) cos <w0t —k (z + ;i;(;;;) + ¢G(z)> ) (17)

kde jsme vyuzili faktu, ze redlnd Cast samostatné je také resenim.

2.3 Vysledny popis budiciho pulzu

Nyni chceme ziskat model spojenim obou piedchozich. Tedy ziskat zavislost jak casovou, tak
prostorovou. Casovou zavislost mame zachycenou pro konstantni soufadnici z. Zajimé nés jak se
bude tato zavislost vypadat obecné. Jak jsme jiz zminili, model Gaussovského pulzu predpoklada
casovou zdvislost obédlky pulzu &y(t). Vime, ze pohyb obélky je popsan grupovou rychlosti vy. Pro
budici pulz predpokladame, ze se §iti bez disperze a stejnou rychlosti jako ve vakuu, proto plati
vy = v = c¢. Pokud tedy pfedchozi dvé feSeni spojime tak, ze obdlka nabyva maxima v bodé z = 0
v ¢ase t = 0, bude dle pfedchozich Gvah maximum pulzu v bodé z = zg v Case t = 2y /vy = zp/c. To
znamens, ze pro popis ¢asového vyvoje obdlky pouzijeme retardovany cas t — z/c. Celkovy model
ziskdme tim, Ze ve vSech veli¢indch definujicich ¢asovy Gaussovsky pulz zaménime t — t — z/c.
Vysledek dostaneme kombinaci vztaht (2) a (17), tedy

t—

*m2+92721n(2)( %)2 1.2+ 2

0 w2(z) g . =Ty _Z

w(z)e cos <w0t k<z+ SR(2) >+¢)G(z)+<p(t c)) .
(18)

w

E(T,t) = 50

Piipadné pro chirpovany pulz, 1ze pouzit zapisu

Elr,t) = Eou?()i)Re{ exp {—”ij(zy)? —i <w0t —k (z—i— ”;;Ejf) + ¢G(z)> -T, (t - Z)T }

(19)
6Reseni (16) je pouze nejjednodussi z celé t¥idy FeSeni, které muzeme dostat zavedenim funkce
entr) =1 (=) £ (2 ) ¥e0(r), (14)
w(z) w(z)

kde fi1, f2 a d; jsou nové nezndmé funkce. Podobnym postupem, ktery jsme provedli pfi odvozeni &y, lze ukazat, ze

vysledkem je

w(2) w(2)

Crnm jsou konstanty a H, (&), ¢ € Z4, jsou Hermitovy polynomy. Vysledné prubéhy intenzity v zdvislosti na pro-
storovych soufadnicich maji pak zajimavé geometrické tvary. V této préaci vsak nebudeme tato feSeni potiebovat,
podrobnosti lze nalézt naptiklad v [22, 34].
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2.4 Urceni amplitudy elektrického pole & pomoci intenzity dopadajiciho
zareni

Zatim jsme ve vSech tvahéach pracovali pouze s elektrickym polem, které je vhodné pro teoretické

vypocty, nicméné v praxi se mnohem lépe méii intenzita dopadajictho zafeni. Intenzita dopa-

dajiciho zéreni je energie, kterda projde jednotkovou plochou za jednotku ¢asu a je dana Poyn-

tingovym vektorem (ve vakuu) s = (€ x B)/pg, B je vektor magnetické indukce a pro rovinnou

vinu (1) je

By(r,t) = ¢ cos(wot — kz + ), B, (r,t) = B,(r,t) =0. (20)
c

Okamzita intenzita je déna jako velikost Poyntingova vektoru, ale mérenim jsme schopni uréit
stfedni hodnotu, proto pro pevné z je

1 [T g2 _ 1 o
1= <||s||>TO = TO/O @ COS2(th + QO) dt = 5506627 TO = ;0, (21)

vyuzili jsme ortogonality £ a B, integralu fOQTr cos?(£)d¢ = 7 a vztahu eguo = 1/c?. Nés tato
veli¢ina zajimé pro (18), tento vztah se lis{ pouze v proménné obdlce a prostorovém rozlozeni.
Za intenzitu laseru budeme povazovat intenzitu v ohnisku, pfi maximu obdlky. Odtud ur¢ime
amplitudu elektrického pole budiciho pulzu

21
So = ,/@. (22)
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3 Teorie generace vysokych harmonickych frekvenci:
jednoatomova odezva

3.1 Rezimy ionizace silnym elektromagnetickym polem

Obrézek 9: Rezimy ionizace silnym optickym polem: a) zna¢i multifotonovéa ionizace, b) tunelovy
rezim, c¢) ionizace nad bariérou. Vy(r) zna¢i puvodni neporuseny potencidl a V(r,t) potenciél
poruseny vnéjsim polem. Prevzato z [32].

Soucasny model ionizace nizkofrekvenénim optickym polem rozliSuje t¥i rizné rezimy ionizace
podle toho, jak je silné budici pole.” Prvni rezim se nazyvé multifotonovd ionizace a nastava pokud
neni Coulombicky potencidl mateifského atomu p#ili§ narusen a je tedy tieba absorpce vice fotonu
pole k prekonani této bariéry. Druhy je tunelovy rezim, kdy je potencial silné naruSen, nicméné
ne natolik, aby byl elektron schopen prekonat bariéru klasickym zpusobem. K vysvétleni ionizace
v tomto piipadé je tfeba pouzit tunelového jevu. Posledni je ionizace nad bariérou a dochazi
k ni, pokud je Coulombicky potencidl zcela potlacen a elektron muze volné opustit atom. Tyto tii
rezimy jsou schematicky naznaceny na obrazku 9. Pro to, abychom rozhodli, ktery z téchto rezimu
prevlada slouzi Keldyshiv parametr

TK = 20, (23)
Ip je ioniza¢ni potencidl atomu plynu a U, je ponderomotivni potencidl, ktery ndm uddva ,silu®
budiciho pulzu a zavisi jednak na intenzité pulzu a také vlnové délce budiciho laseru. Ptesny
tvar bude uveden pozdéji (33). Pro vk > 1 prevlddd mutltifotonovd ionizace a pro yx < 1
tunelovy rezim, pripadné ionizace nad bariérou. Pro hodnoty vx & 1 nastdva kombinace obou
procesu a matematicky popis tohoto piipadu je velmi néroény. Presnym zduvodnénim tohoto
vztahu se nebudeme zabyvat a lze nalézt v [1]. Vzhledem k intenzité a trvéni uvazovanych pulza
se v této praci pohybujeme v druhém a tietim rezimu. Nakonec uved'me, e Keldyshiiv parametr je
primarnim zpusobem rozliSeni mezi jednotlivymi rezimy, ale roli zde hraji i délky budicich pulzu.

3.2 Trikrokovy model

Tento intuitivni model nam umozni ziskat predstavu, co se déje s elektrony v obalu zkoumaného
atomu plynu a jeho vysledkem je teoreticky vypocet charakteristiky vzniklého zafeni. Nyni si tento
model intuitivné predstavime a pozdéji ho formalizujeme pomoci pohledu klasické fyziky® a dale
zobecnime kvantovémechanickym modelem.® Pfed zaéatkem interakce pfedpokladdme, Ze se elek-
tron nachézi v elektronovém obalu atomu ve stavu |¢). Prvn{ faz{ interakce vedouci ke generaci

"Uved'me bézné pouzivané anglické terminy: multifotonova ionizace-multiphoton inonization (MPT), tunelovy
rezim—tunnel regime, ionizace nad bariérou-above threshold ionization (ATI).

8Poprvé s timto modelem piisel Paul B. Corkum ve ¢lanku [11] v roce 1993.

9Tento popis provedl Maciej Lewenstein [12] rok po zvefejnéni klasického modelu.
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vysokych harmonickych frekvenci je ionizace, v této fazi je elektron uvolnén vlivem vnéjsiho pole
do kontinua. Druha faze se nazyva propagace a pohyb nyni volného elektronu je béhem ni urcen
vnéjsim elektromagnetickym polem a polem matefského atomu. Posledni fazi je rekombinace, kdy
vlivem periodicity vnéjsiho pole elektron muze rekombinovat s matefskym atomem za vyzareni
vysokoenergetického fotonu, jak se pozdéji ukaze, je pravé tento foton zakladem vznikajiciho atto-
sekundového impulzu. Tento proces je znazornén na obrdazku 10. Nyni se podivejme co mé byt
nasim vysledkem, je to prubéh elektrického pole, které vznikne pii tomto procesu a jeho vysledné
spektrum. Predpoklddejme harmonické budici pole, popisovany proces tedy bude probihat peri-
odicky s periodou budiciho pole, navic bude v druhé pulperiodé probihat stejny proces, pouze
elektron bude uvolnén v opa¢ném sméru a tedy i vzniklé pole bude mit opa¢né znaménko, z této
tvahy plyne, Ze ve vysledném spektru budou pouze liché harmonické frekvence.'? Déle oéekdvame,
7e energie, kterou muze elektron béhem pohybu ziskat, je omezend a proto bude i maxim&lni
mozné energie vzniklého fotonu omezend a ve spektru se to projevi tzv. cutoffem, coz znamena,
ze vyS§si energie jiz nebudou ve spektru zastoupeny. Ptiklad vzniklého spektra je na obrazku 11.
V tomto spektru vidime pokles v oblasti nizkych harmonickych, ktery je nasledovan platem, které
je ukonceno cutoffem. Existenci plata budeme povazovat za fenomenologickou zalezitost.

Zakladni stav lonizace Propagace Rekombinace
(urychleni elektronu)

Obrazek 10: Schéma tiikrokového modelu. Elektron je znacen jako ¢erveny vinovy balik, naruseny
potencidl atomu zelené a vznikly foton modie. Pfevzato z [31].

plato cutoff

Intenzita [arb. u.]

Energie [arb. u.]

Obrézek 11: Spektrum zéfeni vzniklého pii generaci vysokych harmonickych frekvenci v plynu.
Pievzato z [31], upraveno.

10Vzniklé elektrické pole bude na zékladé této ivahy funkei spliujici f(z) = f(z+27) a f(x) = —f(z+7), (peri-
oda je bez ijmy na obecnosti zvolena 2), tuto funkci mazeme rozvést do Fourierovy fady v bézi {exp(ikz)} > __,
pro jejiz koeficienty plati

R T ey _ 1 T ikt —ikr [ —iks (=)
ap =5 ; e f(t)dt7%</o e f@t)dt+e /0 e f(s+7r)ds>fT/0 e " f(t)dt,
(24)

tento vyraz je nulovy pro sudé k. Proto budou ve Fourierové rozvoji funkce f zastoupeny pouze ¢leny s lichym k.
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3.3 Kilasické priblizeni tirikrokového modelu

Nyni je tfeba vytvorit matematicky popis tohoto procesu. Umistime zkoumany atom do pocatku
soutadnic a zvolime harmonicky tvar vnéjstho pole

Er = (€& cos(wot — k- 1),0,0), (25)

odpovidajici vektorovy potencial je

&
AL = (—L sin(wot — k - 1), 0, 0) . (26)
wo
Sestavime Hamiltonian popisujici elektron uvolnény z atomu
(p + €AL)2
H=>"¢__"=" 1V , 27
. o(r) (27)

Ve(r) je Coulombicky potenciédl atomu, p,. je kanonickd hybnost elektronu uréend vztahem
P, =Mmev —€eAp. (28)

Z této volby Hamiltonidnu plyne, Ze jadro atomu povazujeme za statické. Predpokldadame, ze
pole budiciho laseru je podstatné vétsi nez Coulombické pole atomu, proto provedeme aproximaci
Ve = 0. Déle zanedbame vliv magnetické slozky pole, coz je relativisticky efekt prvniho fadu —
| B = 1||€||. To znamené, Ze tento popis nenf dobry pro relativistické intenzity budiciho pole.'!
Po tomto zjednoduseni

(p. +cA)?
2me

H= : A= (&)sin(wot),O,()) . (29)

Wo

Odtud jiz muzeme nalézt feseni Hamiltonovych rovnic, zajimé nds pouze pohyb ve sméru osy =,

(pe)z — co sin(wot)

), =0, ;= > : 30
(7o), i o (30)
odtud dostaneme pfimo rovnici pro pohyb elektronu

med = —e&y cos(wot), &y =0, x|y =0, (31)

t’ znac¢i cas uvolnéni elektronu. Pocateéni podminky jsou dalsi zjednodusSeni, ve skutecnosti se
uvolnény elektron objevi v jisté vzdélenosti od atomu, nicméné tento tvar feseni nam umozni
provést dalsi ivahy o pohybu. ResSeni je

650

x(t) = o [(cos(wot) — cos(wot)) + wo sin(wot’)(t —t')] . (32)

Nyni se pokusime na zakladé tohoto predpisu ziskat maximalni energii fotonu, vzniklého pii re-
kombinaci, kterou mizeme ziskat. Polozime do rovnosti energii vzniklého fotonu FE., kinetickou
energii, kterou ziska elektron béhem pohybu, a ioniza¢ni potencidl atomu Ip, ktery odpovida
energii zakladniho stavu atomu. Dostavame

.92 1 6 2
EL (") = hws = Ip + m; = Ip + 2U,(sin(wot”) — sin(wot))2, U, = (; 0) . (33)
»” me \ 2wo

t" znagi ¢as rekombinace elektronu a opét pfedpokladdme z(t”) = 0, zavedli jsme ponderomotivni
potencidl Up,. Nyni potiebujeme nalézt extrém této funkce. K tomu, aby se ndm to podafilo,

11 Magnetické slozka budiciho pole zpiisobuje pohyb elektronu ve sméru jejtho §ffeni, coz zabraiuje ndvratu elek-
tronu k matefskému atomu a nasledné rekombinaci, proto neni vhodné pouzivat ke generaci vysokych harmonickych,
pripadné jednotlivych attosekundovych impulzi, budici pole s takovou intenzitou, ze neni tento efekt zanedbatelny.
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je tfeba vyfFesit rovnici z(t) = 0 (a najit tak ¢as rekombinace t” = ¢”(¢')), coz bohuzel kromé
trividlniho Feseni ¢’ analyticky neumime. Nicméné je mozné nalézt priblizné analytické feSeni,
které tuto zdvislost dobfe popisuje [1]. Tato zavislost je

3 2
=" 2 aresin <°"°t’ - 1> , (34)
2wy wo T

toto feseni muzeme dosadit do ¢lenu piedstavujicim kinetickou energii v rovnici (33) a nésledné
nalézt jeji extrém. Resime rovnici

dEk d . 2WO . 2
- 2Up@ {cos [3 arcsin (wtl - 1)] - sm(wot’)} =0. (35)

Jejim vyfesenim a dosazenim do vztahu (33) ziskdme maximalni moznou energii fotonu, kterou
Ize ziskat!?

Eymax = Ip+3.17-U,, pro wot’ = 0.05 - 27, wot” ~ 0.7- 2. (36)

Tento vysledek ndm tedy dav4 odpovéd na polohu cutoffu ve vysledném spektru. Dalsim disledkem
toho, Ze funkce m4 maximum pro t’ je, Ze pro jiné energie nez je maximalni existuji dva ruzné éasy
uvolnéni elektronu vedouci k této energii. Proto se pro tyto ndvratové energie mluvi o tzv. krdtkych
trajektoriich pro ¢asy uvolnéni elektronu ¢’ > t};%max a dlouhijch trajektoriich pro t' < t’E7

,max

3.4 Kvantovy popis aproximaci silného pole (SFA)!3

V tomto odstavci se budeme zabyvat vyfesenim celého modelu interakce, jehoz klasicky popis jsme
predstavili v minulém oddile, pomoci aparatu kvantové mechaniky. V feseni tohoto problému je
obvyklé pouzivat atomové jednotky a tak se této konvence budeme drzet i v této praci, prehled
atomovych jednotek je uveden v dodatku B. Myslenka této aproximace vychdzi z klasického popisu
elektromagnetického pole a kvantového popisu interagujiciho elektronu. Regeni si piedstavime pro
vodikovy atom. Vznikajici pole popiseme pomoci dipdlového zareni a dipdlovy moment uréime
jako druhou derivaci stfedni hodnoty polohy.

3.4.1 Zareni pohybujiciho se naboje

Predstavme si vysledky klasické fyziky pro zareni dipélu. Zafeni dipélu v bodé o polohovém vektoru

r’ je dédno pro velké ||v'|| =: v/ vztahy [2§]

i St S B(r',t) =
dmegc?r! \ ’ (%) 4r  cor’ o

T

/J,()TLX&

E(r' t) = , (37)

kde n = :—: a d(t) prestavuje proménny dipdl, v nasem pifpadé d(t) = —er(t), kde r znaci polohu
elektronu. Zvolime smér sifeni pulzu totozny se smérem osy z a smér vektoru elektrického pole
s osou z. Stac¢i urcit pouze elektrické pole, protoze vime, Zze generovand vlna je elektrickym polem
plné urcena. Zabyvame se pouze jednodimenzionalnim modelem, proto nam staci urcit elektrické

pole na ose z. Vysledny vztah pro elektrické pole generované dipélovym zaficem je

ds (t—2)

Elz,t) = (38)
Ve zbytku této kapitoly se budeme zabyvat uré¢enim zrychleni dipélu d, ktery je zpusoben zrych-
lenym pohybem elektronu v budicim poli laseru, coz je jedind véc, kterou musime spocitat do
tohoto vztahu.

2Tento vztah lze odvodit i pomoci kvantové teorie s vysledkem Ey max = 3.17 - Up + IpF(Ip/Up), kde F je
funkce, ktera nabyva hodnoty 1.3 pro Ip < U, a klesa k 1 s rostoucim Ip, toto odvozeni neni pro nase tcely
podstatné a lze ho nalézt v [12].

13V angli¢tiné se pouziva vyraz Strong field approzimation, zkricené SFA, tuto zkratku budeme pouzivat i my.

16



3.4.2 Kvantovy popis interakce elektronu s budicim polem

Pohyb elektronu bude popsan stejnym Hamiltonidnem, jako v klasickém piipadé, Hamiltonuv
operator mé tedy tvar

~2

= %+‘7C(r)+8(t)-?, (39)

pro nase Feseni je vyhodné pouzivat Hamiltonidn v tomto tvaru, ktery se formalné 1isi od (29), ale
popisuje stejny systém. Casovéa Schrodingerova rovnice je

0,10) = (=5 + Tetr) +£0)-7) 10 (10)

Vyfesenim této rovnice bychom ziskali veskerou informaci, kterou v tomto modelu potfebujeme.
Bohuzel tuto rovnici neumime piimo vyftesit. Nicméné za jistych piedpokladi muzeme nalézt
piiblizen feSeni. Umime vyTesit tilohu pro systém bez piisobeni pole, tj. popsanou Hamiltonidnem
He = — A /2 + Ve(r), tj. nabitd ¢dstice v Coulombickém poli, pro tento Hamiltonidn umime
nalézt ortonormdlni bézi z vlastnich funkei {|n)} 2%, spliujici H |n) = E, |n). Pro vlastni stavy
umime vyf¥esit i éasovou Schrodingerovu rovnici s po¢dteéni podminkou, jejim fesenim je [4]

+o0 foo
[ (t) = ane Frtin), [ (0)) = > ann) . (41)
n=0 n=0

kde |1c(0)) je rozvoj stavové funkce do béze z vlastnich funkei Hamiltonidnu s koeficienty a,.
Druhy systém, jehoz feSeni zndme, je volnd ¢dstice popsand Hamiltonidnem Hp = — A /2. Toto
feSeni ma tvar rovinné viny

[Vp() = ¢ Her P — ot ) (42)

Nynf se pokusime z téchto feseni urcit tvar vysledného feseni systému popsaného (40), linedrn{
kombinaci funkei [¢o) a [1hF) ve tvaru

[(r,t)) = a(t) [Po(r, 1)) +/ b(p, t)e et P ) @Pp, (43)

R3

déle u¢inime predpoklad, ze pole je dostatecné silné a uvolni elektron piimo do kontinua, tudiz
uvazujeme pouze zdkladni stav |¢pc) = |0). Po vhodném prendsobeni funkce b, tak muzeme odhad
naSeho feSeni psat

i) = (a0 + [ olp.0err @) et (o) + [ ow0lp) a®p), (a1

vyuzili jsme rovnosti By = —Ip. Clen a(t) zna¢f obsazeni zdkladniho stavu a predpokladame malou
zménu populace zakladniho stavu béhem celého procesu, tj. a(t) ~ 1. Funkei b ziskdme dosazenim
odhadu Feseni do (40). Bez dGjmy na obecnosti se omezime na pohyb ve sméru osy x. Pro levou
stranu rovnice dostaneme

i0, [yp) = ellrt <—Ip |0y — Ip / belPT d3p + i / beip"’di”p> , (45)
R3 R3

pro pravou stranu rovnice

~ . yAN ~ YAN ~ . .
H ) = e''r! [(—2 + Vc) 0) + (—2 - Vc> / be'P" d’p — E,7 (Io> +/ belP™ d3p)] ;
R3 R3
(46)
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vyuzili jsme toho, zZe jedind nenulova slozka elektrického pole je £,. Nyni je vyhodné vyuzit feseni
bezcasové Schrodingerovy rovnice (— A /2 + ‘7()) |0) = —Ip |0), dostaneme

A~ . 2 AN .
H |[¢) = ellrt [—Ip |0) + / (’; + VC) blp) d®p — £,2|0) — Sg@/ belPT dSp} . (47)
R3 R3

Zamérme se na posledni vyraz, pomoci jednoduchych tprav s pomoci per partes a tvaru operatoru
Z dostaneme

. . . ob
&7 / belPT d3p = &, / bre'PT d3p = —iE, / b(0,,eP") &Pp =i, | ——eP"d%, (48)
R3 R3 R3 rs ODz
pii vypocétu per partes jsme vyuzili b(||p|| — +00) — 0. Dostaneme tak
75 ilpt P 5 3 ~ . b 3
H ) =ert | =Ip|0) + - + Ve | blp) &°p - E:20) —i&, lp) d°p| . (49)
R3 \ 2 R3 Opz

Nyni muZzeme porovnat vyrazy (49) a (45) a celou rovnost vyndsobime libovolnym kovektorem
(p'|, vyuzijeme normalizaci vlastnich vektoru hybnosti k d-funkci: (p’| p) = §(p’ — p), dostaneme

i/ 55(p’—p)d3p—fp/ bé(p' —p)d’p =

R3 R3

2 , e . b ,
P vs(p *p)d3p+/ b<p ‘Vc’P> d“p*lfx/ —d(p' — p)d’p.
2 R3 R

— &30+ | B
(50)

R3

Zajimd nas vyvoj funkce b v pribéhu pohybu, kdy je elektron vzdalen od iontu, proto zanedbdme
Coulombicky potencidl (Vo = 0), déle predpokladdme, ze piispévek ¢lenu 0, b je zanedbatelny
vuci ostatnim, to znamend, ze funkce b se méni podstatné rychleji s ¢asem nez se souradnici v
hybnostnim prostoru, tedy predpokladame |0, b| < |0;b|. V rovnici se nachézi vyraz typu (p |7 | 0),
tyto skalarni souciny se nazyvaji maticové elementy dipdlového prechodu, budeme je znacit da jsou
pro né znamy funkéni predpisy. Napiiklad pro atom vodiku v zdkladnim stavu, ktery uvazujeme,

je [1]

;o -8\/§L. (51)

Nyni provedeme vSechny naznacené integraly a zminéné zanedbdni v rovnici (50) a formdlné
preznacime p’ — p. Dostaneme tak nésledujici rovnici

0b

2 ~
G041 (54 1) ) =160 ). 62)

Hybnost p, ale také zdvisi na case, proto je p = p(t), (parcidlni derivaci podle ¢ pak chdpeme jako
derivaci vztazenou k druhé proménné funkce b). Rovnici (52) muzeme Fesit vzhledem k proménné
t se zavedenim funkci

o(t) = (“’“;” + Ip> , h(t) = 3. (0. (p(0)). (53)

Rovnice tak dostane tvar

 (p(1), 1)+ g(0)b(1) = h(1), (54)

jedna se o linearni diferencialni rovnici prvniho fadu s pravou stranou, k jejimu vyfeseni potiebujeme
jednu pocatetni podminku. Tu ziskdme z uvahy, ze pred ptrichodem budiciho pulzu byl atom

v zédkladnim stavu, to znamens b(t — —oo) = 0. Resfme tedy

b(t) + g()b(t) = h(t), b(—oc0) = 0. (55)
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Podle teorie obycejnych diferencidlnich rovnic je feseni
t
b(t) —e” St a(ta) dts / h (tl) effloo g(t2)dts dt; . (56)

Po prejiti k puvodnim funkcim a jednoduché tpravé je vysledek
t . —igr (e L r ) g
t) = i/ Ex(t1)dy (p(t1)) e f< P) “dt . (57)
—o0

Tento vysledek jesté musime ddle upravit, predevsim jsme ztratili pifmou zdvislost na p(t) a vime
tuto zavislost pouze na vyvoji hybnosti béhem pohybu pred ¢asem t. Toto nds omezuje v provedeni
integrélu v (43).

3.4.3 Casovy vyvoj hybnosti

Pottebujeme upravit vztah (57), abychom v ném ziskali zdvislost na okamzité hybnosti p(t).
Voditkem k tomu je ndm klasické feseni Hamiltonovy rovnice (29). Pii pohybu elektronu v elek-
tromagnetickém poli, popsanym timto Hamiltonidnem se zachovdvé kanonickd hybnost (28)

p.=p—A (58)
(v atomovych jednotkdch e = 1). Takze pro libovolné dva casy t; a to plati
p. =p(t1) — A(t1) = p(t2) — A(t2) = p(t) = p(t2) — At2) + A(t1) = p. + A(t1) . (59)

R&di bychom tento vysledek pouzili do naseho kvantového vypoétu, Hamiltonian se kterym pracu-
jeme neni v kanonickém tvaru, nicméné popisuje stejnou ilohu, pokud budeme popisovat elektrické
pole pom001 € = —0;A. Vzhledem ke klasickému feSeni definujeme operédtor kanonické hybnosti
D.:=D— A( ), A( ) = A(t) a ovéfime, Ze tento operdtor je integralem pohybu i v kvantovém
prlpade, ovéfeni provedeme pro Hamiltonidn (39), v prubéhu pohybu opét zanedbdme Coulombic-
kou interakci, dostavame tak

~2
~ p 0A N
Heg=—— —(t . 60
e=P 0 (60)
Oveéfime, Ze je P, integralem pohybu
d Ac ]- ~ -~ ~
Qs _ Lo, — s ] + 045, — As) = 04— D14, = 0. (61)
Pouzili jsme [Z,p,] = i. Kanonickd hybnost je tedy skutecné integrdlem pohybu. Pomoci této

tvahy muZeme upravit integral v exponenciele, zavedenim funkce'*

S(ta,tp) = /ttB (; (pC+A(t))2+IP> dt. (62)

A
Timto jsme problém ¢asového vyvoje hybnosti prevedli na casovy vyvoj vektorového potencidlu
budiciho pole, ktery zndme. Reseni (57) muzeme potom psat ve tvaru
t

b(p(t),t) =1 / 2 (D) de (p, + A () e S(EtPeACS)) gf (63)

— 00

a p, muzeme spocitat v libovolném case. Nasim dkolem bylo ziskat b v zdvislosti na p = p(¢),
abychom pfes hybnost mohli zintegrovat vysledek, diky kanonické hybnosti, muzeme psat

t s rt 1 2
b(p,t) = i/ Eo(t1)dy (p— A(t) + A (1)) e S GE-ADFTA@D HIr)di gy ()

148 tizce souvisi s klasickou akei elektronu, v literatufe se ¢asto nazyva kvaziklasickou akci [1, 12]. Je ale tieba
zminit, ze diky nasim aproximacim se nejednd o akci zddného Lagrangidnu, ktery by odpovidal Hamiltonidnum, se
kterymi pracujeme. Pocitdme s tim, ze elektron piekonal Coulombickou bariéru, ktera je reprezentovana konstantou
Ip a clen %(pc + A1) = %pz odpovid4 akci Lagrangidnu volné &astice bez zapocitdni pisobeni budiciho pole,
ackoliv toto pole v nasem postupu zanedbané neni.
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3.4.4 Stfedni hodnota polohy elektronu

Nyni muzeme pristoupit k vypoctu vysledné stiedni hodnoty polohy, kterd nés zajima. Protoze je
vlastni funkce na zac¢atku pohybu normovand, je poloha

(1) = (1) gy = WO [T 0(1)) - (65)

Dosazenim z (64) a (43) do (65) dostaneme

r(t) = [a(t) (0|7 0) +/

[ @0 017 1p) o+ [ a1 (p]710) '+

R3

+ [ b(p,t)b(p',t) (p'|7|p) d®pd’p’, (66)
RG

prvni élen na pravé strané rovnosti je nulovy, coz lze zjistit jednoduse explicitnim vypoétem.'®

Nasim cilem je provést prakticky vypocet, musime proto provést dalsi zjednoduseni. Podivejme se
detailnéji na vztah (66) a pokusme se ho interpretovat. Prvn{ ¢len na pravé strané znamend
piispévek od elektront, které neopustily zékladni stav, posledni ¢len naopak znaéi elektrony,
které nerekombinovaly zpét k materskému atomu. Pro generaci vysokych harmonickych nas tedy
zajimaji vyhradné prostfedni dva ¢leny, o prvnim ¢lenu vime, ze je nulovy a posledni zanedbame.
Navic stejné jako v odvozeni vztahu pro b predpokldddme a(t) = 1. Déle si povSimnéme, ze
prostiedni dva ¢leny jsou k sobé vzdjemné komplexné sdruzené, mizeme tedy psat'®

riymoim [ ) (20 dlp— AW Al o (B0 AOA I g gy,
e (67)
zaménime pofadi integrovéni a ve vnitinim integralu provedeme substituci p — A(t) = p,, tato
substituce m4 i fyzikalni interpretaci pfechodu ke kanonické hybnosti. Dostaneme tak finalni vyraz
s~ [ A+ Aw)- (80 dlp Al AT ) g,
o (68)

3.4.5 Aproximace sedlového bodu

Vyraz (68) je pro prakticky vypocet stéle prilis slozity. Pro jeho vypoc¢et pouzijeme aproximaci sed-
lového bodu - Saddle point approrimation. Tato metoda vypoctu integrala typu fRn f(&)el<9®) dne
je predstavena v dodatku A. Podle tohoto postupu je

s f({:)eng(E) "¢ ~ fégg())eiﬁg(&o) H /%ﬁ , (69)
i=1 ‘

150|Z|0) = %fl}{d ze 2" dzdydz = L ( 2 cosgpdcp) (Jo" sin? 6 d0) (fOJrOO r3e=2r dr) = 0, vyraz je nulovy

™

protoze f027r cos pdyp = 0 a ostatni vyrazy jsou konecné. Ve vypoctu jsme pouzili sférickou transformaci

z = rsinf cos ¢
y=rsinfsingp ,

z=rcosf

(r,0,) € Ry x (0,m) x (0,27) a absolutni hodnota Jakobidnu transformace je |Js¢| = 72 sin 0. Déle jsme vyuzili

tvar funkce popisujici zédkladni stav |0) = ﬁe’r. Pro y a Z je ovéfeni obdobné.

160znagcili jsme integral v (64) (bez i) T a poté uzili rovnosti il — il = 2ImI.
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s

kde bod & je bodem maxima funkce g a a; jsou vlastni ¢isla matice A, coz je matice druhé derivace
funkce g v bodeé &, tj.

8%y 8%y
€101 (&) - 0€10&n (&)
: - : (70)

8%y 8%g
agnagl (50) o 65n6£n (SO)
Nyni pouzijeme aproximaci (69) na vnitin{ integral v (68). Najdeme extrém funkce v exponenciele
a oznacime bod extrému p,, dostaneme tak rovnice

S (t1,t,p. + Alts))
a(pc)j

Odtud uréime p, a navic vidime, ze vSechny mimodiagonalni prvky matice druhé derivace S jsou
nulové a determinant je tedy souc¢inem diagondlnich prvku, coz jsou pravé vlastni ¢isla matice A,
celkem

= (pc)j (t—t1)+/ttAj (t2) ditg =0. (71)

" A(ty) dt 2

Vyraz (68) muzeme pomoci Saddle point approximation prepsat jako

t %~ = .t (1 2
riy o [ () e, + AW, + Al A gy,
oo \ — 11
(73)

V tomto integréalu jesté zavedeme substituci 7 = t—t;, tato substituce ma také fyzikalni smysl, 7 je
cas, ktery elektron stravil v kontinuu. Integrédl ktery mame je navic divergentni, proto provedeme
regularizaci'”, dostdvame tak findlni vyraz

+oo % - = st 1 2
r(t) ~ 2"“/ ( - ) d(p, + A()E(t — )d(p, + A(t — 7))’ Ji-r (GPr AU Tr) dlz g
0
(74)

5715

p, mitzeme také spocitat pomoci stejné substituce, dostaneme p, = —7~* f:,TA(h) dt1. Po-
divejme se nyni na tento vysledek z pohledu klasického tiikrokového modelu a pokusme se ho
fyzikalné interpretovat. Prvni ¢len lze interpretovat jako kvantové rozplyvani elektronu v kontinuu
a zpusobuje to, ze do vysledné stfedni polohy nejvice ptispivaji elektrony rekombinujici v kratkych
navratovych ¢asech 7. Druhy ¢len muzeme chapat jako amplitudu pravdépodobnosti rekombinace
elektronu s kanonickou hybnosti p, v Case ¢. Dalsi dva Cleny muzeme chépat jako amplitudu
pravdépodobnosti ionizace v ¢ase t — 7 a posledni exponencielu muzeme chépat jako vliv pohybu
v budicim poli s konstantni kanonickou hybnosti p, na fazi vlny generovaného elektrického pole,
které vznikd pfi rekombinaci elektronu.

3.5 Spektrum vysledného pulzu

Pokud zndme ¢asovy vyvoj stfedni hodnoty polohy elektronu muzeme pomoci vztahu (38) najit
generované pole pripadné rovnou spektrum tohoto zéfeni.
Vyzatované spektrum tedy zavisi na druhé derivaci polohy, ziskdme ho Fourierovou transfor-
maci
dy (t — 20 iw)? 2 —w2elTw
sw@:w=ﬂ[f(9%@—<)\@h@—°ﬂw>ﬂmwwy

4dmegc? 2o dregc®zy 4megczg
(75)

17Pouzivame fyzikéalni konvenci, kdy se pfed regularizovany vyraz nepise 1im+, ale myslf se automaticky [4].
e—0
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3.6 Vyprazdnéni zakladniho stavu - ADK model

Jak jsme jiz zminili v intuitivnim popisu tohoto jevu, k fazi rekombinace nemusi vzdy dojit a to
zpusobuje, Ze se zmensuje pocet atomu v zakladnim stavu. Tim je efektivné zabranovano tomu, aby
ttikrokovy model probéhl a dochazi k utlumu generace zareni. Navic to zpusobuje vznik plazmatu,
které podstatné méni optické vlastnosti prostiedi. Tento proces je popsan tzv. ADK modelem.'®
V SFA aproximaci lze tyto vypocty pouzit ke korekei clenu a(t) ve vztazich (44) a (66). V modelu
predstaveném v této praci nakonec tuto korekci nebudeme pouzivat, nicméné je ve fyzice interakce
interakce intenzivniho laseru s atomem natolik znamé, ze je vhodné ji zminit. Vztahy pro tuto
aproximaci uvedeme bez odvozen{ a odkdzeme se na literaturu [25]. Pro pocet vézanych elektronu
v Case t muzeme psat rovnici

= —w(t)N, (76)

w(t) se nazyva mira ionizace a pravé jejim uréenim se zabyvd ADK model. Uvazujeme vzdy pouze
ionizaci valenéniho elektronu, pro ktery ADK model déva

2 (351(;)')% (|55>|>2n* (w;ft“)lyﬂ b m)(Bye” T, (1)

E(t) je amplituda budictho pulzu, E, - je vazebnd energie n. energetického stavu a n*, I* jsou
efektivni kvantova ¢isla, u nichz je zapocitdna korekce na pritomnost dalsich elektronti v atomovém
obalu, m je magnetické kvantové ¢islo a C, F', f jsou funkce dany predpisy

w(t) = |Crp-

22k : (20 + 1)(I + |m]|)!

KC(k +j + DIk — j) F=(=2Bn)%, f(l’m):2\m||m|!(z—|m|)!' (78)

Nl

|Cs* =
Protoze se tyto zavislosti lisi pro elektrony ve stejném energetickém stavu pro ruznd m, je vyslednd
ADK mira ionizace dana jejich pramérem, tj.

1 l

Resenf rovnice (76) potom napiSeme ve tvaru
N(t) = Noe~ J2oe wavic(9) dF (80)

Ny je celkovy pocet atomu plynu, predpokladame, ze pied ptrichodem pulzu plyn nebyl ionizovéan.

8 Tento model odvodili v roce 1986 fyzici Maxim V. Ammosov, Nikolai B. Delone a Valdimir P. Krainov [25].
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4 Popis vygenerovaného zareni

4.1 Sifeni intenzivniho laserového impulzu v plynném prostredi

V predchozim textu jsme si pfedstavili odezvu jednoho atomu na pole budiciho pulzu. Problémem,
kterym se budeme zabyvat déle je Sifeni generovaného pole spolecné s polem budicitho pulzu
v prostiedi, kterym je v nasem piipadé plyn, jehoz atomy zpusobuji generaci vysokych harmo-
nickych frekvenci. V principu se nejedna o jednoduchy problém, protoze sifeni je ovlivnéno mnoha
faktory, které maji vliv na absorpci a fazovy posun jednotlivych komponent siticiho se pole. V prvni
fadé je rychlost Sifeni pulzu ruznd pro ruzné frekvence, tento jev se nazyvé linedrni disperze a
zpusobuje vzdjemny fadzovy posuv jednotlivych spektralnich slozek zéfeni. Déle zde vystupuji ne-
linearni jevy, které zavisi na intenzité pulzu a obecnéji na vyssich mocninédch elektrického pole &,
témito jevy se zabyvé nelinearni optika. Typickym dusledkem této zavislosti je naptiklad Kerrav
jev. Dalsim jevem, ktery nam situaci komplikuje, je vytvareni volnych elektronu. Tohoto jevu jsme
se uz dotkli v samotném modelu jednoatomové odezvy. Jedna se o elektrony, které zpatky nerekom-
binovaly s matefskym atomem a zustaly tak volné. Pro samotnou generaci vysokych harmonickych
frekvenci pro nas nebyly dilezité. OvSem Siteni pulzu ovliviiuji zna¢né, zpusobuji vznik plazmatu,
které ma odlisné optické vlastnosti nez neionizovany plyn. Posledni véci, kterou zminime, jsou
vlastnosti vyplyvajici pfimo z geometrie budiciho pulzu, kterou jsme rozebirali v 2. kapitole. Diky
tomu je generované pole odlisné v riznych mistech prostoru. Resenim téchto problémiu se v ter-
minologii attosekundové fyziky zabyvé tzv. phase matching.'?

4.1.1 Linearni disperzni médium

V této praci se omezime na jednodussi model linedrniho disperzniho prostredi, tj. prostiedi, kde
povazujeme jednotlivé komponenty pole za Sifici se nezavisle a bereme v tivahu pouze jevy spojené
s prvni mocninou €. Vyjdeme z teorie pro $iteni monochromatické viny. Pfipomernime tedy tento
piipad a zkoumejme $ifeni ve sméru osy z, pouzijeme rovinnou vlnu (1), s ¢ = 0. Vlnové ¢islo &
nyni z&vis{ na thlové frekvenci, tj. k = k(w) a charakterizuje ndm rychlost sifen{ vlny s danym w
v disperznim prostiedi, navic dochéazi k absorpci, kterd je charakterizovana koeficientem absorpce
Qapbs(w). Popis vysledné rovinné viny je

Ea(z,t) = Ege™ 257 cos(wt — k(w)z) . (81)

Je vhodné popisovat absorpci i disperzi pomoci komplexniho vinového ¢isla k= k+ioabs /2. Vztah
(81) potom zapiseme ve tvaru

Eulz,t) = Re(e—iw—’"f(@z)) . (82)

Zapisme explicitné, jak bude vypadat pulz, ktery projde disperznim prostiedim délky L, které
zacind v bodé zg,

E(z0 + L,t) = Re<efi(wt715(w)(zo+L))) _ Re<efi(wtfl_c(w)z07l~c(w)L)) ' (83)

Ukazuje se, ze je vyhodnéjsi popisovat elektrické pole propagujiciho se pulzu v zavislosti na
thlové frekvenci. Je to zpusobeno tim, ze vlnové &islo je funkei tdhlové frekvence w. Od ¢asu
prejdeme k thlové frekvenci pomoci Fourierovy transformace, kterou budeme pouzivat ve tvaru

Z (1) () = / F(t)etdr (84)

Zmak Fourierovy transformace nebudeme dale psat, pokud to nebude tieba pro zduraznéni, a to,
jestli pracujeme s transformovanym ¢i netransformovanym polem, budeme znacit pomoci argu-
mentu funkce ¢ nebo w. Nyni zjistime, jak vypadd obecnd rovinnd vlna v bodé zy + L a vyuzijeme

YTento vyraz pochdzi z toho, co je nasim obvyklym cilem pii ndvrhu experimentu. Chceme aby pii vzniku
attosekundového pulzu dochézelo ke konstruktivni interferenci mezi vznikajicim polem a polem jiz vygenerovanym,
tj. pozadujeme aby odpovidala faze téchto poli.
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toho, jak se transformuje monochromaticks vlna (83). Protoze jsou Maxwellovy rovnice linedrni,
bude feSenim i superpozice rovinnych monochromatickych vin.?° Toto feseni je v bodé zy ve tvaru

ZO, /5 —1(wt k(w)zo)d (85)

kde £ (@) je néjakd integrovatelna funkce. Nyni ukdzeme, ze ve frekvenéni doméné plat{ rovnost
E(z0+ L,w) = E(z0, w)elF@L (86)

Tento vztah dokdzeme pomoci Fourierovy transformace aplikované na feseni ve tvaru (85). Nejprve
si pripravime, jak vypada feSeni ve frekvenéni doméné v bodé z

E(z,w) = 7 [E(z,1)] [/ EW i(‘:’t’;(@)z)dN] (w) //5 @)e H@k@2) it 4ids =
/ / E(@)eiF @)zl =00 qyqg = / E(@)e* @75 (w — &) di = E(w)elF @)= (87)
Tedy muzeme psat
E(2o, w)ei’;(“’)L = g(w)ei};(‘“)zoei’;(w)L = g(w)ei%(“)(zﬁm =E&(z0+ L,w). (88)

Tim je vztah (86) dokdzdn. Nyni feSeni vyjadiime pomoci komplexniho indexu lomu prostiedi
n(w), ktery je spojen s vlnovym ¢islem k. (w) vztahem n(w) = <k, (w). Redlnd cést indexu lomu je
klasicky index lomu, tj. Re(n) = £k.(w) a imagindrni cést popisu~je absorpci, tj. Im(72) = 5= aps.
Mizeme tedy piepsat vinovy vektor pomoci indexu lomu ve tvaru k. = “7(w) a vztah (86) dostane
tvar

E(z0 + L,w) = E(zp,w)el e ML (89)

Pro praktické pouzit{ je tfeba mit znalost n(w) pro ruzné vinové délky zareni. Pro plyny se kterymi
pracujeme lze 7 v krdtkovinné ¢ésti spektra vyjadiit ve tvaru [5, 1]

N

) = 1= =N (fi +if2), (90)

A je ddna vztahem A = 27&, r. = 47350 e je klasicky polomér elektronu (m. je hmotnost

elektronu), N je pocet atomu plynu v Jednotce objemu a fi, fo jsou atomové rozptylové faktory,
které jsou tabelovdny pro ruzné plyny. Pro vétsinu plynt je mozno najit koeficienty v on-line
databézi [40].

20V tomto tvaru lze zapsat libovolné feseni Maxwellovych rovnic, timto faktem se tu nabudeme zabyvat a lze
nalézt napf. v [3].
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5 Vytvoreni jediného attosekundového impulzu

Doposud jsme se zabyvali interakci v prubéhu celého budictho pulzu a v SFA aproximaci jsme
zjistili, ze k tiikrokovému procesu dochdzi béhem kazdé pulperiody budiciho pole. Pro nékteré
aplikace se ukazuje jako dulezité vytvorit jediny impulz. Nyni si predstavime zpusoby generace
jednotlivych attosekundovych impulzi, které se pouzivaji v zavislosti na délce trvani budiciho
pulzu.

5.1 Kratké budici pulzy (~ fs)

Pro velmi kratké budici pulzy je podstatny vliv vzidjemného fazového posunuti obalky budiciho
pulzu a samotného pole budiciho laseru. Je to zpusobeno tim, ze vlastni perioda budiciho pole je
srovnatelnd s délkou trvani pulzu. Predstavme si dvé krajni moznosti. Prvni je cosinovy pulz, kdy
je vzajemny fazovy posuv ¢ = 0, to znamend, ze v maximu obélky pulzu se nachazi také maximum
zakladniho pole. Druhym krajnim ptipadem je sinovy pulz, kdy se v maximu obalky pulzu nachazi
minimum zdkladniho pole, odpovidd tomu posuv ¢ = 7/2. Tato charakteristika nen{ pro dany pulz
¢asové neménnd, protoze se obédlka pulzu pohybuje grupovou rychlosti v, a zdkladni pole fazovou
rychlost! vy a tyto rychlosti jsou obecné rizné. Vztah mezi témito velicinami je ddn disperznim
vztahem pro dané prostfedi. V nasem modelu piredpokladédme sifeni budiciho svazku ve vakuu, tj.
nezdvisle na prostiedi, protoze ale pouzivdme Gaussovsky svazek, popsany vztahem (18), projevi
se tento efekt i zde ve formé Gouyova fazového posuvu ¢¢.

1 ‘ 1
0.8 0.8
0.6 0.6
04 04
0.2 0.2
w 0 w 0
-02 -02
-0.4 -0.4
-06 -06
-0.8 -0.8
o Ll
-6 ” 2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
tis] x107° tis] x107°
Obrazek 12: Cosinovy pulz. Obrazek 13: Sinovy pulz.

Charakter pulzu vyznamné ovliviiuje vzniklé pole. V piipadé cosinového pulzu vznikd pouze
jeden attosekundovy impulz v maximu obalky budiciho pulzu, zatimco v ptipadé sinového pulzu
mohou vznikat dva mensi impulzy, vzdéalené od sebe o pulperiodu budiciho pole. Je tieba zminit, ze
ani v piipadé cosinového pulzu nejsou zcela potlaceny odezvy ostatnich maxim, nicméné odezva
od nejvétstho maxima obsahuje vyssi frekvence, nez od odezva ostatnich maxim. Proto se pro
potlaceni této odezvy pouzivaji nizkofrekvencni filtry.

5.2 Dlouhé budici pulzy (~ 10 fs)

V obélce jednoho budiciho pulzu se nachazi vétsi pocet period zakladniho pole. Vznika tak série po
sobé jdoucich attosekundovych impulzu vzdélenych od sebe o pulperiodu budiciho pole—attosecond
pulse train (pro bézné pouzivany Ti:Saffrovy laser s vlnovou délkou 800 nm je tato vzddlenost
priblizné 1.3 fs). Pokud mdme jiz vytvorenou sérii pulzii mimo médium je velmi obtiZné z nich
jeden vybrat, proto se pouzivaji metody, kterym zajistime aby byl jiz v médiu, kde probiha generace
impulzi, vytvoren pouze jediny. Zminime dva zpusoby, jak toho lze dosdhnout.
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5.2.1 Dva kruhové polarizované budici pulzy

Right circular pulse &
-'

— Tp

S ——— ""’\f Ellipticity dependent pulse

—r—_,

\'\.

Left circular pulse

Obrazek 14: Vznik jediného attosekundového impulzu pomoci dvou navzijem zpozdénych, opacné
kruhové polarizovanych Gaussovskych pulzi. V pravé ¢asti obrazku jsou zndzornény trajektorie
elektronu e~ pro ruzné ¢asy jejich uvolnéni. Prevzato z [24].

Predstavime prvni zpusob, jak Ize dosdhnout generace jediného attosekundového impulzu.
Tento jev lze dobfe analyticky popsat pomoci klasického modelu, ktery jsme pouzili v sekci 3.3.
Uvazujeme nyni kruhové levotoc¢ivé polarizovany Gaussovsky pulz s nulovym fazovym posuvem

£,(t) = Ege —2m)()" e, cos(wot) + e, sin(wot)] | (91)

e, e, jsou jednotkové vektory ve smérech = a y. Uvazujme nyni pole sloZené ze dvou opac¢né kru-
hové polarizovanych Gaussovskych pulzi, vzédjemné zpozdénych o celoéiselny nasobek n poloviny
vlastni periody to2!

t

Ei(t) = (1)”506_21n(2)< o ) (e cos(wot) + e, sin(wot)] , (92)

—21n(2)< o ) )
E.(t) = (—1)"&e [es cos(wot) — e, sin(wpt)] , (93)

pocatek ¢asové osy jsme volili tg/2 po maximu prvniho pulzu. Porovndme slozky vysledného pole
E(t) = &Ei(t) + E,(t) v jednotlivych smeérech

t 2 t 2
_21n(2)< t?o) —21n(2)(t:?0>
E)=(—1)"& | e +e i cos(wopt) , (94)

721n(2)<t+t20> 721n(2)(t:t70>
) =(—1)"& | e —e ! sin(wot) (95)

dostali jsme tedy elipticky polarizovany pulz. Pokud v tomto ptipadé pouzijeme tiikrokovy model
generace vysokych harmonickych frekvenci. Zjistime z pohybovych rovnic elektronu (32), Ze neni

21 Tento vysledek lze zobecnit na libovolny ¢asovy posun [1].
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mozné zéroven splnit podminku rekombinace pro ¢as ndvratu ¢, tj. x(t") = y(¢'") = 0, pro elipticky
polarizovany pulz. Proto generace probiha pouze v okamziku, kdy je pulz linearné polarizovany,
coz je podle (94) a (95) pouze v t = 0. Tento mechanismus je zndzornén na obrazku 14. Poprvé se
podarilo tento zpusob generace jediného attosekundového impulzu experimentalné ovérit v roce
2004 [24].

5.2.2 Dvoubarevné pulzy

K buzeni pouzijeme pole dvou ruznych budicich lasert s riznymi vlnovymi délkami (napt. 800 nm a
650 nm), jejich pole spolu interferujf a nejsilnéjsi attosekundové impulzy pak vznikaji ve chvili, kdy
je tato interference konstruktivni. Pro vybér pravé téchto impulza je mozno pouzit nizkofrekvenéni
filtr. Timto zpusobem generace se nebudeme déle detailné zabyvat, protoze vzdy zalezi na kon-
krétnich vinovych délkach budicich poli, které skldddame. Jednim ze specidlnich ptipadu je pouziti
druhé harmonické frekvence budiciho pole a je rozebrén v [1]. Vyhodou pro popis tohoto zptisobu
generace jednoho impulzu je, ze muzeme pouzit vysledek SFA (74), protoze je odvozen pro obecny
tvar budictho pole £(%).
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6 1-D model generace vysokych harmonickych frekvenci

Na zakladé vySe popsané teorie autor vytvoril pocitacovy model, ktery provede vypocet tvaru
vzniklého pole pii pruchodu budiciho pulzu linedrnim disperznim médiem. Vyuzijeme zde vysledky
predstavené v 2., 3. a 4. kapitole. Nejdiive si ujasnime vstupni parametry tohoto modelu. Pted-
pokladdame sifeni pulzu v médiu délky L, obsahujici jeden druh neionizovaného plynu. Tento plyn
charakterizujeme pomoci tlaku p a teploty T'. Timto plynem prochézi svazek budiciho laseru, ktery
ma vlnovou délku A a maximélni intenzitu Iy. PouZijeme Gaussovsky pulz s chirpem by, délky 7,
s konstantnim fazovym posuvem ¢ a Gaussovsky svazek charakterizovany polohou ohniska zg
a polomérem svazku v ohnisku wy (misto této charakteristiky muzeme pouzit i Rayleighovovu
vzdalenost zg), nebo se muzeme omezit na Gaussovsky pulz s prostorovym prubéhem rovinné
viny. Nyni uvedme piedpoklady, za kterych model vytvaiime.

e Plyn, kterym se §ifi budici pulz je homogenni a jeho parametry se neméni s ¢asem.

e Budici pulz se pohybuje prostfedim rychlosti svétla bez disperze a absorpce, jediné, co
ovliviiuje jeho vlastnosti, jsou parametry Gaussovského svazku.

e Pracujeme s atomy vodiku.
e U generovaného pulzu zapoc¢itdvame disperzi a absorpci. Nelinearni jevy neuvazujeme.

Ze zadanych hodnot potfebujeme ziskat pocet atomu na jednotku objemu, jednak kvuli vypoctu
indexu lomu (90) a jednak kvuli vypoctu vysledného pole, které ziskdme vyndsobenim poc¢tu atomu
s elektrickym polem vzniklym na jednom atomu. Pocet atomu N na jednotku objemu V' ziskdme
pomoci termodynamického vztahu

pV = NkgT. (96)

6.1 Algoritmus pro popis generace pulzu v disperznim médiu

Nyni si schematicky predstavme algoritmus k vypoctu generovaného pole.

1. Prostiedi, kterym se §iii budici pulz rozdélime na My, stejné dlouhych bunék a uré¢ime v ném
prubéh intenzity Gaussovského svazku podle vztahu (17), protoze se zabyvéame pouze Sifenim
ve sméru osy svazku, je x = y = 0. Déle uréime pomoci (96) a (90) pocet atomu v jedné
bunice N; a index lomu 7.

2. Spustime jednoatomovy model s amplitudou &(z) a fdzovym posunutim ¢ v prvni buiice,
uréenymi podle kroku 1. Pomoci jednoatomového modelu (popsaného v oddilu 6.2) uréime
odezvu jednoho atomu &;(w,1) v prvni bunce ve frekvenéni doméné. Celkovou odezvu
ziskdme vyndsobenim poctem atomil v jedné bunce, takze generované pole je &, (w,1) =
N1 . 51 (OJ, 1)

3. Spustime jednoatomovy model v M. buiice, ziskdme odezvu jednoho atomu &; (w, M). Pole
vychézejici z M. buiiky je soucet pole zde vygenerovaného a pole, které sem piislo z (M —1).
buiiky za vlivu disperze a absorpce dle vztahu (89). Vysledné pole je tak

E(w, M) = E;(w, M) 4 e 1M =DAZe(, M — 1), (97)

Az je vzdalenost mezi jednotlivymi stfedy bunék. Tento krok opakujeme, dokud nedojdeme
na konec média.

4. Predeslymi kroky jsme ziskali zdvislost pole vzniklého pulzu ve frekvencni doméné &(w).
Pokud potiebujeme vysledné pole v zavislosti na case, provedeme inverzni Fourierovu trans-
formaci a ziskdme E(t).
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6.2 Algoritmus pro jednoatomovou odezvu.

1. Vytvorime Gaussovsky pulz podle vztahu (4) s danymi parametry, to znamend, ze vytvofime
funkce elektrického pole £(t) a vektorového potencidlu A(t). Souradnou soustavu volime tak,
7e maximum pulzu je v bodé ¢ = 0.2? Je tieba zvolit vhodnou diskretizaci, tu volime tak, aby
At < 2h/eEy max, At je vzdélenost vedlejsich bodt, Ey max uréime z klasického modelu (36),
je to proto, abychom byli schopni zajistit vSechny harmonické ve vysledném spektru az do
cutoffu. Celkovou délku casové zdkladny zvolime tak, aby byl pokryty prubéh elektrického
pole i v néjakém okoli délky pulzu, tj. (—7,4/2,74/2).

2. Provedeme vypocet stiedni polohy elektronu podle vztahu (74), je vhodné pro rychlejsi
vypocet zvolit misto integralu f0+oo integral fOT’", kde T,, je cas trvani nékolika period
budiciho pulzu, protoze do vysledné sttedni hodnoty ptispiva predevsim nékolik méalo period
po uvolnéni elektronu. Opraviiuje néds k tomu analyza vztahu (74).

3. Provedeme Fourierovu transformaci druhé derivace polohy elektronu (75), vysledkem je vy-
generované pole jednoatomové odezvy ve frekvenéni doméne, tj. & (w).

6.3 Vypocet pomoci programu MATLAB®

Autor prace se rozhodl pouzit k vypoétu program MATLAB® a vytvofeny kéd lze nalézt v dodatku
C. V tomto konkrétnim piipadé bylo pouzito Gaussovského pulzu pro vektorovy potencidl A(¢),
je to zpusobeno tim, ze lze pouzit analyticky tvar £(t) = —0;A(t). Tato volba je velmi blizkd
nechirpovanym Gaussovskym pulziim v £(t).23 V piipadé pouziti chirpu dostaneme pulz pouze
podobny chirpovanému v £(t) a maximum tohoto pulzu jiz nenf v bodé t = 0.2 Vypocet zajistuji
dva hlavni programy, které provadéji vypocet podle algoritmu predstavenych v minulych dvou
odstavcich.

prop.m Ridici skript, ve kterém jsou v zahlavi nastaveny veskeré vstupni parametry a samotny
skript pocitd pole generované Gaussovskym pulzem podle prvniho algoritmu. Vypocet muze
byt proveden bud pro Gaussovsky svazek, nebo pro rovinnou vinu. Shriime si nynf viechny
parametry, které ke vstupu pouzivame. Jsou to délka média L, teplota plynu 7" a tlak p. Pro
budici pole je to vlnova délka A, délka pulzu 7,4, parametr chirpu b, a maximdlni intenzita
Iy, pii pouziti Gaussovského svazku jsou navic jeho parametry Sitka svazku v ohnisku wg
a souradnice ohniska zy. Déale tu jsou pomocné konstanty pro numericky vypocet, jsou to:
délka ¢asového okna pro budici pulz udana v jednotkéch 74, pocet bunék rozdéleni média,
pocet bodu rozdéleni ¢asového prubéhu budictho pulzu (lze zadat fixni, nebo vypocitany
tak, aby byla po vypoctu Fourierovy transformace mirné presazena oblast predpokladaného
cutoffu) a pocet period budiciho pole, které jsou zapocitény do generace jednoho impulzu.

dipol.m Funkce, kterd se stard o vypocet jednoatomové odezvy podle druhého algoritmu. Pro vypocet
integralu (74) je pouzita lichobéznikovd metoda.

Déle jsou vyuzity pomocné funkce.

Primint.m Funkce, kterd zajistuje numericky vypocet primitivni funkce k libovolnému zadanému vek-
toru, pro vypocet je pouzita lichobéznikova metoda.

dm.m Funkce, ktera vraci hodnotu maticového elementu dipélového prechodu v zévislosti na hyb-
nosti.

22 Je tfeba upozornit, ze tato volba je nefyzikdini, protoze mame soustavu spojenou s pulzem ktery se pohybuje
grupovou rychlosti, kterou méme v nasem modelu rovnu c. Pro popis naseho modelu to ale nevadi.

23 Je tieba zminit, ze i samotny Gaussovsky pulz v £(t) predstavuje model skuteéného pulzu a Gaussovsky pulz
v A(t) muzeme chédpat jako jiny velmi podobny model a bez experimentdlniho ovéfeni nemuzeme fici, Ze je tento
model hors{. Tato volba se projevi pfictenim ¢lenu obsahujic{ funkci sinus ke vztahu (2), ktery je ale pro ndmi
pouzivané pulzy Fddové mensi (~ &y /wo).

240proti nechirpovanému pulzu se nezanedbatelné zméni obalka pulzu, konkrétné £ — Eo(1 + 2bgt/wo).
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Act.m Funkce, ktera pocita hodnotu stacionarni akce pro dany cas uvolnéni elektronu.

loadcoef.m Skript, ktery provadi vypocet parametru f; a fo pro komplexni index lomu 7 pomoci inter-

polace z tabelovanych hodnot.

6.4 Vysledky

V této kapitole budou shrnuty vysledky vypocti 1-D modelu, vytvoreného autorem préce a po-
psaném v predchozi kapitole. Vysledky simulaci maji demonstrovat funkénost modelu a zatim si
nekladou za cil optimalizovat podminky pro vytvoreni néjakého konkrétniho typu impulzu. Kvuli
ilustrativnosti mohou byt nékteré hodnoty nadsazené oproti skute¢nym podminkam. Model také
zatim nedavé kvantitativni vysledky a omezime se pouze na kvalitativni, proto jsou v popisu grafu
pouzity tzv. arbitrary units (arb. u.) nebo také relativni jednotky, ve kterych je popsan charakter
zéavislosti, nikoliv skute¢na hodnota veli¢in. Pokud nebude uvedeno jinak, byly simulace provedeny
pro vodikové atomy pii teploté 20 °C a tlaku 50 mbar, s laserem o vinové délce 800 nm. VSechny
pulzy maji nulovy fizovy posuv ¢ a parametr chirpu b,. Za pocatek souradnic média je povazovan
jeho zacétek.
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Obrézek 15: Simulace pro prostiedi délky L = 1 cm a parametry Gaussovského svazku: 7, = 3 fs,
Io = 2-10"® Wm ™2, poloha ohniska zy = 5 mm a polomér svazku v ohnisku wg = 8- 107° m.
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Obrézek 16: Simulace budiciho pulzu s délkou 7, = 25 fs, ostatni parametry shodné jako v simulaci
z obrazku 15.

Nejprve si na obrézcich 15 a 16 ukdzeme funkce vytvofeného modelu na dvou ruznych délkach

budicich pulzi a predstavime si, co jednotlivé grafy reprezentuji. Horni graf v levé poloviné
predstavuje priubéh elektrického pole budiciho pulzu, graf pod nim predstavuje priubéh elektrického
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pole vygenerovaného pulzu, pravy graf predstavuje spektrum tohoto pulzu, levy dolni a pravy graf
jsou tedy ekvivalentni az na fazi jednotlivych frekvenci, kterd neni v pravém grafu znazornéna.

Na grafech v levé ¢asti si muzeme v8imnout, ze kazdému maximu budiciho pole odpovidé jeden
vygenerovany impulz, coz odpovida naSemu o¢ekavani. Dalsi vlastnosti generovaného zareni budou
rozebrany na piikladech v dalsich oddilech.

6.4.1 Generace lichych harmonickych frekvenci, tvar spektra

Harmonicke rady

100 —

107
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Obrazek 17: Spektrum vygenerovaného zafeni v zavislosti na nasobku frekvence N budiciho pole.
Parametry budiciho pulzu: 7, =30 fs, Iy =2 10" Wm ™2, zp = 2.5 mm a wo = 6 - 10~° m. Délka
média L = 5 mm.

Prvné se podivejme na zakladni vlastnosti vygenerovaného spektra. Vidime, ze na zacatku se
nachdazi silna klesajici odezva v nizsich harmonickych frekvencich a po ni nasleduje plato, kde
je zastoupeni danych frekvenci (a tedy i energii) v podstaté konstantni, poté ndsleduje cutoff a
exponencidlni utlum (v nasem piipadeé je to v okoli 30. harmonické frekvence).

Ovérime, ze nas model generuje pro delsi pulzy liché harmonické frekvence budiciho pole,
jak bychom ocekavali dle ivah z oddilu 3.2. Na obrazku 17 je zndzornéno spektrum v zavislosti
na fadu harmonické frekvence budiciho laseru. Ukazuje se, ze se generuji opravdu predevsim
liché harmonické frekvence budiciho pole tato zavislost je nejlépe pozorovatelné v oblasti zacatku
spektra: 11. a 13. harmonické frekvence a dale v oblasti cutoffu od 29. harmonické frekvence,
v oblasti plata je generace pouze lichych harmonickych frekvenci méné vyraznd. Pti¢ina tohoto
jevu muze byt ve $patné funkci SFA pro tuto oblast spektra.
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6.4.2 Gouyuv fazovy posuv, disperze generovanych impulzii v médiu
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Obrézek 18: Pruchod laserového pulzu (Gaussovsky svazek a Gaussovsky prubéh) médiem, délka
média je uvedena v nazvu jednotlivych grafii. Parametry budictho pulzu: 74 = 15 fs, Iy = 2.5 -
1018 VVm_27 zo=0m a zr =3 cm.
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Obrazek 19: Pruchod rovinné viny s Gaussovskym tvarem pulzu disperznim prostiedim. Parametry
budictho pulzu: 7, = 15 fs, Iy = 2.5 - 10" Wm 2.

Disperzi generovanych pulzu jsme se zabyvali v 4. kapitole, v modelu pouzivame model linedrniho
disperzniho prostiedi, dalsimi efekty jsou Gouyuv fazovy posuv a proménna intenzita budiciho
pole na ose z, jak se tyto efekty projevi na vygenerovaném poli je zndzornéno na obrazku 18.
Pii pouziti kratkého média jsou zietelné jednotlivé impulzy. Pii pouziti dlouhého média se tyto
impulzy spoji dohromady. Abychom si udélali predstavu, jak se projevi pouze vliv disperze, je na
obrazku 19 znézornén vliv disperze na rovinné viné s Gaussovskym tvarem pulzu. Vidime, ze efekt
samotné disperze je velmi podobny, ale rozplynuti pulzu neni tak vyrazné. Aby byly vysledky
dobte porovnatelné je v pripadé Gaussovského svazku voleno ohnisko na zacatku média.
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6.4.3 Maximalni energie generovaného zaireni, cutoff
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Obrézek 20: Spektrum vygenerovaného zafeni pro ruzné intenzity budiciho pulzu, intenzita pulzu
je uvedena v nazvu jednotlivych grafii. Ostatni parametry budicich pulzi jsou 74 = 20 fs, 29 =
0.25 mm a wg = 6-107° m. Délka média L = 0.5 mm. Svislou éarou je naznagend energie cutoffu
dle klasického vztahu (36).

Klasicka teorie nam udava, jakou nejvyssi energii muzeme ve spektru vysledného zafeni ocekdvat.
Na obrazku 20 jsou znézornény spektra pro ruzné intenzity budiciho pulzu. Vidime, Ze pro ndmi
pouzité intenzity klasickd hodnota velmi dobfe popisuje cutoff ve spektru vytvoreném v simu-
lacich. Protoze jsme pouzili kratké médium, nejsou tu podstatné vlivy absorpce a geometrie svazku
budiciho laseru.
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6.4.4 Spektralni filtr
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Obrézek 21: Pouziti ruznych energetickych filtrii, minimalni energie pro projit{ filtrem je uvedena
v nézvu jednotlivych grafii. Parametry budiciho pulzu: 7, = 20 fs, Iy = 5-10'® Wm ™2, zp = 5 mm
awy =6-10"% m. Délka média L = 1 cm.

V 5. kapitole jsme si popsali, ze jednim z principu, které se uplatinuji pfi generaci jednot-
livych attosekundovych impulzi je odfiltrovani delsich vinovych délek vzniklého zdfeni pomoci
energetickych filtru. Prozkoumejme, jak je tuto situaci schopen simulovat vytvoireny model. Na
obrazku 21 je zobrazeno vygenerované pole po projiti ¢tyfmi ruznymi energetickymi filtry. Pfi
pouziti prvniho filtru vidime, Ze generovani impulziu probihd béhem celého trvani budiciho pulzu.
Pii pouziti filtru 92.2 eV zustalo pouze 7 vyraznych impulzu v okoli maxima budiciho pulzu,
v piipadé posledniho filtru to jsou uz pouze 3 vyrazné impulzy. Je ovéem tieba zduraznit, ze
vysledné impulzy jsou normovéany nezavisle na ostatnich, to znamend, ze ve skute¢nosti je rozdil
v elektrickém poli po pruchodu prvnim a poslednim filtrem i nékolik fddu. Filtry byly voleny vzdy
v minimu mezi dvéma sousednimi energetickymi piky, posledni filtr zachycuje pouze posledni dvé
vysoké harmonické frekvence zietelné ve spektru.
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6.4.5 Zavislost spektra generovaného pulzu na délce budiciho pulzu
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Obrézek 22: Spektrum vygenerovaného zareni pro ruzné dlouhé budici pulzy, délka pulzu je uve-
dena v nézvu jednotlivych grafii. Ostatni parametry budicich pulzi jsou Iy = 1.5 - 10'8 Wm 2,
2o =5 mm a wy = 6-10"° m. Délka média L = 1 cm.

Jak jsme zminili v oddilu 3.2, jsou ve spektru v dusledku periodicity pole pouze liché harmo-
nické, v pripadé velmi kratkych budicich pulzu (viz oddil 5.1) je situace odlisnd, mdme vygene-
rovany pouze jediny impulz a ocekavame spiSe spojité spektrum. Na obrazku 22 je znazornéno
spektrum ruzné dlouhych budicich pulzu a skutecné pro nejkratsi 4fs pulz je spektrum v oblasti
nejvyssich generovanych energii fotont v podstaté spojité, pro 10fs uz muzeme pozorovat mélo
ziretelné piky a pro nejdelsi 20fs pulz uz jsou piky zcela jasné pozorovatelné.
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6.4.6 Generace jediného attosekundového impulzu kratkym budicim pulzem

V ptedchozich dvou oddilech jsme si pfedstavili vliv délky budiciho pulzu na tvar spektra vyge-
nerovaného zareni a funkci spektralnich filtria. Jak jsme zminili v oddile 5.1, je jednim ze zpusobu
generace jediného attosekundového impulzu pouziti spektralniho filtru v kombinaci s kratkym
budicim pulzem. Tato situace je pro 3fs budici pulz zndzornéna na obrézku 23, levy graf ukazuje
spektrum vzniklého zafeni, pravy vytvoreny impulz po pruchodu spektrélnim filtrem, délka tohoto
impulzu je pfiblizné 280 as (FWHM).
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Obréazek 23: Generace jediného attosekundového impulzu. Vlevo je spektrum vygenerovaného
zafeni, vpravo pritbéh vygenerovaného elektrického pole po prichodu filtrem Ef = 43 eV. Pa-
rametry budictho pulzu: 7, = 3 fs, Iy = 2 - 10" Wm 2, 2o = 0.5 um a wy = 6 - 107> m. Délka
média L =1 um.
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6.4.7 Chirpované budici pulzy
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Obrézek 24: Pole vygenerované kladné chirpovanym pulzem. Parametry budiciho pulzu: 7, = 15 fs,
Iy =5-10"Wm 2, 25 = 0.5 um, wo = 8- 107> m a b, = 6-108s~2. Délka média L = 1 pm. Pro
vygenerované pole byl pouzit filtr Fy = 118.2 eV.
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Obrézek 25: Pole vygenerované zaporné chirpovanym pulzem. by = —6-10?% s72, ostatn{ parametry

shodné v simulaci na obrazku 24. Pro vygenerované pole byl pouzit filtr £y = 115.8 eV.

Zareni vygenerované chirpovanymi pulzy je zndzornéno na obréazcich 24 a 25. Je tfeba pfipome-
nout, ze maximum obdlky jiz neni v ¢ = 0. Jsou zobrazeny pouze impulzy odpovidajici nejvyssim
harmonickym ve spektru. Vidime, ze v piipadé kladné chirpovaného pulzu (obr. 24) vznikaji tyto
impulzy jesté pfed maximem intenzity budiciho pulzu, pro negativné chirpovany pulz vznikaji az
za nim. To odpovid4 nasemu ocekavani, protoze je v téchto oblastech vétsi okamzitd vinovd délka®®
a tedy i vétsi ponderomotivni potencidl U, a tedy v této oblasti podle (36) mohou vznikat fotony
s vyS$si energii.

25Pro elektrické pole £(t) = & cos(wot + ¢(t)) definujeme okamZitou thlovou frekvenci w(t) = 8 (wot + @ (t)).
Okamzitd vinovd délka je A(t) = 2mc/w(¢).
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Obrazek 26: Spektrum vygenerovaného zafeni pro ruzné chirpované budici pulzy. Parametry
budictho pulzu: 7, = 15 fs, Iy = 1.5- 10" Wm ™2, 2y = 2.5 mm, wy = 8- 107> m a parametr
chirpu shora by, = 0, £6 - 10%® s72. Délka média L = 1 cm.

Na obrazku 26 je spektrum vygenerovaného zareni pro ruzné chirpované budici pulzy. Vidime,
ze pro chirpované pulzy jsou piky odpovidajici jednotlivym vysokym harmonickym frekvencim
8irgi. Je to zpusobeno tim, zZe frekvence budiciho pulzu se pomalu méni v jeho prubéhu a proto se
méni i poloha piku.
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7 Zavér

Cilem této prace bylo prostudovat podminky a fyzikaln{ princip generace vysokych harmonickych
frekvenci intenzivniho laserového pulzu v plynném prostiedi a podminky vzniku jediného atto-
sekundového impulzu. Mezi potiebné teoretické znalosti patii popis svazku budiciho laseru, ktery
je proveden v 2. kapitole, dale mikroskopicky model jednoatomové odezvy, ktery je predstaven v 3.
kapitole a makroskopicky model vzniku a sifeni vzniklého elektromagnetického zafeni v plynném
médiu, predstaveny v 4. kapitole. V 5. kapitole jsou nastinény moznosti vzniku pouze jediného
attosekundového impulzu. Na zakladé téchto znalosti autor vytvofil autor pocitacovy model v pro-
gramu MATLAB®, ktery je pfedstaven v 6. kapitole a jsou na ném ilustrovany nékteré pifklady
teorie probrané v piredchozich kapitolach. Celému textu navic predchézi pirehled v dnesni dobé
pouzivanych a studovanych zdroju kratkovinného zafeni, pro moznost zarazeni generace vysokych
harmonickych frekvenci do sirsiho kontextu.

7.1 Vyhled

Tato prace je jen uvodem do problematiky generace vysokych harmonickych frekvenci a atto-
sekundovych impulzi a ani vytvofeny model nepfedstavuje maximum, ¢eho je v dne$ni dobé
mozno dosdhnout. V podstaté se da fici, ze na kazdou aproximaci lze provést néjakou korekci,
kterou se vice piiblizime k realité, at to jsou zpfesnéni vychdzejici z matematického modelu, &
fenomenolgické vychézejici z jiz provedenych experiment. Z tohoto duvodu autor nepovazuje toto
téma v zadném ptipadé za vycCerpané a planuje v ném pokracovat. Nejrychleji dosazitelné vylepseni
se zatim jevi implementace dvoubarevného buzeni ke generaci jednotlivych attosekundovych im-
pulzi zminéné v 5.2.2 a vylepSeni modelu chirpu. Dals{ je korekce k zapocitani vyprazdiovani
zékladniho stavu pomoci ADK modelu 3.6. Model zatim pocita pouze atomy vodiku, pro prak-
tické pouziti je treba prejit i k jinym prvkum. Logickym krokem je také prechod od vytvoreného
jednodimenzionalnitho modelu k trojrozmérnému.
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Dodatky

A Saddle point approximation

Tato metoda se vyuziva k vypoctu integrdlu typu

b
- / F@)et® dg (98)

pro A > 0, funkce f,g: R — R nebo v n-rozmérném piipadé
I, = / f(@1,. .., z,)et9@ ) gy, M CR", (99)
M

fyg : R" — R. Pfedpokldddme, ze funkce g nabyvd maxima v intervalu (a,b), resp. uvnitt M.
Tento pripad lze dédle zobecnit na funkce f, g : R™ — C, toto zobecnéni je vyuzito v 3.4. Nebudeme
se tu zabyvat zcela korektnim zduvodnénim v8ech kroku, protoze chceme pouze naznacit myslenku
vypoctu. Pro detailnéjsi odvozeni vizte pouzitou literaturu [41, 42].

A.1 Jednorozmérny pripad

Nyni k samotnému vypoctu v reidlném piipadé. Predpokldddame, Ze funkce g nabyvd maxima
v intervalu (a,b), resp. uvnit¥ M. Nyni se budeme zabyvat jednorozmérnym piipadem, bez djmy
na obecnosti predpoklddejme, Ze maxima se nabyvd v 0 a 0 € (a,b). Rozvineme Ag do Taylorovy
rady

an "0 (m) 0
Ag(z) = Ag(0) +Ag7()z2+Ag 3(, ) 3 +---+Ang()xm+ - (100)
funkce nabyva v 0 maxima, proto ¢’(0) = 0. Podobné je f(z) = Z:é f(kk)!(o)xk. Muzeme tak psét

b (100 r(k) too (k)
_ ~Ag(0 F0) 4 9" (0) 4
I, = A9l )/a (g_o T > exp (A;_2 IR dz. (101)

Yy

Pouzijeme substituci z = dostaneme tak

ﬁa
eAg(0)  pVAD 2 1 (0) 2 4)(0)
L= —— 0) + ke "(0)y* + - k1 dy, 102
=g ) O kz::l yerad R G ;A%*Ik!y y (102)

v suméch uvnitf integralu zanedbame ¢leny fadu (9(14_%)7 déle predpokladame ze znalosti in-
tegralu Gaussovy funkce, ze k integralu bude pfispivat pfedev§im okoli maxima, proto se nedo-
pustime velké chyby, pokud polozime v Aa ~ —co a VAb ~ +00.20 Vime, ze 0 je bodem maxima
g, proto g"”(0) < 0, celkem pro I; dostaneme

eA9(0) 90,2 27
L~ f(0 ez Vdy= f(0)eM, | . 103
o~ r0° = | y= 100, [ (103)
A.2 Vicerozmérny pripad

Podobné jako v jednorozmérném piipadé rozvineme funkce do Taylorovy fady v bodé 0, kde
nabyva g ostrého maxima,

+o0o k k
1 0%(0,...,0) ;s
g(xr, ) = g0, 00+ D T !axil...axionZ' (104)
k=2 (i1,...,in) €LY " 1 noj=1
it i =k

26y pifpadé a,b = Foo se této chyby nedopoustime.
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Podobné rozvineme f. Dalsi dvahy jsou obdobné jako u funkce jedné proménné. Pomoci matice
druhé derivace

92%¢(0,...,0)
B = —22 i=1,..., 105
= e i\ n (105)
muzeme vysledny integral psat ve tvaru
Ag(0,...,0)
I, %f(O,...,O)eT/ 2V (BY) gy, (106)
2 n

O matici B vime, Ze je negativné definitn{, proto existuje rozklad [29] B = P~'DP, D je diagonaln{
matice s vlastnimi ¢isly matice B na diagondle a P je ortogondlni matice, tj. |detP| = 1 a pro
matici sdruzenou plati P* = P~!. V integrélu provedeme substituci z = Py. Protoze je determinant
transformacéni matice v absolutni hodnoté roven jedné, plati d"y = d"z. Pro skalarni soucin
v exponentu plati

(P1z) - (PTIDPP'2) = (P '2) - (P*Dz) = (PP '2) Zdzl, (107)

d; jsou diagondlni prvky matice D. Vysledek muzeme psat

edgo 1.2 (2m) 2e
I, ~ fo—ar e2di%i dz, | = 108
i H(/R ) \/ _ gy AWM (108)

i=1

oznaéili jsme go = ¢(0,...,0), fo = f(0,...,0) a vyuzili rovnost [, d; = detD = detB a
znaménko determinantu pro suda a lichd n.

A.3 Komplexni pripad

Nase vysledky potfebujeme zobecnit na komplexni piipad f, g : R™ — C. Funkci g muzeme zapsat
ve tvaru g(x) = g1 (@) +iga(x) a g1, g2 jsou redlné funkce. Budeme se zabyvat specidlnim piipadem,
kdy g1(x) = 0, Vo € R™. zajima nés tedy integral

(@)@ A, (109)
R

f je komplexni funkce, ale g jiz uvazujeme jako redlnou. Radi bychom vyuzili stejny postup jako
v redlném piipadé. Nyni je ovSem tieba vyuzit Gaussova integralu

Ig = /Reiaﬁz d¢ = \/f a € R\ {0}. (110)

Je ziejmé, zZe se v tomto vysledku nelze jednoduse odvolat na redlny piipad. Naznacime tedy dukaz
platnosti této rovnosti. Pfejdéme k integraci v komplexnim oboru. Diky symetrii se sta¢i omezit
na polorovinu x > 0 a integral zapiSeme ve tvaru

1 . iaz? o o
2IG_R£TWL e'” dz, vr={0<z < R,y=0}, (111)

z = x + iy je nova komplexni proménna. Protoze je eie=® holomorfn{ funkce pouzueme Cauchyovu

vétu, podle které je ﬁ{ ele’ 4y = 0, v je kiivka spojujici vrcholy trojihelnika?” (0,0), (R,0),
(R, R). Volime orientaci kiivky proti sméru pohybu hodinovych ruéicek, dostaneme tak rovnost

o 00 (B.R)
/ e dz = —/ e'® dz—/ e'%* dz. (112)
VR (R.R) (R,0)

27Volba trojihelnika zavisi na znaménku a, my jsme udélali volbu pro a > 0, je to kvili konvergenci nasledujicich
integréli. Pro a < 0 bychom zaménili vrchol (R, R) za (R, —R).
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Pro prvnf integral na pravé strané dostaneme pfi parametrizaci vy = {r =y =R—1;0 <t < R}:

©00) R _ , R )
/ el dz:/ la((R=D+H(R=0)" (1 _j) dtz—(1+i)/ e7205 s, (113)
(R,R) 0 0

v posledni dpravé jsme substituovali s = R — ¢, pro druhy dostaneme odhad

(R.R) R
/ elo” 44 S /
(R,0) 0

Odtud mtzeme psit vysledek?®

R . A
1+1 /o i
Io=2 lim (1+i —2at* 4y — f—\/. 115
6 =2l JH)/O ‘ V2 Va a (115)

Nyni piistoupime k vypoctu integralu (109), nebudeme jiz opakovat ipravy analogické tém v A.2
a pouzijeme stejné znaceni, dostaneme tak

_ foeAgO & ig,22 o foeAgo - i27
Ie =" 11 | 2 dz | = = 11 t (116)

i=1 i=1

marey} (114)

1
2aR

+
eia(RJrit)?i‘ dtS/ Ooe—2atht:
0

je tfeba upozornit, ze vzorec \/E\/E = V/ab plati pouze pokud je alespori jedno z &isel a, b nezaporné!
Proto je tfeba dbat zvySenou pozornost na vypocet posledni odmocniny s ptihlédnutim ke konvenci
uvedené v poznamce. Proto jsme také vzorec neupravili do tvaru s determinantem, ale ponechali
jsme tvar s vlastnimi ¢isly matice B. Déle je vhodné si pov§imnout, ze v komplexnim piipadé tento
vysledek plati pro funkce, které maji v 0 maximum, minimum nebo sedlovy bod.

28Vyraz /i nenf jednozna¢né definovén, tedy je tieba pracovat opatrné v pripadech, kdy by tim mohl byt
ovlivnén vysledek. V této préci uziviame vi= (1 +1)/v2 av—i= (1 —i)/V2.
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B Atomové jednotky (a.u.)

V téchto jednotkach je ¢iselnd hodnota nasledujicich veli¢in definovdna rovna jedné:

1
" drweg

h=e=m,

=1. (117)

7 téchto vztahu plyne i ¢iselnd rovnost nasledujicich konstant, kterou je vhodné zminit, protoze
se vyuziva v této praci

ag = 2[}3 = ac = 1, (118)

« je konstanta jemné struktury, ag Bohruv polomeér, ¢ rychlost svétla ve vakuu a Ip je ionizaéni
energie atomu vodiku v zdkladnim stavu. V tabulce 1 jsou uvedeny transformaéni vztahy mezi
systémy SI a a.u.??

Velicina Jednotka Pfevodni vztah a.u.

Energie J 1 a.u.=4.35974-10718 J
Energie eV 1 au.=27.2114 eV
Hmotnost kg 1 a.1.=9.10938 - 10~ 3'kg
N4boj C 1 a.u.=1.60218 - 1071 C
Elektrické pole  V-m™" 1 au.=5.14221-10"V.m™!
Cas s 1 a.u.=2.41888 - 10717 5
Délka m 1 a.u.=5.29177-10"' m
Rychlost m-s~!  1au=2.18769-10° m-s~!

Tabulka 1: Pfevodni vztahy mezi veli¢inami v atomovych jednotkéch (a.u.) a soustavou SI.

29Navic je uvedena i energie v eV, protoze se tato jednotka také bézné pouziva.
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C Zdrojovy kéd programi

Zdrojovy kod programu pro vypocet vzniku vysokych harmonickych frekvenci v médiu.
%PROPAGATION OF THE GENERATED PULSE IN A DISPERSIVE MEDIUM

clear all, close all, clc

€=299792458; muO=4*pi*le-7; eps0=1/mu0/c~2; alph=7.297352569824e-3; hbar=1.054571726e-34;

echarge=1.602176565e-19; elmass=9.10938291e-31; hbareV=6.58211928e-16; Y%alph - Fine structure contstant, hbareV - Planck constant in eV
k_B=1.3806488e-23; %Boltzmann constant

re=echarge~2/4/pi/eps0/elmass/c"2; %classical electron radius

% MEDIUM PROPERTIES

L=1e-2; %lenght of the medium (m)
p=50e-3; Ypressure of gas (bar)
T=20; Y%temperature (°C)

% GAUSSIAN LASER BEAM PROPERTIES/PLANE WAVE PROPERTIES

lambda_G=800e-9; % laser wavelength (m)

T_G=15e-15; % pulse length (s) [FWHM lengthl]

I0=1.5e18; % Maximum intensity (W/m~2) %2e18 %5e18 dobry

w_0=8e-5; %laser beam waist (m)

z_0=L/2; Yfocal point of laser beam coordinate in medium, medium begins at z=0 (m)
phi_sh=0; %phase shift

b=0;% 0.02e30; % chirp (s°-2)

% CONSTANTS FOR NUMERIC CALCULATIONS

%Propagation in medium

N=25; %number of steps %25

%0ne-atom response

FixedN2=0; %1 - Fixed number of steps, O - Number of steps is calculated using cutoff energy
N2=25000; %half of the number of steps, N2+1 is zero time (ignored if FixedN2=0)

m=15; YComputing X over ’m’ periods X=int_O"+infty dtau ~ X=int_0"(m*T_LS), LS - laser field %2
FrL=3.5; %Time of the computation frame lenght in pulse lenght unit

EmL=1.7; %Maximal energy captured in Fourier transform in cutoff energy unit (E_cutoff=1) %1.3 1.7 2
P1E=0; %logical variable for plotting laser field in the last cell

%PLANE WAVE OR GAUSSIAN BEAM
Gauss=1; %1 - Gaussian beam, O - plane wave
%for a plane wave is rendundant arguments ignored

%number of steps with cutoff energy use
I_P=4.35974e-18/2; ’ionization potential of hydrogen atom (J)
U_p=(echarge*lambda_G/pi) "2*mu0*I0/8/c/elmass; %ponderomotive potential (J)

E_cutoff=I_P+3.17+U_p; %(J)
if not(FixedN2)
E_max=EmL*E_cutoff; %(J)
dt=pi*hbar/E_max; %(s)
N2=round (FrL*T_G/dt/2) ;
end

%computations for pulse propagation in medium
T=T+273.15; temperature in Kelvins
p=p*leb; Jpressure in Pascals

z=linspace(L/N/2,L-L/N/2,N); %z grid %%zero point of the z axis is in z(1)-dz/2

dz=z(2)-z(1); %elementar lenght

z_R=pi*w_0"2/lambda_G; %Rayleigh lenght of laser beam (m)

z_c=-z_0+dz/2; %z coordinate of z(1) in laser beam waist coordinates coordinates with (z_0=0)

NA=p/k_B/T; ’number of atoms in unit volume
NA_S=NA*dz;number of atoms which interact in elementar volume, assume unity surface
%NA=NA*dz*4*pi*r~2;

if Gauss

%Electric field in the first medium cell
phi=atan(z_c/z_R); %phase shift to Gouy formula
w=w_O*sqrt(1+(z_c/z_R)"2); %laser beam waist

dipolpom=dipol (phi+phi_sh,w_0/w,lambda_G,T_G,I0,b,N2,m,FrL,0);
EO=dipolpom(1,:); %field generated in one-atom model, in frequency domain [V/m/s]
M=length(EO); Ynumber of steps in E

o=dipolpom(2,:); %omega grid of EO

lambda=2*pi*c./o ; %lambda grid of E
Enrg=hbareV*o; YEnergy grid of E in [eV]
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loadcoef; %dipersion and absorption coefficients

EO=NA_S*EO; %EO multiplied by number of the interacting atoms in elementar volume
E=EO;

for i=2:N
z_c=z_c+dz;
phi=atan(z_c/z_R);
w=w_0*sqrt (1+(z_c/z_R)"2);
if i== %Plotting of electric field in the last cell
PlE=1;
end
dipolpom=dipol (phi+phi_sh,w_0/w,lambda_G,T_G,I0,b,N2,m,FrL,P1E);
EO=dipolpom(1,:); %field generated in one-atom model, in frequency domain [V/m/s]
EO=NA_S*EO;
E=E.*en+EQ;
E(isnan(E))=0;
end

clear dipolpom
else

dipolpom=dipol(phi_sh,1,lambda_G,T_G,I0,b,N2,m,FrL,1);
EO=dipolpom(1,:); %field generated in one-atom model, in frequency domain [V/m/s]
M=length(EO); ’number of steps in E

o=dipolpom(2,:); %omega grid of EO
lambda=2*pi*c./o ; ‘lambda grid of E
Enrg=hbareVxo; %Energy grid of E in [eV]
clear dipolpom;

loadcoef;

EO=NA_S+*EO;
E=EO;

for i=2:N
E=E.*en+E0Q;
E(isnan(E))=0;
end

end

% highpass spectral filter
E(Enrg<15.25)=0; %15.25

%0UTPUTS
W

E_cutoff=E_cutoff/echarge; %cutoff energy in eV

figure(2) %Spectrum of generated field
% for harmonic order x-grid: o_G=2*pi*c/lambda_G; semilogy(o/o_G,norma(abs(E)), xlabel(’N [-]1’)
semilogy (Enrg,norma(abs(E))), ylim([0, 2]), xlabel(’Energie [eV]’), ylabel(’E [arb. u.]’), title(’Spektrum vygenerovaného impulzu’);

%vertical line for E_cutoff
%hx = graph2d.constantline(E_cutoff, ’LineStyle’,’:’, ’Color’,[.7 .7 .71);
%changedependvar (hx, ’x’) ;

%Tramsform E to time domain

IFE=ifft ([E,conj(f1liplr(E(2:M)))1);

tbase=linspace (-FrL/2*T_G,FrL/2*T_G,length(IFE));

figure(1)

subplot(2,1,2);

plot(tbase,norma(IFE)), ylim([-1.1, 1.1]), title(’Vygenerované pole’), xlabel(’t [s]’), ylabel(’E_g [arb. u.]’); %legend(’E_g’);

Zdrojovy kéd programu pro vypocet jednoatomové odezvy.

function [ FD_ogrid ] = dipol(phi,W_G,lambda,T,IO,b,M,m,FrL,P1E)

%0NE ATOM RESPONSE gives value of dipole acceleration coordinate in angular frequency domain
% Output: First line is a dipole acceleration coordinate, second angular freq. grid

% Input phi - Carrier envelope phase (rad)

% W_G - Gaussian waist factor (-)
% lambda - laser wavelength (m)
% T - pulse length (s) [FWHM length]
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% I0 - Maximum intensity (W/m"~2)

% b - chirp (s7-2)

A M - half of the number of steps, M+l is the zero time

% m - Computing X over ’m’ periods X=int_0"+infty dtau ~ X=int_O~(m*T_LS), LS - laser field, X - electron coordinate
A FrL - Time frame lenght in pulse lenght unit

% P1E - variable for plotting electric field in output

%Physical constants
€=299792458; muO=4*pix*le-7; eps0=1/mu0/c”2; alph=7.297352569824e-3; echarge=1.602176565e-19; elmass=9.10938291e-31; ‘alph - Fine struct

%Numeric calculation constants

N=2*M+1;

t=linspace(-FrL/2*T,FrL/2*T,N); % time grid [-t,t]
tau=linspace(0,FrL*T,N); % time grid [0,2t]

tpom=t (2)-t(1); %time step of integration for the rectangle method use

% Laser beam properties

EO=W_G*sqrt (2*I0/eps0/c); % maximum of the electric field multiplied by Gaussian waist factor W_G
a=-2xlog(2)*(1/T)"2;

o=2*pixc/lambda; % omega

%E=EOxexp ((a+1i*b)*t.”2) .* exp(li*(o*t + phi));

A=E0/1i/o * exp((a+1li*b)*t."2) .* exp(li*(o*t + phi));

E=-E0/1i/o0 * (2%(a+1i*b)*t+1i*o) .* exp((atlixb)*t."2) .* exp(lix(o*t + phi)); %E=-dA/dt
E=real(E);

A=real(hA);

%PLOTING ELCTRIC FIELD IN THE LAST CELL

if P1E
figure(1)

subplot(2,1,1);

plot(t,norma(E)), ylim([-1.1, 1.1]), title(’Budici pole’), xlabel(’t [s]’), ylabel(’E_1 [arb. u.]’);
end

%TRANSFORMING ALL QUANTITIES TO ATOMIC UNITS
EFS=5.1422e11; % 1*a.u.=EFS*V/m
TIME=2.4188e-17; % 1*a.u.=TIME*s
VECPOT=EFS*TIME; 7 1*a.u.=EFS/TIME*SI
LENGTH=5.29177e-11; %1*a.u.=LENGTH*m
ENERGY=4.35974e-18; %1*a.u.=ENERGY*J

tau=(1/TIME) *tau;
t=(1/TIME) *t;
T=T/TIME;
tpom=(1/TIME)*tpom;
E=(1/EFS)*E;
A=A/VECPOT;
lambda=lambda/LENGTH;
c=1/alph;

Ip=0.5; %Ionization potential of hydrogen atom in a.u.

%Computing of (I A dt) using rectangle method
IA=Primint (A,tpom); %Primitive function to A

A2=A."2; Y%function A"2 for numeric integration
%Computing of (I A”2 dt) using function Prim
IA2=Primint (A2,tpom); %Primitive function to A"2

eps=tpom/1000; %epsilon from the Saddle point approximation
X=zeros(1,M+1); %electron coordinate
Xpom=0;%variable for computing X for every t in the time grid

%0=M; %0 denotes upper limit in X integral, (M for half period - [0,t])
O=ceil (m*lambda/c/tpom); %T_LS=lambda/c (LS-laser field) O=m*T_LS/tpom %computing integral over m periods

%computing of X integral using the rectangle method
for i=1:N %X coordinate for these times

dx2=0;
for j=2:0
dx1=dx2;
if (i-3)>0
pomp=-(IA(i)-IA(i-j))/tau(j); ’%stationary momentum for every cycle
dx2=(sqrt(pi/(eps-1i*tau(j)/2))) "3 *conj(dm((pomp+A(i))))*exp(li*Act(i,j,IA2,IA,Ip,tau,M))*E(i-j)*dm((pomp+A(i-3j)));
else

dx2=0;

49



end
Xpom=Xpom+tpom* (dx1+dx2)/2;
end

X(i)=Xpom;

Xpom=0;
end
clear pomp;
clear Xpom;
clear dx1;
clear dx2;
Y%iclear 0;

X=2ximag(X) ;

%TRANSFORMING QUANTITIES BACK TO SI
Ip=Ip*ENERGY;

E=EFS*E;

T=T*TIME; ’pulse length at FWHP
T_L=T*FrL; Jtime frame length
t=t*TIME;

%FOURIER TRANSFORM OF ELECTRON COORDINATE

FX=£f£ft(X)/N;

f_samp=N/T_L; %sample frequency [1/s]

f=f_samp*linspace(0,1,N); %frequency grid [1/s]

ogrid=2*pi*f; %angular frequency grid [1/s]

FD=-ogrid." 2.*FX; %Fourier transform of electron accelarition (F[dif~2(x)] (w)=-w"2*F[x] (w))
%FD_mag=2%abs (FD) ; %amplitude of FX independent on N

%0UTPUTS
W

FD_ogrid=[FD(:,1:M);ogrid(:,1:M)1;

end
Program pro nacteni koeficientu f; a fo pro vypocet absorpce a disperze

load(’coef_f1f2.mat’); %value of f1 and f2 factors is saved in variable f1f2, first row - Energy, second - fl1 value, third f2 value
f1£f2=f1£2’;

fi=interp1(f1£f2(:,1),f1£f2(:,2),Enrg);

f2=interp1(£f1£2(:,1),f1£f2(:,3) ,Enrg);

n=1-re*NA/2/pixlambda."2.*(f1+1i*f2); Jindex of refraction

en=exp(-1i*dz/c*(o.*(n-1))); %E modification factor

a0



