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Uvod

Zakladni matematické metody pouzivané ve finanénich trzich jsou fraktaly a
stochasticky pocet. Cilem této prace je sezndmit se s témito oblasti matematiky
a uvést jejich mozné aplikace.

V prvni kapitole jsou shrnuty fraktaly a multifraktaly. Cerpano bylo prevézné
z literatury [1] a [2], kde lze najit podrobnéjsi informace.

Druha kapitola pojedndvéa o nezbytnych zdkladech teorie pravdépodobnosti.
Shrnuty jsou zdkladni pojmy a ddle pouzivana rozdéleni v ekonofyzice, jako je
Log-normélni a Lévyho rozdéleni. Knizky [5] a [6] obsahuj{ téméf nevycerpatelny
zdroj informaci o teorii pravdépodobnosti. O stabilnich rozdélenich je pékné
pojednéno v [3].

Stochasticky pocet je probran ve tieti kapitole. Je zde uvedena ndhodna
prochézka a jeji spojity piipad, tj. Brownuv pohyb. Déle se tieti kapitola zaobira
Itovym integralem a hlavné je zde uvedeno Itoovo lemma, které se vyuzije
v posledni kapitole k odvozeni Black—Scholesovy formule. Text je z velké ¢dsti
prevzat z [11] a [8].

Posledni kapitola se snazi vyuzit teoretické znalosti z predchozich kapitol
k praktickému vyuziti. Je zde predstavena Black-Scholesova formule, slouzici
k vhodnému urceni ceny opce, a analyza casovych fad pomoci metod fraktdlni
geometrie, jako je “Detrended fluctuation analysis”.



Kapitola 1

Fraktaly a fraktalni
geometrie

Fraktdly jsou objekty s necelo¢iselnou dimenzi, odkud prameni jejich nazev
(angl. “fraction” zlomek). Za zakladatele je povazovdn Mandelbrot, ktery si
v8iml, ze v redlném svété se nevyskytuji hladké plochy, krychle nebo rovné ¢ary,
se kterymi se pracuje v Eukleidovské geometrii a nésledné se s jejich pomoci
aproximuji skute¢né objekty, které jsou velmi nepravidelné. Vice informaci lze
nalézt v [1], [2] a [9]

Mandelbrot zavedl fraktaly jako mnozinu, kterda mé& Hausdorffovu dimenzi
ostte vétsi, nez je jeji topologicka dimenze. Bohuzel se ukazalo, ze tato definice
neni dostacujici, protoze vylucuje mnoziny, které by se za fraktaly mély povazo-
vat. Takze obecné si pod timto terminem muzeme piedstavit libovolnou mnozinu,
kterd méd sobé podobnou strukturu (self-similarity), tj. jakdkoliv jeji ¢dst je
tvofena presnou zmensenou kopii sama sebe. Aby byly fraktdly pouzitelné i
v praxi, tedy mimo ¢istou matematiku, povazuje se za fraktal libovolny utvar
vykazujici statistickou sobé podobnost, coz znamena, ze jednotlivé ¢asti nejsou
pfresnou kopii celku, ale jsou sobé podobné. Tim se os sebe odlisuji matematické
a prirodni fraktdly.

1.1 Priklady
1.1.1 Pr#irodni

Kazdy uz se setkal s fraktaly, jen si to neuvédomil. Za fraktal totiz povazuje-
me kapradiny, rostliny, plice nebo nervovou soustavu a mnoho dalsiho. VSechny
tyto objekty se mohou modelovat pomoci fraktélu.
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Obrazek  1.1: fraktdla

Pouziti
v pocitacové grafice

Podivame-li se napiiklad na strom,
jak se od kmene rozdéluje na hlavni
vétve, tak pifi pozorovani jedné z nich,
coz se da brat za priblizeni daného
objektu (stromu), zjistime, ze se déle
vétvi velice podobnym zpusobem, a tak
muzeme postupovat na dalsi a dalsi
vétve, tj. skadlovat objekt. V piirodé
ale nemuzeme zvétsovat do nekoneéna,
a to je hlavni rozdil mezi matemat-
ickymi a pfirodnimi, v praxi se vysky-
tujicimi fraktaly. Tedy strom je slozen
ze zmensenych kopii sama sebe. Pokud
bychom se podivali na obrazek jedné

z vétvi bez udani méritka, tak bychom nebyli schopni urcit, zda se jednd o hlavni
vétev nebo néjakou z nejmensich v koruné stromu.

Libovolny objekt, u kterého nedokdzeme usoudit na jaké skdle (méfitku) ho
pozorujeme, tj. neexistuje fundamentalni skala, povazujeme za fraktal.

1.1.2 Matematické

Mezi matematické fraktaly fadime
mnoziny, které maji pevné danou kons-
trukci a z tohoto duvodu vykazuji self-
similaritu na vsech skalach. K nejzna-
méjsim patii Cantorova mnozina, Ko-
chova kiivka, Sierpiiiského trojuhelnik
a jejich modifikace.

Cantorova mnozina

Je to snadno zkonstruovany a je-
den z nejjednodussich matematickych

Obrazek 1.2: Romanesco

fraktalu. Konstrukee je velice jednoduché

a piimocara. Zacneme s jednotkovou useckou a postupné budeme odstranovat
prostiedni tfetinu. Dostaneme dvé tsecky o délce 1/3, tuto mnozinu oznacme
E;, (prvni troven). Ddle stejny postup aplikujeme na levou a pravou Cast
mnoziny Fy. Tim ziskdme mnozinu Es, sklddajici se ze ¢tyf tisecek o délce 1/9.
Rekurentné opakujeme stejny postup. Vyslednd Cantorova mnozina je prunik

v8ech takto vytvorenych mnozin.

- fn
k=1

FEy se nazyvé iniciator a E; generator.
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Neni nutné odstranovat zrovna
tfetinu, ale mnapf. polovinu nebo
libovolny zlomek. Navic muzeme
odstranovat i jinou nez prostiedni
cast, ¢imz dostaneme ruzné modi-
fikace Cantorovy mnoziny. VSechny
tyto modifikace se provadi uréenim

Obréazek 1.3: Cantorova mnozina mnoziny E;, tj. generatoru, ktery se

v kazdé iteraci po preskalovani ap-
likuje na nové vznikajici mnoziny a tim, jak nédzev napovida, generuje vysledny
fraktadl. V piipadé vice generdtorti {Ei1,...,E1,} se jim muze piifadit
pravdépodobnost, se kterou budou pouzivany pii iteraci, a tedy ziskat tzv.
nahodny fraktal.

Kochova krivka

Stejné jako u Cantorovy mnoziny
je postup konstrukce Kochovy ktivky
velice jednoduchy, navrhl ho §védsky
matematik Niels Fabian Helge von
Koch. Jednotkové tsecka se rozdéli na
tfetiny a prostiedni se nahradi rovnos-
trannym trojuhelnikem s délkou strany
1/3, bez spodn{ hrany. Tim vznikne Ej,
tj. generator, a ten se néasledné aplikuje
na 4 nové vzniklé tsecky tietinové ve-
likosti. Délka Kochovy ktivky je po n-té Obrézek 1.4: Kochova vlocka
iteraci (3)", coz pro n — +oo diver-
guje.

Spojenim tii Kochovych kfivek do trojihelniku dostaneme tzv. Kochovu
vlocku, jejiz zajimavosti je, ze zaujimé konecny povrch, ale ma nekonecny ob-
vod (to plyne z nekoneéné délky samotné Kochovy kiivky). Dédle neni nikde
diferencovatelnd, coz je pro fraktaly typické.

Také zde muzeme pomoci volby generatoru vytvaret ruzné modifikace a pii-
padné pfejit do t¥{ rozméru a generovat realistické modely krajin, jako se to déld
v pocitacové grafice.

Mandelbrotova mnozina

Nejspise nejznaméjsi fraktdl, ktery se objevil az s prichodem vykonné vypocetni
techniky. Ziskal si oblibu diky svému krdsnému grafickému vyjadieni. Komplex-
n{ ¢fslo ¢ je prvkem Mandelbrotovy mnoziny, pokud je posloupnost (zn)nen
omezend, kde z, jsou dany rekurentné:

ZOZO
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2
Zpn41 = 2, +¢C

Da se ukazat, ze Mandelbrotova mnozina
je kompaktni a celd lezi v kouli o poloméru 2
se stfedem v pocatku komplexni roviny. Podle
toho, jak rychle posloupnost (z,)nen unikne
z dané koule, tj. pro jaké n je |z,| > 2, se
vybarvuji jednotlivé body komplexni roviny.

Obrazek 1.5: Mandelbrotova

1.2 Dimenze v
mnozina

Dimenze urcuje, jak velkou ¢ést prostoru
kolem libovolného vlastnitho bodu mnozina zaujima. Umoznuje ndm pfifadit
¢islo mnozing, tedy néjak ji kvantifikovat a nasledné porovnavat s ostatnimi, tj.
porovnavat velikosti mnozin.

Pouziva se mnoho definic dimenze. Hlavni a spiSe teoreticka je Hausdorff—
Besicovitchova dimenze, ktera se zavadi pomoci Hausdorffovy miry a lze ji urcit
pro libovolnou mnozinu. Jeji vypocet je pracny, a proto se v praxi uziva “Box-
counting” dimenze, ktera se d4 pomérné snadno numericky odhadnout. Naopak
nejjednodussi a uzivand vyhradné pro matematické fraktaly je “similarity” ¢i
podobnostni dimenze.

Aby definice dimenze spliovala intuitivni predstavu dimenze, je dobré, aby
platilo:

e monotonie - pokud E C F, potom dimFE < dimF

e stabilita - dim(E U F) = maz(dimE, dimF)

o0
spocetnd stabilita - dim( |J Fx) = sup dimFy
k=1 0<i<oo

zachovéani dimenze pii transformaci - dimf(F) = dimF f: R" — R"

F spocetna mnozina = dimF =0

F oteviena mnozina v R® = dimF =n

Bohuzel, ne v8echny definice dimenze tyto podminky spliiuji, a to muze vést
k omezeni jejich pouzitelnosti, viz nize u “Box-counting” dimenze, kterd ne-
splnuje spocetnou stabilitu.
1.2.1 Podobnostni dimenze

Uziva se ve spojeni s matematickymi fraktaly s obecné rekurzivni konstrukei.



Kapitola 1. Fraktadly a fraktalni geometrie

Dimenze je spojena se Skdlovanim. Uvazme usecku jednotkové délky a roz-
délme ji na N stejnych segmentii o velikosti e. Tedy L = Ne! = 1. Jednotlivé
segmenty (Edsti objektu) se s poctem jejich &dsti skdlujf jako e = +-.

Ctverec rozdélime na N mensich stejnych ¢asti o plose €2, takze vyslednd
plocha je A = Ne2. U étverce se tedy jednotlivé ¢éasti skaluji jako € =

1
N1/3°

1

Nz

Stejnym zpusobem zjistime, ze Skalovani pro krychli je € = Obecné pro
objekt velikosti V' plati:

NePs =v
logV — log N
Do logV —logN
loge

A v limité € — 0: oo N
Dg = 28
—loge

Dg se nazyva podobnostni dimenze, ktera pro znamé predmeéty, jako je isecka,
¢tverec nebo krychle dava intuitivni hodnoty dimenze, tj. po fadé 1, 2 a 3.

Aplikovanim podobnostni dimenze na Cantorovu mnozinu, které se skladd ze
dvou identickych ¢dsti N = 2 s tfetinovou velikost{ € = 1/3, dostaneme:

Tedy Cantorova mnozina mé neceloc¢iselnou dimenzi. Podobné se spo¢te podob-
nostni dimenze pro Kochovu kiivku. Ta se skldda ze ¢ty segmentu tietinové
délky, takze jeji dimenze je:

Vidime, ze dimenze Cantorovy mnoziny je mezi 0 a 1, je to tedy néco mezi
useckou a bodem. Naopak dimenze Kochovy kiivky je vétsi nez 1, coz znamend,
ze je to néco mezi kiivkou a plochou.

1.2.2 Hausdorffova dimenze

Jak bylo uvedeno vyse, Hausdorffova dimenze je zalozena na Hausdorffové mife,
definované: -
H3(F) = inf{>_|Ui|* : {Ui} 6—pokryti F'}

i=1
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Limita pro § — 0 existuje, protoze s klesajici § omezuji moznd pokryti, a
tedy délam infimum ze stdle mensich mnozin, a tim dostanu monoténni funkci.
Vyslednd limita

H*(F) = lim H3(F)
§—0

se nazyva s-dimenzionalni Hausdorffova mira mnoziny F. Neni tézké ukazat, ze
je to mira, tj. spliuje:

1. H5(B) =0

2. H*(F) < H*(F) pokud F C E

3. H(U Ai) < > H®(A;) a rovnost nastavd pravé tehdy kdyz jsou A;
i=1 i=1

navzgjem disjuniqtni
Pro libovolnou mnozinu F' C R™ a U; d-pokryti, § < 1 plati:

Z U] = Z U] =2 |Ui|* < 6'° Z \U|?

Pokud udéldme infimum, tak dostaneme ’Hg < 5t_s’H§ a pro limitu § — 0
plati, Ze pokud H?*(F) < oo potom H!(F) = 0 pro t > s. Existuje tedy kritickd
hodnota s, kde se mira méni z oo na 0 a takovou hodnotu nazyvame Hausdorff—
Besicovitchova dimenze mnoziny F'.

dimpgF =inf{s >0:H*(F) =0} =sup{s > 0: H*(F) = o0}

Pro dimgF = s muze H*(F) nabyvat libovolné hodnoty, kterou muzeme
vyuzit k porovnavani velikost{ fraktalu se stejnou dimenzi (vétsi mira znamend
vetsi fraktal). Napiiklad pro mnoziny sklddajici se pouze z diskrétnich bodu
dostaneme H°(F) = pocet bodl v mnoziné F.

Dokézeme tvrzeni o dimenzi Cantorovy mnoziny.

Véta 1.1. Necht F je Cantorova mnoZina. Pokud s =log2/log3, potom
dimgF =s a3 <H(F) < 1.

Diikaz. Cantorovu mnozinu budeme povazovat jako limitni pfipad mnozin F,

coz bude souhrn 2¥ intervalii o velikosti 37%. Vezmeme-li je jako mozné pokryti

dostaneme H5_, (F) < 2¥37%¢ =1 pro s = log2/log3 a v limité H*(F) <1.
Ted je treba ukdzat, ze Y |U;| >

% = 377 pro libovolné pokryti {U;} plati:

Z|U2|s > % —3-s
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Diky tvaru a kompaktnosti Cantorovy mnoziny muzeme za pokryti brat pouze
kone¢ny pocet uzavienych intervalt na [0, 1]. Vi, 3k tak, ze

37(k‘+1) S ‘Uz| < 37](:

Tim padem U; muze protnout maximélné jeden interval z mnoziny E. Proj > k
protne U; maximalné 20-% = 27375k < 273%|U;|* intervalii z E;. Mdme pro Vi
néjaké k;, vezméme j = max k;, tedy pro Vi U; protne méné nez 273%|U;|* inter-
vali z E;. Zéaroven je {U;} pokryti, a tedy protne vSech 27 intervalil. Se¢tenim
pres vSechny U; dostaneme pozadovanou nerovnost:

27 < 223'35|Ui|s
O

Pro Cantorovu mnozinu se tedy podobnostni dimenze shoduje s Hausdorf-
fovou.

Z tohoto ilustra¢niho ptikladu je vidét, ze vypocet Hausdorfovy dimenze je
znacné komplikovany i pro jednoduché mnoziny, z tohoto diuvodu je vhodné
zavést “Box-counting” dimenzi.

1.2.3 “Box-counting” dimenze

Videéli jsme, ze najit Hausdorffovu dimenzi i pro jednoduchou mnozinu, jako
je Cantorova, je zna¢né obtizné, a proto se v praxi vyuziva tzv. “Box-counting”
dimenze, kterd je pro vypocet mnohem snadnéjsi. Muzeme se setkat s raznymi
nazvy, jako je Kolmogorova entropie, informaéni dimenze nebo Minkowského
dimenze.

“Box-counting” dimenze je zaloZena na métfeni pomoci pravitka pevné délky,
tzn. zanedbavame nepravidelnosti pod touto délkou, kterd se postupné zmensuje
k nule, a tedy kazdym dalsim méfenim dostavame presnéjsi hodnotu délky

(miry).

Ozna¢me Nj(F') nejmensi pocet libovolnych mnozin s polomérem mensim nez
4, ktery pokryva mnozinu F'. Potom “Box-counting” dimenze je definovéna:

dimpF = lim 12820
6—0 —logd

Motivace takového zavedeni plyne ptimo z chapani pojmu dimenze. Podivejme
se na dobfe zndmé prvky, jako je kiivka, ¢tverec a krychle. Délku kiivky uréime
tak, ze budeme postupné priklddat pravitko urcité délky, jedno za druhym, a
déle spocteme kolik pravitek jsme k tomu potiebovali. Vyslednd délka je NJ.
Tedy dimenze kiivky je 1. Co takovy ¢tverec? Tady zméiime délku jedné strany
a umocnime na druhou (dimenze 2). Podobné u krychle umocnime na tfeti. Ve
v8ech piipadech dostaneme N§°.
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D4 se ukézat, ze misto libovolnych mnozin muzeme brat intervaly v R™ o délce
6 tedy ,krabice* odkud plyne jeji nazev. Timto zpusobem se velice usnadni
jeji vypocet, protoze sta¢i mnozinu F' rozdélit J-siti a spocitat pocet intervalu,
které protnou mnozinu F. Takovy vypocet se provede pro vice 4, tj. vice sitek
sité, a nasledné se graf log Ns(F), v zavislosti na logd (tzv. log — log graf),
prolozi pifimkou pomoci metody nejmensich ¢tvercu a jeji smérnice s opatnym
znaménkem je pozadovany odhad “Box-counting” dimenze. Takto se napiiklad
odhadla dimenze pro pobiezi Velké Britanie na 1.2, kde se jako métitko ¢ bralo
20 m az 200 km.

MuZeme se setkat i s dalsimi definicemi Ns(F'), které vsak davaji stejné hod-
noty “Box-counting” dimenze, napi:

1. nejmensi pocet uzavienych kouli o poloméru ¢ pokryvajici F

2. nejmensi pocet krychli o poloméru § pokryvajici F'

3. nejmensi pocet mnozin s prumérem mensim nez ¢ pokryvajici F'

4. nejvétsi pocet disjunktnich kouli o poloméru ¢ se stfedem v F

Jelikoz existuje vice definic dimenzi, nemusi se pro stejnou mnozinu rovnat.
Obecné plati:
dimHF § dszF

Avsak pro bézné pouzivané mnoziny nastdva rovnost. Rozdil je v tom, Ze
u Hausdorffovy dimenze vyuziviame vS8ech moznych mnozin, kdezto u “Box-
counting” dimenze pokryvame mnozinu F' pouze mnozinami stejné velikosti. To
je vidét z definice “Box-counting” dimenze a porovnanim se zavedenim Haus-
dorffovy dimenze:
Nsd6® — oo pro s < dimpF

Nsé® — 0 pro s > dimpF
N5(F)6* =inf{)_6° : {U;} 6 — pokryti F}

Pro vypocet “Box-counting” dimenze Cantorovy mnoziny vyuzijeme tvrzeni:

Véta 1.2. Necht F mize bijt pokryto ny mnoZinami s polomérem nejvijse 0y a
navic 0, — 0. Potom
log ny

dimpF < lim ———
k—oo — IOg O

Cantorovu mnozinu miizeme pokryt 2¥ intervaly o délce 37*:

log2/log3 =dimpgF < dimpF <log2/log3
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Nevyhoda “Box-counting” dimenze je, ze spocetné mnoziny mohou mit ne-
nulovou dimenzi. Plyne to z vlastnosti:

dimBF = dszF

Jelikoz pro spoGetnou mnozinu véech raciondlnich ¢isel na intervalu [0,1] je
uzavér cely interval a jeho dimenze je 1, ale dimenze jediného bodu je 0, a
proto neplati spocetnd stabilita. Z tohoto duvodu se omezujeme na kompaktni
mnoziny.

Fraktdly se objevi, pokud za¢neme zaznamenavat rizné piirodni jevy jako
funkci casu. Tedy graf, pokud ho povazujeme za podmnozinu roviny (¢, z) li-
bovolné funkce, muze byt za urcitych podminek fraktal. Nejznaméjsi takova
funkce je Weierstrassova funkce, kterd je spojitd, neni nikde diferencovatelna a
mé “Box-counting” dimenzi 1 < s < 2:

F&) =D Ae"Dhsin(Aet) A > 1
k=1

S rostouci dimenzi rostou i fluktuace a graf funkce témér pokryje celou plochu.

1.3 Multifraktaly

Pokud mame v prostoru velmi
nepravidelné rozmisténou hmotu pu
(obecné libovolnou miru, napf. hustotu
pravdépodobnosti), tak si dany pros-
tor muzeme rozdélit na casti, kde je
hmota koncentrovana ptiblizné stejné.
Takova mnozina je fraktdl, a tudiz se
muzeme ptat na jeji dimenzi. Rozdéleni
se provede pomoci “power-law” chovani
pro malé r:

w(B(z,r)) ~r"

Pro kazdé o dostaneme jinou mnoZinu Qbrazek 1.6: “Diffusion-limited aggre-
a tim také jinou dimenzi, z ¢ehoZ plyne gation”
multifraktalita.

Prostor, kde je rozprostiena hmota, pokryjeme intervaly (krabicemi) v R™
o hrané délky r, n je dimenze prostoru, v némz lezi zkoumana hmota. Nasledné
uréime pocet intervala, pro které je p(l) ~ r®, a potom se podivdme na jeho
“power-law” chovani. N,(«) ur¢uje pocet intervalu obsahujicich vice nez r®
hmoty.
N, (o) = #{inervaly o strané r | u(I) > r*}
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Multifraktdlni spektrum je definovano:

. dog (Np(a+e€) — Ny (a—¢))
fola) = ll—{% 711—% —logr

K usnadnéni vypoctu multifraktalniho spektra se zavadi g-momentovd suma
prog€eRar>0:

M(q) =Y p(I)",

kde se s¢itd pres vSechny intervaly, pro které plat{ u(I) > 0. Potom se urci
“power-law” pro M,(q):
. logM.(q)
= 1 _—
Ala) Ea logr

Pro vice ¢ a r se spoéte momentova suma a z log — log grafu se odhadne £(q).
Nésledné se udéla Legendreova transformace:

frle)=_inf {B(q) +agq}

—oo<g<+oo

fr(a) se nazyva Legendreovo spektrum. Obecné plati fo(a) < fr(a), ale
v praxi se uvazuje rovnost.
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Kapitola 2

Klicové koncepty z teorie
pravdépodobnosti

V této kapitole jsou uvedeny zakladni pojmy a vztahy pouzivané v teorii prav-
dépodobnosti, jako je ndhodnd veli¢ina a jeji popis pomoci rozdéleni, stfedni
hodnoty a variance. Vice informaci 1ze nalézt v [5] a [6].

Teorie pravdépodobnosti je velmi dulezitd, protoze v praxi se téméf nevysky-
tuje deterministicky déj, ktery znamend, ze pii zadani poc¢atetnich podminek
vime presné, jak se bude vyvijet v case. Pravdépodobnostni popis je mimo jiné
nezbytny v chaotickych dynamickych systémech ¢i v kvantové mechanice, kde
muzeme pouze Tici, s jakou pravdépodobnosti urcity jev nastane, napi. rozpad
radioaktivntho prvku za ur¢ity c¢as. Vyskytuje se tu urcitd ndhodnost, tj. ne-
dostatek informaci o systému.

2.1 Zakladni pojmy

Intuitivni predstava o pravdépodobnosti je, ze pokud budeme pokus (déj)
mnohokrét (teoreticky nekonecnékrat) opakovat za stejnych podminek, tak re-
lativni ¢etnost vyskytu pozorovaného jevu se zacne pohybovat kolem urcité
hodnoty, kterou nazveme pravdépodobnost daného jevu. Formélni definice je
nasledujici:

Definice 2.1. Necht Q neprdzdnd mnozina, A C P(2), o-algebra. Potom prav-
dépodobnost P je libovolnd funkce P: A —— [0,1] splnugici:

1. (P(A)>0) (VA€ A)

2. PQ)=1

(oo}

3. Bud (Ag)72, € A systém disjunktnich jevi. Potom P(|J Ay) =
k=1 k

118

1P(Ak)

12
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Usporddanou trojici (Q, A, P) nazveme pravdépodobnostni prostor.

Q zde reprezentuje mnozinu vSech moznych dédle nedélitelnych jevu, které
mohou nastat. V diskrétnim pifpadé se za o-algebru voli 2, coz je mnozina
vSech podmnozin mnoziny 2. o — algebra A uréuje souhrn v8ech otdzek, na
které se muzeme ptat a zjistovat jejich pravdépodobnost.

Pokud zname o systému néjakou dodateénou informaci, napiiklad, ze jev B
nastal, tak se musime pii zkoumadni pravdépodobnosti jevu A omezit na novy
prostor stavu, a to na mnozinu B. Nova pravdépodobnost se muze, ¢i nemusi
lisit od puvodni pravdépodobnosti jevu A.

Definice 2.2. Necht A,B € A, P(B) # 0. PotomP(A|B) = % se nazyvd
podminénd pravdépodobnost jevu A za predpokladu jevu B.

S podminénou pravdépodobnosti tizce souvisi dulezity pojem v teorii prav-
dépodobnosti, kterym je nezavislost dvou jevu.
Definice 2.3. Necht A, B jsou jevy. Potom fekneme, Ze jsou mezdvislé prdavé
tehdy, kdyz P(AN B) = P(A)P(B).

Pokud bychom se ptali na nezavislost vice jevii A; ... Ay, musi platit

P(() Ax) =[] P(4x)
keJ keJ

pro libovolnou indexovou mnozinu J € P({1...k}).

Je ziejmé, ze pokud jsou jevy A a B nezdvislé a P(B) # 0, pak znalost jevu
B neovlivn{ pravdépodobnost vyskytu jevu A. Tedy plati P(A|B) = P(A).

Na prostoru vSech moznych jevu Q muzeme definovat funkci X : Q — R,
tj. kazdému jevu prifadime ¢islo. Funkci X nazyvame ndhodnéd veli¢ina a prav-
dépodobnost, se kterou nabyva jednotlivé hodnoty, je dana jeji distribuéni
funkci.

Je to neklesajici, zleva spojitd funkce, pro kterou ddle plati F(—oc0) = 0
a F(+00) = 1. Pro absolutné spojitou distribuéni funkei existuje funkce p(y),
nazyvand hustota pravdépodobnosti, pro kterou plati:

x

F(x) = / o(y)dy

— 00
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Kapitola 2. Klicové koncepty z teorie pravdépodobnosti

Nejpravdépodobnéjsi hodnota, kolem které se jednotlivé vysledky pohybuji,
je stfedni hodnota, ktera je ddna vztahem:

Je zfejmé, ze stfedni hodnota je linedrni.

Pokud mame dvé ndhodné veli¢iny, tak se muzeme ptét, zda se navzijem
néjak ovliviuji, tj. jsou korelované. To nam tika korelacni koeficient, definovany
za predpokladu X,Y € Lo:

E(X - EX)]Y - E(Y)))

R(X)Y) = pesp ,

kde vyraz v Citateli se nazyva kovariance, a plati:

R(X,Y) € [-1,1]

Pokud jsou ndhodné proménné X a Y nezdvislé, potom je R(X,Y) = 0,
ale opak platit nemusi. Pro R(X,Y) > 0 je vidét z defini¢niho vztahu, ze
kladné odchylka od pruméru X je vétSinou doprovézena kladnou odchylkou
Y. Napiiklad X muze reprezentovat vysku a Y hmotnost ndhodné vybrané
osoby, potom naméieni nadprumérné vysky je ¢asto doprovézeno nameérenim
nadprumérné hmotnosti. Naopak je-li R(X,Y) < 0 byva vychylka na jednu
stranu doprovazena vychylkou na opa¢nou stranu.

Véta 2.1. Necht X, Y jsou ndhodné veliciny z Lo a R(X,Y) = 1 nebo —1.
Potom 3 a,b € R tak, Ze Y =aX +b

Jednou z moznosti (a téméf jedinou pouzivanou), jak méfit vychylky od
stfedni hodnoty, je variance (také nazyvand rozptyl), kterd je definovéna:

+o0
7 = Var(X) = E((X = ) = [ (o= wPeta)de

— 00
o se nazyva smeérodatnd odchylka a ma rozmér totozny s ndhodnou veli¢inou

X. Jsou-li X7,...,X,, nezavislé, pak je rozptyl aditivni. To vyplyva z defini¢niho
vztahu, pokud si uvédomime, ze kovariance nezavislych veli¢in je nulova.

Jinou moznosti je, misto kvadratu odchylky, uvazovat pouze absolutni hod-
notu, ale vzhledem k pocetnim komplikacim se tento postup téméi nepouziva.
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K urceni tvaru hustoty pravdépodobnosti se pouzivaji tzv. centrdlni momenty,
kde n-ty centralni moment je definovan:

+o0
() = EIX = 0] = [ (2 = )"ola)do

— 00

Ze vztahu vyplyva, ze druhy centralni moment psje variance. Tteti centrélni
moment 13, déleny o (aby vysledek byl bezrozmérna velicina), uréuje kriivost
rozdéleni, tj. miru asymetrie. Vyraz £ se nazyva spicatost, kterd udava, zda se
jedna o leptokurtické rozdéleni, tj. centralizované, s relativné ostrym vrcholem
nebo platykurtické rozdéleni, kde hustota pravdépodobnosti pozvolna klesa ze

svého maxima.

Rozdéleni ndhodné veliciny je jednoznacéné urceno pomoci charakteristické
funkce, ktera je definovana jako Fourierova transformace hustoty pravdépodob-

nosti:
—+oo

dx(p) = E[eiXp] = / e p(x)dx

— 00
Pomoci charakteristické funkce se snadno pocitaji obecné momenty ndhodné

veli¢iny, které jsou dény vztahem p, = FE[X™] a jsou svdzény s centralnimi
momenty pomoci binomické véty.

fin = En: (Z)(—l)""%(ui)""“

Véta 2.2. Necht existuje prunich n momenti ), = E[X¥]. Potom ¢x(p) md
pronich n derivaci a plati:

®o)y=itu, k=1,....n

Véta 2.3. Necht X1,...,X, jsou nezdvislé ndhodné veliciny, pak charakteris-
ticka funkce jejich souctu je ddna:

¢x1,x,(0) = [ &x.(p)
k=1

Z této véty plyne vyhoda pouziti charakteristické funkce. Jelikoz distribuéni
funkce souctu nezdavislych ndhodnych veli¢in je konvoluce jednotlivych distri-
buénich funkci, jejichz vypocet byva komplikovany, ale charakteristickd funkce
souctu je jen soucin jednotlivych charakteristickych funkeci.
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2.2 Dulezita rozdéleni

2.2.1 Binomické rozdéleni

Je to rozdéleni pro diskrétni nahodné velic¢iny. Necht ndhodnd velicina X
nabyva hodnoty 1 s pravdépodobnosti p a 0 s pravdépodobnosti 1 — p = ¢, kde
1 reprezentuje tspéch a 0 nedspéch, napi. pii hodu minci. Potom Y, definovana
jako pocet uspéchu v n po sobé jdoucich pokusech, mé binomické rozdéleni:

py (k) = <Z>pkq”k

7 binomické véty plyne normovanost:

Zn: (Z)p’“q"’“ =(p+q"=1

k=0

Stredni hodnota binomického rozdéleni je:
n n n—1 n 1
_ E n—k _ - - (n=1)—r _
E(Y)—kz_ok(k>p q" —np;)< . )p’q” =np

Podobné se vypoéita rozptyl o3 = npq. Binomické rozdéleni se vyuzije pii
studiu ndhodné prochazky. Pro velka n prechazi binomické rozdéleni na Gaussovo
rozdéleni.

2.2.2 Gaussovo rozdéleni

Je nejpouzivangjsi rozdéleni pro spojité ndhodné veli¢iny, a proto se mu také
tikd normalni rozdéleni. O jeho rozsiteni se zaslouzil centrdln{ limitni teorém,
ktery tvrdi, ze chyby méreni jsou normalné rozdéleny.

Je to aproximace binomického rozdéleni pro velkd n, kde se k odhadu bi-
nomickych koeficient vyuzije Stirlingtiv vzorec pro n!. Hustota pravdépodob-
nosti pro Gaussovo rozdéleni je:

olo) = e (- U0, 21)

kde p je stiedni hodnota a o2 rozptyl. Pravdépodobnost, ze hodnota ndhodné
veli¢iny s normdlnim rozdélenim padne do intervalu (u — o, u + o), je 68,3%.
Odchylky od pruméru vétsi nez 3o jsou téméf nepozorovatelné, jelikoz jejich
pravdépodobnost je pouhych 0,3%.
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Distribuéni funkce F'(x f o(y)dy se neda vyjadiit pomoci elementdrnich

funkei, a proto je pro normahzovane rozdéleni N(0,1) tabelovand.

Existuje také tzv. inverzni Gaussovo rozdéleni, jez je definovano pouze
pro kladné hodnoty ¢ € (0,t) a jeho hustota pravdépodobnosti je:

)= |52 ] e {2 (22)

kde i > 0 je stiedni hodnota a A > 0 je skédlovaci parametr. Pouzitelnost tohoto
rozdéleni uvidime v kapitole 3.

2.2.3 Log-normalni rozdéleni

Toto rozdéleni se pouziva pro spojité nesymetrické ndhodné veli¢iny, které
nabyvaji pouze kladnych hodnot a jsou vyjadieny jako soucin nezavislych na-
hodnych veli¢in, tzv. multiplikationi proces. Napriklad pokud je S = Y(;’Et?t)
relativni zisk investice, tj. podil aktualni ceny akcie a jeji hodnoty pfi koupi
v Case t, pak si muzeme S vyjadiit jako soucin relativnich ptirustku:

n kAt

H HSk

Po zlogaritmovani pfejde produkt na sumu a z CLT plyne, Ze In S mé normélni
rozdéleni. Hustota pravdépodobnosti pro log-normdlni rozdéleni se dostane
z Gaussova rozdéleni po zavedeni substituce:

d
z=1Iny, () =Inyg, dx = i
Y

In ()

Yo

o(y) :\/%(ﬂye)(p<_ 52 >

Dtvod, pro¢ se log-normalni rozdéleni pouziva ve finan¢nictvi nalezneme na
konci 3. kapitoly.

2.2.4 Lévyho rozdéleni
Lévyho rozdéleni je charakterizovano pomoci asymptotického chovéni:

aC?
Ly g(x) ~ e pro x— o0,

kde0<a<2ap= je parametr asymetrie.

C+C
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Kapitola 2. Klicové koncepty z teorie pravdépodobnosti

S klesajicim parametrem « se tvar rozdéleni stavéa Spicatéjsi a jeho konce
tlustsi. To pro popisovany systém znamend, ze jsou pozorovany malé odchylky
doprovazené velkymi skoky. Presné jak je vidét u fluktuaci finanénich produktu,
kterych si vsiml jako prvni Mandelbrot pfi pozorovani cen bavlny.

Analytické vyjadieni Lévyho rozdéleni pro symetrické rozdéleni, tj. 5 =0

(Cy = C_ = () existuje pouze pro o = 1 a nazyvd se Couchyho rozdélent:
C
h =

2.3 Centralni limitni teorém

Centralni limitni teorém tikd, ze pfi splnéni ur¢itych podminek se rozdéleni
souctu velkého poctu nezavislych ndhodnych veli¢in blizi k normalnimu rozdéleni.
Proto se napiiklad rozdéleni chyb méfeni povazuje za normalni. Tento predpoklad
ospravedlnuje CLT, protoze vysledna chyba je sou¢tem velkého mnozstvi malych
chyb. Zékladni formulace CLT je:

Véta 2.4. Necht X1,...,X, jsou iid ndhodné veliciny a existuje jejich stredni
hodnota a rozptyl E[X]=p, Var(X)=0?. Potom

> Xk —
Y, =%l < N(0,1) pron — 40

Vno
2.4 Stabilni rozdéleni

n

Nékdy se pojem stabilni rozdéleni zameénuje s Lévyho rozdélenim, ale to
je jenom konkrétni podmnozina vsech moznych stabilnich rozdéleni. Intuitivni
definice stabilniho rozdéleni muze byt nasledujici:

Definice 2.4. Necht X, Y jsou nezdvislé ndhodné veliciny s rozdélenim F
s parametry ©. Pak rozdéleni F' nazveme stabilni, pokud S = X +Y md stejné
rozdéleni F' lisici se nejvyse v parametrech ©.

Stabilita znamenad, ze si rozdéleni zachovava svij funkciondlni tvar pii kon-
voluci, tj. pfi souc¢tu nezavislych nahodnych veli¢in téhoz rozdéleni. To znamena,
ze hustota pravdépodobnosti sou¢tu vice ndhodnych veli¢in se ziska z puvodni
hustoty jednotlivych nahodnych veli¢in pouze vhodnym posunutim a preskélo-
vanim.

Ukazme, ze Gaussovo rozdéleni je stabilni. Vyuzijeme k tomu charakter-
istickou funkci normaélniho rozdéleni, coz je Fourierova transformace hustoty

18



Kapitola 2. Klicové koncepty z teorie pravdépodobnosti

pravdépodobnosti.
+o00
1 ) 22 s o
Flo(a))(q) = / it 4y = ¢~ (0%/2)0
2ro

Necht X, Y ~ N(0,0), potom rozdéleni ndhodné veliciny S = X + Y je
dédno konvoluci p(s) = p(z) * p(y). Vyuzitim vlastnosti Fourierovy transformace
dostaneme:

Nyni se pomoci inverzni Fourierovy transformace dostaneme k rozdéleni S:

(5) — #
= (Vo)

52
e 2(v20)2

Toto je zase normalni rozdéleni, jen se rozptyl zménil na 202. Z toho plyne,
ze normalni rozdéleni je stabilni.

Stabilni rozdéleni hraji dulezitou roli pii rozdéleni souc¢tu nezavislych ndhod-
nych veli¢in s raznym rozdélenim. Jak #ika Lévy-Khintchinova véta:
Véta 2.5. Necht X, ... X, jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny s riznym rozdélenim.
N
Potom L(x) miZe byt hustota pravdépodobnosti velidiny Sy = ﬁ S Xp— AN
k=1

pro vhodné konstanty An, By jen tehdy, pokud je stabilni.

Lévy a Khintchin dokonce nasli kritérium pro stabilitu.
Véta 2.6. Hustota pravdépodobnosti L, g(z) je stabilnd prdvé tehdy, kdyz

0 FlLap(@]0) = ik = il (14 il 0) ),

kde ~ je libovolnd, ¢ > 0, € (0,2] a 8 € [-1,1], a funkce w(k,a) je ddna

[ tan(wa/2) ro o £1
wik, @) —{ @/mmll o act

v a ¢ jsou pouze skalovaci parametry, na rozdil od « a (, které urcuji tvar
rozdéleni. « se nazyva charakteristicky exponent a udava chovani rozdéleni pro
velké x:

1
Lo p(z) ~ EED pro x— +oo

Tedy existuje d—moment pro § < « a vSechny vySsi neexistuji. Parametr
urcuje miru asymetrie rozdéleni, 8 = 0 udava symetrické rozdéleni.
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Kapitola 2. Klicové koncepty z teorie pravdépodobnosti

K tomu, abychom ur¢ili, zda se rozdéleni souctu iid nahodnych veli¢in s roz-
délenim p(z) blizi ke konkrétnimu stabilnimu rozdéleni L, 5(y), slouzi nasledujici
véta:

Véta 2.7. Necht X1,...,Xn jsou iid ndhodné veliciny s rozdélenim p(x). Po-
tom lim Sy ~ Ly g(y) pravé tehdy, kdyz

N—+o0o

aa®c
p(z) ~ MT:, pro z— too, (0 < a < 2),

kde konstanty c4 jsou svazdny s parametry stabilniho rozdéleni:

m(cy+c_)
c= 3aT(0)sin(ra/2) pro o #1
5lcp +co) pro a=1

8=

C_—Ct

o Fe pro a #1
Cqy—C— _
oo pro a=1

Na vSechna rozdéleni klesajici pro velké hodnoty x aspon s tiet{ mocninou
se vztahuje centralni limitni teorém, a jejich suma je tedy normélné rozdélena.
Pokud bude mit suma jiné stabilni rozdéleni, pak je jisté, ze rozdéleni jed-
notlivych nezdvislych ndhodnych velicin je “heavy-tails” (Lévyho rozdéleni).
Tzn. velké vykyvy, které by se podle normélniho rozdéleni témér nemély vysky-
tovat, maji relativné velkou pravdépodobnost. Takové chovani je vidét, napi.
u rozdila cen akcii nebo velikosti zemétieseni.

Existuji také rozdéleni, které maji “heavy-tails”, ale nespadaji do tfidy sta-
bilnich rozdélenich. Takové je, naptiklad Studentovo rozdéleni, které se pou-
ziva ve statistice pii ovérovani hypotéz. Hustota pravdépodobnosti je:

kde n urcuje pocet stupnu volnosti.

Pokud se za X; ve vété 2.7 dosadi, napt. denni fluktuace ceny akcie, potom
se sou¢tem n po sobé jdoucich X; ziskd fluktuace za n dni, tzn. Ze muzeme
urc¢it fluktuace na ruznych skalach (tyden, mésic, rok) a jejich rozdéleni bude
mit stejny parametr « jako jednodenni fluktuace. Tim dostaneme statisticky
podobny graf na raznych skalach. Takova vlastnost se podle Mandelbrota nazyva
“self-afinita”.
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Kapitola 2. Klicové koncepty z teorie pravdépodobnosti

2.5 “Infinitely divisible” rozdéleni

Jednd se o 8irs{ tfidu rozdélenich, kterd obsahuje mnozinu stabilnich dis-
tribuci. Prvni kroky v této oblasti provedl italsky matematik Bruno de Finetti,
na jehoz préci nasledné navézali Kolmogorov, Lévy a Khintchine. O “infinitely
divisible” distribucich pojedndvd [12].

Definice 2.5. Necht X je ndhodnd proménnd s distribucni funkci F. Potom
F nazveme “infinitely divisible” prdvé tehdy, kdyz Vn € N 3 (Xq,...,X,)
11d ndhodné promeénné tak, Ze F je distribucni funkce ndhodné proménné S =

3 X
i=1

Pro jednoduché posouzeni, zda distribuce F' je nebo neni “infinitely divisible”,
slouzi charakteristickd funkce ¢x (p). Pokud ji lze vyjadiit jako n-tou mocninu
néjaké funkce ¢, (p), tj. dx(p) = [qﬁn(p)}n7 potom je F' “infinitely divisible”.

Lévyho-Khintchinova definice pro “infinitely divisible” charakteristickou funkeci
zni:

Definice 2.6. Funkce ¢x(p) je charakteristickd funkce ndhodné veliciny s “in-
finitely divisible” distribuci prdvé tehdy, kdyz md ndsledujict tvar:

—+o0

log ¢x (p) = ivp+ / {e”’“ -1-

— 00

ipu |1+ u?
14+u2] u?

dG(u),

kde ~ je konstanta, G(u) je neklesajici ohranicend funkce, G(—o0) = 0 a pro
u = 0 je integrand roven —%.

“Infinitely divisible” distribuce jsou kli¢ové pro stacionarni stochastické pro-
cesy, viz kapitola 3, s nezdvislymi piirustky. Protoze tyto piirastky lze vyjadiit
jako soucet nezdvislych ndhodnych veli¢in ({t; | i = 1,...,n} je rozdéleni inter-
valu [to, to + t]):

Y(t) = X(t+to) — X(to) = > _ X(tiy1) — X(t:)
=0
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Kapitola 3

Stochasticky pocet

Na stochasticky proces muzeme nahlizet jako na zobecnéni ndhodného vek-
toru.

Definice 3.1. Necht (0, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Potom stocha-
sticky proces je mnoZina ndhodnych velicin {X, t € T}, kde T je libovolnd
indexovd mnozina.

Podle mnoziny T', kterd vétsinou reprezentuje Cas, rozliSujeme spojity a dis-
krétni stochasticky proces. Pfevazné se pouziva diskrétni piipad, protoze repre-
zentuje ¢asovou fadu, jejiz hodnoty se v praxi zaznamenavaji (z divodu digi-
talizace) po urcitych ¢asovych intervalech libovolné pevné délky. Pokud je sitka
intervalu dostate¢né mala, tak se i diskrétni stochasticky proces povazuje za

spojity.

Stochasticky proces je funkce dvou proménnych. Kazdému ¢ € T priradi
ndhodnou proménnou X; a zdroven pro libovolny jev w € Q je X;(w) funkce od
t, kterd se nazyva realizace stochastického procesu nebo trajektorie.

Pro rozdéleni stochastického procesu je nejjednodussi piipad, kdy je mnozina
T konec¢nd, protoze pak se jedna pouze o ndhodny vektor a jeho pravdépodob-
nostn{ rozdéleni je plné uréeno sdruenou distribucni funkci F(xy,...,x,) =
P(X; <x1,...,X, < x,). Bohuzel v mnoha piipadech je T dokonce spojitd a
narazime zde na problém nekone¢né dimenzionalni funkce. Jak bylo feceno vyse,
stochasticky proces pritazuje jevu w trajektorii, tj. X : Q@ — F, kde F je pros-
tor vhodnych funkef (trajektorii), a tedy podle analogie s ndhodnou proménnou
bychom méli uvazovat pravdépodobnost, ze X padne do konkrétni podmnoziny
funkei A € F, P(X € A). Tento zpusob zavedeni distribuce stochastického pro-
cesu je znacéné komplikovany, a proto se pouzivd schudnéjsi varianta v podobné
konecné dimenziondlni distribuce stochastického procesu.
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Kapitola 3. Stochasticky pocet

Definice 3.2. Nechl X = (Xy)ieT je stochasticky proces. Pak koneéné dimen-
ziondlnd distribuce (fidis) stochastického procesu X je rozdéleni konecnych vek-
tori.

F(xtly--th ):P(th Sl’tl,...,th Sxtn)

ProVvneNaty,....,t, eT.

n

Stochasticky proces, jelikoz je to souhrn ndhodnych proménnych, popisujeme
pomoci stfedni hodnoty, variance a kovariance. Pro V¢ € T mame E[X;], a tedy
stfedni hodnota ndhodného procesu je funkce ¢asu:

px(t) = E[Xi]

Kovariance je pro stochasticky proces funkce dvou proménnych a nazyvame
ji kovariancni funkce. Jeji dva parametry urcuji konkrétni dvé nahodné veliciny,
mezi jimiz se kovariance pocita.

cx(t,s) = cov(Xy, X)) = E[(Xy — px (£)(Xs — px(s))]

Po normalizaci pfislusnymi smérodatnymi odchylkami dostaneme korelacni
funkci vyjadiujici miru zavislosti mezi hodnotami v case t a s. Pokud v ko-
varian¢ni funkci dosadime s = t, tak ziskdme varianci jednotlivych nahodnych
velicin, tj. autokovariancni funkci.

Definice 3.3. Stochasticky proces (Xi)ier se nazgvd striktné staciondrni,
pokud ¥n € N, t1,...,t, €T a h takové, Zety + h,...,t, +h € T plati:

d
(th,. cey Xt") = (Xt1+h7 S 7th+h)

Pokud mé proces stiedni hodnotu nezavislou na ¢ase a kovarianéni funkce
zdvisi pouze na vzddlenosti mezi jednotlivymi ndhodnymi veli¢inami (|t — s|),
pak se takovy proces nazyva slabé staciondrni.

3.1 Nahodna prochazka

Nejjednodussi pripad ndhodné prochazky je pohyb ¢astice po pirimce, kterd
muze skoc¢it v kazdém ¢asovém kroku At o Ax doprava s pravdépodobnosti p,
nebo s pravdépodobnosti ¢ = 1 — p doleva. Brownuv proces je potom limitni
pripad symetrické ndhodné prochézky (p = % = q), kdy se délka ¢asového kroku
zmensuje k nule.

Uvazme, ze v ¢ase t = 0 se Céastice nachazi v pocatku. Ptame se, jaka je

pravdépodobnost nalezeni ¢astice v bodé m po N krocich. Aby byla éédstice v
bodé m, tak musi udélat r skok vpravo a zdrovein [ = N — r skoku vlevo a
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Kapitola 3. Stochasticky pocet

musi platit m = r 4. Jelikoz se jednd o binomické rozdéleni, tak je pozadovand
pravdépodobnost:

o) = (V)i - )

Ta je rovna pravdépodobnosti vykonani presné r skoku vpravo, kde r, I, m
splitujf vyse uvedené vztahy. Dosazenim zndmych hodnot E[r] = Np,
Var[r] = Npqg = Np(1 — p) dostaneme:

Blm] = 2N(p— )
Var[m] = 4Npq

Pro velkd N muzeme pouzit Stirlinguv vzorec k vyjddieni faktoridlu a po
zavedeni © = mAx, t = NAt, D = 2quTz:7 kde D se nazyva difuzni koeficient,
se dostaneme ke spojitému pfipadu limitnim prechodem At — 0, Az — 0 a
budeme pozadovat, aby difuzni koeficient zustal konstantni. Dostaneme hustotu

pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v bodé x a case t:

(1) 1 . ( 1(z— vt)z)
5 = —— X e ——
P V2m2Dt P 2 2Dt

Zde v = % je driftovd rychlost, kterd se vyskytne jenom pro nesymet-
ricky ptipad a vyjadiuje linedrni zavislost stfedni hodnoty na ¢ase. Porovnanim
s vyrazem 2.1 zjistime, Ze se jednd o Gaussovo rozdéleni se stfedni hodnotou
i = vt a varianci 02 = 2Dt.

Pokud si zvolime pevné pozici a ndhodného chodce a budeme se ptat na cas,
kdy do tohoto bodu dorazi tzv. “first passage time”, tak zjistime, Ze tento Cas
m4 inverzni Gaussovo rozdéleni s parametry p = & a A = 2‘*—;. 7 tohoto duvodu
se nazyva inverzni, protoze puvodni Gaussovo rozdéleni urcuje rozdéleni polohy
v pevné daném ¢ase a naopak inverzni Gaussovo rozdéleni prechézi k rozdéleni

casu pro pevné zvolenou poloho.

U symetrické nahodné prochazky dostaneme normaélni rozdéleni s nulovou
stfedni hodnotou a varianci rostouci s ¢asem. Tyto vlastnosti jsou zakladem pro
definici Brownova procesu.

3.1.1 Brownuv proces

Pojmenovany je po skotském botanikovi Robertu Brownovi, ktery pozoroval
nepravidelny pohyb pylového zrnka ve vodé, zpusobeny ndhodnymi kolizemi
molekul vody se zrnkem. Podobné pohyby zaznamenal Luise Bachelier pii porov-
navani rozdilu cen akcii. Proto se na né pokusil aplikovat Brownuv pohyb, pro
néjz musel polozil zékladni matematickou formulaci, kterou nasledné americky
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Kapitola 3. Stochasticky pocet

matematik Norbert Wiener upravil do dnesnf rigorézni podoby. Z tohoto duvodu
se v matematice setkdvame spiSe s ndzvem Wieneruv proces.

Definice 3.4. Necht stochasticky proces B = (By),t € [0,+00)) spliiuje ndsle-
dugici podminky:

1. Bp=0

2. md staciondrni a nezdvislé prirustky
3. ¥Vt > 0,B; ~ N(0,t)

4. md spojitou trajektorii

Potom B nazveme Brownuv proces.

7 definice plyne, Ze Brownuv proces sam o sobé neni stacionarni, ale jeho
prirustky ;B = B; — B;_1, kde je pevné urcen ¢asovy krok At, uz staciondrni
jsou a maji rozdéleni N (0, At), tj. ¢im dels{ ¢as mezi pozorovdnim tim veétsi
skoky muzeme namétit. Vztah Var(A;B) = At se zapisuje jako dB? = dt,
a toho se nésledné vyuzivd pii konstrukci stochastického integralu. Prirustky
reprezentuji ndhodné posuny pylového zrnka ve vodé, ktery je urcen velkym
mnozstvim nezavislych narazi jednotlivych molekul vody z rtznych stran. Tim
padem CLT ospravedliuje v definici pouzité normalni rozdéleni.

Pro Brownuv pohyb plati:
pp(t) =0

cg(t,s) = min(s,t)

Brownuv pohyb spadé do tiidy sobé podobnijch stochastickych procesi, které
nejsou nikde diferencovatelné. Plati pro ného:

(T*B,,,...,T*B, )% (Bry,,...,Brs,)

VYT >0,t>0i=1,...,n, neEN

Tato vlastnost zarucuje, ze Brownuv pohyb vypadd podobné pii vhodném
preskalovani soufadnicovych os, coz znamena, ze je to fraktal.

Neptijemnd vlastnost Brownova pohybu, kterd komplikuje zavedeni stochas-
tického integralu, je kromé neexistence derivace také nekonecna variace.

n
sup Z | B, — By,_,| = 400 7 je rozdéleni intervalu [0, T
T =1
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3.2 Martingale

Pojem martingale je spojen s férovou hrou, kdy stfedni hodnota zisku je
nulova, a tedy ani jeden z hrd¢t nemuze nic vyhrat ani ztratit.

Pokud mame nidhodnou veli¢inu X, pak muzeme vytvorit mnozinu obsahujici
jeji vzory pro libovolnou Borelovskou mnozinu. Takovd mnozina jesté nemusi byt
o-algebra, ale lze ji doplnit tak, aby uz podminky o-algebry spliiovala. Nazveme
ji o-algebra generovand ndhodnou veli¢cinou X a ozna¢ime o(X). Pfi pocitani
stfedni hodnoty nové ndhodné veli¢iny Y na stejném pravdépodobnostnim pros-
toru se, za predpokladu znalosti hodnoty X, muZeme omezit na mensi podmno-
zinu v ).

Uvazme symetrickou ndhodnou prochazku, potom oc¢ekavana hodnota polohy
castice je 0. Pokud budeme sledovat historii polohy az po n-ty krok, tj. budeme
znat polohu po kazdém kroku, pak poloha po n + 1 kroku bude X,,11 = X, 1
s pravdépodobnosti % Tedy podminéna stfedni hodnota je:

1 1
E[Xn+1|Xn] = i(Xn + 1) + §(Xn - 1) =X,

Zmnalost predchoziho vyvoje nam pomohla lépe odhadnout budouci hodnotu,
tj. dodate¢nou informaci o systému jsme redukovali nahodnost.

Dodate¢nd informace se matematicky vyjadiuje pomoci filtrace. Je to nek-
lesajici posloupnost o-algeber na puvodnim méfitelném prostoru proménnych
th

{]:t | Fi C P(Q) Vit € T}

ftlgft2g...gftn pT‘OtlthS...Stn

Pro stochasticky proces se filtrace bere jako o-algebra generovana ndhodnymi
veli¢inami Xy pro s < t.

Proces, u kterého nezdlezi na minulosti a ocekdvand budouci hodnota je
stejnd jako posledni zaznamenand, se nazyva martingale. Neni zde zadny zisk,
protoze stiedni hodnota ptirustku je 0, a tedy se jednd o férovou hru. Jinymi
slovy, ackoliv zname historii vyvoje dané hry, nemuzeme upravit herni strategii
ve prospéch vyhry. Stochasticky proces (X;)ier se nazyva martingale, pokud
splnuje:

1. E|IX(t)| < +oo Vt €T
2. U(Xt)CFtVtET
3. E[X(t)|Fs,s <t] =X(s)
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Druhéd podminka vyjadiuje tzv. adaptaci procesu (X;)ier na filtraci {F;},
tj. stochasticky proces nesmi obsahovat vice informaci nez dané filtrace. Zda je
urcity proces martingale m& vliv i pouzitd filtrace, tj. ndhodny proces (Xi)ier
muze byt martingale pii filtraci {F;}, ale pii {F]} uz byt nemusi.

Nutna podminka k tomu, aby ndhodny proces byl martingale, je konstantni
stfedni hodnota F[X;] = E[X;] Vs, t, ale ne kazdy stochasticky proces s kons-
tantni stfedni hodnotou musi byt martingale, tedy to neni podminka postacujici.

Pokud médme ndhodnou proménou Y a filtraci {F,}, tak muzeme sestrojit
martingale jako podminénou pravdépodobnost nahodné veli¢iny Y za predpo-
kladu filtrace (informace) F,.

X, = E[Y|F,]

Ovéreni podminky na martingale je snadné:

E[Xny1|Fa] = E[EY|Fu]|Fa] = E[Y | F] = X,

Dalsi priklad martingale je soucet Xy, ..., X, nezavislych ndhodnych veli¢in
n

s nulovou stfedni hodnotou S,, = > X,,. S,, muze reprezentovat polohu ndhod-
i=1
ného chodce po n krocich.

Brownuv proces je martingale. Plyne to z nezavislosti jeho prirustku.

E[B(t)|F(s),s < t] = E[B(s) + (B(t) — B(s)|.F(s)] = B(s)

To znamend, ze pokud zname hodnotu Brownova procesu v case s, tak jeho
otekdvand hodnota v budoucnu bude B(s).

3.3 Stochasticky integral

Uvazme, Ze v ¢ase ty, vlastnime ¢(ty) akcii, jejichz cena je S(tg). V case t41
se jejich cena zméni na S(txy+1) a nds zisk, pripadné ztrdta (v zavislosti na
znaménku prirustku), je q(tx)ASg. V dalsim ¢ase muzeme nakoupit ¢ prodat
nase akcie, a tedy ¢(t;) je ndhodnd proménnd stejné jako S(tj). Pokud budeme
obchodovat v ¢asovém obdobf (0,¢) n-krat v éasech 0 =tg < t1 < ... <tp_1 <t
(napf. na zac¢dtku kazdého dne po stanoveni ceny akcie), kdy v kazdém okamziku
je nas pocet akcif g(t) a jejich cena S(t), pak je nas vysledny zisk (po n dnech

ne
obchodovéni) I, = Y q(tx)ASk. Obecny vyvoj ceny akcie se popisuje rovnici:
k=0

AS(tk) = /LAtS(tk) + O’S(tk)ABk

27



Kapitola 3. Stochasticky pocet

Po dosazeni, pokud budeme chtit za pomoci limity n — co (At — 0) prejit
ke spojitému piipadu, narazime na problém jak interpretovat integral podle
Brownova pohybu [ f(t)dB;.

Bohuzel nemuzeme pouzit vztah [ f(s)dg = [ f(s)g’(s)ds, protoze Brownuv
pohyb neni nikde diferencovatelny. Ale muZeme se pokusit budovat integral
podobnym zpusobem jako Riemannuv obycejny integral. Vezmeme rozdéleni 7
intervalu [0, t] a napocitd se, tzv. Riemann—Stieltjesova suma:

n
> f)hig Vitia <y <t

i=1

Déle by se ukazalo, ze dand suma nezavisi na rozdéleni a vybéru y;, a integral
by se definoval jako limita n — +o00, tzv. Riemann—Stieltjesuv integrdl. Da se
ukdzat, viz [8], Zze za vhodnych pfedpokladi na funkce f a g ma tento integral
smysl. Bohuzel pro nds piipad f = g = B(t) takovy integral neexistuje z davodu
neomezené variace.

3.3.1 Itouv integral

Vezméme Riemann—Stieltjesovu sumu pro Brownuv pohyb se specidlnim vy-
bérem y; = t;_1, tj. levym krajnim bodem délictho intervalu.

n

I,=Y B(ti-1)A:B

i=1
Ukazuje se, Ze tato suma konverguje podle kvadratického stiedu k £ (BZ —t):

tim B[(I — (B 1))’ =0

n—oo

Tento vztah slouzi jako definice Itoova integralu z Brownova procesu

¢
| B(t)dB(t). Za integrand se muze volit libovolny stochasticky proces C splitujici:
0

1. ¢y musi byt funkce pouze By pro s <t

T
2. [E[C?%ds < o0
0

Tyto podminky zarucuji existenci posloupnosti (C (”))neN jednoduchych pro-
cesu (existuje rozdélen{ intervalu [0, T, takové ze pro kazdy délici interval je na
ném C} stejnd ndhodnd proménnd) takovych, ze aproximuji puvodni proces C,
viz [8]. Itdouv integrél z jednoduchého procesu je:

k—1
LC™) =3O AB+ Co (By — By, )t <t <ty

i=1
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Limitou podle kvadratického stfedu je urc¢en Itouv integral ze stochastického
procesu C. I;(C) je mozné aproximovat pro rozdéleni 7 Riemann—Stieltjesovou
sumou, abychom se vyhnuli hleddni posloupnosti (C™),,cn:

k—1
L(C)=> Ci_ LB+ Cy(By— By _,) tro1 <t <ty
=1

Vlastnosti Itoova integralu

Pro stochasticky proces I;(C) plati, ze ma spojitou trajektorii, jeho stfednf
hodnota je 0 a je to martingale vzhledem k filtraci generované Brownovym
procesem. Dale plati izometrie a linearita podobné jako pro obycejny integral:

t 2 t
E</CSdBS> :/Ecjds, t€[0,T]
0 0
t

¢ t
/ [ClCﬁl) +02C§2’]st = / COAB, + e / c®dB,
0 0

0
T t T
/ C,dB, = / C,dB, + / C,dB,
0 0 t

3.3.2 Itoovo lemma

Slouzi k vypoctu Itoova stochastického integralu. Upravuje klasické fetézové
pravidlo pro derivaci slozené funkce tak, aby platilo i pro Itouv stochasticky
integral.

Pro stochasticky proces f(B;) se vyuZije jeho rozvoj do Taylorovy rady, kde
se zanedbaji ¢leny vyssiho nez druhého fadu.

F(Brvad) = f(B) = (BB, + 51" (B)(ABy)?

Nésledné se (dB;)? nahrad{ dt a integrac{ pro dvakrat diferencovatelnou funkci
f dostavame (s < t) soucet Itdova integrdlu z f’ a obyGejného Riemannova
integrdlu z f":

£(B) = 1B = [ F(BaB.+ 5 [ (B
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Kapitola 3. Stochasticky pocet

To je Itoovo lemma pro funkci pouze Brownova pohybu. Pokud dana funkce
zavisi také explicitné na case, tak se postupuje obdobnym zpusobem. Pouzije
se Tayloruv rozvoj pro funkci dvou proménnych f(¢,z) se spojitymi derivacemi
do druhého tadu !:

f(t+dt, Birar) — f(t, By) = frdt+ fod B, + %[fu(dt)2 +2f12dtd By + fao(dBy)?

Stejnou zdmeénou a zanedbanim ¢lenu s druhou diferenci ¢asu a sou¢inu dtd B,
dostaneme integraci (s < t):

t

.50 = (5.8 = [ | Ao B2+ g o B) |+ / fo(@. B,)dB,

S

Definice 3.5. Stochasticky proces X, ktery lze zapsat ve tvaru:
t t
X, = X +/Ag1>ds+/Ag2>st
0 0

kde Agl), AgQ) jsou funkce pouze By pro l < s a jsou urcéeny pomoci X; jed-
noznacné. Se nazyvd Itotdv proces.

Zobecnéni Itoova lemma pro stochastické procesy, které jsou funkci Itcova
procesu je:

t

f(t7Xt> - f(saXs) = / [fl(any) + ;[Ag(/2)]2f22(y’Xy):| dy + /f2(y’Xy)dXU

S

Vsechny verze se odvodily z Taylorova rozvoje pro funkei f (¢, x) se spojitymi
druhymi parcidlnimi derivacemi. Podobné se da postupovat pro funkce vice
proménnych a nésledné ziskat vzorec pro derivaci sou¢inu dvou Itéovych pro-
cesu:

dXVxP) = xPax) + xPaxP + APY AR at

3.3.3 Stratonovichuv integral

Itouv integral pouziva levy krajni bod déliciho intervalu, diky ¢emuz je mar-
tingale, ale bohuzel pro ného neplati fetézové pravidlo ve stejném tvaru, jak ho
zname z klasického diferencialniho poc¢tu. Tuto nevyhodu nemé Stratonovichuv
integral, ktery pouziva prostredni hodnotu v délicim intervalu, a proto se vyuziva
pro feseni stochastickych diferencidlnich rovnic. Na druhou stranu jeho nevyho-
dou je, ze neni martingale.

2
U =80, By), f22 = %(t Bt), apod.
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Stratonovichtv integrél se buduje stejné jako Itouv.
T
Véta 3.1. Necht f je dvakrdt diferencovatelnd a [ Ef?(B;)dt < +oo. Potom
0

suma S, = > f(By,)\i B konverguje podle kvadratického stredu a jeji limitou
i=1

je definovdn Stratonovichiiv integrdl
T
[ sB.0as,
0

Vztah mezi [toovym a Stratonovichovym integralem pro stochasticky proces
je dan nésledujici vétou.
T T
Véta 3.2. Necht f spliiuje [ E[f(By)]?dt < +oo a [ E[f'(B:)]?dt < +o00 a md

0 0
spojité parcidlni derivace do druhého tddu. Potom plati:

T T T
/f(Bt)odBt:/f(Bt)dBt-i-%/f/(Bt)dL
0 0 0

kde na levé strané je Stratonovichiv a na pravé Itouv integrdl.

3.4 Stochastické diferencialni rovnice

Obecny pripad stochastické diferencidlni rovnice je:

AX () = p(t, X(£))dt + o (t, X ())dB(t)

Rovnice se pomoci integrace pievadi na tvar:

t t

X(t)=X(0)+ /u(s,X(s))ds + /U(s,X(s))dB(s), (3.1)

0 0

kde prvni integrédl je normdélni integral podle ¢asu a druhy stochasticky in-
tegral pfes Brownuv proces. Koeficient p se nazyva drift a uréuje determinis-
tickou ¢dst, kdezto o skéluje ndhodné odchylky. X (0) je pocatetni podminka,
kterd muze byt ndhodnéd proménna.

Stochasticky proces (X;)ier nazveme silné feSeni pokud:
1. X; je funkce pouze Bs s <t
2. oba integraly v rovnici 3.1 existuji

3. X zavisi na Brownoveé procesu a koeficientech p(t, x) a o(¢, x)
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Slabé feSeni znamend, ze zname pouze rozdéleni stochastického procesu
(X¢)ter, tj. jeho stfedni hodnotu, varianci a kovarianéni funkei.

Véta 3.3. Nechf X(0) a B, jsou nezdvislé pro Vt € [0,T] a E[X(0)?] < oo.
Pokud dale plati

1. p(t,x), o(t,z) jsou spojité
2. |M(t7 l‘) - M(tu y)' + ‘O’(t,.’L') - U(tu y)' < K"T - y|
Potom md rovnice 3.1 jednoznaéné silné reseni X na [0,T).
Vyftesime stochastickou diferencidlni rovnici, kterd odpovidd piirastkim cen
akcie:
dS = pSdt + oSdB (3.2)
Integraci dostaneme:

t t

S(t) = 5(0) + /S’(s)uds + /S(S)JdBS (3.3)

0 0
Pokud budeme predpoklddat, ze S(t) = f(t, B:), tak z Itdova lemma dosta-
neme:

t t

S(t) :5(0)+/ {fl(s,Bs)—k;fzz(&Bs)]ds—k/fg(&Bs)st (3.4)
0

0

Vyjadieni S(t) je jednoznacéné, protoze je to Itouv proces, proto porovninim
integrandu u ds a dB; v rovnicich 3.3 a 3.4 dostaneme soustavu dvou parcidlnich
diferencidlnich rovnic pro funkci f(¢, B;) = S(t). Vyfesenim téchto rovnic dos-
taneme fesent:

S(t) = S(0)exp (1 — %0’2>t +oB; tel0,T]

S(t) se nazyva Geometricky Brownuv pohyb a je zdkladem k modelovén{
cen akcii na finanénim trhu.

Vydélenim rovnice 3.2 cenou akcie S ziskdme na pravé strané diferenci loga-
ritmu, tj. rovnici muzeme piepsat do tvaru:

dln S = pdt 4+ od By

Z tohoto tvaru je ziejmé, ze In S odpovida Brownové pohybu, tedy mé normalni
rozdéleni a puvodni ceny S maji tim pddem log-normaélni rozdéleni.
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Kapitola 4

Aplikace stochastického
poctu a fraktalni geometrie

4.1 Black-Scholes formule

Drzitel (“holder”) evropské opce mé préavo v daném ¢ase T (expira¢ni doba)
od vypisovatele opce (“writer”) koupit nebo mu prodat (“call” resp. “put” opce)
danou akcii za predem smluvenou cenu K. Drzitel toto pravo nemusi vyuzit, ale
pokud se tak rozhodne, pak je vypisovatel povinen mu vyhovét. Tzn. jediny,
kdo m4 urcitou povinnost (nevyhodu) je vypisovatel, a proto si musi pofadné
rozmyslet, za jakou cenu opci proda, tj. za jakou cenu je ochoten se nechat
zavéazat. Na tuto otdzku podali odpovéd Fisher Black a Myron Scholes, kteif
nasli formuli pro urceni ceny opce. Robert Cox Merton dile propracoval tuto
formuli a spolu s Myronem Scholesem dostali v roce 1997, dva roky po smrti
Blacka, Nobelovu cenu za ekonomii.

Kromé evropskych opci existuji i jiné, napt. americké opce, které se lisi
pouze tim, ze drzitel muze své pravo uplatnit kdykoliv az do uplynuti expiraéni
doby T'. Dale se muzeme setkat s tzv. exotickymi opcemi, coz je souhrnny
nazev pro opce se specifickymi vlastnostmi. Vice o opcich a dalsich finan¢nich
produktech lze nalézt v [13].

Black—Scholestiv model je zalozen na predpokladu efektivniho trhu, tj.:

e vSechny informace jsou okamzité vSem dostupné a tyto informace se pro-
mitaji do vyvoje ceny

e trh ma vysokou likviditu, tj. je mozno obchodovat kdykoliv bez jakékoliv
prodlevy

e nejsou zadné poplatky za transakce ani za sjednani obchodu
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Dale se ptredpoklada, ze urokovd mira v bance r a wvolatilita o, tj. mira
rizika trhu (¢im vétsi volatilita tim vétsi fluktuace), ziustanou konstantni. Tuto
podminku muzeme vynechat, pokud jsou r a ¢ znamé funkce casu a nahradime
je vyrazy:

T T

1 1
r— ﬁ /T(t/)dt/, 0'2 — ﬁ /UQ(t/)dt/
t t

Pokud se vypldci dividendy a zndme funkei D(t), podle které se vyplaci, pak
T
je tfeba upravit cenu akcie S(t) — S(t) exp{ - fD(t’)dt’}.
t

Black—Scholes bere v dvahu pouze trh bez arbitraze, coz je zpusob, jak
obdrzet zisk bez podstoupeni rizika, proto se pro arbitraz také pouzivd nazev
Hiree lunch“. Uvazme, Ze si muzeme koupit akcii na burze v Londyné za cenu S
a v New Yorku je cena stejné akcie S’. Pokud S < 57, tak si muzeme kupovat
akcie v Londyné a okamzité je prodavat v New Yorku, ¢imz dostaneme na kazdé
akcii zisk S — S. Diky zvySené poptdvce se cena v Londyné zvysi a naopak vets
nabidka zapfi¢ini snizeni ceny v New Yorku. Tim dochézi k vyrovnani cen na
obou burzich a nastoleni rovnovahy. TudiZ mtZeme fict, Ze arbitrdz zajistuje
rovnovahu cen na burzéach.

Dulezity predpoklad je moznost ndkupu podkladového aktiva v libovolném,
ne nutné celo¢iselném, mnozstvi. Vyvoj ceny S podkladového aktiva podléhd
Geometrickému Brownovu pohybu, tudiz ceny S jsou log-normaélné rozdéleny.

dS = uS(t)dt + oS(t)d B, (4.1)

Cena opce O zdvisi na ¢ase a na cené podkladového aktiva. Vyuzitim rovnice
4.1 a Itoova lemma dostaneme:
20%0 ) 00

20 1
do = <8t + 5(05(1&)) 352 dt + %ds (4.2)

Aby vypisovatel opce neutrzil na konci expira¢ni doby ztratu, musi si udrzovat
vhodné mnozstvi akeif A(t) a k jeho ndkupu potiebuje hotovost II(t), ktera se
nachazi v bance a tyto penize jsou uroceny turokovou mirou r, a proto je jejich
piirastek rII(t) = rII(¢)dt, viz [3]. Jeho celkové jméni v Case ¢ by se mélo rovnat
cené opce, tj. drzitel by si mél obstarat pocatecni kapital:

O@t) = W(t) = A@#)S(t) + I1(¢) (4.3)

Z rovnice 4.3 vyjadiime diferencial, kde predpoklddame, ze béhem casového
intervalu (¢, t+d) nebudeme nakupovat zadné akcie, tj. A(t) zustane konstantni,
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a diferencial porovname s rovnici 4.2. Tim dostaneme soustavu parcidlnich difer-
encidlnich rovnic:

A =52 (4.4)
i) = 920+ 3 [os0)] T2 (4.5)

Princip Black—Scholesovy formule je neustdlé pfizpusobovani, tzv. hedging,
mnozstvi penéz v akciich a na bankovnim uctu, kde je pevna trokovd mira
r, podle rovnice 4.4. Zde je dulezity predpoklad bezplatného a nepietrzitého
presouvani penéz z bankovniho G¢tu a zpét, ktery v praxi bohuzel neni splnén.

Z rovnice 4.3 si pomoci 4.4 vyjadifme II(t) a dosazenim do 4.5 dostaneme
slavnou Black—Scholesovu rovnici:
00 1 2920 00
os)]

S0 +5 o8] SO +rs@55 ) o) =0 (4.6)

V case t = T drzitel “call” opce uplatni své pravo, pokud je S(T) > K
a vypisovatel bude mit v tomto piipadé ztratu S(T) — K, kterou by si mél
vykompenzovat kupni cenou opce C(S,T'). Podobné pro “put” opci by ztrita
byla K — S(T).

Pokud by S byla nékdy nulova, tak by nulové zustala napotrad a “call” opce
by nemeéla smyl. Naopak “put” opci by drzitel urcité uplatnil a vypisovatel by
musel zaplatit celou smluvenou hodnotu K, proto by mél opci prodat za takovou
castku, aby se mu v bance za dobu T — t zirocila na hodnotu K, tzn. vyfesit
jednoduchou rovnici P(0,¢)exp (r(T —t)) = K.

Posledni ptipad, ktery je tieba zvazit, je S — +o0o. Tady by se jisté nenasel
nikdo, kdo by akcii prodal za cenu K, kterd by byla urcité mensi nez S, proto
“put” opce nemd smysl, ale “call” opci by drzitel uplatnil, a z tohoto duvodu
musi byt jeji cena imérna S.

Z uvedeného rozboru plynou okrajové podminky pro cenu “call” C' a “put”
P opce.
e C(S,T) =max(S(T) — K,0) e P(S,T)=max(K — S(T),0)
e C(0,1)=0 o P(0,t)=Kexp(—r(T—1t))
e C(S;t)~S proS — 400 e P(S,t) >0 proS — 400

35



Kapitola 4. Aplikace stochastického poctu a fraktdlni geometrie

Postup Feseni rovnice 4.6 s danymi okrajovymi podminkami lze nalézt v [3] a
[14]. Vysledné feseni pro “call” a “put” opci je:

C(S,t) = SF(dy) — Ke " T~V F(dy) (4.7)

P(S,) = =S[1 = F(dy)| + Ke™" T [1 = F(dy)]. (4.8)

kde F(z) je distribuéni funkce N(0, 1) rozdéleni a dy, ds jsou dény vztahy:
 InS/K+(r+0%/2)(T —t) i ~ InS/K +(r—o0%/2)(T —t)

B ovVIT —t ’ ° oI —1t

Muze se zdat prekvapivé, ze vysledna cena jak pro “call” opci tak pro “put”

opci nezavisi na parametru u, ktery urc¢uje rychlost ruastu ceny podkladového
aktiva.

dy

V Black—Scholesové formuli pro cenu opce se vyskytuji ¢tyfi parametry. T
urcuje expira¢ni dobu, K je smluvena budouci cena, r je irokova mira v bance a
o urcuje volatilitu trhu. Vsechny parametry jsou snadno urc¢eny v dobé sjednéni
obchodu, kromé volatility. Jako nejjednodussi ptiblizeni ji muzeme odhadnout
pomoci piedchozich dat. Necht zndme N hodnot ceny akcie S, kde jednotlivé
hodnoty jsou pofizovany po ¢asovych tsecich At. Potom o2 odhadneme jako,
viz [14]:

N

N

- 1 1

0'2 = T~ (lOg SZ'Jrl/SZ' — m)Q, m=—— IOg Si+1/S7;

(N -1)At NAt
i=1 =1

4.1.1 Mozné modifikace

Prvni, kdo zacal poukazovat na chybny predpoklad normality piirustku, byl
Mandelbrot. Extrémni skoky, které Ize vidét na obrazku 4.1, by podle normalniho
rozdéleni témeér nemély nastat. Mozné tprava je misto Brownova procesu pouzit
Lévyho proces. Dalsi moznosti je upustit od nezavislosti ptirustka v Brownové
pohybu a tim dostaneme frakéni Brownuv pohyb.

Frakéni Browntiv pohyb

Definice 4.1. Necht 0 < a <1 a {X(t)}ser je stochastickyj proces spliugici:
1. X(0) =0 a s pravdépodobnosti 1 je X (t) spojitd funkce
2. prot >0, h >0 plati

PX(t+h)—X(t)<z)= ﬁ / exp{th—Qa}du (4.9)

— 00

Potom X nazveme frakéni Brownvv pohyb s parametrem «.
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Obréazek 4.1: Denni fluktuace NASDAQ indexu v obdobi od 1. 10. 1985 do 29.
11. 2013. Indexy slouzi k diverzifikaci rizika jednotlivych akcii, ¢i pramyslovych
odvétvi, ale neeliminuji, tzv. systematické chyby zpusobené politickym dénim,
a tim padem dobfe reflektuji aktualni stav celkové ekonomiky.

Druhé vlastnost fikd, ze frakéni Brownuv pohyb mé staciondrni piirustky
s normélnim rozdélenfm N (0, h%2%). Z definice plyne, viz [1]:

E[(X(t+h) = X(#)(X(t) - X(0)] = %[(t +h)% — 20 — b2

Tento vyraz je 0 pouze pro o = 1/2, coz odpovidd normélnimu Brownovu
pohybu. Pro o > 1/2 je korelace kladnd a jednd se o tzv. persistentni proces,
tzn. proces si zachovava stoupajici, ¢i klesajici tendenci. Jinymi slovy, vysoké
hodnoty jsou nasledovany zase vysokymi hodnotami a naopak, malé hodnoty
zustanou malé po dlouhou dobu. Naproti tomu pro a < 1/2 je korelace zdpornd
a proces nazyvame anti-persistentns, tj. sttidaji se stoupajici a klesajici trendy.
Parametr av ndm umoznuje charakterizovat stochasticky proces/¢asovou radu.

e a > 1/2 — persistentni proces
e a < 1/2 — anti-persistentni proces

e a =1/2 — Ndhodna prochdzka

Diky nenulové korelaci muzeme pomoci analyzy predchozich dat ziskat infor-
mace o budoucim vyvoji. Tuto moznost jsme pfi modelovani ceny nahodnou
prochézkou neméli, protoze Browntuv pohyb je martingale.
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4.2 Fraktalni analyza ¢asovych rad

Fraktalni analyza se pouziva k uréeni Hurstova exponentu, podle néhoz se
nasledné charakterizuje dlouhodobé/kratkodobd pamét a otdzka, jestli se jednd
o persistentni nebo anti-persistentni proces.

U casovych fad reprezentuje Hurstuv exponent H, tzv. skdlovaci exponent,
ktery nam tekne, jak mame upravit vertikalni osu pii preskalovani casové osy,
abychom dostali statisticky stejnou fadu, tj. puvodni a preskalovand fada maji
stejné rozdéleni:

2(t) £ aHz(at) (4.10)

Pouhym dosazenim do vzorce 4.9 a provedenim substituce v integralu lze
ovéfit, ze frakéni Brownav pohyb s parametrem « je statisticky sobépodobny
s Hurstovym exponentem H = «. Z tohoto duvodu se tyto dva exponenty ¢asto
zaménuji. Vztah mezi Hurstovym exponentem a fraktalni dimenzi grafu je:

D=2-H

Tento vztah nam fika, ze ¢im mensi je Hurstuv exponent, tim vétsi plochu
trajektorie procesu pokryje, tj. vyskytuji se vétsi fluktuace. Tudiz v piipadé
finanénich fad je niz§i hodnota Hurstova exponentu spojovéna s rizikovéjsimi
trhy.

Uvazme, Ze stfedni hodnota casové fady {z(t)}.cpo,r) je 0 (pokud ne, tak

T
bychom od puvodni fady odecetli prumér T = % J x(t)dt). Potom muzeme ziskat
0

Hurstav exponent ze zkoumani rozptylu, viz [15]:
<$2 (t)> ~ t2H

V mnoha piipadech nas zajima, zda se ptirustky ¢asové rady {xi}ﬁv:o néjakym
zpusobem ovliviiuji. To ndm fekne korelaéni funkce, kterou pro staciondrni radu

vypocteme jako:
1 N—s

C(s) = N Z AT ANTiqs
i=1

Z jejiho tvaru nésledné uré¢ime miru ovliviiovani, tj. po jakou dobu si fada
y,pamatuje* pfedchozi hodnoty.

o krdtkodobd pamet -  C(s) ~ exp {_i}
e dlouhodobd pamét - C(s)axs™ 0<y<1

e nekorelované prirustky - C(s) =0
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Parametr t, urc¢uje charakteristicky cas, v se nazyva korelacni exponent a je
s Hurstovym exponentem svdzan vztahem, viz [15]:

H=1-+~/2

V mnoha ptipadech je tFeba korela¢ni exponent ziskat jinym zpusobem. Jedna
z moznost{ je zkoumat tzv. “power spektrum” S(f), coz je kvadrat absolutni
hodnoty Fourierovy transformace a najit parametr 3, aby platilo:

S(f)y~f7°

Z Wiener Khinchinova teorému, ktery fikd, ze Fourierova transformace ko-
rela¢ni funkce je rovna “power spektru”, plyne vztah mezi exponenty 5, v a H,
viz [15]:

f=1—-~v=2H -1

4.2.1 Metody pro stacionarni rady
Rescaled range (R/S)

Tuto metodu jako prvni pouzil vodni inzenyr Harold Edwin Hurst pti stavbé
prehrady na Nilu. Zde pozoroval dlouhodobé korelace vysky hladiny, tzv. long
persistent proces.

N

Vezmeme zadanou fadu {z;}Y, a odetteme od ni primér z = 3 >, tim

i=1
dostaneme novou fadu {%; = z; — #}¥,. Tuto novou fadu rozdélme na ne-
prekryvajici segmenty po s ¢lenech. Na kazdém segmentu spo¢teme prumér
S
(Yo.) =13 Zysqi, v=0,...,[N/s] = N,. Nésledné napocitdme tzv. profil pro
i=1
kazdy segment:
J
Y, (j) = Z(‘%VSH = (W.))

i=1

Déle spocteme rozsah a stfedni kvadratickou odchylku pro kazdy segment:

R,(s) = Joax Y, (j) — oin Y, (4),

Hledany Hurstuv exponent se uréi z chovani fluktuacni funkce, tj. fluktuacni
funkce se napocita pro vice velikosti s segmenti a H se odhadne z log-log grafu
pomoci metody nejmensich ¢tvercu.

Ng—1
1 <~ R.(s
FRS(S):TV E ( ) NSH
S v=0

Sy (s)
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Fluktuaéni analyza

Stejné jako u R/S metody vytvoifme novou fadu {;}}¥,. Z této nové fady
spocteme profil:

Y()=> &, j=1,...,N (4.11)

i=1

Casovy interval rozdélime na [N/s] = N, segmentii. Jelikoz N nemusi byt
ndsobek s, zbude na konci fady N — s[N/s] ¢lenu. Abychom vzali v tvahu i
tyto ¢leny, vytvorime dalsich Ny segmentu z konce fady. Tim padem dostaneme
celkem 2N, segmentu a na kazdém z nich uré¢ime fluktuace tak, ze vezmeme
rozdil hodnot Y (j) v krajnich bodech segmentu.

FRA(5) = [Y(09) = V(0 + 1) 2

Pomoci “power law” pro prumérnou fluktuaci F' se urc¢i Hurstuv exponent:

2N,—1
1

F) = |5 > Fa)] R

=0

7 duvodu presnosti odhadu Hurstova exponentu je tieba se omezit na skaly
s < N/10.

4.2.2 Nestacionarni rady
Detrended fluctuation analysis

DFA je rozsifenim Fluktuac¢ni analyzy pro nestaciondrni ¢asové rady, kdy se
snazi odstranit trend, ktery zamezuje pouziti pfedchozich metod. Slouzi k de-
tekci dlouhodobé paméti v ¢asové fadé, tj. urceni korelaé¢niho exponentu ~, viz
[17].

Postup je podobny jako u fluktuaéni analyzy. Nejprve se napocita profil, viz
vzorec 4.11. Nésledné se fada rozdéli na Ny = [N/s| segmentu délky s. Na
kazdém segmentu (v = 0,...,2Ng — 1) se uréi polynomidln{ trend y;"(j), kde
m je stupen polynomu. Pouzity stupen polynomu lze vy¢ist z ndzvu, napf.
DFAO0, DFA1 odpovidaji konstantnimu a linearnimu trendu. Pro kazdy segment
se vypocitany trend odecte od profilu fady, tim vznikne nova fada bez trendu:

Yos(G) =Y (s +35) -y (4)

Nyni se v kazdém segmentu spocte stfedni fluktuace:

I~ .
Flz)FA(VvS) = 5 ZYE,S(J)
j=1
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Déle se postupuje shodné jako u fluktuaéni analyzy, tj. pro vice s se napocita
prumérnd fluktuace pies vSechny segmenty a z log-log grafu se uréi “power law”:

2N;—1

1 1/2
F(s) = |:2N Z FE)FA(VaS)} ~ st
S v=0

Pozadovany korelacni exponent lze vyjadfit ze vztahu:

H=1-~/2

Pro nekorelovana data bychom dostali H = 0,5, coz odpovidda ndhodné pro-
chizce. Naopak pro dlouhodobou pamét v éasové fadé plati H > 0, 5.

Standardni chyba o pfi odhadu exponentu H klesé s poc¢tem dostupnych dat.
V praxi se pro chyby pouzivaji hodnoty:

N=50 — o=0,1
N=3000 — o=0,05
N =10000 — o=0,03

4.2.3 Multifraktaly v ¢asovych fadach

Diky vykonnéjsi vypocetni technice a vétsich pamétovych tlozistich, jsou dnes
dostupna data na mensich skédlach, jako jsou minuty, sekundy a dokonce data
po jednotlivych transakcich. Nabizi se tedy moznost zkoumat finan¢éni fady na
téchto ruznych gkélach a hledat mezi nimi néjakou souvislost. Napf. ndhodnd
prochdzka vykazuje fraktalni chovéani, tj. jeji statistické vlastnosti zustavaji
stejné pii zméné meéfitka, pouze se preskaluji faktorem 1/2. Naopak skutecnd
data mohou mit na ruznych skaldch odlisné statistické vlastnosti, tj. ruzné
rozdéleni fluktuaci.

Muzeme se setkat s piipady, kdy vztah 4.10 plati pouze pro uréity rozsah
hodnot a a dals{ hodnoty (8kdly) jsou charakterizovény jinou hodnotou Hurstova
exponentu H. Pokud méame cely interval Hurstovych exponentu, pak se jednd
o multifraktdlni systém.

Pokud bychom méli miru p, kterd bude méfit velikost fluktuaci v casové
fadé, tj. volatilitu, potom muzeme definovat tzv. “trading time” jako funkci

normalniho ¢asu t.
t

7(0) = p(0.4) = [ dn

0

Takto definovany novy ¢as se bude vyvijet podle aktudlni aktivity na trhu.
Napf. rano, kdy se na burze obchoduje mnohem c¢astéji nez v dobé obéda, se
“trading time” prodlouzi a naopak kolem poledne se zkrati, protoze je burza
méné ¢innd.
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Casovou osu si rozdélime podle lokélni dimenze miry p, tj. na tseky, kde se
p chové podle “power law* u([t,t + h]) ~ h7:

1 t,t+h
£y = {4 tim Lo8HLEHA]
h—0 log h

Pokud ¢ € F,,, potom pro varianci pfirtstku stochastického procesu X (t) =
B*(T(t)), kde B* je frakéni Brownuav proces s parametrem «, plati, viz [1]:

B[(X(t+ h) = X(1))] ~ [n|*7

Tudiz fluktuace procesu X (t) jsou uréeny lokdln{ dimenz{ miry p. Ddle bychom
mohli pomoci multifraktalniho spektra urcit, nakolik jsou konkrétni velikosti
fluktuace v casové fadé zastoupeny. To by ndm pomohlo v predpovédi finanéni
krize, jez je doprovdzena Castymi nadprumérnymi vykyvy ceny, viz [16].
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