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pouze podklady (literaturu, software, atd.) uvedené v přiloženém seznamu.
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2.2.2 Gaussovo rozděleńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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2.3 Centrálńı limitńı teorém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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4.1.1 Možné modifikace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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4.2.3 Multifraktály v časových řadách . . . . . . . . . . . . . . 41



Seznam obrázk̊u
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Úvod

Základńı matematické metody použ́ıvané ve finančńıch trźıch jsou fraktály a
stochastický počet. Ćılem této práce je seznámit se s těmito oblasti matematiky
a uvést jejich možné aplikace.

V prvńı kapitole jsou shrnuty fraktály a multifraktály. Čerpáno bylo převážně
z literatury [1] a [2], kde lze naj́ıt podrobněǰśı informace.

Druhá kapitola pojednává o nezbytných základech teorie pravděpodobnosti.
Shrnuty jsou základńı pojmy a dále použ́ıvaná rozděleńı v ekonofyzice, jako je
Log-normálńı a Lévyho rozděleńı. Kńıžky [5] a [6] obsahuj́ı téměř nevyčerpatelný
zdroj informaćı o teorii pravděpodobnosti. O stabilńıch rozděleńıch je pěkně
pojednáno v [3].

Stochastický počet je probrán ve třet́ı kapitole. Je zde uvedena náhodná
procházka a jej́ı spojitý př́ıpad, tj. Brown̊uv pohyb. Dále se třet́ı kapitola zaob́ırá
Itōvým integrálem a hlavně je zde uvedeno Itōovo lemma, které se využije
v posledńı kapitole k odvozeńı Black–Scholesovy formule. Text je z velké části
převzat z [11] a [8].

Posledńı kapitola se snaž́ı využ́ıt teoretické znalosti z předchoźıch kapitol
k praktickému využit́ı. Je zde představena Black-Scholesova formule, slouž́ıćı
k vhodnému určeńı ceny opce, a analýza časových řad pomoćı metod fraktálńı
geometrie, jako je “Detrended fluctuation analysis”.
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Kapitola 1

Fraktály a fraktálńı
geometrie

Fraktály jsou objekty s neceloč́ıselnou dimenźı, odkud prameńı jejich název
(angl. “fraction” zlomek). Za zakladatele je považován Mandelbrot, který si
všiml, že v reálném světě se nevyskytuj́ı hladké plochy, krychle nebo rovné čáry,
se kterými se pracuje v Eukleidovské geometrii a následně se s jej́ıch pomoćı
aproximuj́ı skutečné objekty, které jsou velmi nepravidelné. Vı́ce informaćı lze
nalézt v [1], [2] a [9]

Mandelbrot zavedl fraktály jako množinu, která má Hausdorffovu dimenzi
ostře větš́ı, než je jej́ı topologická dimenze. Bohužel se ukázalo, že tato definice
neńı dostačuj́ıćı, protože vylučuje množiny, které by se za fraktály měly považo-
vat. Takže obecně si pod t́ımto termı́nem můžeme představit libovolnou množinu,
která má sobě podobnou strukturu (self-similarity), tj. jakákoliv jej́ı část je
tvořena přesnou zmenšenou kopíı sama sebe. Aby byly fraktály použitelné i
v praxi, tedy mimo čistou matematiku, považuje se za fraktál libovolný útvar
vykazuj́ıćı statistickou sobě podobnost, což znamená, že jednotlivé části nejsou
přesnou kopíı celku, ale jsou sobě podobné. T́ım se os sebe odlǐsuj́ı matematické
a př́ırodńı fraktály.

1.1 Př́ıklady

1.1.1 Př́ırodńı

Každý už se setkal s fraktály, jen si to neuvědomil. Za fraktál totiž považuje-
me kapradiny, rostliny, pĺıce nebo nervovou soustavu a mnoho daľśıho. Všechny
tyto objekty se mohou modelovat pomoćı fraktál̊u.
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Kapitola 1. Fraktály a fraktálńı geometrie

Obrázek 1.1: Použit́ı fraktál̊u
v poč́ıtačové grafice

Pod́ıváme-li se např́ıklad na strom,
jak se od kmene rozděluje na hlavńı
větve, tak při pozorováńı jedné z nich,
což se dá brát za přibĺıžeńı daného
objektu (stromu), zjist́ıme, že se dále
větv́ı velice podobným zp̊usobem, a tak
můžeme postupovat na daľśı a daľśı
větve, tj. škálovat objekt. V př́ırodě
ale nemůžeme zvětšovat do nekonečna,
a to je hlavńı rozd́ıl mezi matemat-
ickými a př́ırodńımi, v praxi se vysky-
tuj́ıćımi fraktály. Tedy strom je složen
ze zmenšených kopíı sama sebe. Pokud
bychom se pod́ıvali na obrázek jedné

z větv́ı bez udáńı měř́ıtka, tak bychom nebyli schopni určit, zda se jedná o hlavńı
větev nebo nějakou z nejmenš́ıch v koruně stromu.

Libovolný objekt, u kterého nedokážeme usoudit na jaké škále (měř́ıtku) ho
pozorujeme, tj. neexistuje fundamentálńı škála, považujeme za fraktál.

1.1.2 Matematické

Obrázek 1.2: Romanesco

Mezi matematické fraktály řad́ıme
množiny, které maj́ı pevně danou kons-
trukci a z tohoto d̊uvodu vykazuj́ı self-
similaritu na všech škálách. K nejzná-
měǰśım patř́ı Cantorova množina, Ko-
chova křivka, Sierpiňského trojúhelńık
a jejich modifikace.

Cantorova množina

Je to snadno zkonstruovaný a je-
den z nejjednodušš́ıch matematických
fraktál̊u. Konstrukce je velice jednoduchá
a př́ımočará. Začneme s jednotkovou úsečkou a postupně budeme odstraňovat
prostředńı třetinu. Dostaneme dvě úsečky o délce 1/3, tuto množinu označme
E1 (prvńı úroveň). Dále stejný postup aplikujeme na levou a pravou část
množiny E1. T́ım źıskáme množinu E2, skládaj́ıćı se ze čtyř úseček o délce 1/9.
Rekurentně opakujeme stejný postup. Výsledná Cantorova množina je pr̊unik
všech takto vytvořených množin.

C =

∞⋂
k=1

Ek

E0 se nazývá iniciátor a E1 generátor.

3



Kapitola 1. Fraktály a fraktálńı geometrie

Obrázek 1.3: Cantorova množina

Neńı nutné odstraňovat zrovna
třetinu, ale např. polovinu nebo
libovolný zlomek. Nav́ıc můžeme
odstraňovat i jinou než prostředńı
část, č́ımž dostaneme r̊uzné modi-
fikace Cantorovy množiny. Všechny
tyto modifikace se provád́ı určeńım
množiny E1, tj. generátoru, který se
v každé iteraci po přeškálováńı ap-

likuje na nově vznikaj́ıćı množiny a t́ım, jak název napov́ıdá, generuje výsledný
fraktál. V př́ıpadě v́ıce generátor̊u {E1,1, . . . , E1,n} se jim může přǐradit
pravděpodobnost, se kterou budou použ́ıvány při iteraci, a tedy źıskat tzv.
náhodný fraktál.

Kochova křivka

Obrázek 1.4: Kochova vločka

Stejně jako u Cantorovy množiny
je postup konstrukce Kochovy křivky
velice jednoduchý, navrhl ho švédský
matematik Niels Fabian Helge von
Koch. Jednotková úsečka se rozděĺı na
třetiny a prostředńı se nahrad́ı rovnos-
tranným trojúhelńıkem s délkou strany
1/3, bez spodńı hrany. T́ım vznikne E1,
tj. generátor, a ten se následně aplikuje
na 4 nově vzniklé úsečky třetinové ve-
likosti. Délka Kochovy křivky je po n-té
iteraci ( 4

3 )n, což pro n → +∞ diver-
guje.

Spojeńım tř́ı Kochových křivek do trojúhelńıku dostaneme tzv. Kochovu
vločku, jej́ıž zaj́ımavost́ı je, že zauj́ımá konečný povrch, ale má nekonečný ob-
vod (to plyne z nekonečné délky samotné Kochovy křivky). Dále neńı nikde
diferencovatelná, což je pro fraktály typické.

Také zde můžeme pomoćı volby generátoru vytvářet r̊uzné modifikace a př́ı-
padně přej́ıt do tř́ı rozměr̊u a generovat realistické modely krajin, jako se to dělá
v poč́ıtačové grafice.

Mandelbrotova množina

Nejsṕı̌se nejznáměǰśı fraktál, který se objevil až s př́ıchodem výkonné výpočetńı
techniky. Źıskal si oblibu d́ıky svému krásnému grafickému vyjádřeńı. Komplex-
ńı č́ıslo c je prvkem Mandelbrotovy množiny, pokud je posloupnost (zn)n∈N
omezená, kde zn jsou dány rekurentně:

z0 = 0

4



Kapitola 1. Fraktály a fraktálńı geometrie

zn+1 = z2
n + c

Obrázek 1.5: Mandelbrotova
množina

Dá se ukázat, že Mandelbrotova množina
je kompaktńı a celá lež́ı v kouli o poloměru 2
se středem v počátku komplexńı roviny. Podle
toho, jak rychle posloupnost (zn)n∈N unikne
z dané koule, tj. pro jaké n je |zn| > 2, se
vybarvuj́ı jednotlivé body komplexńı roviny.

1.2 Dimenze

Dimenze určuje, jak velkou část prostoru
kolem libovolného vlastńıho bodu množina zauj́ımá. Umožňuje nám přǐradit
č́ıslo množině, tedy nějak ji kvantifikovat a následně porovnávat s ostatńımi, tj.
porovnávat velikosti množin.

Použ́ıvá se mnoho definic dimenze. Hlavńı a sṕı̌se teoretická je Hausdorff–
Besicovitchova dimenze, která se zavád́ı pomoćı Hausdorffovy mı́ry a lze ji určit
pro libovolnou množinu. Jej́ı výpočet je pracný, a proto se v praxi už́ıvá “Box-
counting” dimenze, která se dá poměrně snadno numericky odhadnout. Naopak
nejjednodušš́ı a už́ıvaná výhradně pro matematické fraktály je “similarity” či
podobnostńı dimenze.

Aby definice dimenze splňovala intuitivńı představu dimenze, je dobré, aby
platilo:

• monotonie - pokud E ⊂ F , potom dimE ≤ dimF

• stabilita - dim(E ∪ F ) = max(dimE, dimF )

• spočetná stabilita - dim(
∞⋃
k=1

Fk) = sup
0<i<∞

dimFk

• zachováńı dimenze při transformaci - dimf(F ) = dimF f : Rn 7−→ Rn

• F spočetná množina ⇒ dimF = 0

• F otevřená množina v Rn ⇒ dimF = n

Bohužel, ne všechny definice dimenze tyto podmı́nky splňuj́ı, a to může vést
k omezeńı jejich použitelnosti, viz ńıže u “Box-counting” dimenze, která ne-
splňuje spočetnou stabilitu.

1.2.1 Podobnostńı dimenze

Už́ıvá se ve spojeńı s matematickými fraktály s obecně rekurzivńı konstrukćı.

5



Kapitola 1. Fraktály a fraktálńı geometrie

Dimenze je spojena se škálováńım. Uvažme úsečku jednotkové délky a roz-
dělme ji na N stejných segment̊u o velikosti ε. Tedy L = Nε1 = 1. Jednotlivé
segmenty (části objektu) se s počtem jejich část́ı škáluj́ı jako ε = 1

N .

Čtverec rozděĺıme na N menš́ıch stejných část́ı o ploše ε2, takže výsledná
plocha je A = Nε2. U čtverce se tedy jednotlivé části škáluj́ı jako ε = 1

N1/2 .

Stejným zp̊usobem zjist́ıme, že škálováńı pro krychli je ε = 1
N1/3 . Obecně pro

objekt velikosti V plat́ı:
NεDS = V

DS =
log V − logN

log ε

A v limitě ε→ 0:

DS =
logN

− log ε

DS se nazývá podobnostńı dimenze, která pro známé předměty, jako je úsečka,
čtverec nebo krychle dává intuitivńı hodnoty dimenze, tj. po řadě 1, 2 a 3.

Aplikováńım podobnostńı dimenze na Cantorovu množinu, která se skládá ze
dvou identických část́ı N = 2 s třetinovou velikost́ı ε = 1/3, dostaneme:

DS =
log 2

log 3
= 0, 6309 . . .

Tedy Cantorova množina má neceloč́ıselnou dimenzi. Podobně se spočte podob-
nostńı dimenze pro Kochovu křivku. Ta se skládá ze čtyř segment̊u třetinové
délky, takže jej́ı dimenze je:

DS =
log 4

log 3
= 1, 2618 . . .

Vid́ıme, že dimenze Cantorovy množiny je mezi 0 a 1, je to tedy něco mezi
úsečkou a bodem. Naopak dimenze Kochovy křivky je větš́ı než 1, což znamená,
že je to něco mezi křivkou a plochou.

1.2.2 Hausdorffova dimenze

Jak bylo uvedeno výše, Hausdorffova dimenze je založena na Hausdorffově mı́̌re,
definované:

Hsδ(F ) = inf{
∞∑
i=1

|Ui|s : {Ui} δ−pokryt́ı F}

6



Kapitola 1. Fraktály a fraktálńı geometrie

Limita pro δ → 0 existuje, protože s klesaj́ıćı δ omezuji možná pokryt́ı, a
tedy dělám infimum ze stále menš́ıch množin, a t́ım dostanu monotónńı funkci.
Výsledná limita

Hs(F ) = lim
δ→0

Hs
δ (F )

se nazývá s-dimenzionálńı Hausdorffova mı́ra množiny F . Neńı těžké ukázat, že
je to mı́ra, tj. splňuje:

1. Hs(∅) = 0

2. Hs(F ) 6 Hs(E) pokud F ⊂ E

3. Hs(
∞⋃
i=1

Ai) 6
∞∑
i=1

Hs(Ai) a rovnost nastává právě tehdy když jsou Ai

navzájem disjunktńı

Pro libovolnou množinu F ⊂ Rn a Ui δ-pokryt́ı, δ < 1 plat́ı:∑
i

|Ui|t =
∑
i

|Ui|t−s|Ui|s ≤ δt−s
∑
i

|Ui|s

Pokud uděláme infimum, tak dostaneme Htδ ≤ δt−sHsδ a pro limitu δ → 0
plat́ı, že pokud Hs(F ) <∞ potom Ht(F ) = 0 pro t > s. Existuje tedy kritická
hodnota s, kde se mı́ra měńı z∞ na 0 a takovou hodnotu nazýváme Hausdorff–
Besicovitchova dimenze množiny F .

dimHF = inf{s ≥ 0 : Hs(F ) = 0} = sup{s ≥ 0 : Hs(F ) =∞}

Pro dimHF = s může Hs(F ) nabývat libovolné hodnoty, kterou můžeme
využ́ıt k porovnáváńı velikost́ı fraktál̊u se stejnou dimenźı (větš́ı mı́ra znamená
větš́ı fraktál). Např́ıklad pro množiny skládaj́ıćı se pouze z diskrétńıch bod̊u
dostaneme H0(F ) = počet bod̊u v množině F .

Dokážeme tvrzeńı o dimenzi Cantorovy množiny.

Věta 1.1. Necht’ F je Cantorova množina. Pokud s = log 2/ log 3, potom
dimHF = s a 1

2 ≤ H
s(F ) ≤ 1.

D̊ukaz. Cantorovu množinu budeme považovat jako limitńı př́ıpad množin Ek,
což bude souhrn 2k interval̊u o velikosti 3−k. Vezmeme-li je jako možné pokryt́ı
dostaneme Hs3−k(F ) ≤ 2k3−ks = 1 pro s = log 2/ log 3 a v limitě Hs(F ) ≤1.

Ted’ je třeba ukázat, že
∑
|Ui| ≥ 1

2 = 3−s pro libovolné pokryt́ı {Ui} plat́ı:∑
|Ui|s ≥

1

2
= 3−s
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Kapitola 1. Fraktály a fraktálńı geometrie

Dı́ky tvaru a kompaktnosti Cantorovy množiny můžeme za pokryt́ı brát pouze
konečný počet uzavřených interval̊u na [0, 1]. ∀i,∃k tak, že

3−(k+1) ≤ |Ui| < 3−k

T́ım pádem Ui může protnout maximálně jeden interval z množiny Ek. Pro j ≥ k
protne Ui maximálně 2j−k = 2j3−sk ≤ 2j3s|Ui|s interval̊u z Ej . Máme pro ∀i
nějaké ki, vezměme j = max ki, tedy pro ∀i Ui protne méně než 2j3s|Ui|s inter-
val̊u z Ej . Zároveň je {Ui} pokryt́ı, a tedy protne všech 2j interval̊u. Sečteńım
přes všechny Ui dostaneme požadovanou nerovnost:

2j ≤
∑

2j3s|Ui|s

Pro Cantorovu množinu se tedy podobnostńı dimenze shoduje s Hausdorf-
fovou.

Z tohoto ilustračńıho př́ıkladu je vidět, že výpočet Hausdorfovy dimenze je
značně komplikovaný i pro jednoduché množiny, z tohoto d̊uvodu je vhodné
zavést “Box-counting” dimenzi.

1.2.3 “Box-counting” dimenze

Viděli jsme, že naj́ıt Hausdorffovu dimenzi i pro jednoduchou množinu, jako
je Cantorova, je značně obt́ıžné, a proto se v praxi využ́ıvá tzv. “Box-counting”
dimenze, která je pro výpočet mnohem snadněǰśı. Můžeme se setkat s r̊uznými
názvy, jako je Kolmogorova entropie, informačńı dimenze nebo Minkowského
dimenze.

“Box-counting” dimenze je založena na měřeńı pomoćı prav́ıtka pevné délky,
tzn. zanedbáváme nepravidelnosti pod touto délkou, která se postupně zmenšuje
k nule, a tedy každým daľśım měřeńım dostáváme přesněǰśı hodnotu délky
(mı́ry).

Označme Nδ(F ) nejmenš́ı počet libovolných množin s poloměrem menš́ım než
δ, který pokrývá množinu F . Potom “Box-counting” dimenze je definována:

dimBF = lim
δ→0

logNδ(F )

− log δ

Motivace takového zavedeńı plyne př́ımo z chápáńı pojmu dimenze. Pod́ıvejme
se na dobře známé prvky, jako je křivka, čtverec a krychle. Délku křivky urč́ıme
tak, že budeme postupně přikládat prav́ıtko určité délky, jedno za druhým, a
dále spočteme kolik prav́ıtek jsme k tomu potřebovali. Výsledná délka je Nδ.
Tedy dimenze křivky je 1. Co takový čtverec? Tady změř́ıme délku jedné strany
a umocńıme na druhou (dimenze 2). Podobně u krychle umocńıme na třet́ı. Ve
všech př́ıpadech dostaneme Nδs.
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Kapitola 1. Fraktály a fraktálńı geometrie

Dá se ukázat, že mı́sto libovolných množin můžeme brát intervaly v Rn o délce
δ tedy

”
krabice“ odkud plyne jej́ı název. T́ımto zp̊usobem se velice usnadńı

jej́ı výpočet, protože stač́ı množinu F rozdělit δ-śıt́ı a spoč́ıtat počet interval̊u,
které protnou množinu F . Takový výpočet se provede pro v́ıce δ, tj. v́ıce š́ı̌rek
śıtě, a následně se graf logNδ(F ), v závislosti na log δ (tzv. log − log graf),
prolož́ı př́ımkou pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u a jej́ı směrnice s opačným
znaménkem je požadovaný odhad “Box-counting” dimenze. Takto se např́ıklad
odhadla dimenze pro pobřež́ı Velké Británie na 1.2, kde se jako měř́ıtko δ bralo
20 m až 200 km.

Můžeme se setkat i s daľśımi definicemi Nδ(F ), které však dávaj́ı stejné hod-
noty “Box-counting” dimenze, např:

1. nejmenš́ı počet uzavřených kouĺı o poloměru δ pokrývaj́ıćı F

2. nejmenš́ı počet krychĺı o poloměru δ pokrývaj́ıćı F

3. nejmenš́ı počet množin s pr̊uměrem menš́ım než δ pokrývaj́ıćı F

4. největš́ı počet disjunktńıch kouĺı o poloměru δ se středem v F

Jelikož existuje v́ıce definic dimenźı, nemuśı se pro stejnou množinu rovnat.
Obecně plat́ı:

dimHF ≤ dimBF

Avšak pro běžně použ́ıvané množiny nastává rovnost. Rozd́ıl je v tom, že
u Hausdorffovy dimenze využ́ıváme všech možných množin, kdežto u “Box-
counting” dimenze pokrýváme množinu F pouze množinami stejné velikosti. To
je vidět z definice “Box-counting” dimenze a porovnáńım se zavedeńım Haus-
dorffovy dimenze:

Nδδ
s →∞ pro s < dimBF

Nδδ
s → 0 pro s > dimBF

Nδ(F )δs = inf{
∑
i

δs : {Ui} δ − pokryt́ı F}

Pro výpočet “Box-counting” dimenze Cantorovy množiny využijeme tvrzeńı:

Věta 1.2. Necht’ F m̊uže být pokryto nk množinami s poloměrem nejvýše δk a
nav́ıc δk → 0. Potom

dimBF 6 lim
k→∞

log nk
− log δk

Cantorovu množinu můžeme pokrýt 2k intervaly o délce 3−k:

log 2/ log 3 = dimHF 6 dimBF 6 log 2/ log 3

9



Kapitola 1. Fraktály a fraktálńı geometrie

Nevýhoda “Box-counting” dimenze je, že spočetné množiny mohou mı́t ne-
nulovou dimenzi. Plyne to z vlastnosti:

dimBF̄ = dimBF

Jelikož pro spočetnou množinu všech racionálńıch č́ısel na intervalu [0, 1] je
uzávěr celý interval a jeho dimenze je 1, ale dimenze jediného bodu je 0, a
proto neplat́ı spočetná stabilita. Z tohoto d̊uvodu se omezujeme na kompaktńı
množiny.

Fraktály se objev́ı, pokud začneme zaznamenávat r̊uzné př́ırodńı jevy jako
funkci času. Tedy graf, pokud ho považujeme za podmnožinu roviny (t, x) li-
bovolné funkce, může být za určitých podmı́nek fraktál. Nejznáměǰśı taková
funkce je Weierstrassova funkce, která je spojitá, neńı nikde diferencovatelná a
má “Box-counting” dimenzi 1 < s < 2:

f(t) =

∞∑
k=1

λ(s−2)ksin(λkt) λ > 1

S rostoućı dimenźı rostou i fluktuace a graf funkce téměř pokryje celou plochu.

1.3 Multifraktály

Obrázek 1.6: “Diffusion-limited aggre-
gation”

Pokud máme v prostoru velmi
nepravidelně rozmı́stěnou hmotu µ
(obecně libovolnou mı́ru, např. hustotu
pravděpodobnosti), tak si daný pros-
tor můžeme rozdělit na části, kde je
hmota koncentrovaná přibližně stejně.
Taková množina je fraktál, a tud́ıž se
můžeme ptát na jej́ı dimenzi. Rozděleńı
se provede pomoćı “power-law” chováńı
pro malé r:

µ(B(x, r)) ' rα

Pro každé α dostaneme jinou množinu
a t́ım také jinou dimenzi, z čehož plyne
multifraktalita.

Prostor, kde je rozprostřena hmota, pokryjeme intervaly (krabicemi) v Rn
o hraně délky r, n je dimenze prostoru, v němž lež́ı zkoumaná hmota. Následně
urč́ıme počet interval̊u, pro které je µ(I) ∼ rα, a potom se pod́ıváme na jeho
“power-law” chováńı. Nr(α) určuje počet interval̊u obsahuj́ıćıch v́ıce než rα

hmoty.
Nr(α) = #{inervaly o straně r | µ(I) ≥ rα}
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Kapitola 1. Fraktály a fraktálńı geometrie

Multifraktálńı spektrum je definováno:

fC(α) = lim
ε→0

lim
r→0

log (Nr(α+ ε)−Nr(α− ε))
− log r

K usnadněńı výpočtu multifraktálńıho spektra se zavád́ı q-momentová suma
pro q ∈ R a r > 0:

Mr(q) =
∑

µ(I)q,

kde se sč́ıtá přes všechny intervaly, pro které plat́ı µ(I) > 0. Potom se urč́ı
“power-law” pro Mr(q):

β(q) = lim
r→0

logMr(q)

− log r

Pro v́ıce q a r se spočte momentová suma a z log− log grafu se odhadne β(q).
Následně se udělá Legendreova transformace:

fL(α) = inf
−∞<q<+∞

{β(q) + αq}

fL(α) se nazývá Legendreovo spektrum. Obecně plat́ı fC(α) ≤ fL(α), ale
v praxi se uvažuje rovnost.
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Kapitola 2

Kĺıčové koncepty z teorie
pravděpodobnosti

V této kapitole jsou uvedeny základńı pojmy a vztahy použ́ıvané v teorii prav-
děpodobnosti, jako je náhodná veličina a jej́ı popis pomoćı rozděleńı, středńı
hodnoty a variance. Vı́ce informaćı lze nalézt v [5] a [6].

Teorie pravděpodobnosti je velmi d̊uležitá, protože v praxi se téměř nevysky-
tuje deterministický děj, který znamená, že při zadáńı počátečńıch podmı́nek
v́ıme přesně, jak se bude vyv́ıjet v čase. Pravděpodobnostńı popis je mimo jiné
nezbytný v chaotických dynamických systémech či v kvantové mechanice, kde
můžeme pouze ř́ıci, s jakou pravděpodobnost́ı určitý jev nastane, např. rozpad
radioaktivńıho prvku za určitý čas. Vyskytuje se tu určitá náhodnost, tj. ne-
dostatek informaćı o systému.

2.1 Základńı pojmy

Intuitivńı představa o pravděpodobnosti je, že pokud budeme pokus (děj)
mnohokrát (teoreticky nekonečněkrát) opakovat za stejných podmı́nek, tak re-
lativńı četnost výskytu pozorovaného jevu se začne pohybovat kolem určité
hodnoty, kterou nazveme pravděpodobnost daného jevu. Formálńı definice je
následuj́ıćı:

Definice 2.1. Necht’ Ω neprázdná množina, A ⊆ P(Ω), σ-algebra. Potom prav-
děpodobnost P je libovolná funkce P : A 7−→ [0, 1] splňuj́ıćı:

1. (P(A) ≥ 0) (∀A ∈ A)

2. P (Ω) = 1

3. Bud’ (Ak)∞k=1 ∈ A systém disjunktńıch jev̊u. Potom P (
∞⋃
k=1

Ak) =
∞∑
k=1

P (Ak)
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Kapitola 2. Kĺıčové koncepty z teorie pravděpodobnosti

Uspořádanou trojici (Ω,A, P ) nazveme pravděpodobnostńı prostor.

Ω zde reprezentuje množinu všech možných dále nedělitelných jev̊u, které
mohou nastat. V diskrétńım př́ıpadě se za σ-algebru voĺı 2Ω, což je množina
všech podmnožin množiny Ω. σ − algebra A určuje souhrn všech otázek, na
které se můžeme ptát a zjǐst’ovat jejich pravděpodobnost.

Pokud známe o systému nějakou dodatečnou informaci, např́ıklad, že jev B
nastal, tak se muśıme při zkoumáńı pravděpodobnosti jevu A omezit na nový
prostor stav̊u, a to na množinu B. Nová pravděpodobnost se může, či nemuśı
lǐsit od p̊uvodńı pravděpodobnosti jevu A.

Definice 2.2. Necht’ A,B ∈ A, P (B) 6= 0. PotomP (A|B) = P (A∩B
P (B) se nazývá

podmı́něná pravděpodobnost jevu A za předpokladu jevu B.

S podmı́něnou pravděpodobnost́ı úzce souviśı d̊uležitý pojem v teorii prav-
děpodobnosti, kterým je nezávislost dvou jev̊u.

Definice 2.3. Necht’ A, B jsou jevy. Potom řekneme, že jsou nezávislé právě
tehdy, když P (A ∩B) = P (A)P (B).

Pokud bychom se ptali na nezávislost v́ıce jev̊u A1 . . . Ak, muśı platit

P (
⋂
k∈J

Ak) =
∏
k∈J

P (Ak)

pro libovolnou indexovou množinu J ∈ P({1 . . . k}).

Je zřejmé, že pokud jsou jevy A a B nezávislé a P (B) 6= 0, pak znalost jevu
B neovlivńı pravděpodobnost výskytu jevu A. Tedy plat́ı P (A|B) = P (A).

Na prostoru všech možných jev̊u Ω můžeme definovat funkci X : Ω 7−→ R,
tj. každému jevu přǐrad́ıme č́ıslo. Funkci X nazýváme náhodná veličina a prav-
děpodobnost, se kterou nabývá jednotlivé hodnoty, je dána jej́ı distribučńı
funkćı.

F (x) = P (X 6 x)

Je to neklesaj́ıćı, zleva spojitá funkce, pro kterou dále plat́ı F (−∞) = 0
a F (+∞) = 1. Pro absolutně spojitou distribučńı funkci existuje funkce ρ(y),
nazývaná hustota pravděpodobnosti, pro kterou plat́ı:

F (x) =

x∫
−∞

%(y)dy
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Kapitola 2. Kĺıčové koncepty z teorie pravděpodobnosti

Nejpravděpodobněǰśı hodnota, kolem které se jednotlivé výsledky pohybuj́ı,
je středńı hodnota, která je dána vztahem:

µ = E[X] =

∞∫
−∞

x%(x)dx

Je zřejmé, že středńı hodnota je lineárńı.

Pokud máme dvě náhodné veličiny, tak se můžeme ptát, zda se navzájem
nějak ovlivňuj́ı, tj. jsou korelované. To nám ř́ıká korelačńı koeficient, definovaný
za předpokladu X,Y ∈ L2:

R(X,Y ) =
E([X − E(X)][Y − E(Y )])

σXσY
,

kde výraz v čitateli se nazývá kovariance, a plat́ı:

R(X,Y ) ∈ [−1, 1]

Pokud jsou náhodné proměnné X a Y nezávislé, potom je R(X,Y ) = 0,
ale opak platit nemuśı. Pro R(X,Y ) > 0 je vidět z definičńıho vztahu, že
kladná odchylka od pr̊uměru X je většinou doprovázena kladnou odchylkou
Y . Např́ıklad X může reprezentovat výšku a Y hmotnost náhodně vybrané
osoby, potom naměřeńı nadpr̊uměrné výšky je často doprovázeno naměřeńım
nadpr̊uměrné hmotnosti. Naopak je-li R(X,Y ) < 0 bývá výchylka na jednu
stranu doprovázena výchylkou na opačnou stranu.

Věta 2.1. Necht’ X, Y jsou náhodné veličiny z L2 a R(X,Y ) = 1 nebo −1.
Potom ∃ a, b ∈ R tak, že Y = aX + b

Jednou z možnost́ı (a téměř jedinou použ́ıvanou), jak měřit výchylky od
středńı hodnoty, je variance (také nazývaná rozptyl), která je definována:

σ2 = V ar(X) = E[(X − µ)2] =

+∞∫
−∞

(x− µ)2%(x)dx

σ se nazývá směrodatná odchylka a má rozměr totožný s náhodnou veličinou
X. Jsou-li X1, . . . , Xn nezávislé, pak je rozptyl aditivńı. To vyplývá z definičńıho
vztahu, pokud si uvědomı́me, že kovariance nezávislých veličin je nulová.

Jinou možnost́ı je, mı́sto kvadrátu odchylky, uvažovat pouze absolutńı hod-
notu, ale vzhledem k početńım komplikaćım se tento postup téměř nepouž́ıvá.
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K určeńı tvaru hustoty pravděpodobnosti se použ́ıvaj́ı tzv. centrálńı momenty,
kde n-tý centrálńı moment je definován:

µn(X) = E[(X − µ)n] =

+∞∫
−∞

(x− µ)n%(x)dx

Ze vztahu vyplývá, že druhý centrálńı moment µ2je variance. Třet́ı centrálńı
moment µ3, dělený σ3 (aby výsledek byl bezrozměrná veličina), určuje křivost
rozděleńı, tj. mı́ru asymetrie. Výraz µ4

σ4 se nazývá špičatost, která udává, zda se
jedná o leptokurtické rozděleńı, tj. centralizované, s relativně ostrým vrcholem
nebo platykurtické rozděleńı, kde hustota pravděpodobnosti pozvolna klesá ze
svého maxima.

Rozděleńı náhodné veličiny je jednoznačně určeno pomoćı charakteristické
funkce, která je definována jako Fourierova transformace hustoty pravděpodob-
nosti:

φX(p) = E[eiXp] =

+∞∫
−∞

eipxρ(x)dx

Pomoćı charakteristické funkce se snadno poč́ıtaj́ı obecné momenty náhodné
veličiny, které jsou dány vztahem µ′n = E[Xn] a jsou svázány s centrálńımi
momenty pomoćı binomické věty.

µn =

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)n−kµ′k(µ′1)n−k

Věta 2.2. Necht’ existuje prvńıch n moment̊u µ′k = E[Xk]. Potom φX(p) má
prvńıch n derivaćı a plat́ı:

φ
(k)
X (0) = ikµ′k k = 1, . . . , n

Věta 2.3. Necht’ X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny, pak charakteris-
tická funkce jejich součtu je dána:

φX1,...,Xn(p) =

n∏
k=1

φXk(p)

Z této věty plyne výhoda použit́ı charakteristické funkce. Jelikož distribučńı
funkce součtu nezávislých náhodných veličin je konvoluce jednotlivých distri-
bučńıch funkćı, jejichž výpočet bývá komplikovaný, ale charakteristická funkce
součtu je jen součin jednotlivých charakteristických funkćı.
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2.2 Důležitá rozděleńı

2.2.1 Binomické rozděleńı

Je to rozděleńı pro diskrétńı náhodné veličiny. Necht’ náhodná veličina X
nabývá hodnoty 1 s pravděpodobnost́ı p a 0 s pravděpodobnost́ı 1− p = q, kde
1 reprezentuje úspěch a 0 neúspěch, např. při hodu minćı. Potom Y , definovaná
jako počet úspěch̊u v n po sobě jdoućıch pokusech, má binomické rozděleńı:

pY (k) =

(
n

k

)
pkqn−k

Z binomické věty plyne normovanost:

n∑
k=0

(
n

k

)
pkqn−k = (p+ q)n = 1

Středńı hodnota binomického rozděleńı je:

E(Y ) =

n∑
k=0

k

(
n

k

)
pkqn−k = np

n−1∑
r=0

(
n− 1

r

)
prq(n−1)−r = np

Podobně se vypoč́ıtá rozptyl σ2
Y = npq. Binomické rozděleńı se využije při

studiu náhodné procházky. Pro velká n přecháźı binomické rozděleńı na Gaussovo
rozděleńı.

2.2.2 Gaussovo rozděleńı

Je nejpouž́ıvaněǰśı rozděleńı pro spojité náhodné veličiny, a proto se mu také
ř́ıká normálńı rozděleńı. O jeho rozš́ı̌reńı se zasloužil centrálńı limitńı teorém,
který tvrd́ı, že chyby měřeńı jsou normálně rozděleny.

Je to aproximace binomického rozděleńı pro velká n, kde se k odhadu bi-
nomických koeficient̊u využije Stirling̊uv vzorec pro n!. Hustota pravděpodob-
nosti pro Gaussovo rozděleńı je:

%(x) =
1√

2πσ2
exp

(
− (x− µ)2

2σ2

)
, (2.1)

kde µ je středńı hodnota a σ2 rozptyl. Pravděpodobnost, že hodnota náhodné
veličiny s normálńım rozděleńım padne do intervalu (µ − σ, µ + σ), je 68, 3%.
Odchylky od pr̊uměru větš́ı než 3σ jsou téměř nepozorovatelné, jelikož jejich
pravděpodobnost je pouhých 0, 3%.
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Kapitola 2. Kĺıčové koncepty z teorie pravděpodobnosti

Distribučńı funkce F (x) =
x∫
−∞

%(y)dy se nedá vyjádřit pomoćı elementárńıch

funkćı, a proto je pro normalizované rozděleńı N(0, 1) tabelovaná.

Existuje také tzv. inverzńı Gaussovo rozděleńı, jež je definováno pouze
pro kladné hodnoty t ∈ (0, t) a jeho hustota pravděpodobnosti je:

ρ(t) =

[
λ

2πt3

]1/2

exp

{
−λ(t− µ)2

2µ2t

}
, (2.2)

kde µ > 0 je středńı hodnota a λ > 0 je škálovaćı parametr. Použitelnost tohoto
rozděleńı uvid́ıme v kapitole 3.

2.2.3 Log-normálńı rozděleńı

Toto rozděleńı se použ́ıvá pro spojité nesymetrické náhodné veličiny, které
nabývaj́ı pouze kladných hodnot a jsou vyjádřeny jako součin nezávislých ná-

hodných veličin, tzv. multiplikativńı proces. Např́ıklad pokud je S = Y (t+4t)
Y (t)

relativńı zisk investice, tj. pod́ıl aktuálńı ceny akcie a jej́ı hodnoty při koupi
v čase t, pak si můžeme S vyjádřit jako součin relativńıch př́ır̊ustk̊u:

S =

n∏
k=0

Y (t+ k4t
n )

Y (t+ (k−1)4t
n )

=

n∏
k=0

Sk

Po zlogaritmováńı přejde produkt na sumu a z CLT plyne, že lnS má normálńı
rozděleńı. Hustota pravděpodobnosti pro log-normálńı rozděleńı se dostane
z Gaussova rozděleńı po zavedeńı substituce:

x = ln y, 〈x〉 = ln y0, dx =
dy

y

%(y) =
1√

2πσ2y
exp

(
−

ln ( yy0 )

2σ2

)
Důvod, proč se log-normálńı rozděleńı použ́ıvá ve finančnictv́ı nalezneme na

konci 3. kapitoly.

2.2.4 Lévyho rozděleńı

Lévyho rozděleńı je charakterizováno pomoćı asymptotického chováńı:

Lα,β(x) ∼
αCα±
|x|1+α

pro x→ ±∞,

kde 0 < α < 2 a β = C+−C−
C++C−

je parametr asymetrie.
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Kapitola 2. Kĺıčové koncepty z teorie pravděpodobnosti

S klesaj́ıćım parametrem α se tvar rozděleńı stává špičatěǰśı a jeho konce
tlustš́ı. To pro popisovaný systém znamená, že jsou pozorovány malé odchylky
doprovázené velkými skoky. Přesně jak je vidět u fluktuaćı finančńıch produkt̊u,
kterých si všiml jako prvńı Mandelbrot při pozorováńı cen bavlny.

Analytické vyjádřeńı Lévyho rozděleńı pro symetrické rozděleńı, tj. β = 0
(C+ = C− = C) existuje pouze pro α = 1 a nazývá se Couchyho rozděleńı:

L1(x) =
C

x2 + π2C2

2.3 Centrálńı limitńı teorém

Centrálńı limitńı teorém ř́ıká, že při splněńı určitých podmı́nek se rozděleńı
součtu velkého počtu nezávislých náhodných veličin bĺıž́ı k normálńımu rozděleńı.
Proto se např́ıklad rozděleńı chyb měřeńı považuje za normálńı. Tento předpoklad
ospravedlňuje CLT, protože výsledná chyba je součtem velkého množstv́ı malých
chyb. Základńı formulace CLT je:

Věta 2.4. Necht’ X1, . . . , Xn jsou iid náhodné veličiny a existuje jejich středńı
hodnota a rozptyl E[X]=µ, Var(X)=σ2. Potom

Yn =

n∑
k=1

Xk − µ
√
nσ

∼ N(0, 1) pro n→ +∞

2.4 Stabilńı rozděleńı

Někdy se pojem stabilńı rozděleńı zaměňuje s Lévyho rozděleńım, ale to
je jenom konkrétńı podmnožina všech možných stabilńıch rozděleńı. Intuitivńı
definice stabilńıho rozděleńı může být následuj́ıćı:

Definice 2.4. Necht’ X, Y jsou nezávislé náhodné veličiny s rozděleńım F
s parametry ~Θ. Pak rozděleńı F nazveme stabilńı, pokud S = X + Y má stejné
rozděleńı F lǐśıćı se nejvýše v parametrech ~Θ.

Stabilita znamená, že si rozděleńı zachovává sv̊uj funkcionálńı tvar při kon-
voluci, tj. při součtu nezávislých náhodných veličin téhož rozděleńı. To znamená,
že hustota pravděpodobnosti součtu v́ıce náhodných veličin se źıská z p̊uvodńı
hustoty jednotlivých náhodných veličin pouze vhodným posunut́ım a přeškálo-
váńım.

Ukažme, že Gaussovo rozděleńı je stabilńı. Využijeme k tomu charakter-
istickou funkci normálńıho rozděleńı, což je Fourierova transformace hustoty
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pravděpodobnosti.

F [ρ(x)](q) =
1√
2πσ

+∞∫
−∞

eiqxe−
x2

2σ2 dx = e−(σ2/2)q2

Necht’ X, Y ∼ N(0, σ), potom rozděleńı náhodné veličiny S = X + Y je
dáno konvolućı ρ(s) = ρ(x) ∗ ρ(y). Využit́ım vlastnost́ı Fourierovy transformace
dostaneme:

F [ρ(s)](q) = [F [ρ(x)](q)]2 = e−σ
2q2

Nyńı se pomoćı inverzńı Fourierovy transformace dostaneme k rozděleńı S:

ρ(s) =
1√

2π(
√

2σ)
e
− s2

2(
√

2σ)2

Toto je zase normálńı rozděleńı, jen se rozptyl změnil na 2σ2. Z toho plyne,
že normálńı rozděleńı je stabilńı.

Stabilńı rozděleńı hraj́ı d̊uležitou roli při rozděleńı součtu nezávislých náhod-
ných veličin s r̊uzným rozděleńım. Jak ř́ıká Lévy-Khintchinova věta:

Věta 2.5. Necht’ X1 . . . Xn jsou nezávislé náhodné veličiny s r̊uzným rozděleńım.

Potom L(x) m̊uže být hustota pravděpodobnosti veličiny SN = 1
BN

N∑
k=1

Xk −AN
pro vhodné konstanty AN , BN jen tehdy, pokud je stabilńı.

Lévy a Khintchin dokonce našli kritérium pro stabilitu.

Věta 2.6. Hustota pravděpodobnosti Lα,β(x) je stabilńı právě tehdy, když

lnF [Lα,β(x)](k) = iγk − c|k|α
(

1 + iβ
k

|k|
ω(k, α)

)
,

kde γ je libovolná, c ≥ 0, α ∈ (0, 2] a β ∈ [−1, 1], a funkce ω(k, α) je dána

ω(k, α) =

{
tan(πα/2) pro α 6=1
(2/π) ln |k| pro α=1

γ a c jsou pouze škálovaćı parametry, na rozd́ıl od α a β, které určuj́ı tvar
rozděleńı. α se nazývá charakteristický exponent a udává chováńı rozděleńı pro
velké x:

Lα,β(x) ∼ 1

|x|1+α
pro x→ ±∞

Tedy existuje δ−moment pro δ < α a všechny vyšš́ı neexistuj́ı. Parametr β
určuje mı́ru asymetrie rozděleńı, β = 0 udává symetrické rozděleńı.
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Kapitola 2. Kĺıčové koncepty z teorie pravděpodobnosti

K tomu, abychom určili, zda se rozděleńı součtu iid náhodných veličin s roz-
děleńım p(x) bĺıž́ı ke konkrétńımu stabilńımu rozděleńı Lα,β(y), slouž́ı následuj́ıćı
věta:

Věta 2.7. Necht’ X1, . . . , XN jsou iid náhodné veličiny s rozděleńım p(x). Po-
tom lim

N→+∞
SN ∼ Lα,β(y) právě tehdy, když

p(x) ∼ αaαc±
|x|1+α

, pro x→ ±∞, (0 < α < 2),

kde konstanty c± jsou svázány s parametry stabilńıho rozděleńı:

c =

{
π(c++c−)

2αΓ(α)sin(πα/2) pro α 6=1
π
2 (c+ + c−) pro α=1

β =

{
c−−c+
c++c−

pro α 6=1
c+−c−
c++c−

pro α=1

Na všechna rozděleńı klesaj́ıćı pro velké hodnoty x aspoň s třet́ı mocninou
se vztahuje centrálńı limitńı teorém, a jejich suma je tedy normálně rozdělena.
Pokud bude mı́t suma jiné stabilńı rozděleńı, pak je jisté, že rozděleńı jed-
notlivých nezávislých náhodných veličin je “heavy-tails” (Lévyho rozděleńı).
Tzn. velké výkyvy, které by se podle normálńıho rozděleńı téměř neměly vysky-
tovat, maj́ı relativně velkou pravděpodobnost. Takové chováńı je vidět, např.
u rozd́ıl̊u cen akcíı nebo velikosti zemětřeseńı.

Existuj́ı také rozděleńı, které maj́ı “heavy-tails”, ale nespadaj́ı do tř́ıdy sta-
bilńıch rozděleńıch. Takové je, např́ıklad Studentovo rozděleńı, které se pou-
ž́ıvá ve statistice při ověřováńı hypotéz. Hustota pravděpodobnosti je:

ρ(x) =
Γ(n+1

2 )

Γ(n2 )

√
πn

(
1 +

x2

n

)−n+1
2

,

kde n určuje počet stupň̊u volnosti.

Pokud se za Xi ve větě 2.7 dosad́ı, např. denńı fluktuace ceny akcie, potom
se součtem n po sobě jdoućıch Xi źıská fluktuace za n dńı, tzn. že můžeme
určit fluktuace na r̊uzných škálách (týden, měśıc, rok) a jejich rozděleńı bude
mı́t stejný parametr α jako jednodenńı fluktuace. T́ım dostaneme statisticky
podobný graf na r̊uzných škálách. Taková vlastnost se podle Mandelbrota nazývá
“self-afinita”.
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2.5 “Infinitely divisible” rozděleńı

Jedná se o širš́ı tř́ıdu rozděleńıch, která obsahuje množinu stabilńıch dis-
tribućı. Prvńı kroky v této oblasti provedl italský matematik Bruno de Finetti,
na jehož práci následně navázali Kolmogorov, Lévy a Khintchine. O “infinitely
divisible” distribućıch pojednává [12].

Definice 2.5. Necht’ X je náhodná proměnná s distribučńı funkćı F . Potom
F nazveme “infinitely divisible” právě tehdy, když ∀n ∈ N ∃ (X1, . . . , Xn)
iid náhodné proměnné tak, že F je distribučńı funkce náhodné proměnné S =
n∑
i=1

Xi.

Pro jednoduché posouzeńı, zda distribuce F je nebo neńı “infinitely divisible”,
slouž́ı charakteristická funkce φX(p). Pokud ji lze vyjádřit jako n-tou mocninu
nějaké funkce φn(p), tj. φX(p) =

[
φn(p)

]n
, potom je F “infinitely divisible”.

Lévyho-Khintchinova definice pro “infinitely divisible” charakteristickou funkci
zńı:

Definice 2.6. Funkce φX(p) je charakteristická funkce náhodné veličiny s “in-
finitely divisible” distribućı právě tehdy, když má následuj́ıćı tvar:

log φX(p) = iγp+

+∞∫
−∞

[
eipu − 1− ipu

1 + u2

]
1 + u2

u2
dG(u),

kde γ je konstanta, G(u) je neklesaj́ıćı ohraničená funkce, G(−∞) = 0 a pro

u = 0 je integrand roven −p
2

2 .

“Infinitely divisible” distribuce jsou kĺıčové pro stacionárńı stochastické pro-
cesy, viz kapitola 3, s nezávislými př́ır̊ustky. Protože tyto př́ır̊ustky lze vyjádřit
jako součet nezávislých náhodných veličin ({ti | i = 1, . . . , n} je rozděleńı inter-
valu [t0, t0 + t]):

Y (t) = X(t+ t0)−X(t0) =

n∑
i=0

X(ti+1)−X(ti)

21



Kapitola 3

Stochastický počet

Na stochastický proces můžeme nahĺıžet jako na zobecněńı náhodného vek-
toru.

Definice 3.1. Necht’ (Ω,A, P ) je pravděpodobnostńı prostor. Potom stocha-
stický proces je množina náhodných veličin {Xt, t ∈ T}, kde T je libovolná
indexová množina.

Podle množiny T , která většinou reprezentuje čas, rozlǐsujeme spojitý a dis-
krétńı stochastický proces. Převážně se použ́ıvá diskrétńı př́ıpad, protože repre-
zentuje časovou řadu, jej́ıž hodnoty se v praxi zaznamenávaj́ı (z d̊uvodu digi-
talizace) po určitých časových intervalech libovolné pevné délky. Pokud je š́ı̌rka
intervalu dostatečně malá, tak se i diskrétńı stochastický proces považuje za
spojitý.

Stochastický proces je funkce dvou proměnných. Každému t ∈ T přǐrad́ı
náhodnou proměnnou Xt a zároveň pro libovolný jev ω ∈ Ω je Xt(ω) funkce od
t, která se nazývá realizace stochastického procesu nebo trajektorie.

Pro rozděleńı stochastického procesu je nejjednodušš́ı př́ıpad, kdy je množina
T konečná, protože pak se jedná pouze o náhodný vektor a jeho pravděpodob-
nostńı rozděleńı je plně určeno sdruženou distribučńı funkćı F (x1, . . . , xn) =
P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn). Bohužel v mnoha př́ıpadech je T dokonce spojitá a
naráž́ıme zde na problém nekonečně dimenzionálńı funkce. Jak bylo řečeno výše,
stochastický proces přǐrazuje jevu ω trajektorii, tj. X : Ω −→ F , kde F je pros-
tor vhodných funkćı (trajektoríı), a tedy podle analogie s náhodnou proměnnou
bychom měli uvažovat pravděpodobnost, že X padne do konkrétńı podmnožiny
funkćı A ∈ F , P (X ∈ A). Tento zp̊usob zavedeńı distribuce stochastického pro-
cesu je značně komplikovaný, a proto se použ́ıvá sch̊udněǰśı varianta v podobně
konečně dimenzionálńı distribuce stochastického procesu.
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Kapitola 3. Stochastický počet

Definice 3.2. Necht’ X = (Xt)t∈T je stochastický proces. Pak konečně dimen-
zionálńı distribuce (fidis) stochastického procesu X je rozděleńı konečných vek-
tor̊u.

F (xt1 , . . . , xtn) = P (Xt1 ≤ xt1 , . . . , Xtn ≤ xtn)

Pro ∀n ∈ N a t1, . . . , tn ∈ T .

Stochastický proces, jelikož je to souhrn náhodných proměnných, popisujeme
pomoćı středńı hodnoty, variance a kovariance. Pro ∀t ∈ T máme E[Xt], a tedy
středńı hodnota náhodného procesu je funkce času:

µX(t) = E[Xt]

Kovariance je pro stochastický proces funkce dvou proměnných a nazýváme
ji kovariančńı funkce. Jej́ı dva parametry určuj́ı konkrétńı dvě náhodné veličiny,
mezi jimiž se kovariance poč́ıtá.

cX(t, s) = cov(Xt, Xs) = E[(Xt − µX(t))(Xs − µX(s))]

Po normalizaci př́ıslušnými směrodatnými odchylkami dostaneme korelačńı
funkci vyjadřuj́ıćı mı́ru závislosti mezi hodnotami v čase t a s. Pokud v ko-
variančńı funkci dosad́ıme s = t, tak źıskáme varianci jednotlivých náhodných
veličin, tj. autokovariančńı funkci.

Definice 3.3. Stochastický proces (Xt)t∈T se nazývá striktně stacionárńı,
pokud ∀n ∈ N , t1, . . . , tn ∈ T a h takové, že t1 + h, . . . , tn + h ∈ T plat́ı:

(Xt1 , . . . , Xtn)
d
= (Xt1+h, . . . , Xtn+h)

Pokud má proces středńı hodnotu nezávislou na čase a kovariančńı funkce
záviśı pouze na vzdálenosti mezi jednotlivými náhodnými veličinami (|t − s|),
pak se takový proces nazývá slabě stacionárńı.

3.1 Náhodná procházka

Nejjednodušš́ı př́ıpad náhodné procházky je pohyb částice po př́ımce, která
může skočit v každém časovém kroku 4t o 4x doprava s pravděpodobnost́ı p,
nebo s pravděpodobnost́ı q = 1 − p doleva. Brown̊uv proces je potom limitńı
př́ıpad symetrické náhodné procházky (p = 1

2 = q), kdy se délka časového kroku
zmenšuje k nule.

Uvažme, že v čase t = 0 se částice nacháźı v počátku. Ptáme se, jaká je
pravděpodobnost nalezeńı částice v bodě m po N kroćıch. Aby byla částice v
bodě m, tak muśı udělat r skok̊u vpravo a zároveň l = N − r skok̊u vlevo a

23
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muśı platit m = r+ l. Jelikož se jedná o binomické rozděleńı, tak je požadovaná
pravděpodobnost:

p(m,N) =

(
N

r

)
pr(1− p)l

Ta je rovna pravděpodobnosti vykonáńı přesně r skok̊u vpravo, kde r, l, m
splňuj́ı výše uvedené vztahy. Dosazeńım známých hodnot E[r] = Np,
V ar[r] = Npq = Np(1− p) dostaneme:

E[m] = 2N(p− 1

2
)

V ar[m] = 4Npq

Pro velká N můžeme použ́ıt Stirling̊uv vzorec k vyjádřeńı faktoriál̊u a po

zavedeńı x = m4x, t = N4t, D = 2pq4x
2

4t , kde D se nazývá difuzńı koeficient,
se dostaneme ke spojitému př́ıpadu limitńım přechodem 4t → 0, 4x → 0 a
budeme požadovat, aby difuzńı koeficient z̊ustal konstantńı. Dostaneme hustotu
pravděpodobnosti nalezeńı částice v bodě x a čase t:

p(x, t) =
1√

2π2Dt
exp

(
− 1

2

(x− vt)2

2Dt

)

Zde v =
2(p− 1

2 )4x
4t je driftová rychlost, která se vyskytne jenom pro nesymet-

rický př́ıpad a vyjadřuje lineárńı závislost středńı hodnoty na čase. Porovnáńım
s výrazem 2.1 zjist́ıme, že se jedná o Gaussovo rozděleńı se středńı hodnotou
µ = vt a varianćı σ2 = 2Dt.

Pokud si zvoĺıme pevně pozici α náhodného chodce a budeme se ptát na čas,
kdy do tohoto bodu doraźı tzv. “first passage time”, tak zjist́ıme, že tento čas

má inverzńı Gaussovo rozděleńı s parametry µ = α
v a λ = α2

2Dt . Z tohoto d̊uvodu
se nazývá inverzńı, protože p̊uvodńı Gaussovo rozděleńı určuje rozděleńı polohy
v pevně daném čase a naopak inverzńı Gaussovo rozděleńı přecháźı k rozděleńı
času pro pevně zvolenou poloho.

U symetrické náhodné procházky dostaneme normálńı rozděleńı s nulovou
středńı hodnotou a varianćı rostoućı s časem. Tyto vlastnosti jsou základem pro
definici Brownova procesu.

3.1.1 Brown̊uv proces

Pojmenovaný je po skotském botanikovi Robertu Brownovi, který pozoroval
nepravidelný pohyb pylového zrnka ve vodě, zp̊usobený náhodnými kolizemi
molekul vody se zrnkem. Podobné pohyby zaznamenal Luise Bachelier při porov-
náváńı rozd́ıl̊u cen akcíı. Proto se na ně pokusil aplikovat Brown̊uv pohyb, pro
nějž musel položil základńı matematickou formulaci, kterou následně americký
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matematik Norbert Wiener upravil do dnešńı rigorózńı podoby. Z tohoto d̊uvodu
se v matematice setkáváme sṕı̌se s názvem Wiener̊uv proces.

Definice 3.4. Necht’ stochastický proces B = (Bt), t ∈ [0,+∞)) splňuje násle-
duj́ıćı podmı́nky:

1. B0 = 0

2. má stacionárńı a nezávislé př́ır̊ustky

3. ∀t > 0, Bt ∼ N(0, t)

4. má spojitou trajektorii

Potom B nazveme Brown̊uv proces.

Z definice plyne, že Brown̊uv proces sám o sobě neńı stacionárńı, ale jeho
př́ır̊ustky 4iB = Bi −Bi−1, kde je pevně určen časový krok 4t, už stacionárńı
jsou a maj́ı rozděleńı N(0,4t), tj. č́ım deľśı čas mezi pozorováńım t́ım větš́ı
skoky můžeme naměřit. Vztah V ar(4iB) = 4t se zapisuje jako dB2 = dt,
a toho se následně využ́ıvá při konstrukci stochastického integrálu. Př́ır̊ustky
reprezentuj́ı náhodné posuny pylového zrnka ve vodě, který je určen velkým
množstv́ım nezávislých náraz̊u jednotlivých molekul vody z r̊uzných stran. T́ım
pádem CLT ospravedlňuje v definici použité normálńı rozděleńı.

Pro Brown̊uv pohyb plat́ı:
µB(t) = 0

cB(t, s) = min(s, t)

Brown̊uv pohyb spadá do tř́ıdy sobě podobných stochastických proces̊u, které
nejsou nikde diferencovatelné. Plat́ı pro něho:

(T
1
2Bt1 , . . . , T

1
2Btn)

d
= (BTt1 , . . . , BTtn)

∀T > 0, ti ≥ 0, i = 1, . . . , n, n ∈ N

Tato vlastnost zaručuje, že Brown̊uv pohyb vypadá podobně při vhodném
přeškálováńı souřadnicových os, což znamená, že je to fraktál.

Nepř́ıjemná vlastnost Brownova pohybu, která komplikuje zavedeńı stochas-
tického integrálu, je kromě neexistence derivace také nekonečná variace.

sup
τ

n∑
i=1

|Bti −Bti−1 | = +∞ τ je rozděleńı intervalu [0, T]
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Kapitola 3. Stochastický počet

3.2 Martingale

Pojem martingale je spojen s férovou hrou, kdy středńı hodnota zisku je
nulová, a tedy ani jeden z hráč̊u nemůže nic vyhrát ani ztratit.

Pokud máme náhodnou veličinu X, pak můžeme vytvořit množinu obsahuj́ıćı
jej́ı vzory pro libovolnou Borelovskou množinu. Taková množina ještě nemuśı být
σ-algebra, ale lze ji doplnit tak, aby už podmı́nky σ-algebry splňovala. Nazveme
ji σ-algebra generovaná náhodnou veličinou X a označ́ıme σ(X). Při poč́ıtáńı
středńı hodnoty nové náhodné veličiny Y na stejném pravděpodobnostńım pros-
toru se, za předpokladu znalosti hodnoty X, můžeme omezit na menš́ı podmno-
žinu v Ω.

Uvažme symetrickou náhodnou procházku, potom očekávaná hodnota polohy
částice je 0. Pokud budeme sledovat historii polohy až po n-tý krok, tj. budeme
znát polohu po každém kroku, pak poloha po n+ 1 kroku bude Xn+1 = Xn± 1
s pravděpodobnost́ı 1

2 . Tedy podmı́něná středńı hodnota je:

E[Xn+1|Xn] =
1

2
(Xn + 1) +

1

2
(Xn − 1) = Xn

Znalost předchoźıho vývoje nám pomohla lépe odhadnout budoućı hodnotu,
tj. dodatečnou informaćı o systému jsme redukovali náhodnost.

Dodatečná informace se matematicky vyjadřuje pomoćı filtrace. Je to nek-
lesaj́ıćı posloupnost σ-algeber na p̊uvodńım měřitelném prostoru proměnných
Xt:

{Ft | Ft ⊂ P(Ω) ∀t ∈ T}

Ft1 ⊆ Ft2 ⊆ . . . ⊆ Ftn pro t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn

Pro stochastický proces se filtrace bere jako σ-algebra generovaná náhodnými
veličinami Xs pro s < t.

Proces, u kterého nezálež́ı na minulosti a očekávaná budoućı hodnota je
stejná jako posledńı zaznamenaná, se nazývá martingale. Neńı zde žádný zisk,
protože středńı hodnota př́ır̊ustku je 0, a tedy se jedná o férovou hru. Jinými
slovy, ačkoliv známe historii vývoje dané hry, nemůžeme upravit herńı strategii
ve prospěch výhry. Stochastický proces (Xt)t∈T se nazývá martingale, pokud
splňuje:

1. E|X(t)| < +∞ ∀t ∈ T

2. σ(Xt) ⊂ Ft ∀t ∈ T

3. E[X(t)|Fs, s < t] = X(s)
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Druhá podmı́nka vyjadřuje tzv. adaptaci procesu (Xt)t∈T na filtraci {Ft},
tj. stochastický proces nesmı́ obsahovat v́ıce informaćı než daná filtrace. Zda je
určitý proces martingale má vliv i použitá filtrace, tj. náhodný proces (Xt)t∈T
může být martingale při filtraci {Ft}, ale při {F ′t} už být nemuśı.

Nutná podmı́nka k tomu, aby náhodný proces byl martingale, je konstantńı
středńı hodnota E[Xt] = E[Xs] ∀s, t, ale ne každý stochastický proces s kons-
tantńı středńı hodnotou muśı být martingale, tedy to neńı podmı́nka postačuj́ıćı.

Pokud máme náhodnou proměnou Y a filtraci {Fs}, tak můžeme sestrojit
martingale jako podmı́něnou pravděpodobnost náhodné veličiny Y za předpo-
kladu filtrace (informace) Fn.

Xn = E[Y |Fn]

Ověřeńı podmı́nky na martingale je snadné:

E[Xn+1|Fn] = E[E[Y |Fn+1]|Fn] = E[Y |Fn] = Xn

Daľśı př́ıklad martingale je součet X1, . . . , Xn nezávislých náhodných veličin

s nulovou středńı hodnotou Sn =
n∑
i=1

Xn. Sn může reprezentovat polohu náhod-

ného chodce po n kroćıch.

Brown̊uv proces je martingale. Plyne to z nezávislosti jeho př́ır̊ustk̊u.

E[B(t)|F(s), s < t] = E[B(s) + (B(t)−B(s)|F(s)] = B(s)

To znamená, že pokud známe hodnotu Brownova procesu v čase s, tak jeho
očekávaná hodnota v budoucnu bude B(s).

3.3 Stochastický integrál

Uvažme, že v čase tk vlastńıme q(tk) akcíı, jejichž cena je S(tk). V čase tk+1

se jejich cena změńı na S(tk+1) a náš zisk, př́ıpadně ztráta (v závislosti na
znaménku př́ır̊ustku), je q(tk)4Sk. V daľśım čase můžeme nakoupit či prodat
naše akcie, a tedy q(tk) je náhodná proměnná stejně jako S(tk). Pokud budeme
obchodovat v časovém obdob́ı (0, t) n-krát v časech 0 = t0 < t1 < . . . < tn−1 < t
(např. na začátku každého dne po stanoveńı ceny akcie), kdy v každém okamžiku
je náš počet akcíı q(t) a jejich cena S(t), pak je náš výsledný zisk (po n dnech

obchodováńı) In =
n−1∑
k=0

q(tk)4Sk. Obecný vývoj ceny akcie se popisuje rovnićı:

4S(tk) = µ4tS(tk) + σS(tk)4Bk
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Po dosazeńı, pokud budeme cht́ıt za pomoci limity n → ∞ (4t → 0) přej́ıt
ke spojitému př́ıpadu, naraźıme na problém jak interpretovat integrál podle
Brownova pohybu

∫
f(t)dBt.

Bohužel nemůžeme použ́ıt vztah
∫
f(s)dg =

∫
f(s)g′(s)ds, protože Brown̊uv

pohyb neńı nikde diferencovatelný. Ale můžeme se pokusit budovat integrál
podobným zp̊usobem jako Riemann̊uv obyčejný integrál. Vezmeme rozděleńı τ
intervalu [0, t] a napoč́ıtá se, tzv. Riemann–Stieltjesova suma:

n∑
i=1

f(yi)4ig ∀i ti−1 ≤ yi ≤ ti

Dále by se ukázalo, že daná suma nezáviśı na rozděleńı a výběru yi, a integrál
by se definoval jako limita n → +∞, tzv. Riemann–Stieltjes̊uv integrál. Dá se
ukázat, viz [8], že za vhodných předpoklad̊u na funkce f a g má tento integrál
smysl. Bohužel pro náš př́ıpad f = g = B(t) takový integrál neexistuje z d̊uvodu
neomezené variace.

3.3.1 Itō̊uv integrál

Vezměme Riemann–Stieltjesovu sumu pro Brown̊uv pohyb se speciálńım vý-
běrem yi = ti−1, tj. levým krajńım bodem děĺıćıho intervalu.

In =

n∑
i=1

B(ti−1)4iB

Ukazuje se, že tato suma konverguje podle kvadratického středu k 1
2 (B2

t − t):

lim
n→∞

E[
(
In −

1

2
(B2

t − t)
)2

] = 0

Tento vztah slouž́ı jako definice Itōova integrálu z Brownova procesu
t∫

0

B(t)dB(t). Za integrand se může volit libovolný stochastický proces C splňuj́ıćı:

1. Ct muśı být funkce pouze Bs pro s ≤ t

2.
T∫
0

E[C2
s ]ds <∞

Tyto podmı́nky zaručuj́ı existenci posloupnosti (C(n))n∈N jednoduchých pro-
ces̊u (existuje rozděleńı intervalu [0, T ], takové že pro každý děĺıćı interval je na
něm Ct stejná náhodná proměnná) takových, že aproximuj́ı p̊uvodńı proces C,
viz [8]. Itōo̊uv integrál z jednoduchého procesu je:

It(C
(n)) =

k−1∑
i=1

C
(n)
ti−1
4iB + Ctk(Bt −Btk−1

) tk−1 < t < tk
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Limitou podle kvadratického středu je určen Itō̊uv integrál ze stochastického
procesu C. It(C) je možné aproximovat pro rozděleńı τ Riemann–Stieltjesovou
sumou, abychom se vyhnuli hledáńı posloupnosti (C(n))n∈N:

It(C) =

k−1∑
i=1

Cti−1
4iB + Ctk(Bt −Btk−1

) tk−1 < t < tk

Vlastnosti Itōova integrálu

Pro stochastický proces It(C) plat́ı, že má spojitou trajektorii, jeho středńı
hodnota je 0 a je to martingale vzhledem k filtraci generované Brownovým
procesem. Dále plat́ı izometrie a linearita podobně jako pro obyčejný integrál:

E

( t∫
0

CsdBs

)2

=

t∫
0

EC2
sds, t ∈ [0, T ]

t∫
0

[
c1C

(1)
s + c2C

(2)
s

]
dBs = c1

t∫
0

C(1)
s dBs + c2

t∫
0

C(2)
s dBs

T∫
0

CsdBs =

t∫
0

CsdBs +

T∫
t

CsdBs

3.3.2 Itōovo lemma

Slouž́ı k výpočtu Itōova stochastického integrálu. Upravuje klasické řetězové
pravidlo pro derivaci složené funkce tak, aby platilo i pro Itō̊uv stochastický
integrál.

Pro stochastický proces f(Bt) se využije jeho rozvoj do Taylorovy řady, kde
se zanedbaj́ı členy vyšš́ıho než druhého řádu.

f(Bt+dt)− f(Bt) = f ′(Bt)dBt +
1

2
f ′′(Bt)(dBt)

2

Následně se (dBt)
2 nahrad́ı dt a integraćı pro dvakrát diferencovatelnou funkci

f dostáváme (s < t) součet Itōova integrálu z f ′ a obyčejného Riemannova
integrálu z f ′′:

f(Bt)− f(Bs) =

t∫
s

f ′(Bx)dBx +
1

2

t∫
s

f ′′(Bx)dx
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To je Itōovo lemma pro funkci pouze Brownova pohybu. Pokud daná funkce
záviśı také explicitně na čase, tak se postupuje obdobným zp̊usobem. Použije
se Taylor̊uv rozvoj pro funkci dvou proměnných f(t, x) se spojitými derivacemi
do druhého řádu 1:

f(t+ dt, Bt+dt)−f(t, Bt) = f1dt+f2dBt+
1

2
[f11(dt)2 + 2f12dtdBt+f22(dBt)

2]

Stejnou záměnou a zanedbáńım člen̊u s druhou diferenćı času a součinu dtdBt
dostaneme integraćı (s < t):

f(t, Bt)− f(s,Bs) =

t∫
s

[
f1(x,Bx) +

1

2
f22(x,Bx)

]
dx+

t∫
s

f2(x,Bx)dBx

Definice 3.5. Stochastický proces Xt, který lze zapsat ve tvaru:

Xt = X0 +

t∫
0

A(1)
s ds+

t∫
0

A(2)
s dBs

kde A
(1)
s , A

(2)
s jsou funkce pouze Bl pro l ≤ s a jsou určeny pomoćı Xt jed-

noznačně. Se nazývá Itō̊uv proces.

Zobecněńı Itōova lemma pro stochastické procesy, které jsou funkćı Itōova
procesu je:

f(t,Xt)− f(s,Xs) =

t∫
s

[
f1(y,Xy) +

1

2

[
A(2)
y

]2
f22(y,Xy)

]
dy +

t∫
s

f2(y,Xy)dXy

Všechny verze se odvodily z Taylorova rozvoje pro funkci f(t, x) se spojitými
druhými parciálńımi derivacemi. Podobně se dá postupovat pro funkce v́ıce
proměnných a následně źıskat vzorec pro derivaci součinu dvou Itōových pro-
ces̊u:

d(X
(1)
t X

(2)
t ) = X

(2)
t dX

(1)
t +X

(1)
t dX

(2)
t +A

(2,1)
t A

(2,2)
t dt

3.3.3 Stratonovich̊uv integrál

Itō̊uv integrál použ́ıvá levý krajńı bod děĺıćıho intervalu, d́ıky čemuž je mar-
tingale, ale bohužel pro něho neplat́ı řetězové pravidlo ve stejném tvaru, jak ho
známe z klasického diferenciálńıho počtu. Tuto nevýhodu nemá Stratonovich̊uv
integrál, který použ́ıvá prostředńı hodnotu v děĺıćım intervalu, a proto se využ́ıvá
pro řešeńı stochastických diferenciálńıch rovnic. Na druhou stranu jeho nevýho-
dou je, že neńı martingale.

1f1 = ∂f
∂t

(t, Bt), f22 = ∂2f
∂2x

(t, Bt), apod.
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Stratonovich̊uv integrál se buduje stejně jako Itō̊uv.

Věta 3.1. Necht’ f je dvakrát diferencovatelná a
T∫
0

Ef2(Bt)dt < +∞. Potom

suma S̃n =
n∑
i=1

f(Byi)4iB konverguje podle kvadratického středu a jej́ı limitou

je definován Stratonovich̊uv integrál

T∫
0

f(Bs) ◦ dBs

Vztah mezi Itōovým a Stratonovichovým integrálem pro stochastický proces
je dán následuj́ıćı větou.

Věta 3.2. Necht’ f splňuje
T∫
0

E[f(Bt)]
2dt < +∞ a

T∫
0

E[f ′(Bt)]
2dt < +∞ a má

spojité parciálńı derivace do druhého řádu. Potom plat́ı:

T∫
0

f(Bt) ◦ dBt =

T∫
0

f(Bt)dBt +
1

2

T∫
0

f ′(Bt)dt,

kde na levé straně je Stratonovich̊uv a na pravé Itō̊uv integrál.

3.4 Stochastické diferenciálńı rovnice

Obecný př́ıpad stochastické diferenciálńı rovnice je:

dX(t) = µ(t,X(t))dt+ σ(t,X(t))dB(t)

Rovnice se pomoćı integrace převád́ı na tvar:

X(t) = X(0) +

t∫
0

µ(s,X(s))ds+

t∫
0

σ(s,X(s))dB(s), (3.1)

kde prvńı integrál je normálńı integrál podle času a druhý stochastický in-
tegrál přes Brown̊uv proces. Koeficient µ se nazývá drift a určuje determinis-
tickou část, kdežto σ škáluje náhodné odchylky. X(0) je počátečńı podmı́nka,
která může být náhodná proměnná.

Stochastický proces (Xt)t∈T nazveme silné řešeńı pokud:

1. Xt je funkce pouze Bs s ≤ t

2. oba integrály v rovnici 3.1 existuj́ı

3. X záviśı na Brownově procesu a koeficientech µ(t, x) a σ(t, x)
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Slabé řešeńı znamená, že známe pouze rozděleńı stochastického procesu
(Xt)t∈T , tj. jeho středńı hodnotu, varianci a kovariančńı funkci.

Věta 3.3. Necht’ X(0) a Bt jsou nezávislé pro ∀t ∈ [0, T ] a E[X(0)2] < ∞.
Pokud dále plat́ı

1. µ(t, x), σ(t, x) jsou spojité

2. |µ(t, x)− µ(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ K|x− y|

Potom má rovnice 3.1 jednoznačné silné řešeńı X na [0, T ].

Vyřeš́ıme stochastickou diferenciálńı rovnici, která odpov́ıdá př́ır̊ustk̊um cen
akcie:

dS = µSdt+ σSdB (3.2)

Integraćı dostaneme:

S(t) = S(0) +

t∫
0

S(s)µds+

t∫
0

S(s)σdBs (3.3)

Pokud budeme předpokládat, že S(t) = f(t, Bt), tak z Itōova lemma dosta-
neme:

S(t) = S(0) +

t∫
0

[
f1(s,Bs) +

1

2
f22(s,Bs)

]
ds+

t∫
0

f2(s,Bs)dBs (3.4)

Vyjádřeńı S(t) je jednoznačné, protože je to Itō̊uv proces, proto porovnáńım
integrand̊u u ds a dBs v rovnićıch 3.3 a 3.4 dostaneme soustavu dvou parciálńıch
diferenciálńıch rovnic pro funkci f(t, Bt) = S(t). Vyřešeńım těchto rovnic dos-
taneme řešeńı:

S(t) = S(0) exp (µ− 1

2
σ2)t+ σBt t ∈ [0, T ]

S(t) se nazývá Geometrický Brown̊uv pohyb a je základem k modelováńı
cen akcíı na finančńım trhu.

Vyděleńım rovnice 3.2 cenou akcie S źıskáme na pravé straně diferenci loga-
ritmu, tj. rovnici můžeme přepsat do tvaru:

d lnS = µdt+ σdBt

Z tohoto tvaru je zřejmé, že lnS odpov́ıdá Brownově pohybu, tedy má normálńı
rozděleńı a p̊uvodńı ceny S maj́ı t́ım pádem log-normálńı rozděleńı.
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Aplikace stochastického
počtu a fraktálńı geometrie

4.1 Black-Scholes formule

Držitel (“holder”) evropské opce má právo v daném čase T (expiračńı doba)
od vypisovatele opce (“writer”) koupit nebo mu prodat (“call” resp. “put” opce)
danou akcii za předem smluvenou cenu K. Držitel toto právo nemuśı využ́ıt, ale
pokud se tak rozhodne, pak je vypisovatel povinen mu vyhovět. Tzn. jediný,
kdo má určitou povinnost (nevýhodu) je vypisovatel, a proto si muśı pořádně
rozmyslet, za jakou cenu opci prodá, tj. za jakou cenu je ochoten se nechat
zavázat. Na tuto otázku podali odpověd’ Fisher Black a Myron Scholes, kteř́ı
našli formuli pro určeńı ceny opce. Robert Cox Merton dále propracoval tuto
formuli a spolu s Myronem Scholesem dostali v roce 1997, dva roky po smrti
Blacka, Nobelovu cenu za ekonomii.

Kromě evropských općı existuj́ı i jiné, např. americké opce, které se lǐśı
pouze t́ım, že držitel může své právo uplatnit kdykoliv až do uplynut́ı expiračńı
doby T . Dále se můžeme setkat s tzv. exotickými opcemi, což je souhrnný
název pro opce se specifickými vlastnostmi. Vı́ce o općıch a daľśıch finančńıch
produktech lze nalézt v [13].

Black–Scholes̊uv model je založen na předpokladu efektivńıho trhu, tj.:

• všechny informace jsou okamžitě všem dostupné a tyto informace se pro-
mı́taj́ı do vývoje ceny

• trh má vysokou likviditu, tj. je možno obchodovat kdykoliv bez jakékoliv
prodlevy

• nejsou žádné poplatky za transakce ani za sjednáńı obchodu
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Dále se předpokládá, že úroková mı́ra v bance r a volatilita σ, tj. mı́ra
rizika trhu (č́ım větš́ı volatilita t́ım větš́ı fluktuace), z̊ustanou konstantńı. Tuto
podmı́nku můžeme vynechat, pokud jsou r a σ známé funkce času a nahrad́ıme
je výrazy:

r → 1

T − t

T∫
t

r(t′)dt′, σ2 → 1

T − t

T∫
t

σ2(t′)dt′

Pokud se vypláćı dividendy a známe funkci D(t), podle které se vypláćı, pak

je třeba upravit cenu akcie S(t)→ S(t) exp
{
−

T∫
t

D(t′)dt′
}

.

Black–Scholes bere v úvahu pouze trh bez arbitráže, což je zp̊usob, jak
obdržet zisk bez podstoupeńı rizika, proto se pro arbitráž také použ́ıvá název

”
free lunch“. Uvažme, že si můžeme koupit akcii na burze v Londýně za cenu S

a v New Yorku je cena stejné akcie S′. Pokud S < S′, tak si můžeme kupovat
akcie v Londýně a okamžitě je prodávat v New Yorku, č́ımž dostaneme na každé
akcii zisk S′−S. Dı́ky zvýšené poptávce se cena v Londýně zvýš́ı a naopak větš́ı
nab́ıdka zapř́ıčińı sńıžeńı ceny v New Yorku. T́ım docháźı k vyrovnáńı cen na
obou burzách a nastoleńı rovnováhy. Tud́ıž můžeme ř́ıct, že arbitráž zajǐst’uje
rovnováhu cen na burzách.

Důležitý předpoklad je možnost nákupu podkladového aktiva v libovolném,
ne nutně celoč́ıselném, množstv́ı. Vývoj ceny S podkladového aktiva podléhá
Geometrickému Brownovu pohybu, tud́ıž ceny S jsou log-normálně rozděleny.

dS = µS(t)dt+ σS(t)dBt (4.1)

Cena opce O záviśı na čase a na ceně podkladového aktiva. Využit́ım rovnice
4.1 a Itôova lemma dostaneme:

dO =

(
∂O

∂t
+

1

2

(
σS(t)

)2 ∂2O

∂S2

)
dt+

∂O

∂S
dS (4.2)

Aby vypisovatel opce neutržil na konci expiračńı doby ztrátu, muśı si udržovat
vhodné množstv́ı akcíı 4(t) a k jeho nákupu potřebuje hotovost Π(t), která se
nacháźı v bance a tyto peńıze jsou úročeny úrokovou mı́rou r, a proto je jejich
př́ır̊ustek rΠ(t) = rΠ(t)dt, viz [3]. Jeho celkové jměńı v čase t by se mělo rovnat
ceně opce, tj. držitel by si měl obstarat počátečńı kapitál:

O(t) =W(t) = 4(t)S(t) + Π(t) (4.3)

Z rovnice 4.3 vyjádř́ıme diferenciál, kde předpokládáme, že během časového
intervalu (t, t+d) nebudeme nakupovat žádné akcie, tj.4(t) z̊ustane konstantńı,
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a diferenciál porovnáme s rovnićı 4.2. T́ım dostaneme soustavu parciálńıch difer-
enciálńıch rovnic:

4(t) =
∂O

∂S
(t) (4.4)

rΠ(t) =
∂O

∂t
(t) +

1

2

[
σS(t)

]2 ∂2O

∂S2
(t) (4.5)

Princip Black–Scholesovy formule je neustálé přizp̊usobováńı, tzv. hedging,
množstv́ı peněz v akcíıch a na bankovńım účtu, kde je pevná úroková mı́ra
r, podle rovnice 4.4. Zde je d̊uležitý předpoklad bezplatného a nepřetržitého
přesouváńı peněz z bankovńıho účtu a zpět, který v praxi bohužel neńı splněn.

Z rovnice 4.3 si pomoćı 4.4 vyjádř́ıme Π(t) a dosazeńım do 4.5 dostaneme
slavnou Black–Scholesovu rovnici:

∂O

∂t
(t) +

1

2

[
σS(t)

]2 ∂2O

∂S2
(t) + rS(t)

∂O

∂S
(t)− rO(t) = 0 (4.6)

V čase t = T držitel “call” opce uplatńı své právo, pokud je S(T ) > K
a vypisovatel bude mı́t v tomto př́ıpadě ztrátu S(T ) − K, kterou by si měl
vykompenzovat kupńı cenou opce C(S, T ). Podobně pro “put” opci by ztráta
byla K − S(T ).

Pokud by S byla někdy nulová, tak by nulová z̊ustala napořád a “call” opce
by neměla smyl. Naopak “put” opci by držitel určitě uplatnil a vypisovatel by
musel zaplatit celou smluvenou hodnotu K, proto by měl opci prodat za takovou
částku, aby se mu v bance za dobu T − t zúročila na hodnotu K, tzn. vyřešit
jednoduchou rovnici P (0, t) exp

(
r(T − t)

)
= K.

Posledńı př́ıpad, který je třeba zvážit, je S → +∞. Tady by se jistě nenašel
nikdo, kdo by akcii prodal za cenu K, která by byla určitě menš́ı než S, proto
“put” opce nemá smysl, ale “call” opci by držitel uplatnil, a z tohoto d̊uvodu
muśı být jej́ı cena úměrná S.

Z uvedeného rozboru plynou okrajové podmı́nky pro cenu “call” C a “put”
P opce.

• C(S, T ) = max(S(T )−K, 0)

• C(0, t) = 0

• C(S, t) ∼ S pro S → +∞

• P (S, T ) = max(K − S(T ), 0)

• P (0, t) = K exp
(
− r(T − t)

)
• P (S, t)→ 0 pro S → +∞
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Postup řešeńı rovnice 4.6 s danými okrajovými podmı́nkami lze nalézt v [3] a
[14]. Výsledné řešeńı pro “call” a “put” opci je:

C(S, t) = SF (d1)−Ke−r(T−t)F (d2) (4.7)

P (S, t) = −S
[
1− F (d1)

]
+Ke−r(T−t)

[
1− F (d2)

]
, (4.8)

kde F (x) je distribučńı funkce N(0, 1) rozděleńı a d1, d2 jsou dány vztahy:

d1 =
lnS/K + (r + σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

, d2 =
lnS/K + (r − σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

Může se zdát překvapivé, že výsledná cena jak pro “call” opci tak pro “put”
opci nezáviśı na parametru µ, který určuje rychlost r̊ustu ceny podkladového
aktiva.

V Black–Scholesově formuli pro cenu opce se vyskytuj́ı čtyři parametry. T
určuje expiračńı dobu, K je smluvená budoućı cena, r je úroková mı́ra v bance a
σ určuje volatilitu trhu. Všechny parametry jsou snadno určeny v době sjednáńı
obchodu, kromě volatility. Jako nejjednodušš́ı přibĺıžeńı ji můžeme odhadnout
pomoćı předchoźıch dat. Necht’ známe N hodnot ceny akcie S, kde jednotlivé
hodnoty jsou pořizovány po časových úsećıch 4t. Potom σ2 odhadneme jako,
viz [14]:

σ̄2 =
1

(N − 1)4t

N∑
i=1

(logSi+1/Si − m̄)2, m̄ =
1

N4t

N∑
i=1

logSi+1/Si

4.1.1 Možné modifikace

Prvńı, kdo začal poukazovat na chybný předpoklad normality př́ır̊ustk̊u, byl
Mandelbrot. Extrémńı skoky, které lze vidět na obrázku 4.1, by podle normálńıho
rozděleńı téměř neměly nastat. Možná úprava je mı́sto Brownova procesu použ́ıt
Lévyho proces. Daľśı možnost́ı je upustit od nezávislosti př́ır̊ustk̊u v Brownově
pohybu a t́ım dostaneme frakčńı Brown̊uv pohyb.

Frakčńı Brown̊uv pohyb

Definice 4.1. Necht’ 0 < α < 1 a {X(t)}t∈T je stochastický proces splňuj́ıćı:

1. X(0) = 0 a s pravděpodobnost́ı 1 je X(t) spojitá funkce

2. pro t ≥ 0, h > 0 plat́ı

P (X(t+ h)−X(t) ≤ x) =
1√

2πhα

x∫
−∞

exp {− u2

2h2α
}du (4.9)

Potom X nazveme frakčńı Brown̊uv pohyb s parametrem α.
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Obrázek 4.1: Denńı fluktuace NASDAQ indexu v obdob́ı od 1. 10. 1985 do 29.
11. 2013. Indexy slouž́ı k diverzifikaci rizika jednotlivých akcíı, či pr̊umyslových
odvětv́ı, ale neeliminuj́ı, tzv. systematické chyby zp̊usobené politickým děńım,
a t́ım pádem dobře reflektuj́ı aktuálńı stav celkové ekonomiky.

Druhá vlastnost ř́ıká, že frakčńı Brown̊uv pohyb má stacionárńı př́ır̊ustky
s normálńım rozděleńım N(0, h2α). Z definice plyne, viz [1]:

E[(X(t+ h)−X(t))(X(t)−X(0))] =
1

2
[(t+ h)2α − t2α − h2α]

Tento výraz je 0 pouze pro α = 1/2, což odpov́ıdá normálńımu Brownovu
pohybu. Pro α > 1/2 je korelace kladná a jedná se o tzv. persistentńı proces,
tzn. proces si zachovává stoupaj́ıćı, či klesaj́ıćı tendenci. Jinými slovy, vysoké
hodnoty jsou následovány zase vysokými hodnotami a naopak, malé hodnoty
z̊ustanou malé po dlouhou dobu. Naproti tomu pro α < 1/2 je korelace záporná
a proces nazýváme anti-persistentńı, tj. stř́ıdaj́ı se stoupaj́ıćı a klesaj́ıćı trendy.
Parametr α nám umožňuje charakterizovat stochastický proces/časovou řadu.

• α > 1/2→ persistentńı proces

• α < 1/2→ anti-persistentńı proces

• α = 1/2→ Náhodná procházka

Dı́ky nenulové korelaci můžeme pomoćı analýzy předchoźıch dat źıskat infor-
mace o budoućım vývoji. Tuto možnost jsme při modelováńı ceny náhodnou
procházkou neměli, protože Brown̊uv pohyb je martingale.
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4.2 Fraktálńı analýza časových řad

Fraktálńı analýza se použ́ıvá k určeńı Hurstova exponentu, podle něhož se
následně charakterizuje dlouhodobá/krátkodobá pamět’ a otázka, jestli se jedná
o persistentńı nebo anti-persistentńı proces.

U časových řad reprezentuje Hurst̊uv exponent H, tzv. škálovaćı exponent,
který nám řekne, jak máme upravit vertikálńı osu při přeškálováńı časové osy,
abychom dostali statisticky stejnou řadu, tj. p̊uvodńı a přeškálovaná řada maj́ı
stejné rozděleńı:

x(t)
d
= a−Hx(at) (4.10)

Pouhým dosazeńım do vzorce 4.9 a provedeńım substituce v integrálu lze
ověřit, že frakčńı Brown̊uv pohyb s parametrem α je statisticky soběpodobný
s Hurstovým exponentem H = α. Z tohoto d̊uvodu se tyto dva exponenty často
zaměňuj́ı. Vztah mezi Hurstovým exponentem a fraktálńı dimenźı grafu je:

D = 2−H

Tento vztah nám ř́ıká, že č́ım menš́ı je Hurst̊uv exponent, t́ım větš́ı plochu
trajektorie procesu pokryje, tj. vyskytuj́ı se větš́ı fluktuace. Tud́ıž v př́ıpadě
finančńıch řad je nižš́ı hodnota Hurstova exponentu spojována s rizikověǰśımi
trhy.

Uvažme, že středńı hodnota časové řady {x(t)}t∈[0,T ] je 0 (pokud ne, tak

bychom od p̊uvodńı řady odečetli pr̊uměr x̄ = 1
T

T∫
0

x(t)dt). Potom můžeme źıskat

Hurst̊uv exponent ze zkoumáńı rozptylu, viz [15]:〈
x2(t)

〉
∼ t2H

V mnoha př́ıpadech nás zaj́ımá, zda se př́ır̊ustky časové řady {xi}Ni=0 nějakým
zp̊usobem ovlivňuj́ı. To nám řekne korelačńı funkce, kterou pro stacionárńı řadu
vypočteme jako:

C(s) =
1

N − s

N−s∑
i=1

4xi4xi+s

Z jej́ıho tvaru následně urč́ıme mı́ru ovlivňováńı, tj. po jakou dobu si řada

”
pamatuje“ předchoźı hodnoty.

• krátkodobá pamět’ - C(s) ∼ exp {− s
tx
}

• dlouhodobá pamět’ - C(s) ∝ s−γ 0 < γ < 1

• nekorelované př́ır̊ustky - C(s) = 0
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Parametr tx určuje charakteristický čas, γ se nazývá korelačńı exponent a je
s Hurstovým exponentem svázán vztahem, viz [15]:

H = 1− γ/2

V mnoha př́ıpadech je třeba korelačńı exponent źıskat jiným zp̊usobem. Jedna
z možnost́ı je zkoumat tzv. “power spektrum” S(f), což je kvadrát absolutńı
hodnoty Fourierovy transformace a naj́ıt parametr β, aby platilo:

S(f) ∼ f−β

Z Wiener Khinchinova teorému, který ř́ıká, že Fourierova transformace ko-
relačńı funkce je rovna “power spektru”, plyne vztah mezi exponenty β, γ a H,
viz [15]:

β = 1− γ = 2H − 1

4.2.1 Metody pro stacionárńı řady

Rescaled range (R/S)

Tuto metodu jako prvńı použil vodńı inženýr Harold Edwin Hurst při stavbě
přehrady na Nilu. Zde pozoroval dlouhodobé korelace výšky hladiny, tzv. long
persistent proces.

Vezmeme zadanou řadu {xi}Ni=1 a odečteme od ńı pr̊uměr x̄ = 1
N

N∑
i=1

, t́ım

dostaneme novou řadu {x̃i = xi − x̄}Ni=1. Tuto novou řadu rozdělme na ne-
překrývaj́ıćı segmenty po s členech. Na každém segmentu spočteme pr̊uměr

〈yνs〉 = 1
s

s∑
i=1

x̃νs+i, ν = 0, . . . , [N/s] = Ns. Následně napoč́ıtáme tzv. profil pro

každý segment:

Yν(j) =

j∑
i=1

(x̃νs+i − 〈yνs〉)

Dále spočteme rozsah a středńı kvadratickou odchylku pro každý segment:

Rν(s) = max
1≤j≤s

Yν(j)− min
1≤j≤s

Yν(j), Sν(s) =

√√√√1

s

s∑
j=1

Y 2
ν (j)

Hledaný Hurst̊uv exponent se urč́ı z chováńı fluktuačńı funkce, tj. fluktuačńı
funkce se napoč́ıtá pro v́ıce velikost́ı s segment̊u a H se odhadne z log-log grafu
pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u.

FRS(s) =
1

Ns

Ns−1∑
ν=0

Rν(s)

Sν(s)
∼ sH
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Fluktuačńı analýza

Stejně jako u R/S metody vytvoř́ıme novou řadu {x̃i}Ni=1. Z této nové řady
spočteme profil:

Y (j) =

j∑
i=1

x̃i, j = 1, . . . , N (4.11)

Časový interval rozděĺıme na [N/s] = Ns segment̊u. Jelikož N nemuśı být
násobek s, zbude na konci řady N − s[N/s] člen̊u. Abychom vzali v úvahu i
tyto členy, vytvoř́ıme daľśıch Ns segment̊u z konce řady. T́ım pádem dostaneme
celkem 2Ns segment̊u a na každém z nich urč́ıme fluktuace tak, že vezmeme
rozd́ıl hodnot Y (j) v krajńıch bodech segmentu.

F 2
FA(ν, s) =

[
Y (νs)− Y ((ν + 1)s)

]2

Pomoćı “power law” pro pr̊uměrnou fluktuaci F se urč́ı Hurst̊uv exponent:

F (s) =

[
1

2Ns

2Ns−1∑
ν=0

F 2
FA(ν, s)

]1/2

∼ sH

Z d̊uvodu přesnosti odhadu Hurstova exponentu je třeba se omezit na škály
s < N/10.

4.2.2 Nestacionárńı řady

Detrended fluctuation analysis

DFA je rozš́ı̌reńım Fluktuačńı analýzy pro nestacionárńı časové řady, kdy se
snaž́ı odstranit trend, který zamezuje použit́ı předchoźıch metod. Slouž́ı k de-
tekci dlouhodobé paměti v časové řadě, tj. určeńı korelačńıho exponentu γ, viz
[17].

Postup je podobný jako u fluktuačńı analýzy. Nejprve se napoč́ıtá profil, viz
vzorec 4.11. Následně se řada rozděĺı na Ns = [N/s] segment̊u délky s. Na
každém segmentu (ν = 0, . . . , 2Ns − 1) se urč́ı polynomiálńı trend ymν,s(j), kde
m je stupeň polynomu. Použitý stupeň polynomu lze vyč́ıst z názvu, např.
DFA0, DFA1 odpov́ıdaj́ı konstantńımu a lineárńımu trendu. Pro každý segment
se vypoč́ıtaný trend odečte od profilu řady, t́ım vznikne nová řada bez trendu:

Ỹν,s(j) = Y (νs + j)− ymν,s(j)

Nyńı se v každém segmentu spočte středńı fluktuace:

F 2
DFA(ν, s) =

1

s

s∑
j=1

Ỹ 2
ν,s(j)
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Dále se postupuje shodně jako u fluktuačńı analýzy, tj. pro v́ıce s se napoč́ıtá
pr̊uměrná fluktuace přes všechny segmenty a z log-log grafu se urč́ı “power law”:

F (s) =

[
1

2Ns

2Ns−1∑
ν=0

F 2
DFA(ν, s)

]1/2

∼ sH

Požadovaný korelačńı exponent lze vyjádřit ze vztahu:

H = 1− γ/2

Pro nekorelovaná data bychom dostali H = 0, 5, což odpov́ıdá náhodné pro-
cházce. Naopak pro dlouhodobou pamět’ v časové řadě plat́ı H > 0, 5.

Standardńı chyba σ při odhadu exponentu H klesá s počtem dostupných dat.
V praxi se pro chyby použ́ıvaj́ı hodnoty:

N = 500 → σ = 0, 1
N = 3000 → σ = 0, 05
N = 10000 → σ = 0, 03

4.2.3 Multifraktály v časových řadách

Dı́ky výkonněǰśı výpočetńı technice a větš́ıch pamět’ových úložǐst́ıch, jsou dnes
dostupná data na menš́ıch škálách, jako jsou minuty, sekundy a dokonce data
po jednotlivých transakćıch. Nab́ıźı se tedy možnost zkoumat finančńı řady na
těchto r̊uzných škálách a hledat mezi nimi nějakou souvislost. Např. náhodná
procházka vykazuje fraktálńı chováńı, tj. jej́ı statistické vlastnosti z̊ustávaj́ı
stejné při změně měř́ıtka, pouze se přeškáluj́ı faktorem 1/2. Naopak skutečná
data mohou mı́t na r̊uzných škálách odlǐsné statistické vlastnosti, tj. r̊uzné
rozděleńı fluktuaćı.

Můžeme se setkat s př́ıpady, kdy vztah 4.10 plat́ı pouze pro určitý rozsah
hodnot a a daľśı hodnoty (škály) jsou charakterizovány jinou hodnotou Hurstova
exponentu H. Pokud máme celý interval Hurstových exponent̊u, pak se jedná
o multifraktálńı systém.

Pokud bychom měli mı́ru µ, která bude měřit velikost fluktuaćı v časové
řadě, tj. volatilitu, potom můžeme definovat tzv. “trading time” jako funkci
normálńıho času t.

T (t) = µ([0, t]) =

t∫
0

dµ

Takto definovaný nový čas se bude vyv́ıjet podle aktuálńı aktivity na trhu.
Např. ráno, kdy se na burze obchoduje mnohem častěji než v době oběda, se
“trading time” prodlouž́ı a naopak kolem poledne se zkrát́ı, protože je burza
méně činná.
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Kapitola 4. Aplikace stochastického počtu a fraktálńı geometrie

Časovou osu si rozděĺıme podle lokálńı dimenze mı́ry µ, tj. na úseky, kde se
µ chová podle “power law“ µ([t, t+ h]) ∼ hγ :

Fγ =

{
t| lim
h→0

logµ[t, t+ h]

log h
= γ

}
Pokud t ∈ Fγ , potom pro varianci př́ır̊ustk̊u stochastického procesu X(t) =
Bα(T (t)), kde Bα je frakčńı Brown̊uv proces s parametrem α, plat́ı, viz [1]:

E[(X(t+ h)−X(t))2] ∼ |h|2γα

Tud́ıž fluktuace procesuX(t) jsou určeny lokálńı dimenźı mı́ry µ. Dále bychom
mohli pomoćı multifraktálńıho spektra určit, nakolik jsou konkrétńı velikosti
fluktuace v časové řadě zastoupeny. To by nám pomohlo v předpovědi finančńı
krize, jež je doprovázena častými nadpr̊uměrnými výkyvy ceny, viz [16].
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