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Úvod

Tato práce se zabývá perspektivní moºností získávání kvantov¥ provázaných foton·
prost°ednictvím sestupné parametrické frekven£ní konverze v soustav¥ nelineárních
vlnovod·. Úsp¥²ná realizace takového procesu (tedy získávání kvantov¥ provázaných
foton·) je nutným p°edpokladem ke konstrukci kvantového po£íta£e zaloºeného na
reprezentaci kvantového bitu fotonem.

Samotný text je rozd¥len do p¥ti kapitol. Nejprve jsou uvedeny základní poznatky
kvantové teorie a zavedeno dále pouºité zna£ení. Stru£n¥ je nastín¥na téº problematika
kvantové informace. Ve druhé kapitole se pak detailn¥ji v¥nujeme vybraným oblastem
kvantové teorie (interak£ní obrazy, systémy nerozli²itelných £ástic a Fock·v prostor),
abychom mohli de�novat koherentní stavy a zárove¬ provést kvantování elektromag-
netického pole. T°etí kapitola obsahuje základní informace o sestupné parametrické
frekven£ní konverzi a v¥nuje se hlavn¥ jejímu kvantovému popisu. V následující kapi-
tole je popsáno ²í°ení elektromagnetického pole v soustav¥ vlnovod· (jak lineárních,
tak nelineárních). Kone£n¥ poslední kapitola je v¥nována samotnému procesu parame-
trické frekven£ní konverze v soustav¥ nelineárních vlnovod· (je uveden matematický
model, ale i jeho experimentální ov¥°ení).
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Kapitola 1

Základy kvantové teorie

1.1 Postuláty kvantové mechaniky

Nejprve uvedeme t°i základní postuláty kvantové mechaniky (voln¥ p°evzaté z [1]).
V klasické mechanice uºíváme k popisu systému kon�gura£ního £i fázového prostoru.
Znalost t¥chto prostor· je pro nás vºdy zásadní, nebo´ v²echny pozorovatelné veli£iny
daného systému de�nujeme jako funkce na t¥chto prostorech. Jako první tedy uvedeme
postulát ur£ující prostor uºívaný k popisu stavu kvantového systému:

Kaºdému izolovanému fyzikálnímu systému je p°i°azen komplexní vek-
torový prostor se skalárním sou£inem, který je v metrice indukované tímto
skalárním sou£inem úplný, tj. je to Hilbert·v prostor. Takový prostor na-
zýváme stavovým prostorem systému a zna£íme jejH. Systém je pak úpln¥
popsán svým stavovým vektorem, který je p°edstavován jednotkovým vek-
torem ve stavovém prostoru.

P°i zna£ení vektor· se p°idrºíme Diracovy braketové notace. Prvky stavového prostoru
(ket-vektory) tedy zna£íme |ψ〉 ∈ H, prvky duálního prostoru, tj. omezené lineární
funkcionály (bra-vektory, ale budeme uºívat téº ozna£ení kovektory) de�nované na
H, zna£íme 〈ψ| ∈ H∗. Rieszovo lemma (viz nap°. [2]) nám pak umoº¬uje jednozna£n¥
ztotoºnit funkcionály s vektory. Ke kaºdému funkcionálu 〈ψ| ∈ H∗ totiº existuje
vektor |ψ〉 ∈ H takový, ºe pro libovolný vektor |φ〉 ∈ H platí 〈ψ| (|φ〉) = (|ψ〉 , |φ〉),
kde (., .) zna£í skalární sou£in. Naopak také kaºdému vektoru |ψ〉 ∈ Hm·ºeme p°i°adit
kovektor 〈ψ| ∈ H∗ takový, ºe platí (|ψ〉 , |φ〉) = 〈ψ| (|φ〉) pro libovolný vektor |φ〉 ∈ H.
To nám umoº¬uje zapsat skalární sou£in vektor· |ψ〉 , |φ〉 ∈ H v jednoduchém tvaru
(|ψ〉 , |φ〉) = 〈ψ |φ〉. P·sobení lineárního operátoru Â na vektor |ψ〉 ∈ H zna£íme
Â(|ψ〉) = Â |ψ〉, operátor sdruºený k Â pak zna£íme Â†.1 Pro zjednodu²ení zápisu

pak klademe (|ψ〉 , Â |φ〉) = (Â† |ψ〉 , |φ〉 =
〈
ψ
∣∣∣ Â ∣∣∣φ〉.

Stavový vektor není danému stavu p°i°azen jednozna£n¥. Stav |ψ〉 a jeho nenulový
násobek C |ψ〉 , C ∈ C odpovídají témuº stavu. Konvence o uºívání jednotkových
vektor· sice zuºuje t°ídu t¥ch vektor·, které m·ºeme k popisu systému pouºít, ale
stále jednomu stavu systému m·ºeme p°i°adit nekone£n¥ mnoho stavových vektor·
li²ících se nyní pouze svou globální fází (tj. stavy |ψ〉 a eiϕ |ψ〉, kde ϕ ∈ R, jsou ekviva-
lentní). Nicmén¥ toto není ani smyslem konvence � uºívání jednotkových vektor· v²ak
podstatn¥ zjednodu²uje n¥které vztahy a téº usnad¬uje jejich fyzikální interpretaci.

1Tj. Â, Â† spl¬ují pro v²echny vektory |ψ〉 , |φ〉 ∈ H rovnost (|ψ〉 , Â |φ〉) = (Â† |ψ〉 , |φ〉).
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KAPITOLA 1. ZÁKLADY KVANTOVÉ TEORIE 9

Jako dal²í uvedeme postulát ur£ující £asový vývoj systému:

�asový vývoj uzav°eného kvantového systému je popsán unitární trans-
formací. Pro libovolné dva vektory |ψ(t1)〉 , |ψ(t2)〉 popisující stav systému
v £ase t1, resp. t2 tedy existuje unitární operátor Û závisející pouze na £a-
sech t1 a t2 takový, ºe

|ψ(t2)〉 = Û |ψ(t1)〉 . (1.1)

Tento postulát obsahuje poºadavek uzav°enosti systému. Reálné fyzikální systémy
ale vºdy n¥jakým zp·sobem interagují se svým okolím. Existují v²ak systémy, které
mohou být v dostate£né mí°e povaºovány za uzav°ené a pro n¥º unitární vývoj p°ed-
stavuje uspokojivé p°iblíºení vývoje skute£ného. Navíc lze (p°inejmen²ím principiáln¥)
popsat kaºdý otev°ený systém jako £ást v¥t²ího uzav°eného systému (v krajním p°í-
pad¥ Vesmíru jako celku), který se jiº unitární evolucí skute£n¥ vyvíjí.

Uvedený postulát nám nic ne°íká o tom, jak tento unitární operátor získáme (stejn¥
tak jako nám první postulát ne°íká, který stavový vektor máme systému p°i°adit).
Postulát lze v²ak ekvivalentn¥ p°eformulovat následovn¥:

�asový vývoj stavu uzav°eného kvantového systému je popsán Schrö-
dingerovou rovnicí

i~
∂ |ψ(t)〉
∂t

= Ĥ |ψ(t)〉 , (1.2)

kde ~ je redukovaná Planckova konstanta a Ĥ je hermitovský operátor
nazývaný hamiltonián uzav°eného systému.

Operátor Ĥ má jiº na rozdíl od operátoru Û fyzikální význam a odpovídá operátoru
energie. Z tohoto d·vodu je v této rovnici uvedena i konstanta ~, nebo´ z matema-
tického hlediska by bylo výhodn¥j²í ji zahrnout do de�nice Hamiltonova operátoru
Ĥ.

Vztah mezi unitárním operátorem Û a hamiltoniánem Ĥ pak jiº nalezneme snadno.
Ze Schrödingerovy rovnice (a poºadavku na zachování jednotkové normy operátoru)
ur£íme stav systému v £ase t2 jako

|ψ(t2)〉 = exp

[
1

i~
Ĥ(t2 − t1)

]
|ψ(t1)〉 = Û(t1, t2) |ψ(t1)〉 , (1.3)

kde exp
[
Â
]
je exponenciální funkce2 operátoru Â, a de�nujeme tedy

Û(t1, t2) = exp

[
1

i~
Ĥ(t2 − t1)

]
. (1.4)

Unitarita takto de�novaného operátoru se pak ov¥°í ze vztahu exp
[
Â
]

exp
[
B̂
]

=

exp
[
Â+ B̂

]
pro komutující hermitovské operátory Â a B̂

Û(t1, t2)Û†(t1, t2) = exp

[
1

i~
Ĥ(t2 − t1)

]
exp

[
1

i~
Ĥ†(t2 − t1)

]
= exp [0] = Î , (1.5)

kde jsme vyuºili toho, ºe Ĥ je hermitovský operátor a argumenty exponenciálních
funkcí tak z°ejm¥ komutují.

Nakonec uvedeme postulát, který vyuºijeme p°i studiu sloºených systém·:
2Exponenciální funkci omezeného lineárního operátoru Â de�nujeme ve form¥ mocninné °ady

exp
[
Â
]
=
∑+∞

k=0
1
k!
Âk a klademe Â0 = Î, kde Î zna£í identický operátor.
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Stavový prostor H fyzikálního systému sloºeného z n podsystém· s
p°íslu²nými stavovými prostory Hi je tenzorovým sou£inem t¥chto stavo-
vých prostor·, tj. H = H1 ⊗ ... ⊗ Hn. Je-li i-tý podsystém popsán sta-
vovým vektorem |ψi〉, potom lze celému systému p°i°adit stavový vektor
|ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ ...⊗ |ψn〉.

Dále budeme p°i zna£ení stavových vektor· pro jednoduchost vynechávat znak tenzo-
rového sou£inu, tj. klademe |ψ〉 = |ψ1〉⊗|ψ2〉⊗...⊗|ψn〉 = |ψ1〉 |ψ2〉 ... |ψn〉. Na prostoru
H de�nujeme lineární operátory jako tenzorový sou£in lineárních operátor· de�nova-
ných na jednotlivých podprostorech. P·sobí-li tedy operátor Âi v n¥kterém z podpro-
stor·Hi, lze na prostoruH de�novat nap°íklad operátor Â = Î⊗...⊗Î⊗Âi⊗Î⊗...⊗Î,
který p·sobí netriviáln¥ pouze v tomto podprostoru, tj.

Â |ψ1〉 ... |ψi−1〉 |ψi〉 |ψi+1〉 ... |ψn〉 = |ψ1〉 ... |ψi−1〉 Âi |ψi〉 |ψi+1〉 ... |ψn〉 . (1.6)

1.2 Pozorovatelné veli£iny, kvantová m¥°ení

V klasické mechanice odpovídá pozorovatelné veli£in¥ reálná funkce de�novaná na
p°íslu²ném kon�gura£ním £i fázovém prostoru. V kvantové mechanice je pak kaºdá
pozorovatelná veli£ina matematicky vyjád°ena lineárním operátorem na stavovém pro-
storu. Moºné výsledky m¥°ení pak odpovídají £ísl·m ze spektra p°íslu²ného operátoru
(spektrum operátoru je popsáno v [3], detailn¥ji pak v [2]). Je tedy rozumné omezit
mnoºinu t¥chto lineárních operátor· pouze na operátory hermitovské, nebo´ jejich
spektrum je vºdy podmnoºinou reálných £ísel.

Má-li operátor Â £ist¥ bodové spektrum a jsou-li ai jeho vlastní hodnoty s p°íslu²-
nými vlastními vektory

∣∣aij〉 (index j zna£í p°ípadnou degeneraci vlastní hodnoty),
tj. Â

∣∣aij〉 = ai
∣∣aij〉 , lze takový operátor zapsat pomocí projektor·

∣∣aij〉 〈aij ∣∣ na
p°íslu²né vlastní podprostory ve form¥ tzv. spektrálního rozkladu

Â =
∑
i,j

ai
∣∣aij〉 〈aij ∣∣ . (1.7)

Vektory aij pak navíc spl¬ují relaci ortonormality〈
aij
∣∣ akl〉 = δikδjl (1.8)

a relaci úplnosti ∑
i,j

∣∣aij〉 〈aij ∣∣ = Î , (1.9)

tedy {
∣∣aij〉} je ortonormální bází stavového prostoru.

P°edpokládejme tedy, ºe máme systém popsaný stavovým vektorem |ψ〉 a chceme
v¥d¥t, jaké hodnoty pozorovatelné veli£iny A nam¥°íme. Kvantová teorie nám obecn¥
neposkytuje deterministickou odpov¥¤ na tuto otázku (na rozdíl od klasické mecha-
niky), její p°edpov¥di mají pouze pravd¥podobnostní charakter. M·ºeme ur£it nap°í-
klad st°ední hodnotu veli£iny A p°i stavu |ψ〉

〈A〉ψ =
〈
ψ
∣∣∣ Â ∣∣∣ψ〉 . (1.10)

Výrazy tvaru
〈
φ
∣∣∣ Â ∣∣∣ψ〉 , kde |φ〉 , |ψ〉 ∈ H jsou zcela libovolné stavové vektory a Â

je libovolný operátor p·sobící na H, pak nazveme maticovými elementy operátoru Â
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(v p°ípad¥ kone£n¥ rozm¥rného stavového prostoru a za p°edpokladu, ºe |φ〉 , |ψ〉 jsou
prvky libovolné báze H, tyto elementy skute£n¥ p°edstavují prvky matice operátoru
Â vyjád°ené v p°íslu²né bázi).

Podobn¥ jako ve statistické fyzice ur£íme st°ední kvadratickou odchylku pozoro-
vatelné veli£iny A jako

∆ψ(A) =

√〈
A2 − 〈A〉2ψ

〉
ψ
. (1.11)

Lze-li na operátor Â pouºít spektrální rozklad (1.7), pak pravd¥podobnost nam¥-
°ení hodnoty ai p°i stavu |ψ〉 je dána vztahem

PA=ai =
∑
j

|
〈
aij
∣∣ψ〉 |2, (1.12)

v p°ípad¥, ºe ai je nedegenerovaná hodnota, se pak tento vztah zjednodu²í na

PA=ai = | 〈ai |ψ〉 |2. (1.13)

Tato pravd¥podobnost se nazývá pravd¥podobností p°echodu ze stavu |ψ〉 do stavu
|ai〉 a lze ji zna£it téº Pψ→ai . V p°ípad¥ degenerované vlastní hodnoty ai pak pravd¥po-
dobnost PA=ai chápeme jako sou£et jednotlivých pravd¥podobností p°echodu Pψ→aij
ze stavu |ψ〉 do stavu

∣∣aij〉. �ísla 〈aij ∣∣ψ〉 nazýváme amplitudami pravd¥podobnosti
p°echodu ze stavu |ψ〉 do stavu

∣∣aij〉.
Kvantové m¥°ení má v·bec velice zvlá²tní postavení v rámci kvantové mechaniky.

V klasické mechanice jsme (op¥t alespo¬ v principu) schopni pln¥ ur£it stav systému
souborem sou£asných (nebo alespo¬ v krátkém £asovém intervalu uskute£n¥ných)
m¥°ení. V kvantové mechanice v²ak m¥°ení provedená na zkoumaném systému mohou
stav systému zm¥nit. M·ºeme tak narazit na situaci, kdy výsledky m¥°ení jednotlivých
pozorovatelných veli£in budou ovlivn¥ny po°adím, v n¥mº jsme jednotlivá m¥°ení
provád¥li.

Tato skute£nost je zp·sobena tzv. kolapsem vlnové funkce (téº redukce stavu).
P°edpokládejme, ºe máme systém popsaný stavovým vektorem |ψ〉 a chceme na n¥m
provést m¥°ení veli£iny A, pro jejíº operátor Â existuje spektrální rozklad (1.7).
Obdrºíme-li p°i m¥°ení hodnotu ai, potom stav systému po m¥°ení je popsán vek-
torem

P̂ai |ψ〉 =

∑
j

∣∣aij〉 〈aij ∣∣
 |ψ〉 =

∑
j

〈
aij
∣∣ψ〉 ∣∣aij〉 , (1.14)

který samoz°ejm¥ je²t¥ normujeme. Operátor

P̂ai =
∑
j

∣∣aij〉 〈aij ∣∣ (1.15)

pak odpovídá projekci do vlastního podprostoru p°íslu²ejícího vlastní hodnot¥ ai.
Uºitím pravd¥podobností p°echodu zjistíme, ºe po takovém m¥°ení nám jiº kaºdé
následné m¥°ení téºe veli£iny neposkytne ºádné nové informace o systému, nebo´
s jistotou (samoz°ejm¥ za p°edpokladu, ºe systém se nevyvíjí) jiº vºdy nam¥°íme
hodnotu ai.

Omezíme-li se nyní na operátory, které lze sou£asn¥ diagonalizovat ve stejné orto-
normální bázi (tj. v této bázi lze operátory vyjád°it ve tvaru (1.7)), nebude jiº záleºet
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na po°adí ve kterém m¥°ení provádíme.3 Tato podmínka je spln¥na v p°ípad¥, ºe tyto
operátory komutují (viz tvrzení 2.2 v [1]). Zavedeme-li komutátor operátor· Â, B̂

p°edpisem
[
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â, pak je tato podmínka ekvivalentní s[

Â, B̂
]

= 0. (1.16)

Pozorovatelné veli£iny A, B pak nazýváme kompatibilními. Soubor vzájemn¥ kompa-
tibilních veli£in {Ai} nazveme úplnou mnoºinou pozorovatelných, jestliºe nam¥°ením
hodnot v²ech t¥chto veli£in je úpln¥ ur£en stav systému.

1.3 �isté a smí²ené stavy

Stavy, kterými jsme se dosud zabývali jsme mohli popsat vektorem Hilbertova pro-
storu. Takové stavy nazýváme £istými stavy. P°edstavme si ov²em, ºe p°i p°íprav¥
stavu4 hraje roli n¥jaký náhodný proces a my nejsme schopni p°esn¥ ur£it v jakém
stavu se systém práv¥ nalézá. P°edpokládejme, ºe známe pouze pravd¥podobnosti, se
kterými se systém v daných stavech nalézá. Nech´ je tedy systém s pravd¥podobností
pi ve stavu |ψi〉 a nech´ platí

∑
i pi = 1.Hovo°íme pak o smí²eném stavu (interpretu-

jeme ho jako statistický soubor £istých stav·) a de�nujeme tzv. operátor (téº matici)
hustoty

ρ̂ =
∑
i

pi |ψi〉 〈ψi| . (1.17)

Smí²ený stav tak jiº není popsán stavovým vektorem, ale práv¥ operátorem hustoty.
Tímto operátorem lze také popsat kaºdý £istý stav.

Pro operátor hustoty nyní odvodíme n¥které d·leºité vztahy. P°edn¥ z podmínky∑
i pi = 1 plyne pro jeho stopu5

Trρ̂ =
∑
j

〈φj | ρ̂ |φj〉 =
∑
j

〈
φj

∣∣∣∣∣
(∑

i

pi |ψi〉 〈ψi|

)∣∣∣∣∣φj
〉

=
∑
i

pi
∑
j

| 〈ψi |φj〉 |2 =
∑
i

pi = 1, (1.18)

3P°edpokládejme, ºe Â a B̂ jsou operátory odpovídající veli£inám A a B a ºe existuje orto-
normální báze {|ai, bj〉}, v níº lze tyto operátory vyjád°it ve form¥ spektrálního rozkladu Â =∑

i,j ai |ai, bj〉 〈ai, bj | , B̂ =
∑

i,j bj |ai, bj〉 〈ai, bj |. Provedeme-li pak m¥°ení pozorovatelné A na
stavu |ψ〉 a obdrºíme-li hodnotu ai, je stav po m¥°ení popsán vektorem

∑
j ai 〈ai, bj |ψ〉 |ai, bj〉 (sa-

moz°ejm¥ je²t¥ normovaným k jedné). Po m¥°ení veli£iny B s výsledkem bj je potom systém popsán
vektorem |ai, bj〉 a z°ejm¥ tedy jiº kaºdé m¥°ení A dá výsledek ai. Provedeme-li navíc jako první m¥-
°ení pozorovatelné B a obdrºíme-li stejné výsledky bj , ai jako p°i uºití prvého postupu, je výsledný
stav systému v obou p°ípadech stejný.

4P°ípravou stavu rozumíme kompletn¥ ur£enou experimentální proceduru, po jejíº realizaci obdr-
ºíme poºadovaný stav (viz [5]). Jako p°íklad pak m·ºeme uvést pouºití tzv. �ltru. Jedná se o za°ízení,
kterým necháme systém projít. Filtr provede na systému m¥°ení úplné mnoºiny pozorovatelných a
dle jeho výsledku bu¤ systém �ltrem projde, nebo je odclon¥n. V p°ípad¥, ºe �ltr nechá projít pouze
jediný moºný výsledek t¥chto m¥°ení, nazveme jej �ltrem s ideální rozli²ovací schopností (podrob-
n¥ji v [4]). Náhodnost p°ípravy pak m·ºeme reprezentovat �ltrem s kone£nou rozli²ovací schopností
(nechává projít více výsledk· m¥°ení).

5Pojem stopa operátoru splývá na prostorech kone£né dimenze s pojmem stopy p°íslu²né matice
tohoto operátoru, tj. sou£tem prvk· této matice leºících na hlavní diagonále. Lze ukázat, ºe hodnota
stopy je nezávislá na volb¥ báze, v níº je matice operátoru vyjád°ena. Pro nekone£n¥ dimenzionální
prostory H, které jsou nicmén¥ separabilní, zobec¬ujeme pojem stopy operátoru Â p°edpisem TrÂ =∑

i

〈
ψi

∣∣∣ Â ∣∣∣ψi

〉
, kde {|ψi〉} je ortonormální bází prostoru H.
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kde {|φj〉} je ortonormální báze H a
∑
j | 〈ψi |φj〉 |2 je dle Parsevalovy rovnosti (viz

[2]) £tverec normy vektoru |ψi〉, která je rovna jedné. Snadno se téº ukáºe, ºe matice
hustoty je pozitivním operátorem.6 Naopak podmínka pozitivnosti a jednotkové stopy
znamená (viz tvrzení 2.5 v [1]), ºe daný operátor je maticí hustoty (tj. existují £ísla
pi ∈ R a vektory |ψi〉 ∈ H takové, ºe operátor lze zapsat ve tvaru (1.17)).

Dále ur£íme pravd¥podobnost realizace výsledku ai p°i m¥°ení pozorovatelné A.
Nech´ tedy pro p°íslu²ný operátor Â platí vztah (1.7) a stav systému nech´ je popsán
maticí hustoty ρ̂ =

∑
k pk |ψk〉 〈ψk|. Potom je tato pravd¥podobnost dána vztahem

PA=ai =
∑
k

pk
∑
j

|
〈
aij
∣∣ψk〉 |2 =

∑
k

pk
∑
j

〈
aij
∣∣ψk〉 〈ψk ∣∣ aij〉 . (1.19)

Budeme-li nyní £íslo PA=ai pokládat za stopu £tvercové matice prvého °ádu, ob-
drºíme díky invarianci stopy v·£i cyklické zám¥n¥ argument· vztah

PA=ai = Tr

∑
k

pk
∑
j

|ψk〉 〈ψk|
∣∣aij〉 〈aij ∣∣

 = Tr
(
ρ̂P̂ai

)
= Tr

(
P̂ai ρ̂

)
, (1.20)

kde projektor P̂ai je de�nován vztahem (1.15). Práv¥ díky tomu, ºe P̂ai je projektorem
(tedy jedná se o hermitovský operátor, který navíc spl¬uje P̂2

ai = P̂ai), lze tento vztah
dále upravit následovn¥

PA=ai = Tr
(
P̂2
ai ρ̂
)

= Tr
(
P̂ai ρ̂P̂ai

)
(1.21)

Ur£íme je²t¥, jak se s £asem matice hustoty vyvíjí. Vyjdeme-li z existence unitár-
ního evolu£ního operátoru Û , potom

ρ̂(t2) =
∑
i

pi |ψi(t2)〉 〈ψi(t2)| =
∑
i

piÛ |ψi(t1)〉 〈ψi(t1)| Û† = Û ρ̂(t1)Û†. (1.22)

Zderivujeme-li tento vztah, obdrºíme pohybové rovnice pro matici hustoty (jedná se
o kvantovou obdobu Liouvilleova teorému)

∂ρ̂(t)

∂t
=

∂Û

∂t
ρ̂(t1)Û† + Û ρ̂(t1)

∂Û†

∂t

=
1

i~

(
ĤÛ ρ̂(t1)Û† − Û ρ̂(t1)Û†Ĥ

)
=

1

i~

[
Ĥ, ρ̂(t)

]
, (1.23)

kde jsme navíc vyuºili pohybovou rovnici evolu£ního operátoru získanou derivací rov-
nice (1.1) a jejím dosazením do (1.2)

∂Û(t1, t)

∂t
=

1

i~
ĤÛ(t1, t). (1.24)

Jak jsme jiº podotkli, £istý stav lze povaºovat za speciální p°ípad stavu smí²eného
odpovídajícího maximální znalosti daného systému. Pro matici hustoty platí (viz [4]),
ºe systém se nachází v £istém stavu práv¥ tehdy, kdyº

Trρ̂2 = 1, (1.25)

6�ekneme, ºe hermitovský operátor Â : H → H je pozitivní, pokud pro libovolný vektor |φ〉 ∈ H
platí

〈
φ
∣∣∣ Â ∣∣∣φ〉 ≥ 0.
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v obecném p°ípad¥ platí Trρ̂2 ≤ 1. Získáváme tak jednoduché kritérium pro ur£ení,
zda matice hustoty popisuje stav £istý, nebo smí²ený.

Ve shod¥ s práv¥ zji²t¥nými vlastnostmi operátoru hustoty m·ºeme pro jeho po-
uºití p°eformulovat postuláty uvedené v paragrafu 1.1:

Kaºdému izolovanému fyzikálnímu systému je p°i°azen komplexní vek-
torový prostor se skalárním sou£inem, který je v metrice indukované tímto
skalárním sou£inem úplný, tj. je to Hilbert·v prostor. Takový prostor na-
zýváme stavovým prostorem systému a zna£íme H. Systém je pak úpln¥
popsán operátorem hustoty ρ̂ p·sobícím na tomto prostoru. Operátor hus-
toty je pozitivním operátorem a má stopu rovnou jedné. Je-li systém ve
stavu ρ̂i s pravd¥podobností pi, potom má operátor hustoty systému tvar
ρ̂ =

∑
i piρ̂i.

�asový vývoj uzav°eného kvantového systému je popsán unitární trans-
formací. Pro libovolné dva stavy ρ̂(t1), ρ̂(t2) popisující stav systému v £ase
t1, resp. t2 tedy existuje unitární operátor Û závisející pouze na £asech t1
a t2 takový, ºe

ρ̂(t2)=Û ρ̂(t1)Û†. (1.26)

Stavový prostor H fyzikálního systému sloºeného z n podsystém· s
p°íslu²nými stavovými prostory Hi je tenzorovým sou£inem t¥chto sta-
vových prostor·, tj. H = H1 ⊗ H2 ⊗ ... ⊗ Hn. Je-li i-tý podsystém po-
psán operátorem hustoty ρ̂i, lze celému systému p°i°adit operátor hustoty
ρ̂ = ρ̂1 ⊗ ρ̂2 ⊗ ...⊗ ρ̂n.

V souvislosti s posledním postulátem je²t¥ uvedeme, ºe operátor ρ̂ = ρ̂1⊗ ρ̂2⊗ ...⊗ ρ̂n
má skute£n¥ vlastnosti operátoru hustoty, tj. je pozitivní a má stopu rovnou jedné.

1.4 Kvantové provázání, redukovaná matice hustoty

Zajímavým d·sledkem postulátu ur£ujícího stavový prostor sloºeného systému jako
tenzorový sou£in stavových prostor· a d·sledkem linearity tohoto prostoru je jev
zvaný kvantové provázání (téº entanglement). N¥které stavy nelze zapsat jako ten-
zorový sou£in stav· jednotlivých podsystém·. Nejlépe tento problém ilustrujeme
v p°ípad¥ dvousloºkového systému, kde kaºdému z podsystém· p°íslu²í dvourozm¥rný
stavový prostor. Bu¤ {|ψ1〉 , |ψ2〉} ortonormální bází stavového prostoru H1 prvního
podsystému a podobn¥ {|φ1〉 , |φ2〉} ortonormální bází stavového prostoru H2 druhého
podsystému. Potom soubor {|ψ1〉 |φ1〉 , |ψ1〉 |φ2〉 , |ψ2〉 |φ1〉 , |ψ2〉 |φ2〉} je ortonormální
bází stavového prostoru celého systému H=H1 ⊗ H2. Uvaºujme nyní tento systém
v £istém stavu

|Φ〉 =
1√
2

(|ψ1〉 |φ1〉+ |ψ2〉 |φ2〉) . (1.27)

Lze snadno ukázat, ºe neexistuje zápis tohoto stavu ve form¥ tenzorového sou-
£inu £istých stav· prvního a druhého podsystému. Zapí²eme-li stavové vektory |ψ〉 =
α1 |ψ1〉+ α2 |ψ2〉 ∈ H1 a |φ〉 = β1 |φ1〉+ β2 |φ2〉 ∈ H2 ve zvolených bázích jako sloup-
cové vektory

|ψ〉 =

(
α1

α2

)
, |φ〉 =

(
β1

β2

)
, (1.28)
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potom m·ºeme jejich tenzorový sou£in zapsat ve tvaru

|Ψ〉 =

(
α1

α2

)
⊗
(
β1

β2

)
=


α1β1

α1β2

α2β1

α2β2

 . (1.29)

K tomu, aby existoval rozklad zmi¬ovaného vektoru |Φ〉 ve form¥ tenzorového sou£inu
(1.29), by pak muselo platit

α1β1 =
1√
2
, α1β2 = 0, α2β1 = 0, α2β2 =

1√
2
. (1.30)

Tato soustava rovnic v²ak z°ejm¥ nemá °e²ení. Vidíme tedy, ºe stav |Φ〉 skute£n¥
nelze zapsat jako tenzorový sou£in dvou vektor· a jedná se tak o p°íklad kvantového
provázání.

Jak jsme jiº podotkli, vektor |Φ〉 popisuje £istý stav. Tato skute£nost nám v²ak
ne°íká nic o tom, v jakém stavu se nachází jednotlivé podsystémy (samoz°ejm¥ by
bylo logické t¥mto podsystém·m p°i°adit stavy vyskytující se v tenzorovém rozkladu,
pokud by ov²em existoval). Je tedy otázkou, jaký stav m·ºeme p°i°adit t¥mto podsys-
tém·m. Za tímto ú£elem zavádíme tzv. redukovanou matici hustoty (viz nap°. [1, 5]).
Nech´ |Ψ〉 ∈ H = H1 ⊗H2 je vektor popisující £istý stav systému sloºeného ze dvou
podsystém·. Potom stav i-tého podsystému popisujeme pomocí parciální stopy7 ma-
tice hustoty celého systému ρ̂ p°es zbytek systému.

Uvedený postup ilustrujeme na vektoru |Φ〉 popisujícím £istý stav � zapí²eme tedy
stav prvého podsystému ve form¥ redukované matice hustoty

ρ̂1 = Tr2 |Φ〉 〈Φ| = 〈φ1 |Φ〉 〈Φ |φ1〉+ 〈φ2 |Φ〉 〈Φ |φ2〉 =
1

2
(|ψ1〉 〈ψ1|+ |ψ2〉 〈ψ2|) .

(1.31)
Vidíme, ºe prvému podsystému jsme p°i°adili smí²ený stav £istých stav· |ψ1〉 a |ψ2〉
se stejnou pravd¥podobností výskytu.

Tímto uzavíráme úvodní £ást o formalismu kvantové teorie a v následujícím para-
grafu se ve stru£nosti pokusíme de�nované pojmy demonstrovat v oblasti kvantového
po£ítání.

1.5 Kvantové po£ítání

V klasické teorii informace je nejmen²í jednotkou informace bit, reprezentovaný sta-
vem 0, nebo 1. V kvantové teorii je jeho obdobou qubit (z angl. quantum bit). Jedná
se o superpozici ortonormálních vektor· |0〉 a |1〉

|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 , (1.32)

7Nech´ |ψ1〉 , |ψ2〉 ∈ H1 a |φ1〉 , |φ2〉 ∈ H2. Potom |ψ1〉 〈ψ2| ⊗ |φ1〉 〈φ2| je lineárním operátorem
na H1 ⊗ H2. P°edpisem Tr2 (|ψ1〉 〈ψ2| ⊗ |φ1〉 〈φ2|) = |ψ1〉 〈ψ2|Tr (|φ1〉 〈φ2|) de�nujeme parciální
stopu operátoru |ψ1〉 〈ψ2| ⊗ |φ1〉 〈φ2| p°es prostor H2. Operace stopy za rovnítkem jiº odpovídá
klasické stop¥. Výsledkem této operace je lineární operátor de�novaný na prostoru H1. Podobn¥
Tr1 (|ψ1〉 〈ψ2| ⊗ |φ1〉 〈φ2|) = Tr (|ψ1〉 〈ψ2|) |φ1〉 〈φ2| odpovídá parciální stop¥ operátoru |ψ1〉 〈ψ2| ⊗
|φ1〉 〈φ2| p°es prostor H1.
De�nici roz²í°íme na v²echny lineární operátory de�nované na H1 ⊗H2 (tj. i pro operátory, které

nejsou tvaru |ψ1〉 〈ψ2| ⊗ |φ1〉 〈φ2|) poºadavkem linearity operátoru parciální stopy.
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kde a, b ∈ C. Tento stav je (v souladu s uvedenými postuláty) je²t¥ navíc normován,
tj. |α|2 + |β|2 = 1. P°i m¥°ení na takovém stavu pak m·ºeme obdrºet stejn¥ jako u
klasického bitu bu¤ hodnotu 0 (s p°íslu²ným vlastním vektorem |0〉), nebo hodnotu 1
(s vlastním vektorem |1〉). �ísla α, β pak odpovídají amplitudám pravd¥podobnosti
� p°i m¥°ení tedy obdrºíme výsledek 0 s pravd¥podobností |α|2 a podobn¥ výsledek 1
s pravd¥podobností |β|2. Qubit budeme téº zapisovat ve form¥ sloupcového vektoru
� v uvedené bázi {|0〉 , |1〉} odpovídá vektoru |ψ〉 zápis

|ψ〉 =

(
α
β

)
. (1.33)

Protoºe platí normovací podmínka |α|2 + |β|2 = 1, m·ºeme p°epsat vektor |ψ〉 do
tvaru

|ψ〉 = eiγ

(
cos

ϑ

2
|0〉+ eiϕ sin

ϑ

2
|1〉
)
, (1.34)

kde γ, ϕ, ϑ ∈ R. Jak jsme v²ak jiº podotkli, vektory li²ící se pouze svou globální fází
popisují stejný stav. Proto m·ºeme psát

|ψ〉 = cos
ϑ

2
|0〉+ eiϕ sin

ϑ

2
|1〉 . (1.35)

Kaºdému stavu qubitu tak m·ºeme p°i°adit bod na tzv. Blochov¥ sfé°e (viz obrázek
1.1). Jedná se o jednotkovou trojrozm¥rnou sféru (ve smyslu jejího vno°ení do R3), kde
£íslo ϑ odpovídá polárnímu úhlu a ϕ odpovídá úhlu azimutálnímu. Na severním pólu
(tj. pro ϑ=0 ) je znázorn¥n stav |0〉, na jiºním pólu (ϑ=π) pak stav |1〉. Zbylé body na
sfé°e jednozna£n¥ odpovídají v²em ostatním realizovatelným lineárním kombinacím
t¥chto stav·.

Stejn¥ tak jako se jednotlivé klasické bity sdruºují do bitových registr·, de�nujeme
i pro qubity tzv. kvantový registr. Jedná se o jiº zmi¬ovaný tenzorový sou£in qubit·.
Pro zjednodu²ení zna£ení de�nujeme |i〉 |j〉 = |ij〉, tedy nap°íklad |0〉 |1〉 = |01〉. Uva-
ºujme pro ilustraci systém tvo°ený dv¥ma qubity. Stavový prostor takového systému
je generován bází {|00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉} a libovolný stav dvou qubit· lze vyjád°it ve
tvaru

|ψ〉 = α00 |00〉+ α01 |01〉+ α10 |10〉+ α11 |11〉 , (1.36)

kde £ísla α00, α01, α10, α11 ∈ C op¥t odpovídají amplitudám pravd¥podobnosti. V takto
zvolené bázi navíc m·ºeme tento stav jednodu²e popsat jako sloupcový vektor

|ψ〉 =


α00

α01

α10

α11

 . (1.37)

K manipulaci s qubity pak vyuºíváme tzv. kvantových hradel. Matematicky je de-
�nujeme jako unitární operátory na stavovém prostoru. V p°ípad¥ jediného klasického
bitu je jediným netriviálním hradlem hradlo negace, zna£ené NOT £i X. Jeho akcí je
zm¥na stavu 0 na stav 1 a naopak. Kvantová obdoba tohoto hradla p·sobí stejn¥ na
bazické vektory � stav |0〉 tedy zam¥ní za |1〉 a naopak ze stavu |1〉 vytvo°í stav |0〉.
Maticov¥ lze tento operátor zapsat jako

X =

(
0 1
1 0

)
. (1.38)
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Obrázek 1.1: Blochova sféra, p°evzato z [6]

Na rozdíl od klasického bitu existuje v p°ípad¥ jediného qubitu je²t¥ celá °ada
netriviálních kvantových hradel � my uvedeme pouze dv¥ dal²í. První z nich m¥ní
znaménko u druhého bazického vektoru a zna£í se Z. Jeho akce na qubit |ψ〉 vypadá
následovn¥

Z |ψ〉 =

(
1 0
0 −1

)(
α
β

)
=

(
α
−β

)
. (1.39)

Druhé se nazývá Hadamardovo hradlo a zna£í se H. P·sobí tak, ºe bazické stavy
superponuje, a to následovn¥

H |ψ〉 =
1√
2

(
1 1
1 −1

)(
α
β

)
=

1√
2

(
α+ β
α− β

)
. (1.40)

Navíc platí H2 = I.
Analogicky jako v p°ípad¥ jediného qubitu bychom pak mohli de�novat kvantová

hradla i pro kvantový registr. Uvedeme zde pouze jediný p°íklad, a to tzv. CNOT
hradlo (název je zkratkou angl. slov controlled NOT ) p·sobící na dva qubity. Jeho
princip je takový, ºe první qubit slouºí pouze jako °ídící a z·stává nezm¥n¥n. V zá-
vislosti na jeho hodnot¥ se pak na druhém qubitu provede, nebo neprovede zám¥na
bazických vektor·. Jeho akce je ur£ena p°edpisem

CNOT


α00

α01

α10

α11

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0




α00

α01

α10

α11

 =


α00

α01

α11

α10

 . (1.41)

P°íkladem pouºití CNOT hradla je p°íprava tzv. Bellových stav·. Vstupní stav
systému odpovídá n¥kterému z bazických vektor· |00〉 , |01〉 , |10〉 £i |11〉. Na první
qubit zap·sobíme Hadamardovým hradlem a vzniklý stav pak necháme projít CNOT
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Vstupní stav Výstupní stav
|00〉 1√

2
(|00〉+ |11〉)

|01〉 1√
2

(|01〉+ |10〉)
|10〉 1√

2
(|00〉 − |11〉)

|11〉 1√
2

(|01〉 − |10〉)

Tabulka 1.1: P°íprava Bellových stav· pomocí Hadamardova hradla a hradla CNOT .

hradlem. Výsledné stavy jiº odpovídají Bellovým stav·m a jejich tvary jsou uvedeny
v tabulce 1.1. V²imn¥me si, ºe tyto stavy jsou kvantov¥ provázané. Vyuºívají se v °ad¥
zajímavých protokol·, které není moºno realizovat klasicky. Mezi základní aplikace
pat°í nap°íklad kvantová teleportace, husté kódování (dense coding) £i Eckert·v pro-
tokol distribuce klí£e. Provázání má zásadní význam pro kvantové algoritmy a sílu
kvantového po£ítání.



Kapitola 2

Koherentní stavy v kvantové
optice

V této kapitole nejprve ukáºeme ekvivalentní moºnost popisu £asového vývoje sys-
tému v rámci Heisenbergova obrazu. Dále se zam¥°íme na systém n¥kolika identických
£ástic a de�nujeme Fock·v prostor. Nakonec zavedeme pojem koherentních stav· a
nazna£íme postup kvantování elektromagnetického pole.

2.1 Interak£ní obrazy kvantové mechaniky

V první kapitole jsme v²echna odvození provád¥li v takzvaném Schrödigerov¥ obraze.
Ve²kerý £asový vývoj systému byl reprezentován £asovou zm¥nou stavového vektoru
systému, p°ípadn¥ p°íslu²ného operátoru hustoty. Jak jsme v²ak jiº uvedli, mají p°ed-
pov¥di kvantové mechaniky pravd¥podobnostní charakter. Je tedy otázkou nakolik
stavový vektor a zejména jeho £asový vývoj re�ektují skute£ný stav systému a zda
bychom nemohli k popisu systému (p°esn¥ji °e£eno k vyjád°ení jeho £asového vývoje)
vyuºít jiného p°ístupu, který by nám poskytoval ekvivalentní p°edpov¥di.

Jedním z takových p°ístup· je tzv. Heisenberg·v obraz. V tomto p°ípad¥ je £asový
vývoj zcela p°enesen na operátory p·sobící na stavovém prostoru a naopak stavové
vektory jsou ponechány beze zm¥ny. Zmín¥ný poºadavek, aby oba interak£ní obrazy
vedly ke stejným p°edpov¥dím, m·ºeme omezit na nem¥nnost maticových element·,
nebo´ práv¥ ty reprezentují zmín¥né pravd¥podobnosti. Zkoumejme nyní tedy ma-
ticový element

〈
φS(t)

∣∣∣ ÂS ∣∣∣ψS(t)
〉
, kde |φS(t)〉 , |ψS(t)〉 ∈ H jsou zcela libovolné

stavové vektory v £ase t a ÂS je libovolný operátor na H (pro jednoduchost budeme
uvaºovat operátor, který není ve Schrödingerov¥ obraze parametricky závislý na £ase
� pro libovolný okamºik t tak m·ºeme poloºit ÂS(t) = ÂS). Dolní index S ozna-
£uje skute£nost, ºe pracujeme ve Schrödingerov¥ obraze. Dále ozna£íme indexem H
vektory a operátory v Heisenbergov¥ obraze a za p°edpokladu, ºe v £ase t = 0 oba ob-
razy splývají (|φS(0)〉 = |φH(0)〉 = |φH〉 , |ψS(0)〉 = |ψH(0)〉 = |ψH〉 , ÂS = ÂH(0))
jednoduchými úpravami obdrºíme〈

φS(t)
∣∣∣ ÂS ∣∣∣ψS(t)

〉
=

〈
φS(0)

∣∣∣ Û†(0, t)ÂSÛ(0, t)
∣∣∣ψS(0)

〉
=

〈
φH(0)

∣∣∣ Û†(0, t)ÂSÛ(0, t)
∣∣∣ψH(0)

〉
. (2.1)

19
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Abychom nyní mohli psát
〈
φS(t)

∣∣∣ ÂS ∣∣∣ψS(t)
〉

=
〈
φH(t)

∣∣∣ ÂH(t)
∣∣∣ψH(t)

〉
, sta£í z°ejm¥

identi�kovat
ÂH(t) = Û†(0, t)ÂSÛ(0, t). (2.2)

Pohybové rovnice pro operátory v Heisenbergov¥ obraze pak obdrºíme derivací
práv¥ získaného vztahu

dÂH(t)

dt
=
∂Û†(0, t)

∂t
ÂSÛ(0, t) + Û†(0, t)ÂS

∂Û(0, t)

∂t
. (2.3)

Rovnost (1.24) (a také její hermitovské sdruºení) dosadíme do (2.3) a dále vyuºijeme
unitarity operátoru £asové evoluce, abychom získali

dÂH(t)

dt
=

1

i~

(
Û†(0, t)ÂSĤSÛ(t1, t)− Û†(0, t)ĤSÂSÛ(0, t)

)
=

1

i~

(
ÂH(t)ĤH(t)− ĤH(t)ÂH(t)

)
=

1

i~

[
ÂH(t), ĤH(t)

]
. (2.4)

Pro operátory, které jsou ve Schrödigerov¥ obraze parametricky závislé na £ase
(tj. dÂS(t)

dt 6= 0) p°ejde pohybová rovnice do tvaru

dÂH(t)

dt
=
∂ÂH(t)

∂t
+

1

i~

[
ÂH(t), ĤH(t)

]
, (2.5)

kde jsme poloºili
∂ÂH(t)

∂t
= Û†(0, t)

dÂS(t)

dt
Û(0, t). (2.6)

Odvozené výsledky samoz°ejm¥ platí v nezm¥n¥né form¥ pro popis pomocí matice
hustoty.

Na záv¥r je²t¥ dodáme, ºe krom¥ jiº uvedených obraz· se uºívá je²t¥ tzv. Diracova
obrazu. V n¥m se £ást dynamiky systému promítá do £asové zm¥ny stavových vektor·,
£ást pak do zm¥ny operátor· na nich p·sobících. Detailn¥ji je o Diracov¥ obraze
pojednáno v [4].

2.2 Systémy nerozli²itelných £ástic

Jak jsme jiº uvedli v první kapitole, stavový prostor systému více £ástic odpovídá
tenzorovému sou£inu stavových prostor· jednotlivých £ástic. Budeme nyní uvaºovat
systém tvo°ený n¥kolika stejnými £ásticemi (tj. takovými, jejichº £asov¥ nem¥nné
charakteristiky, jako je nap°íklad hmotnost £i náboj, jsou stejné). V klasické mechanice
jsme alespo¬ v principu schopni kaºdé jednotlivé £ástici p°i°adit trajektorii ve fázovém
prostoru. A díky tomu, ºe se tyto trajektorie neprotínají, pak m·ºeme v libovolném
£asovém okamºiku kaºdou £ástici identi�kovat s její trajektorií a tak £ástice rozli²ovat.

V kvantové mechanice naproti tomu takový postup nemá smysl, nebo´ stav £ás-
tice nepopisujeme v rámci fázového prostoru, ale p°i°azujeme mu stavový vektor ze
stavového prostoru. �ástice tak nemá obecn¥ p°esn¥ danou polohu ani hybnost (p°i-
nejmen²ím z Heisenbergových relací neur£itosti víme, ºe £ástice nem·ºe mít v tomtéº
okamºiku p°esn¥ danou polohu i p°esn¥ danou hybnost) a my nejsme schopni, a to
ani v principu, £ástice vzájemn¥ odli²it � mluvíme o systému nerozli²itelných £ástic.

Tento fakt nás vede k poºadavku, aby projek£ní operátory odpovídající libovol-
nému m¥°ení provedenému na systému nerozli²itelných £ástic byly invariantní v·£i
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zám¥n¥ libovolných dvou faktor· v tenzorovém sou£inu stavového vektoru. Neplatil-li
by obecn¥ zmín¥ný poºadavek, bylo by moºné pomocí jistého m¥°ení £ástice odli-
²it (£ástice bychom nap°íklad mohli formáln¥ o£íslovat jejich po°adím v tenzorovém
sou£inu). Tato invariance je v²ak ekvivalentní (detailní odvození viz v [4]) tomu, ºe
p°i zám¥n¥ libovolných dvou faktor· v tenzorovém sou£inu je výsledný vektor roven
p·vodnímu, nebo je k n¥mu opa£ný, tedy stavové vektory musí být bu¤ symetrické
(zám¥nou libovolné dvojice faktor· se nezm¥ní), nebo totáln¥ antisymetrické (zám¥na
libovolných dvou faktor· vede k vynásobení vektoru £íslem −1).1 V p°írod¥ se vysky-
tují £ástice vyhovující jak první, tak i druhé podmínce. První druh £ástic nazýváme
bosony a p°íslu²ný stavový prostor zna£íme HSy, druhý druh £ástic pak nazýváme
fermiony a jim p°íslu²ející stavový prostor zna£íme HA. Bosony se vyzna£ují dále tím,
ºe jejich spin nabývá hodnot celých £ísel, naproti tomu fermiony mají hodnoty spinu
polo£íselné. V rámci této práce v²ak budeme pracovat pouze s bosony a fermiony se
tedy nebudeme dále zabývat.

2.3 Obsazovací £ísla, Fock·v prostor

M¥jme tedy systém n¥kolika boson·. Stav takového systému m·ºeme popsat bu¤ jiº
uvedeným zp·sobem (tedy pomocí symetrických stavových vektor·), nebo m·ºeme
pouze udat, kolik £ástic se nalézá ve kterém stavu � z°ejm¥ ob¥ moºnosti popisu
jsou vzhledem k nerozli²itelnosti £ástic ekvivalentní. Ozna£me H stavový prostor je-
diné £ástice, HNSy stavový prostor N £ástic a {|ψi〉} ortonormální bázi prostoru H.
V p°ípad¥ dvou£ásticového systému tak budeme ztotoº¬ovat vektory

1√
2

(|ψi〉 |ψj〉+ |ψj〉 |ψi〉) = |0, . . . , ni = 1, . . . , nj = 1, . . . , 0〉 , (2.7)

kde £ísla ni udávají, kolik £ástic se nalézá v i-tém stavu |ai〉, a nazýváme je obsazo-
vacími £ísly.

Budeme-li dále uvaºovat systém s prom¥nným po£tem £ástic, bude vhodné p°i°a-
dit takovému systému stavový prostor, který vytvo°íme jako direktní sou£et stavových
prostor· bez£ásticového systému, jediné £ástice, dvou £ástic atd. P°i°adíme-li bez-
£ásticovému systému prostor komplexních £ísel C, potom m·ºeme výsledný prostor
zapsat

FSy(H) = C⊕H⊕H2
Sy ⊕H3

Sy ⊕ . . . (2.8)

a nazveme jej Fockovým prostorem p°íslu²ným Hilbertovu prostoru H. Dolní index
Sy zna£í, ºe se jedná o Fock·v prostor p°íslu²ný systému boson·. Vektory z Fockova
prostoru budeme zapisovat ve tvaru |n1, n2, . . .〉, kde ni jsou jiº zmín¥ná obsazovací
£ísla.

Na Fockov¥ prostoru nyní de�nujeme operátor â†i p°edpisem

â†i |n1, n2, . . . , ni, . . .〉 = α+
ni |n1, n2, . . . , ni + 1, . . .〉 , α+

ni ∈ C. (2.9)

Vidíme, ºe operátor p·sobí tak, ºe vytvo°í jednu £ástici v i-tém stavu, a nazveme
jej tedy krea£ním operátorem. Z°ejm¥ operátory â†i a â

†
j komutují. Ozna£íme-li tedy

vakuový stav systému (tj. bez£ásticový stav) jako |0〉, pak m·ºeme celý Fock·v prostor

1Mnoºiny takových vektor· tvo°í podprostory p·vodního stavového prostoru zkonstruovaného
jako tenzorový sou£in stavového prostoru jediné £ástice.
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generovat p·sobením krea£ních operátor· na vakuový stav, nebo´ pro libovolný vektor
platí

|n1, n2, . . .〉 =
â†n1

1

α+
0 α

+
1 . . . α

+
n1−1

â†n2

2

α+
0 α

+
1 . . . α

+
n2−1

. . . |0〉 . (2.10)

P·sobení operátoru âi hermitovsky sdruºeného ke krea£nímu operátoru zjistíme
ze skalárního sou£inu

〈m1, . . . ,mi, . . . | âi |n1, . . . , ni, . . .〉 = α+
mi 〈m1, . . . ,mi + 1, . . . |n1, . . . , ni, . . .〉

= α+
miδm1,n1

. . . δmi+1,ni . . . (2.11)

P°edpokládejme tedy, ºe pro j 6= i platí mj = nj a navíc α+
mi 6= 0. Potom platí

α+
miδmi+1,ni = 〈n1, n2, . . . ,mi, . . . | âi |n1, n2, . . . , ni, . . .〉

= α−ni 〈n1, n2, . . . ,mi, . . . |n1, n2, . . . , ñi, . . .〉 = α−niδmi,ñi ,(2.12)

odkud jiº dostáváme ñi = mi = ni − 1 a navíc α−ni = α+
ni−1. Nyní jiº m·ºeme napsat

p·sobení operátoru âi

âi |n1, . . . , ni, . . .〉 = α−ni |n1, . . . , ni − 1, . . .〉 = α+
ni−1 |n1, . . . , ni − 1, . . .〉 . (2.13)

Operátor âi tedy odebere jednu £ástici z i-tého stavu a nazýváme jej proto anihila£ním
operátorem. Budeme-li nyní poºadovat α+

0 = 1 a navíc[
âi, â

†
i

]
= Î , (2.14)

tj. |α+
ni |

2 − |α+
ni−1|2 = 1, m·ºeme zvolit

α+
ni =

√
ni + 1, α−ni =

√
ni. (2.15)

Nakonec je²t¥ de�nujeme operátor n̂i = â†i âi. Jedná se z°ejm¥ o operátor hermi-
tovský a na libovolný vektor p·sobí následovn¥

n̂i |n1, . . . , ni, . . .〉 =
√
niâ
†
i |n1, . . . , ni − 1, . . .〉 = ni |n1, . . . , ni, . . .〉 . (2.16)

Nazýváme jej tedy operátorem po£tu £ástic v i-tém stavu. Platí pro n¥j komuta£ní
relace [

n̂i, â
†
i

]
=
[
â†i âi, â

†
i

]
= â†i

[
âi, â

†
i

]
+
[
â†i , â

†
i

]
âi = â†i . (2.17)

Hermitovským sdruºením tohoto vztahu odvodíme i

[n̂i, âi] = −âi. (2.18)

2.4 Koherentní stavy

Nyní de�nujeme takzvané koherentní stavy foton· (blíºe viz [7, 8, 12]). Pro jednodu-
chost a p°ehlednost nyní budeme uvaºovat tzv. jednomódový Fock·v prostor (bude
se vztahovat k systému s prom¥nným po£tem £ástic, av²ak tyto £ástice se mohou
vyskytovat pouze v jediném stavu). Na tomto prostoru tak máme jediný anihila£ní
operátor â. Nech´ je nyní vektor |α〉 ∈ FSy vlastním vektorem anihila£ního operátoru
p°íslu²ný vlastní hodnot¥ α ∈ C, tj.

â |α〉 = α |α〉 . (2.19)
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Potom °ekneme, ºe |α〉 je koherentním stavem.
Pokusíme se najít obecný tvar takového stavu vyjád°ený pomocí vektor· |n〉, které

tvo°í ortonormální bázi Fockova prostoru. Klademe tedy

|α〉 =

+∞∑
n=0

cn |n〉 , cn ∈ C. (2.20)

Dosadíme-li (2.20) do de�ni£ního vztahu koherentního stavu (2.19), obdrºíme

â |α〉 =

+∞∑
n=0

cnâ |n〉 =

+∞∑
n=1

cn
√
n |n− 1〉 = α

+∞∑
n=0

cn |n〉 . (2.21)

Porovnáním koe�cient· u stejných bazických vektor· pak snadno získáme jejich re-
kurentní vyjád°ení

cn =
αcn−1√

n
. (2.22)

Iterací tohoto vztahu pak nalezneme

cn =
αn√
n!
c0. (2.23)

Konstantu c0 ur£íme z poºadavku na jednotkovou normu vektoru

1 = 〈α |α〉 = |c0|2
+∞∑
n=0

+∞∑
m=0

αnαm√
n!m!

〈n |m〉 = |c0|2
+∞∑
n=0

|α|2n

n!
= |c0|2e|α|

2

(2.24)

a dospíváme tak k obecnému tvaru koherentního stavu ve form¥

|α〉 = e−
|α|2
2

+∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 . (2.25)

Vyuºijeme-li nyní krea£ního operátoru â†, m·ºeme zapsat libovolný koherentní
stav pouze pomocí vakuového stavu |0〉 a práv¥ krea£ního operátoru

|α〉 = e−
|α|2
2

+∞∑
n=0

αnâ†n

n!
|0〉 = e−

|α|2
2 exp

[
αâ†

]
|0〉 . (2.26)

Uv¥domíme-li si navíc, ºe

exp [−αâ] |0〉 =

+∞∑
n=0

(−α)nân

n!
|0〉 = |0〉 , (2.27)

m·ºeme psát

|α〉 = e−
|α|2
2 exp

[
αâ†

]
exp [−αâ] |0〉 . (2.28)

Operátor D̂(α) = e−
|α|2
2 exp

[
αâ†

]
exp [−αâ] = exp

[
αâ† − αâ

]
se pak nazývá Glau-

berovým disloka£ním operátorem.2

2Z angl. Glauber displacement operator. P°evedení exponenciálních funkcí na jediný základ
jsme provedli na základ¥ vztahu exp

[
Â+ B̂

]
= exp

[
Â
]
exp

[
B̂
]
exp

[
−
[
Â, B̂

]
/2
]
, nebo´ platí[

αâ†,−αâ
]
= −|α|2

[
â†, â

]
= |α|2.
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N¥kte°í auto°i nede�nují koherentní stavy jako vlastní vektory anihila£ního ope-
rátoru, ale vyuºívají práv¥ Glauberova operátoru (samoz°ejm¥ se jedná o ekvivalentní
de�nice). D·leºitou vlastností koherentních stav· je to, ºe minimalizují Heisenber-
govy relace neur£itosti (Erwin Schrödinger koherentní stavy dokonce takto de�noval;
Heisenbergovy relace v²ak minimalizují i stavy, které dnes jako koherentní neozna-
£ujeme). Pole, jeº jsou svým tvarem blízká koherentním stav·m, generují nap°íklad
lasery.

2.5 Kvantování elektromagnetického pole

Na záv¥r této kapitoly stru£n¥ nazna£íme postup kvantování elektromagnetického pole
(detailní postup uveden nap°íklad v [12]). Uvaºujme rovinné elektromagnetické vlny
ve vakuu v krychli o hran¥ délky L. Hustota energie pole je dána výrazem (viz [9])

w =
1

2

(
ε0E

2(x, t) +
1

µ0
B2(x, t)

)
, (2.29)

kde E(x, t), B(x, t) jsou vektory elektrické intenzity, resp. magnetické indukce a ε0, µ0

je permitivita, resp. permeabilita vakua. EnergiiH pole v krychli tak získáme integrací
p°es objem krychle

H =
1

2

ˆ
L3

(
ε0E

2(x, t) +
1

µ0
B2(x, t)

)
d3x. (2.30)

Vyjád°íme vektory elektrické intenzity a magnetické indukce pomocí jejich rozvoje
v módy p°íslu²né vlnovým vektor·m k a polarizacím s = 1, 2 (p°ejímáme z [12])

E(x, t) =
i√
ε0L3

∑
k

∑
s

ωk
(
ckse

−iωktEkseik·x − c.c.
)

B(x, t) =
i√
ε0L3

∑
k

∑
s

(
ckse

−iωkt (k× Eks) eik·x − c.c.
)
, (2.31)

kde ωk = ck zna£í úhlovou frekvenci módu k, cks jsou koe�cienty ve Fourierov¥ rozvoji
elektromagnetického potenciálu A(x, t) podle mód·, Eks jsou ortonormální vektory
spl¬ující k ·Eks = 0, Eks ·Eks′ = δss′ , Ek1×Ek2 = k/k a c.c. zna£í komplexn¥ sdruºený
£len. Dosazením obdrºíme

H = 2
∑
k

∑
s

ω2
k|ckse−iωkt|2. (2.32)

De�nujeme-li nyní kanonické prom¥nné3 qks(t) = ckse
−iωkt + ckse

iωkt a pks(t) =
−iωk

(
ckse

−iωkt − ckseiωkt
)
, m·ºeme psát

H =
1

2

∑
k

∑
s

(
p2
ks(t) + ω2

kq
2
ks(t)

)
. (2.33)

Nyní jiº provedeme samotné kvantování pole � v²em klasickým pozorovatelným
p°i°adíme na základ¥ principu korespondence operátory zna£ené stejným písmenem

3Snadno se ov¥°í, ºe platí ∂H
∂pks

= ∂qks
∂t

a ∂H
∂qks

= − ∂pks
∂t

.
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jako v p°ípad¥ klasickém dopln¥né st°í²kou. U hermitovských operátor· q̂ks, p̂ks p°ed-
pokládáme, ºe pro jejich komutátor platí [q̂ks, p̂ks] = i~. Dále p°ejdeme k operátor·m
âks(t), â

†
ks(t) de�novaným vztahy

âks(t) =
1√

2~ωk

(ωkq̂ks(t) + ip̂ks(t))

â†ks(t) =
1√

2~ωk

(ωkq̂ks(t)− ip̂ks(t)) . (2.34)

Tak kone£n¥ dospíváme k vyjád°ení hamiltoniánu

Ĥ =
1

2

∑
k

∑
s

~ωk

(
âks(t)â

†
ks(t) + â†ks(t)âks(t)

)
. (2.35)

Pro operátory âks(t), â
†
ks(t) navíc platí komuta£ní relace[

âks(t), â
†
k′s′(t)

]
= δ

(3)
kk′δss′[

âks(t), âk′s′(t)
]

= 0[
â†ks(t), â

†
k′s′(t)

]
= 0. (2.36)

S jejich vyuºitím m·ºeme psát

Ĥ =
∑
k

∑
~ωk

(
â†ks(t)âks(t) +

1

2

)
. (2.37)

Navíc tyto operátory m·ºeme ztotoºnit s p°íslu²nými krea£ními a anihila£ními ope-
rátory na Fockov¥ prostoru (detailní odvození op¥t v [12]).



Kapitola 3

Sestupná parametrická
frekven£ní konverze

Jednou z moºností realizace qubitu je foton a jednou z perspektivních technik získá-
vání provázaných pár· foton· je sestupná parametrická frekven£ní konverze. Jedná se
o jev zaloºený na nelineární odezv¥ n¥kterých krystal· na dopadající elektromagne-
tické pole. V této kapitole p°iblíºíme základní vlastnosti tohoto jevu a nastíníme jeho
kvantový popis.

3.1 Princip sestupné parametrické frekven£ní kon-
verze

Sestupná parametrická frekven£ní konverze (téº SPDC, z angl. spontaneous parametric

down-conversion) je tedy jednou z moºností, jak získávat korelované páry foton·. Na
nelineární krystal (typicky nap°. KNBO3, LiNBO3 £i β − BaB2O4) dopadá silný pa-
prsek koherentního sv¥tla, jehoº zdrojem je laser s vhodn¥ zvolenou vlnovou délkou.
Uvnit° krystalu pak s velmi malou pravd¥podobností dochází k p°em¥n¥ £erpacího
fotonu (takto budeme nazývat vstupní fotony z laseru) na dva jiné fotony s frekven-
cemi niº²ími neº je frekvence £erpacího fotonu (odtud ozna£ení sestupná konverze).
Tento jev je zprost°edkován nelineární interakcí fotonu s optickým prost°edím krys-
talu. Vzhledem k relativn¥ nízké £etnosti takových p°em¥n m·ºeme parametry vstup-
ního svazku povaºovat za konstantní, odkud plyne charakterizace tohoto jevu jako
parametrického.1 Sestupná parametrická frekven£ní konverze je tak vlastn¥ inverzním
procesem ke generaci vy²²ích harmonických frekvencí, kdy se dva fotony £erpacího
svazku (op¥t prost°ednictvím interakce s nelineárním prost°edím) p°em¥ní na foton
jediný s frekvencí rovnou sou£tu jejich p·vodních frekvencí.

P°i sestupné parametrické frekven£ní konverzi se zachovává energie zá°ení. Ozna£í-
me-li dva výstupní fotony jako signální a jalový foton (angl. signal a idler) lze tuto
podmínku zapsat ve tvaru

E0 = Es + Ei, (3.1)

kde jsme ozna£ili E0, Es a Ei po °ad¥ energii £erpacího, signálního a jalového fo-
tonu. S uºitím Planckových vztah· pro energii elektromagnetického zá°ení lze tuto

1Díky tomu, ºe se vstupní pole frekven£ní konverzí prakticky nem¥ní, jej lze povaºovat za pevný
parametr. Proto jej lze popsat klasickým vlnovým formalismem a není t°eba uºívat kvantový popis.

26
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Obrázek 3.1: Sestupná parametrická frekven£ní konverze. Vlevo vidíme schematickou
ilustraci konverze £erpacího fotonu v nelineárním krystalu se susceptibilitou χ na dva
nové fotony. Vpravo jsou pak znázorn¥ny podmínky zachování hybnosti a energie.
P°evzato z [10]

podmínku p°epsat následovn¥

~ω0 = ~ωs + ~ωi, (3.2)

kde ω zna£í úhlovou frekvenci p°íslu²ného fotonu. Odsud snadno získáme podmínku
svazující frekvence £erpacího, signálního a jalového fotonu

ω0 = ωs + ωi. (3.3)

Vidíme tedy, ºe sou£et frekvencí obou vzniklých foton· je roven frekvenci p·vod-
ního £erpacího fotonu. Mimoto je²t¥ platí zachování hybnosti zá°ení. Analogicky jako
v p°ípad¥ energie a frekvence obdrºíme uºitím Planckových vztah· podmínku pro
vlnové vektory

k0 = ks + ki. (3.4)

Gra�cké znázorn¥ní t¥chto podmínek vidíme na obrázku 3.1 a budeme se na n¥ od-
volávat jako na fázovou synchronizaci.

V závislosti na polarizacích £erpacího fotonu a výstupních foton· pak rozli²ujeme
sestupnou parametrickou frekven£ní konverzi typu I a typu II. V prvém p°ípad¥ se
£erpací pole v krystalu ²í°í jako mimo°ádný paprsek (je polarizován v rovin¥ ur£ené
optickou osou krystalu a sm¥rem ²í°ení paprsku) a signální i jalové fotony jsou pak
polarizovány °ádn¥ (v rovin¥ kolmé k optické ose krystalu). Ve druhém p°ípad¥ má
£erpací pole op¥t mimo°ádnou polarizaci, ale signální a jalové fotony mají polarizaci
vzájemn¥ opa£nou � signální fotony jsou polarizovány °ádn¥ a jalové mimo°ádn¥.
Signální a jalové pole za krystalem je pro oba p°ípady znázorn¥no na obrázku 3.2.

3.2 Dvoumódový popis interakce

Nejprve uvedeme hamiltonián interakce a °e²ení p°íslu²ných pohybových rovnic p°i
uváºení pouze dvou mód· vyºadujících kvantový popis. Jedná se pouze o hrubé p°iblí-
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Obrázek 3.2: Tvar signálního a jalového pole generovaného pr·chodem £erpacího pa-
prsku nelineárním krystalem. Vlevo vidíme sfázování typu I, vpravo sfázování typu
II. P°evzato z [4].

ºení skute£ného chování elektromagnetického pole v nelineárním prost°edí, av²ak i tak
m·ºeme na získaném °e²ení demonstrovat n¥které zajímavé vlastnosti sestupné pa-
rametrické frekven£ní konverze.2 Jak jsme jiº vý²e uvedli, p°edpokládáme, ºe £erpací
paprsek je dostate£n¥ intenzivní a lze jej popsat klasicky. Do interak£ního hamiltoni-
ánu pak zahrneme pouze dva módy (viz [12]) � signální (zna£ený indexem 1) a jalový
(zna£ený indexem 2):

Ĥ =

2∑
i=1

~ωi
(
n̂i +

1

2

)
+ ~g

[
â†1â
†
2v0e−iω0t + h.c.

]
, (3.5)

kde h.c. zna£í hermitovsky sdruºený £len a kde £erpací pole je popsáno módem a0 =
v0e−iωt. Odtud plyne rovnost[

n̂1 − n̂2, Ĥ
]

= ~g
([
n̂1 − n̂2, â

†
1â
†
2

]
v0e−iω0t + v̄0eiω0t [n̂1 − n̂2, â2â1]

)
= 0, (3.6)

kde jsme vyuºili toho, ºe operátory â1 a â2 (a tedy samoz°ejm¥ i operátory â†1 a â†2)
komutují a ºe platí

[n̂i, âj ] = −δij âj ,
[
n̂i, â

†
j

]
= δij â

†
j . (3.7)

Rovnost (3.6) znamená, ºe operátor n̂1− n̂2 je integrálem pohybu a pro libovolný
okamºik t platí

n̂1(t)− n̂2(t) = n̂1(0)− n̂2(0). (3.8)

Uvaºujeme-li po£áte£ní stav (tj. stav v £ase t = 0) signálního a jalového pole jako va-
kuový, platí n̂1(t) = n̂2(t) pro libovolný okamºik t. Tato rovnost vyjad°uje skute£nost,
ºe signální a jalový foton vznikají vºdy sou£asn¥ v páru.

2Uvidíme, ºe takto získané výsledky nám umoºní demonstrovat pouze £asovou korelaci mezi signál-
ními a jalovými fotony. P°i pouºití p°esn¥j²ího popisu uvedeného v následujícím paragrafu odvodíme
nap°íklad i korelaci spektrální.
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Se znalostí hamiltoniánu nyní m·ºeme °e²it pohybové rovnice v Heisenbergov¥
obraze

dâ1(t)

dt
=

1

i~

[
â1(t), Ĥ

]
= −iω1â1(t)− igâ†2(t)v0e−iω0t

dâ2(t)

dt
=

1

i~

[
â2(t), Ĥ

]
= −iω2â2(t)− igâ†1(t)v0e−iω0t. (3.9)

P°ejdeme k operátor·m Â1 a Â2 de�novaným vztahem

Âj(t) = âj(t)e
iωjt. (3.10)

Snadno se ov¥°í, ºe tyto operátory spl¬ují stejné komuta£ní relace jako operátory âj .3

Pohybové rovnice p°ejdou do tvaru

dÂ1(t)

dt
= (−iω1â1(t)− igâ†2(t)v0e−iω0t + iω1â1(t))eiω1t = −igÂ†2(t)v0ei(ω1+ω2−ω0)t

dÂ2(t)

dt
= (−iω2â2(t)− igâ†1(t)v0e−iω0t + iω2â2(t))eiω2t = −igÂ†1(t)v0ei(ω1+ω2−ω0)t,

(3.11)
kde jsme vyuºili toho, ºe hermitovsky sdruºený operátor Â†j(t) = â†j(t)e

−iωjt. Uv¥domí-
me-li si navíc, ºe díky vyjád°ení zákona zachování energie (3.3) platí ω1 +ω2−ω0 = 0,
m·ºeme psát

dÂ1(t)

dt
= −igv0Â†2(t)

dÂ2(t)

dt
= −igv0Â†1(t). (3.12)

Zderivujeme-li tyto rovnice a substituujeme-li v nich za operátory
dÂ†j(t)

dt (hermitovsky
sdruºíme (3.12)), získáme separované rovnice

d2Â1(t)

dt2
= −igv0

dÂ†2(t)

dt
= g2|v0|2Â1(t)

d2Â2(t)

dt2
= −igv0

dÂ†1(t)

dt
= g2|v0|2Â2(t). (3.13)

Poloºíme-li v0 = |v0|eiϑ, m·ºeme jejich obecné °e²ení zapsat ve tvaru

Â1(t) = Â1(0) cosh(g|v0|t)− ieiϑÂ†2(0) sinh(g|v0|t)

Â2(t) = Â2(0) cosh(g|v0|t)− ieiϑÂ†1(0) sinh(g|v0|t). (3.14)

3Platí
[
Âj , Â†k

]
=
[
âj , â

†
k

]
ei(ωj−ωk)t = δjke

i(ωj−ωk)t = δjk a
[
Âj , Âk

]
= 0. Navíc platí i obdoba

vztah· (3.7)
[
n̂j , Âk

]
= −δjkÂk,

[
n̂j , Â†k

]
= δjkÂ†k.
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Tato °e²ení nyní vyuºijeme pro výpo£et n¥kterých statistických charakteristik
signálního a jalového pole. Uvaºujme po£áte£ní stav obou mód· jako vakuový, tj.
|ψ(0)〉 = |0〉. Nejprve ur£íme st°ední hodnotu po£tu £ástic v prvém módu

〈n1(t)〉 =
〈

0
∣∣∣ Â†1(t)Â1(t)

∣∣∣ 0〉 = sinh2(g|v0|t)
〈

0
∣∣∣ Â2(0)Â†2(0)

∣∣∣ 0〉
= sinh2(g|v0|t) 〈0 | n̂2(0) + 1 | 0〉 = sinh2(g|v0|t). (3.15)

Z°ejm¥ stejný výsledek bychom obdrºeli i pro st°ední hodnotu £ástic ve druhém módu.
Dále vyjád°íme

〈
n2

1(t)
〉
(op¥t stejný výsledek i pro

〈
n2

2(t)
〉
)〈

n2
1(t)

〉
=

〈
0
∣∣∣ Â†1(t)Â1(t)Â†1(t)Â1(t)

∣∣∣ 0〉
=

〈
0
∣∣∣ Â†1(t)Â1(t) + Â†21 (t)Â2

1(t)
∣∣∣ 0〉

= sinh2(g|v0|t) + sinh4(g|v0|t)
〈

0
∣∣∣ Â2

2(0)Â†22 (0)
∣∣∣ 0〉

= sinh2(g|v0|t) + sinh4(g|v0|t)
〈

0
∣∣∣ (n̂2(0)Â2

2(0) + 2Â2
2(0))Â†22 (0)

∣∣∣ 0〉
= sinh2(g|v0|t) + sinh4(g|v0|t) 〈0 | (n̂2(0) + 1)(n̂2(0) + 2) | 0〉
= sinh2(g|v0|t) + 2 sinh4(g|v0|t) = 〈n1(t)〉+ 2 〈n1(t)〉2 , (3.16)

kde jsme vyuºili komuta£ní relace (2.14) a (3.7).
Nyní jiº snadno spo£teme st°ední kvadratickou odchylku po£tu £ástic v prvém a

druhém módu

∆(ni(t)) =

√
〈n2
i (t)〉 − 〈ni(t)〉

2
=
√
〈ni(t)〉 (1 + 〈ni(t)〉)

=

√
sinh2(g|v0|t)(1 + sinh2(g|v0|t))

=

√
sinh2(g|v0|t) cosh2(g|v0|t). (3.17)

Nakonec je²t¥ ur£íme jejich vzájemnou kovarianci a korelaci. K tomu budeme
pot°ebovat výraz

〈n1(t)n2(t)〉 =
〈

0
∣∣∣ Â†1(t)Â1(t)Â†2(t)Â2(t)

∣∣∣ 0〉
=

〈
0
∣∣∣ Â†1(t)Â†2(t)Â2(t)Â1(t)

∣∣∣ 0〉
= sinh2(g|v0|t)

〈
0
∣∣∣ Â2(0)Â†2(t)Â2(t)Â†2(0)

∣∣∣ 0〉
= sinh2(g|v0|t)

〈
0
∣∣∣Â2(0)Â†2(0)Â2(0)Â†2(0) cosh2(g|v0|t)

+Â2(0)Â1(0)Â†1(0)Â†2(0) sinh2(g|v0|t)
∣∣∣ 0〉

= sinh2(g|v0|t)
〈

0
∣∣∣(n̂2(0) + 1)2 cosh2(g|v0|t)

+(n̂1(0) + 1)(n̂2(0) + 1) sinh2(g|v0|t)
∣∣∣ 0〉

= sinh2(g|v0|t)(cosh2(g|v0|t) + sinh2(g|v0|t)). (3.18)

Odtud je kovariance

(∆n1(t)∆n2(t)) = 〈n1(t)n2(t)〉 − 〈n1(t)〉 〈n2(t)〉
= sinh2(g|v0|t)(cosh2(g|v0|t) + sinh2(g|v0|t))− sinh4(g|v0|t)
= sinh2(g|v0|t) cosh2(g|v0|t) (3.19)
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a korela£ní koe�cient

σ12 =
(∆n1(t)∆n2(t))

∆(n1(t))∆(n2(t))
=

sinh2(g|v0|t) cosh2(g|v0|t)
sinh2(g|v0|t) cosh2(g|v0|t)

= 1. (3.20)

Vidíme tedy, ºe signální a jalové fotony jsou úpln¥ korelovány (kaºdému p°ír·stku
po£tu signálních foton· odpovídá stejný p°ír·stek jalových foton·).

3.3 Vícemódové °e²ení

V tomto paragrafu zp°esníme v n¥kolika ohledech popis interakce. Ve skute£nosti totiº
fotony vzniklé p°i frekven£ní konverzi mohou mít r·zné polarizace, r·zné sm¥ry ²í°ení
a také r·zné frekvence. V²echna tato up°esn¥ní se tak promítnou do interak£ního
hamiltoniánu (p°ejímáme jej op¥t z [12])

Ĥ(t) =
1

L3

∑
ks,ss

∑
ki,si

Vlχ
(2)
lij (ω0, ωs, ωi)(Eks,ss)i(Eki,si)j

×
ˆ
V

ei(k0−ks−ki)·xei(ωs+ωi−ω0)tâks,ss â
†
ki,si

d3x+ h.c., (3.21)

kde k0 je vlnový vektor £erpací vlny s amplitudou V (£erpací vlnu op¥t popisujeme
klasicky), V je aktivní oblast nelineárního média (uvaºujeme ji jako rovnob¥ºnost¥n)
a χ(2)

lij je tenzor nelineární susceptibility t°etího °ádu. Mód·m signálního a jalového
pole pak p°íslu²í vlnové vektory ks, resp. ki a polarizace ss, resp. si. Abychom p°ede-
²li komplikacím spojeným s odrazy na hranicích aktivní oblasti nelineárního média,
uvaºujeme aktivní oblast obklopenou lineárním dielektrikem o stejném indexu lomu.

Nyní budeme na rozdíl od p°ede²lého paragrafu pracovat ve Schrödingerov¥ obraze.
P°edpokládejme výchozí stav signálního i jalového pole jako vakuový, tj. |ψ(0)〉 = |0〉.
Stav pole v £ase t je pak ur£en

|ψ(t)〉 = exp

[
1

i~

ˆ t

0

Ĥ(t′) dt′
]
|0〉 . (3.22)

Pro £asy t dostate£n¥ malé (men²í neº je pr·m¥rná doba mezi dv¥ma p°em¥nami £er-
pacího fotonu) m·ºeme tento stav aproximovat Taylorovým rozvojem exponenciální
funkce do prvého °ádu

|ψ(t)〉 ≈ |0〉+
1

i~
1

L3

∑
ks,ss

∑
ki,si

Vlχ
(2)
lij (ω0, ωs, ωi)(Eks,ss)i(Eki,si)j

×
3∏

m=1

sin( 1
2 (k0 − ks − ki)mlm)
1
2 (k0 − ks − ki)m

e
i
2 (ωs+ωi−ω0)t

×
sin( 1

2 (ωs + ωi − ω0)t)
1
2 (ωs + ωi − ω0)

|ks, ss〉 |ki, si〉 . (3.23)

Aktivní oblast jsme uvaºovali jako kvádr o hranách l1, l2 a l3 se st°edem v po£átku
sou°adnic a |ks, ss〉 , |ki, si〉 jsme ozna£ili módy signálního, resp. jalového pole.

Výraz |ψ(t)〉 je²t¥ dále zjednodu²íme � p°edpokládejme, ºe signální a jalové fotony
mají stejné polarizace a ºe sm¥ry jejich ²í°ení jsou dob°e ur£eny pomocí clon. Potom
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lze uvaºovat parametry ss, si a ks, ki jako �xní a s£ítat pouze p°es frekvence

|ψ(t)〉 ≈ M |0〉+
ηV δω

2π

∑
ω′

∑
ω′′

Φ(ωs, ωi)e
i
2 (ωs+ωi−ω0)t

×
sin( 1

2 (ωs + ωi − ω0)t)
1
2 (ωs + ωi − ω0)

|ωs〉 |ωi〉 , (3.24)

kde funkce Φ(ωs, ωi) je symetrická vzhledem ke svým prom¥nným (nabývá maxima
pro ωs = ωi = ω0/2) a zahrnuje frekven£ní závislost r·zných faktor· obsaºených
v sum¥ v rovnici (3.23). Parametr η reprezentuje míru p°ísp¥vku opravy prvního °ádu
a ur£uje velikost parametru M (tak, aby byl stav normován). Faktor δω na konci
výpo£tu (kdy nahradíme sumy integrály) po²leme v limit¥ k nule. V této souvislosti
budeme také poºadovat, aby spektrální funkce Φ(ωs, ωi) byla normována

1

2π

ˆ +∞

0

|Φ(ω, ω0 − ω)|2 dω = 1. (3.25)

Z poºadavku na jednotkovou normu stavu |ψ(t)〉 dostáváme pro δω → 0

|M |2 +
|ηV |2

4π2

¨ +∞

0

dωs dωi|Φ(ωs, ωi)|2
(

sin( 1
2 (ωs + ωi − ω0)t)

1
2 (ωs + ωi − ω0)

)2

= 1. (3.26)

V integrálu nyní provedeme substituci Ω = ωs + ωi − ω0

|M |2 +
|ηV |2

4π2

ˆ +∞

0

dωs

ˆ +∞

ωs−ω0

dΩ|Φ(ωs,Ω + ω0 − ωs)|2
(

sin( 1
2Ωt)

1
2Ω

)2

= 1. (3.27)

Je-li |Φ(ωs, ωi)|2 dostate£n¥ pomalu se m¥nící funkce vzhledem k prom¥nné ωi,
m·ºeme dále aproximovat zám¥nou |Φ(ωs,Ω+ω0−ωs)|2 za |Φ(ωs, ω0−ωs)|2. Integrace
se tak podstatn¥ zjednodu²í a s vyuºitím vztahu

ˆ +∞

ωs−ω0

(
sin( 1

2Ωt)
1
2Ω

)2

dΩ ≈
ˆ +∞

−∞

(
sin( 1

2Ωt)
1
2Ω

)2

dΩ = 2πt (3.28)

a vztahu (3.25) jiº m·ºeme psát

1 = |M |2 +
|ηV |2

4π2
(2π)(2πt) = |M |2 + |ηV |2t. (3.29)

Spolehlivost provedené aproximace tak závisí na spln¥ní podmínky |ηV |2t� 1.

3.4 Kvantové provázání signálních a jalových foton·

Získané °e²ení op¥t vyuºijeme k demonstraci n¥kterých vlastností generovaného foto-
nového páru plynoucích z faktu, ºe se jedná o kvantov¥ provázaný stav.

P°edstavme si, ºe do dráhy signálních foton· (sm¥r jejich ²í°ení je ur£en clonami)
umístíme frekven£ní �ltr propu²t¥jící pouze fotony o frekvenci ωF . Takový postup
m·ºeme interpretovat jako provedení kvantového m¥°ení na systému, jemuº odpovídá
projek£ní operátor

P̂ = |ωs = ωF 〉 〈ωs = ωF | . (3.30)
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Stav vzniklého pole popí²eme maticí hustoty

ρ̂ = KP̂ |ψ(t)〉 〈ψ(t)| , (3.31)

kde K je normovací konstanta.
Stav samotného jalového pole pak ur£íme pomocí parciální stopy

ρ̂i = KTrsP̂ |ψ(t)〉 〈ψ(t)| . (3.32)

Za stejného p°edpokladu jako v p°ede²lém paragrafu (|Φ(ωs, ωi)|2 dostate£n¥ pomalu
se m¥nící funkce vzhledem k ωi ) m·ºeme psát

ρ̂i = K|ηV |2|Φ(ωF , ω0 − ωF )|2 |ωi = ω0 − ωF 〉 〈ωi = ω0 − ωF | . (3.33)

Vidíme tedy, ºe v d·sledku výb¥ru frekvence ωF signálního fotonu má jalový foton
p°i°azenu frekvenci ω0 − ωF a je tak spln¥na podmínka (3.3). Stav jalového fotonu
je ovlivn¥n m¥°ením provedeným na signálním fotonu, navíc k redukci stavu dochází
najednou v celém prostoru.4 Takové chování je typické práv¥ pro kvantov¥ provázané
stavy.

4K redukci stavu dojde v okamºiku provedení m¥°ení na signálním fotonu. Stav jalového fotonu se
tak zm¥ní d°íve neº by k n¥mu mohla dosáhnout libovolná fyzikální interakce ²í°ící se od signálního
fotonu od okamºiku m¥°ení.



Kapitola 4

�í°ení EM pole v soustav¥
vlnovod·

Tato kapitola je v¥nována chování elektromagnetického pole v soustav¥ vlnovod·, p°i-
£emº odvodíme tvar pohybových rovnic v soustav¥ lineárních i nelineráních vlnovod·
(£erpáme z £lánku [13]).

4.1 Soustava lineárních vlnovod·

Nejprve popí²eme chování elektromagnetického pole v soustav¥ vlnovod·, které nevy-
kazují nelineární chování. Uvaºujme tedy soustavu N lineárních vlnovod· umíst¥ných
vedle sebe. Vlnovody p°edstavují zm¥ny indexu lomu n0 v jinak homogenním a izot-
ropním prost°edí.1 �í°ení monochromatické rovinné vlny je pak ur£eno rovnicí(

∇2 +
ω2

c2
n2(x)

)
E(x, t) = −∇

(
1

ε
E(x, t) · (∇ε)

)
, (4.1)

kde ω je frekvence vlny, c je rychlost sv¥tla ve vakuu, n(x) je index lomu uvaºovaného
materiálu p°i dané frekvenci ω, E(x, t) je vektor elektrické intenzity a ε je permiti-
vita materiálu. Za p°edpokladu, ºe zm¥na permitivity je v rámci jedné vlnové délky
mnohem men²í neº jedna, p°ípadn¥ m¥ní-li se permitivita pouze ve sm¥rech kolmých
ke sm¥ru polarizace vlny, m·ºeme pravou stranu zanedbat a získáme tak homogenní
rovnici (

∇2 +
ω2

c2
n2(x)

)
E(x, t) = 0. (4.2)

Nech´ jsou vlnovody orientovány tak, ºe v²echny leºí v rovin¥ ur£ené sm¥ry x a z
a elektromagnetické pole se v nich ²í°í ve sm¥ru z. Ozna£íme lokalizovanou poruchu
indexu lomu v j-tém vlnovodu jako δnj(x) � n0. Pro index lomu celé soustavy pak
máme

n(x) = n0 +

N∑
j=1

δnj(x). (4.3)

1Soustava m·ºe být vyrobena nap°íklad z desti£ky z k°emenného skla, v níº jsou jednotlivé vlno-
vody vytvo°eny pomocí laseru. Laserový puls lokáln¥ zp·sobí trvalou zm¥nu indexu lomu a postup-
ným podélným posouváním desti£ky se do ní �zapí²e� celý vlnovod.

34
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Pro jeho kvadrát pak p°i zanedbání £len· °ádu δnj(x)δnk(x) dostáváme

n2(x) ≈ n2
0 + 2

N∑
j=1

n0δnj(x) = n2
0 +

N∑
j=1

∆n2
j (x), (4.4)

kde jsme poloºili ∆n2
j (x) = 2n0δnj(x). Navíc uvaºujeme

∆n2
j (x) =

{
n2
j (x)− n2

0

0

uvnitř j-tého vlnovodu

jinde.
(4.5)

Ozna£me dále Ej(x, y) °e²ení neporu²ené rovnice pro j-tý vlnovod(
∇2 +

ω2

c2
n2
j (x)

)
Ej(x, y) = β2

jEj(x, y), (4.6)

kde nj(x) = n0+δnj(x) je index lomu samotného j-tého vlnovodu a βj je odpovídající
propaga£ní konstanta. Pro j-tý vlnovod je potom p°íslu²ný mód (°e²ení (4.2)) ve tvaru

Ej(x, y)ei(ωt−βjz). (4.7)

�e²ení (4.2) v celé soustav¥ pak m·ºeme zapsat jako

E(x, t) =

2∑
j=1

ψj(z)Ej(x, y)ei(ωt−βjz), (4.8)

kde módové amplitudy ψj(z) jsou funkce pomalu se m¥nící v prom¥nné z.
Nyní ur£íme tok výkonu pole procházející rovinou kolmou ke sm¥ru z

P (z) =

¨
1

2
Re
(
E(x, t)×H(x, t)

)
· ẑ dxdy, (4.9)

kde H(x, t) zna£í intenzitu magnetického pole a ẑ je jednotkový vektor ve sm¥ru z.
P°edpokládejme, ºe pro jednotlivé módy platí normovací podmínka

αj

¨
Ej(x, y) · Ej(x, y) dx dy = 1, (4.10)

kde jsme poloºili

αj =
βj

2ωµ0
=

1

2
njcε0 ≈

1

2
cn0ε0. (4.11)

Za p°edpokladu, ºe
¨

Ej(x.y) · Ek(x.y) dxdy �
¨

Ej(x.y) · Ej(x, y) dxdy (4.12)

a s vyuºitím (4.10) tak m·ºeme psát

P (z) ≈
N∑
j=1

|ψj(z)|2
(
αj

¨
|Ej(x, y)|2 dxdy

)
≈

N∑
j=1

|ψj(z)|2. (4.13)

Ozá°íme-li tedy jeden z vlnovod· (ozna£me jej k), je vstupní výkon ur£en výrazem

Ppeak = |ψk(0)|2.
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Nyní ur£íme výraz ∇2E(x, t). Vyuºijeme tzv. Fresnelovu aproximaci, kdy zane-
dbáme druhé derivace módových amplitud ψj(z), nebo´ p°edpokládáme, ºe se m¥ní
v prom¥nné z dostate£n¥ pomalu

∇2E(x, t) ≈ −2i

N∑
j=1

βj
dψj(z)

dz
Ej(x, y)ei(ωt−βjz) +

N∑
j=1

ψj(z)
(
∇2Ej(x, y)

)
ei(ωt−βjz)

−
N∑
j=1

β2
jψj(z)Ej(x, y)ei(ωt−βjz) = −2i

N∑
j=1

βj
dψj(z)

dz
Ej(x, y)ei(ωt−βjz)

−ω
2

c2

N∑
j=1

n2
j (x)ψj(z)Ej(x, y)ei(ωt−βjz)

≈ −2i

N∑
j=1

βj
dψj(z)

dz
Ej(x, y)ei(ωt−βjz)

−ω
2

c2
n2

0E(x, t)− ω2

c2

N∑
j=1

∆n2
j (x)ψj(z)Ej(x, y)ei(ωt−βjz). (4.14)

Dále jsme pouºili postupn¥ vztahy (4.6) a (4.5). Výsledek dosadíme do rovnice (4.2)
a s vyuºitím (4.4) obdrºíme

2i

N∑
j=1

βj
dψj(z)

dz
Ej(x, y)ei(ωt−βjz) ≈

ω2

c2

N∑
j=1

∆n2
j (x)

(
E(x, t)− ψj(z)Ej(x, y)ei(ωt−βjz)

)
.

(4.15)
Vynásobíme-li nyní skalárn¥ ob¥ strany rovnice faktorem Ek(x, y) a následn¥ integru-
jeme p°es rovinu ur£enou sm¥ry x a y, obdrºíme

i
dψk(z)

dz
≈
ω2αk
2c2βk

N∑
l=1
l 6=j

ψl(z)e
i(βk−βl)z

N∑
j=1

¨
∆n2

j (x)E l(x, y) · Ek(x, y) dxdy, (4.16)

kde jsme op¥t pouºili vztahy (4.4), (4.10) a (4.12).
Pro dal²í zjednodu²ení budeme uvaºovat pouze integrály obsahující p°ímo souse-

dící módy (p°edpokládáme, ºe vlnovody jsou od sebe dostate£n¥ vzdálené, aby mohly
být p°ítomností pole v j-tém vlnovodu ovlivn¥ny pouze bezprost°edn¥ sousedící vlno-
vody). Ozna£íme-li tyto integrály

Ωk ≈
ωε0

4

¨
∆n2

k±1(x)Ek(x, y) · Ek(x, y) dxdy, (4.17)

Jk,k±1 ≈
ωε0

4

¨
∆n2

k(x)Ek±1(x, y) · Ek(x, y) dxdy, (4.18)

m·ºeme pohybové rovnice pro módové amplitudy zapsat ve tvaru

i
dψk(z)

dz
≈ Ωkψk(z)+Jk,k−1ψk−1(z)ei(βk−βk−1)z+Jk,k+1ψk+1(z)ei(βk−βk+1)z. (4.19)

Poloºíme-li navíc ψk(z) = φk(z)e−iΩkz a β′k = βk + Ωk, obdrºíme
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i
dφk(z)

dz
≈ Jk,k−1φk−1(z)ei(β′k−β

′
k−1)z + Jk,k+1φk+1(z)ei(β′k−β

′
k+1)z. (4.20)

Pro skoro stejné vlnovody (β′k ≈ β′k±1) pak m·ºeme provést poslední p°iblíºení

i
dφk(z)

dz
≈ Jk,k−1φk−1(z) + Jk,k+1φk+1(z). (4.21)

Obdºeli jsme tedy rovnice popisující ²í°ení elektromagnetického vln¥ní v soustav¥
lineárních vlnovod·.

4.2 Soustava nelineárních vlnovod·

Nyní odvodíme pohybové rovnice i pro p°ípad nelineárních vlnovod·. V rovnici (4.6)
provedeme zám¥nu βj → β̃j(ω) a n2(x)→ ñ2(x), kde

ñ2(x) ≈ n2(x) + 2n0κ(x)|E(x, t)|2. (4.22)

Funkce κ(x) je tzv. Kerr·v koe�cient.
Stejným postupem jako v minulém paragrafu (zám¥nu n2(x)→ ñ2(x) provedeme

i v rovnici (4.2), kde poloºíme E(x, t) =
∑2
j=1 ψj(z)Ej(x, y)ei(ωt−βjz) a op¥t uºijeme

Fresnelovu aproximaci) obdrºíme

2i

N∑
j=1

βj
dψj(z)

dz
Ej(x, y)ei(ωt−βjz) ≈

N∑
j=1

[
(β̃2
j − β2

j )− ω2

c2
(
ñ2(x)− n2

j (x)
)]

×ψj(z)Ej(x, y)ei(ωt−βjz). (4.23)

Jelikoº platí

ñ2(x)− n2
j (x) ≈

N∑
l=1
l 6=j

∆n2
l (x) + 2n0κ(x)|E(x, t)|2, (4.24)

m·ºeme po vynásobení rovnice funkcí Ek(x, y) a integraci p°es rovinu xy psát

i
dψk(z)

dz
= Ωkψk(z) + Jk,k−1ψk−1(z)ei(βk−βk−1)z

+Jk,k+1ψk+1(z)ei(βk−βk+1)z +
1

2βk

(
β̃2
k(ω)− β2

k

)
ψk(z)

+
∑
j,l,l′

ψl(z)ψl′(z)ψj(z)Kk,j,l,l′ei(βk+βl′−βj−βl)z, (4.25)

kde jsme poloºili

Kk,j,l,l′ =
ω2n0

c2βk

˜
κ(x)Ek(x, y) · Ej(x, y)E l(x, y) · E l′(x, y) dx dy˜

|Ek(x, y)|2 dxdy
. (4.26)

Funkci Kk,j,l,l′ nyní podstatn¥ zjednodu²íme (p°edpokládáme, ºe integrál v £itateli
bude pro nestejné módy zanedbatelný)

Kk,j,l,l′ ≈
ω2n0κeff

c2βk
ηδkjδklδkl′ , (4.27)
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kde je κeff ≈ κ(x) a

η =

˜
|Ek(x, y)|4 dxdy˜
|Ek(x, y)|2 dxdy

. (4.28)

Poloºíme-li nyní

Aeff =

(˜
|Ek(x, y)|2 dxdy

)2
˜
|Ek(x, y)|4 dx dy

, (4.29)

m·ºeme psát η = 1/ (αkAeff). Uvaºujeme-li navíc αk = βk/ (2ωµ0) = nkcε0/2 ≈
n0cε0/2, obdrºíme

i
dψk(z)

dz
≈ Ωkψk(z) + Jk,k−1ψk−1(z)ei(βk−βk−1)z + Jk,k+1ψk+1(z)ei(βk−βk+1)z

+
1

2βk

(
β̃2
k(ω)− β2

k

)
ψk(z) +

2πκ̃eff

λAeff
|ψk(z)|2ψk(z). (4.30)

P°itom jsme provedli zám¥nu κeff = κ̃effn0εc/2 a frekvenci ω jsme nahradili vlnovou
délkou λ.

Dále budeme uvaºovat β̃k(ω) ≈ βk, £ímº zanedbáme p°edposlední £len rovnice.
Poloºíme

γ =
2πκ̃eff

λAeff
(4.31)

a ψk(z) =
√
Ppeakψ

′
k(z), coº nás vede ke vztahu

i
dψ′k(z)

dz
≈ (Ωk + γPpeak)ψk(z) + Jk,k−1ψ

′
k−1(z)ei(βk−βk−1)z

+Jk,k+1ψ
′
k+1(z)ei(βk−βk+1)z. (4.32)

Nyní jiº pouze p°ejdeme k funkcím φk(z) de�novaným ψ′k(z) = φk(z)e−iΩkz a m·ºeme
psát výsledné pohybové rovnice ur£ující ²í°ení elektromagnetického pole v soustav¥
nelineárních vlnovod·

i
dφk(z)

dz
≈ γPpeak|φk(z)|2φk(z) + Jk,k−1φk−1(z)ei(β′k−β

′
k−1)z

+Jk,k+1φk+1(z)ei(β′k−β
′
k+1)z, (4.33)

kde jsme op¥t poloºili β′k = βk + Ωk.
Stejn¥ jako v minulém paragrafu je²t¥ uvedeme pohybové rovnice pro p°ípad tém¥°

shodných vlnovod·

i
dφk(z)

dz
≈ γPpeak|φk(z)|2φk(z) + Jk,k−1φk−1(z) + Jk,k+1φk+1(z). (4.34)

Vidíme tedy, ºe oproti soustav¥ lineárních vlnovod· se nám zde objevil £len závislý
na vstupním výkonu £erpaném do ozá°eného vlnovodu. Pro dostate£n¥ velké výkony je
pak jeho p°ísp¥vek natolik velký, ºe tém¥° v·bec nedochází k ²í°ení pole do sousedních
vlnovod·.



Kapitola 5

SPDC v soustav¥ nelineárních
vlnovod·

V této poslední kapitole se budeme zabývat sestupnou parametrickou frekven£ní kon-
verzí v soustav¥ nelineárních vlnovod·, jak je popsána v £láncích [14, 15]. Uvedeme
jak teoretický model interakce, tak jeho porovnání s experimentálními daty.

5.1 Hamiltonián interakce a výstupní stav

Uvaºujeme proces, v n¥mº je laserem ozá°en jeden kanál soustavy nelineárních vl-
novod·. V ozá°eném vlnovodu dochází k sestupné parametrické frekven£ní konverzi
typu I a vznikající signální a jalové fotony se pak dále ²í°í soustavou (znázorn¥no
na obrázku 5.1). Op¥t budeme p°edpokládat, ºe elektromagnetické pole v n¥kterém
z vlnovod· ovliv¬uje jen nejbliº²í okolní vlnovody, a díky tomu platí pro propaga£ní
konstantu disperzní relace

β(ω, k⊥) = β0(ω) + 2C(ω) cos(k⊥), (5.1)

kde β0(ω) = neff(ω)ω/c je propaga£ní konstanta samotného vlnovodu p°i dané frek-
venci ω a C(ω) je parametr ur£ující míru interakce mezi sousedními vlnovody.1

Signální a jalové pole v j-tém vlnovodu m·ºeme zapsat ve tvaru

Êj(z, t) = B

ˆ π

−π
dk⊥
ˆ +∞

−∞
dωeik⊥nei(β(ω,k⊥)z−ωt)â(ω, k⊥) + h.c., (5.2)

kde h.c. zna£í hermitovsky sdruºený £len. V²echny konstanty jsme zahrnuli do fak-
toru B. �erpací pole uvaºujeme op¥t dostate£n¥ intenzivní a popisujeme jej tedy
klasicky. Navíc p°edpokládáme, ºe se £erpací pole mezi vlnovody ne²í°í a z·stává
pouze v ozá°eném vlnovodu.2 �erpací pole v j-tém vlnovodu tak uvaºujeme

1Parametr C(ω) je p°edn¥ ovlivn¥n vzdáleností mezi jednotlivými vlnovody, dále závisí na frek-
venci vlny. Detailn¥j²í informace lze nalézt v [15].

2Oprávn¥nost tohoto p°edpokladu souvisí s tím, ºe £erpací fotony mají p°ibliºn¥ polovi£ní vlnovou
délku oproti signálním a jalovým foton·m, a díky tomu je pro n¥ parametr C(ω) malý natolik, ºe
m·ºeme ²í°ení £erpacího pole mezi vlnovody zanedbat.

39



KAPITOLA 5. SPDC V SOUSTAV� NELINEÁRNÍCH VLNOVOD� 40

Obrázek 5.1: Schéma sestupné parametrické frekven£ní konverze v soustav¥ nelineár-
ních vlnovod·. P°evzato z [15].

E0,j(z, t) =

ˆ +∞

−∞
dω0A(j)α(ω0)ei(β(0)(ω0)z−ω0t) + c.c.

=

ˆ π

−π
dk⊥0

ˆ +∞

−∞
dω0α(ω0)Ã(k⊥0 )ei(β(0)(ω0)z−ω0t) + c.c., (5.3)

kde α(ω0) ur£uje spektrální tvar £erpací vlny, A(j) je amplituda £erpacího pole v j-
tém vlnovodu a c.c. zna£í komplexn¥ sdruºený £len. Funkce Ã(k⊥0 ) je dána Fourierovou
transformací

Ã(k⊥0 ) =
1

2π

∑
j

A(j)e−ik⊥0 j . (5.4)

Nyní jiº m·ºeme uvést tvar interak£ního hamiltoniánu odpovídající sestupné pa-
rametrické frekven£ní konverzi v soustav¥ nelineárních vlnovod·

Ĥ(t) =
ε0

2

ˆ 0

−L

∑
j

χ(2)
(
E

(+)
0,j (z, t)Ê

(−)
j (z, t)Ê

(−)
j (z, t) + h.c.

)
dz, (5.5)

kde L je délka vlnovodu, χ(2) je tenzor nelineární susceptibility t°etího °ádu a in-
dexem (+), resp. (−) jsme ozna£ili tu £ást p°íslu²ných polí, která závisí na krea£-
ním, resp. anihila£ním operátoru (v p°ípad¥ £erpacího pole pak klademe E(+)

0,j (z, t) =

E
(−)

0,j (z, t) =
´ +∞
−∞ dω0A(j)α(ω0)ei(β(0)(ω0)z−ω0t)). Uváºíme-li po£áte£ní stav signál-

ního a jalového pole jako vakuový, m·ºeme ur£it jejich stav dlouho po interakci
(t→ +∞) v prvním °ádu p°iblíºení jako

|ψ〉 ≈ |0〉 − i

~

ˆ +∞

−∞
Ĥ(t) |0〉 dt. (5.6)

Umístíme-li navíc za soustavu frekven£ní �ltry, které od�ltrují fotony £erpacího
pole, m·ºeme tento stav (po p°íslu²né normalizaci) uvaºovat

|ψ〉 =
1√
N

i

~

ˆ +∞

−∞
Ĥ(t) |0〉 dt.

Po integraci obdrºíme

|ψ〉 =
1√
N

ˆ +∞

−∞
dωs

ˆ +∞

−∞
dωi

ˆ π

−π
dk⊥s

ˆ π

−π
dk⊥i f(ωs, ωi, k

⊥
s , k

⊥
i )

×â†(ωs, k⊥s )â†(ωi, k
⊥
i ) |0〉 , (5.7)
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kde jsme vyuºili ω0 = ωs + ωi a poloºili jsme

2f(ωs, ωi, k
⊥
s , k

⊥
i ) = α(ω0)

∑
n

A(n)e−i(k⊥s +k⊥i )

×
ˆ 0

−L
e−i(β(ωs,k

⊥
s )+β(ωi,k

⊥
i )−β(0)(ωs+ωi)z dz

= 2α(ωs + ωi)Ã(k⊥s + k⊥i )e−i(β(0)(ωs+ωi)−β(ωs,k
⊥
s )+β(ωi,k

⊥
i ))L2

×
sin
((
β(0)(ωs + ωi)− β(ωs, k

⊥
s ) + β(ωi, k

⊥
i )
)
L
2

)(
β(0)(ωs + ωi)− β(ωs, k⊥s ) + β(ωi, k⊥i )

)
L
2

. (5.8)

Dále ozna£íme

∆β(ωs, ωi, k
⊥
s , k

⊥
i ) = β(0)(ωs + ωi)− β(ωs, k

⊥
s ) + β(ωi, k

⊥
i ), (5.9)

ϕ(ωs, ωi, k
⊥
s , k

⊥
i ) = e−i∆β(ωs,ωi,k

⊥
s ,k
⊥
i )L2 , (5.10)

Φ(ωs, ωi, k
⊥
s , k

⊥
i ) =

sin
(
∆β(ωs, ωi, k

⊥
s , k

⊥
i )L2

)
∆β(ωs, ωi, k⊥s , k

⊥
i )L2

. (5.11)

M·ºeme tak psát

f(ωs, ωi, k
⊥
s , k

⊥
i ) = α(ωs + ωi)Ã(k⊥s + k⊥i )ϕ(ωs, ωi, k

⊥
s , k

⊥
i )Φ(ωs, ωi, k

⊥
s , k

⊥
i ). (5.12)

Funkce f(ωs, ωi, k
⊥
s , k

⊥
i ) tak v sob¥ zahrnuje informaci o spektrálních a prostoro-

vých vlastnostech £erpacího pole (prost°ednictvím α(ωs + ωi) a Ã(k⊥s + k⊥i )), díky
funkcím ϕ(ωs, ωi, k

⊥
s , k

⊥
i ) a Φ(ωs, ωi, k

⊥
s , k

⊥
i ) pak odráºí i vlastnosti soustavy vlno-

vod· (její nelineární chování, ale i prostorové uspo°ádání).

5.2 Spektráln¥-prostorové korelace

Jak jsme jiº uvedli, sestupná parametrická frekven£ní konverze nastává v krystalu
s velmi malou pravd¥podobností a nastane-li, je tém¥° p°esn¥ spln¥na podmínka fázové
synchronizace, kterou zde m·ºeme vyjád°it ve tvaru

∆β(ωs, ωi, k
⊥
s , k

⊥
i ) ≈ 0. (5.13)

Pro lep²í názornost nyní funkci ∆β rozd¥líme na £ást odráºející vlastnosti jediného
vlnovodu a závisející pouze na frekvenci £erpacího pole ∆βω a na £ást odráºející
p°ítomnost celé soustavy vlnovod· ∆βA. Klademe tedy

∆β(ωs, ωi, k
⊥
s , k

⊥
i ) = ∆βω(ωs, ωi) + ∆βA(k⊥s , k

⊥
i , ωs, ωi), (5.14)

kde

∆βω(ωs, ωi) = β0(ωs + ωi)− β0(ωs)− β0(ωi), (5.15)

∆βA(k⊥s , k
⊥
i , ωs, ωi) = −2C(ωs) cos(k⊥s )− 2C(ωi) cos(k⊥i ). (5.16)

Podmínku fázové synchronizace (5.13) tak m·ºeme p°epsat na

∆βω(ωs, ωi) ≈ −∆βA(k⊥s , k
⊥
i ). (5.17)
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Práv¥ z této podmínky plynou tvary spektráln¥-prostorových korelací mezi genero-
vanými signálními a jalovými fotony. Zam¥°íme se nyní na t°i speciální p°ípady, které
mohou nastat pro frekvence signálních a jalových foton·. Nejprve budeme uvaºovat
situaci, kdy frekvence obou foton· budou tém¥° shodné (ωs ≈ ωi) a v dal²ích dvou
p°ípadech se naopak budou výrazn¥ li²it (ωs � ωi, resp. ωs � ωi). Od toho se bude
odvíjet nejen tvar funkce ∆βω(ωs, ωi), ale i tvar parametru C(ω).

Obrázek 5.2: Závislost funkcí ∆βω a ∆βA na frekvencích ωs, ωi a na vlnových £íslech
k⊥s , k

⊥
i signálních a jalových foton·. Barevné linky v £ástech (b), (c) a (d) odpovídají

linkám v £ásti (a) tak, aby byla spln¥na podmínka ∆βω + ∆βA = 0. P°evzato z [15].

Na obrázku 5.2(a) vidíme závislost funkce ∆βω(ωs, ωi) na frekvencích signálních
a jalových foton·. Vidíme, ºe hodnota ∆βω = 0 je soust°ed¥na p°ibliºn¥ na ose dru-
hého a £tvrtého kvadrantu (ωi ≈ 2ω0−ωs). Nad touto osou pak funkce nabývá hodnot
kladných, pod ní hodnot záporných. Ozna£íme hodnotu parametru C(ω) v degenero-
vaném p°ípad¥ ωs ≈ ωi ≈ ω0/2 jako C0 = C(ωs ≈ ωi) a p°istoupíme jiº k samotné
diskusi zmín¥ných p°ípad·:

1. Je-li ωs ≈ ωi, potom C(ωs) = C(ωi) = C0 a funkci ∆βA tak m·ºeme zapsat ve
tvaru ∆βA(k⊥s , k

⊥
i , ωs, ωi) = −2C0

(
cos(k⊥s ) + cos(k⊥i )

)
. Je-li nyní ∆βω = 0 (tj.

platí skoro p°esn¥ ωs = ωi), musí platit i ∆βA = 0 a tedy cos(k⊥s )+cos(k⊥i ) = 0.
Moºná vlnová £ísla k⊥s a k⊥i v tomto p°ípad¥ tvo°í £tvercový obrazec. Dále
uvaºme ∆βω = 2C0, tj. ∆βA = −2C0 a tedy cos(k⊥s ) + cos(k⊥i ) = 1. �e-
²ení leºí na obrazci p°ipomínající kruºnici. Nakonec je²t¥ p°ipus´me moºnost
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∆βω = −2C0 vedoucí k podmínce cos(k⊥s ) + cos(k⊥i ) = −1. �e²ení pak nalez-
neme v prostoru (k⊥s , k

⊥
i ) v jeho rozích. Názorn¥ vidíme tento p°ípad rozebrán

na obrázku 5.2(b).

2. Je-li ωs � ωi, platí i C(ωs)� C(ωi). �e²ení se do jisté míry podobají (ve v²ech
t°ech podp°ípadech ∆βω = 0, ∆βω = 2C0 i ∆βω = −2C0) p°ípadu p°edchozímu,
vlivem podmínky C(ωs) � C(ωi) dochází pouze k protaºení ve sm¥ru osy k⊥s .
Situaci odpovídá obrázek 5.2(c).

3. Je-li ωs � ωi, potom platí C(ωs) � C(ωi). Rozdíl oproti p°ede²lému bodu je
pouze v tom, ºe k protaºení dochází ve sm¥ru osy k⊥i . Tato skute£nost sou-
visí i s tím, ºe uvaºujeme sestupnou parametrickou frekven£ní konverzi typu I
(generované fotony mají stejnou polarizaci) a signální a jalové fotony jsou tedy
zam¥nitelné.

Vidíme tedy, jak vypadají spektráln¥-prostorové korelace výstupních foton·. V ná-
sledujícím paragrafu se budeme krátce v¥novat problému, jak tyto korelace m·ºeme
ovlivnit vlastnostmi £erpacího pole.

5.3 Kontrola výstupního stavu zm¥nou parametr·
£erpacího pole

V tomto paragrafu stru£n¥ nazna£íme, jak lze zm¥nami parametr· £erpacího pole
kontrolovat tvar pole výstupního.

Výb¥rem jisté frekvence £erpacího paprsku ω0 ur£íme v prostoru (ωs, ωi) p°ímku
spl¬ující ωs+ωi = ω0. Tato p°ímka je rovnob¥ºná s osou druhého a £tvrtého kvadrantu
a de�nuje jistou hodnotu funkce ∆βω, coº na druhé stran¥ vede k ∆βA ≈ −∆βω.
Vidíme tedy, ºe jiº pouhou zm¥nou frekvence £erpacího pole lze ovlivnit prostorové
korelace generovaných foton·.

Máme-li jiº vybránu frekvenci £erpacího pole ω0, m·ºeme výstupní pole je²t¥ ovliv-
nit prostorovým tvarem £erpacího pole (lze nap°íklad sou£asn¥ ozá°it více vlnovod·),
nebo´ tak m¥níme tvar funkce Ã(k⊥s + k⊥i ).

Takovýto postup je detailn¥ znázorn¥n na obrázku 5.3. V prvém kroku (t°i mode-
lové p°ípady znázorn¥ny na (a1�a3)) tedy vybereme frekvenci £erpacího pole a ur£íme
tak, i hodnotu funkce ∆βω. Odpovídající °e²ení funkce ∆βA = −∆βω jsou v prostoru
(k⊥s , k

⊥
i ) vytaºena p°eru²ovanou £ernou £arou (situaci vidíme na (b1�b3)). Zde v²ak

je²t¥ m·ºeme výsledná °e²ení dále ovlivnit prostorovým tvarem £erpacího pole, £ímº
zm¥níme funkci Ã(k⊥s + k⊥i ). Kone£n¥ ve t°etím °ádku (c1�c3) jsou pak pro vybrané
£erpací frekvence ω0 a vybrané tvary funkce Ã(k⊥s +k⊥i ) znázorn¥ny výsledné prosto-
rové korelace signálních a jalových foton· (zvoleným hodnotám funkce Ã(k⊥s + k⊥i )
provedeným v (b1�b3) barevn¥ odpovídají °e²ení v (c1�c3)).

Zm¥na parametr· £erpacího pole nám tak umoº¬uje m¥nit tvary prostorových
korelací mezi signálními a jalovými fotony. M·ºeme tak nap°íklad získávat korelace ve
form¥ tzv. bunchingu (signální a jalové fotony opou²t¥jí soustavu stejným vlnovodem
ns = ni) £i anti-bunchingu (ozna£íme-li centrální vlnovod n = 0, potom ns = −ni).

5.4 Experimentální ov¥°ení

Teoretický model byl úsp¥²n¥ experimentáln¥ ov¥°en skupinou kvantové optiky na
paderbornské univerzit¥.
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Obrázek 5.3: Kontrola korelací výstupních stav·. V prvém °ádku (a1-a3) vlastn¥ pro-
vádíme volbu frekvence £erpacího pole. V druhém °ádku (b1�b3) pak ur£ujeme tvar
funkce Ã(k⊥s + k⊥i ) (prost°ednictvím prostorových charakteristik £erpacího pole) a
v posledním °ádku (c1�c3) vidíme odpovídající °e²ení. P°evzato z [15].
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Obrázek 5.4: Schéma experimentální aparatury. Pouºité zna£ení: SM � spektrometr,
HWP � p·lvlnná desti£ka, AL � asférická £o£ka, WG Array � soustava vlnovod·, SF
� spektrální �ltr, InGaAs-DA � soustava fotonových detektor·. P°evzato z [15].

Experimentální aparatura se skládala z laditelného pikosekundového titanovo-
safírového laseru (o centrální vlnové délce 775 nm) a 40 mm dlouhé soustavy sto
jedna nelineárních vlnovod· (p°i£emº ²í°ka celé soustavy £inila 1, 6 mm). Vlnovody
byly umíst¥ny v peci p°i teplot¥ 185°C±0, 1°C. �ást £erpacího paprsku byla odvád¥na
do spektrometru pro pr·b¥ºnou kontrolu kvality £erpacího pole, zbytek pak p°iveden
do jednoho z vlnovod·. V tomto vlnovodu docházelo k frekven£ní konverzi a vzniklé
signální a jalové fotony se pak ²í°ily do dal²ích vlnovod·. Na výstupu soustavy byl
umíst¥n frekven£ní �ltr, kterým bylo odstran¥no £erpací pole, a signální a jalové fo-
tony pak byly detekovány soustavou jednofotonových detektor·. Schéma experimentu
je na obrázku 5.4.

Srovnání experimentálních dat a teoretických p°edpov¥dí na základ¥ uvedeného
modelu pak vidíme na obrázku 5.5. V p°ípad¥ (a) mají signální a jalové fotony tém¥°
stejnou frekvenci (toho je dosaºeno vylad¥ním vlnové délky laseru na hodnotu, p°i níº
ve vlnovodech dochází ke generaci druhé harmonické frekvence). Vidíme, ºe pole se
²í°í p¥ti vlnovody a má spektrální ²í°ku p°ibliºn¥ 100 nm. V dal²ích krocích dochází
k pozvolnému krokovému sniºování vlnové délky £erpacího paprsku (velikost kroku
v rozmezí 0, 3 − 0, 4 nm). V p°ípadech (b) a (c) se tak pozvoln¥ zv¥t²uje i spektrální
²í°ka a v p°ípad¥ (d) je jiº zcela z°etelné odd¥lení dvou spektrálních oblastí, nebo´
signální a jalové fotony jiº nemají stejné frekvence a tedy ani vlnové délky. Zárove¬
si m·ºeme v²imnout toho, ºe fotony s v¥t²ími vlnovými délkami se ²í°í do sousedních
vlnovod· snadn¥ji neº fotony s niº²ími vlnovými délkami. Odpovídající teoretické
p°edpov¥di jsou uvedeny v pravém sloupci (e�h). P°edpov¥di se s experimentem dob°e
shodují, velice p°esv¥d£iv¥ pak zachycují zmín¥né trendy. Teoretický model tedy velmi
dob°e koresponduje s experimentálními daty (jejich podrobnou analýzu lze nalézt
v p·vodním £lánku [15]).

V dal²ích experimentech pak lze o£ekávat zkoumání tvaru korelací a ov¥°ování
platnosti modelu i pro vícekanálové £erpání (je moºné, ºe p°i £erpání do více neº jed-
noho vlnovodu jiº nebude pouºitý rozvoj v prvním °ádu dosta£ující). Dále je zajímavá
otázka generace £ty° a více provázaných foton· £i zkoumání sestupné parametrické
frekven£ní konverze typu II.
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Obrázek 5.5: Porovnání nam¥°ených spektrálních intenzit na jednotlivých výstupech
vlnovod· s teoretickou p°edpov¥dí. P°evzato z [15].



Záv¥r

Ú£elem práce bylo seznámení s problematikou sestupné parametrické frekven£ní kon-
verze v soustav¥ nelineárních vlnovod·. Pro srozumitelnost textu se p°edpokládá
znalost lineární algebry a základ· teoretické fyziky. Nejzákladn¥j²í poznatky a for-
malismus kvantové teorie jsou popsány v úvodních kapitolách. V dal²ím textu jsou
de�novány pot°ebné pojmy a odvozeny £i p°evzaty pot°ebné vztahy, aby v poslední
kapitole mohl být popsán samotný proces.

Jak jsme jiº uvedli, je získávání kvantov¥ provázaných foton· nezbytným p°edpo-
kladem k realizaci kvantových po£íta£· pracujících s qubity fyzikáln¥ reprezentova-
nými fotony. Kvantové algoritmy by p°itom m¥ly p°inést podstatné zefektivn¥ní °e²ení
vybraných úloh a dokonce n¥které problémy, které jsou z hlediska klasických po£íta£·
povaºovány za ne°e²itelné, by mohly být s pomocí kvantových po£íta£· °e²eny. Uve-
deme nap°íklad Shor·v faktoriza£ní algoritmus, který dovoluje hledat prvo£initele
p°irozených £ísel. Po£et elementárních operací pot°ebných k vy°e²ení problému v jeho
p°ípad¥ roste polynomiáln¥ s délkou vstupu, naproti tomu v p°ípad¥ nejlep²ích fak-
toriza£ních algoritm· dnes pouºívaných na klasických po£íta£ích roste po£et krok·
exponenciáln¥. Tato úloha tak náleºí z hlediska kvantových po£íta£· do t°ídy sloºi-
tosti P , z hlediska klasických po£íta£· pak do t°ídy NP .3 To v²e £iní z kvantového
po£ítání velmi atraktivní disciplínu, a to obzvlá²t¥ dnes, kdy miniaturizace výrobní
technologie procesor· uºívaných v klasických po£íta£ích jiº naráºí na své fyzikální
limity.

Sestupná parametrická frekven£ní konverze v soustav¥ nelineárních vlnovod· pak
p°edstavuje jednu z moºných cest, jak kvantov¥ provázané stavy získávat (samotná
frekven£ní konverze má pak význam nap°íklad v metrologii p°i stanovování kvantové
ú£innosti fotonových detektor·, dále na ní lze experimentáln¥ demonstrovat poru-
²ení Bellových nerovností a ov¥°it tak platnost kvantové teorie). D·leºitá je zejména
moºnost spolehliv¥ a snadno kontrolovat tvary výstupních korelací generovaných fo-
tonových pár· (jak jsme vid¥li, sta£í k tomu m¥nit parametry £erpacího pole). Dal-
²ímí výhodami takového p°ístupu jsou mimo jiného dostupnost a ov¥°enost pouºitých
komponent, malé rozm¥ry samotného za°ízení £i moºnost realizovat kvantové pro-
cházky p°ímo v soustav¥ vlnovod· (nedochází k tzv. dekoherenci kvantového stavu,
která m·ºe být zp·sobena mimo jiného práv¥ spojováním r·zných za°ízení). Z expe-
rimentálního ov¥°ení pak plyne, ºe uvedený matematický model velmi dob°e popisuje
chování uvaºovaného systému.

3Problémy pat°ící do t°ídy P lze °e²it pomocí algoritm· v polynomiálním £ase. �e²ení problém·
pat°ících do t°ídy NP lze v polynomiálním £ase ov¥°it, ale nemusí exitovat algoritmus, který by
problém v polynomiálním £ase °e²il.
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