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konverze v soustavé nelinedrnich vlnovodi. Tento proces se jevi jako perspektivni
moznost ziskdvani kvantové provazanych fotoni a muaze tak poslouzit pii konstrukei
kvantového pocitace. Nejprve uvedeme zakladni postulaty a formalismus kvantové
teorie i se stru¢nou zminkou o kvantovém pocitani. V dalsim textu definujeme
nékteré pojmy potiebné v kvantové optice, abychom nésledné mohli uvést mate-
maticky popis a zakladni vlastnosti sestupné parametrické frekvencéni konverze.
Dale se zminime o §iteni elektromagnetického pole v soustavé vlnovodu a v zavéru
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Abstract: This work is focused on spontaneous parametric down-conversion in array
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with short note about quantum computation. Next we define some terms needed
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Uvod

Tato prace se zabyva perspektivni moznosti ziskavani kvantové provazanych fotonu
prostiednictvim sestupné parametrické frekvencni konverze v soustavé nelinearnich
vlnovodii. Uspé&ina realizace takového procesu (tedy ziskdvani kvantové provazanych
fotont) je nutnym predpokladem ke konstrukci kvantového poéitace zaloZzeného na
reprezentaci kvantového bitu fotonem.

Samotny text je rozdélen do péti kapitol. Nejprve jsou uvedeny zakladni poznatky
kvantové teorie a zavedeno dale pouZité znaceni. Struéné je nastinéna téz problematika
kvantové informace. Ve druhé kapitole se pak detailnéji vénujeme vybranym oblastem
kvantové teorie (interakini obrazy, systémy nerozliitelnych ¢astic a Fockuv prostor),
abychom mohli definovat koherentni stavy a zaroven provést kvantovani elektromag-
netického pole. Tteti kapitola obsahuje zékladni informace o sestupné parametrické
frekvenéni konverzi a vénuje se hlavné jejimu kvantovému popisu. V nasledujici kapi-
tole je popséano Sifeni elektromagnetického pole v soustavé vlnovodu (jak linearnich,
tak nelinearnich). Kone¢né posledni kapitola je vénovana samotnému procesu parame-
trické frekven¢ni konverze v soustavé nelinearnich vlnovodi (je uveden matematicky
model, ale i jeho experimentéalni ovéreni).



Kapitola 1

Zaklady kvantové teorie

1.1 Postulaty kvantové mechaniky

Nejprve uvedeme tii zdkladni postulaty kvantové mechaniky (volné pievzaté z [1]).
V klasické mechanice uzivame k popisu systému konfigura¢niho & fazového prostoru.
Znalost t&chto prostord je pro nas vzdy zdsadni, nebot viechny pozorovatelné veli¢iny
daného systému definujeme jako funkce na téchto prostorech. Jako prvni tedy uvedeme
postulat urcujici prostor uzivany k popisu stavu kvantového systému:

Kazdému izolovanému fyzikalnimu systému je pfifazen komplexni vek-
torovy prostor se skaldrnim soudinem, ktery je v metrice indukované timto
skalarnim soucinem uplny, tj. je to Hilbertiv prostor. Takovy prostor na-
zyvame stavovym prostorem systému a znacime jej H. Systém je pak uplné
popsan svym stavovym vektorem, ktery je pfedstavovan jednotkovym vek-
torem ve stavovém prostoru.

Pfi znaceni vektort se pfidrzime Diracovy braketové notace. Prvky stavového prostoru
(ket-vektory) tedy znacime |¢) € H, prvky duélniho prostoru, tj. omezené linearni
funkciondly (bra-vektory, ale budeme uzivat téZ oznaceni kovektory) definované na
H, znacime (| € H*. Rieszovo lemma (viz napf. [2]) ndm pak umoziiuje jednoznaéné
ztotoZnit funkcionaly s vektory. Ke kazdému funkciondlu (¢p| € H* totiz existuje
vektor [1) € H takovy, Ze pro libovolny vektor |¢) € H plati (0| (|¢)) = (|¢),|¢)),
kde (., .) znagi skalarni souc¢in. Naopak také kazdému vektoru |¢) € H muzeme piifadit
kovektor (| € H* takovy, ze plati (|), @) = (¥| (|¢)) pro libovolny vektor |¢) € H.
To ndm umozihuje zapsat skalarni souéin vektort [¢), |¢) € H v jednoduchém tvaru
([¥),19)) = (¢]¢). Pisobeni linedrniho operétoru A na vektor |[¢)) € H znacime
A(|y)) = Al), operator sdruzeny k A pak znaéime Af.! Pro zjednodugeni zapisu

pak Klademe (|0), 4|6)) = (A1 |v),10) = (v | 4] ¢).

Stavovy vektor neni danému stavu piifazen jednozna¢né. Stav |1)) a jeho nenulovy
nasobek C|¢), C € C odpovidaji témuz stavu. Konvence o uZivani jednotkovych
vektori sice zuzuje tiidu téch vektori, které muzeme k popisu systému pouZit, ale
stale jednomu stavu systému muzeme piifadit nekoneéné mnoho stavovych vektora
ligicich se nyni pouze svou globalni fazi (tj. stavy [t/) a €l¥ ), kde € R, jsou ekviva-
lentni). Nicméné toto neni ani smyslem konvence — uzivani jednotkovych vektori viak
podstatné zjednodusuje nékteré vztahy a téz usnadiiuje jejich fyzikalni interpretaci.

17, A, Al spliwji pro viechny vektory |[¢), |¢) € H rovnost (|¢), A |p)) = (AT |),|8)).

8
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Jako dalsi uvedeme postulat uréujici ¢asovy vyvoj systému:

éasovy vyvoj uzavieného kvantového systému je popsan unitarni trans-
formaci. Pro libovolné dva vektory | (t1)), |¥(¢2)) popisujici stav systému
v Case t1, resp. to tedy existuje unitarni operator U zévisejici pouze na Ca-
sech t1 a to takovy, ze

[0(t2)) = U (1)) - (1.1)

Tento postulit obsahuje pozadavek uzavienosti systému. Realné fyzikilni systémy
ale vzdy néjakym zpisobem interaguji se svym okolim. Existuji v8ak systémy, které
mohou byt v dostatecné mife povazoviny za uzaviené a pro néz unitarni vyvoj pred-
stavuje uspokojivé piiblizeni vyvoje skutedného. Navic lze (pFinejmensim principialng)
popsat kazdy otevieny systém jako ¢ast vétsiho uzavieného systému (v krajnim pii-
padé Vesmiru jako celku), ktery se jiz unitarni evoluci skute¢né vyviji.

Uvedeny postulat ndm nic nefiké o tom, jak tento unitarni operator ziskame (stejné
tak jako nam prvni postulat nefiké, ktery stavovy vektor méame systému piifadit).
Postulat 1ze vsak ekvivalentné preformulovat nasledovné:

Casovy vyvoj stavu uzavieného kvantového systému je popsan Schro-
dingerovou rovnici
a|(t
IG)
ot
kde % je redukovanéd Planckova konstanta a H je hermitovsky operator
nazyvany hamiltonidn uzavieného systému.

= H[p(t)), (1.2)

Operator H ma jiz na rozdil od operatoru U fyzikalni vyznam a odpovida operdtoru
energie. Z tohoto divodu je v této rovnici uvedena i konstanta h, nebot z matema-
tického hlediska by bylo vyhodné&jsi ji zahrnout do definice Hamiltonova operatoru
H.

Vztah mezi unitarnim operatorem U a hamiltonianem H pak jiz nalezneme snadno.
Ze Schrédingerovy rovnice (a pozadavku na zachovéni jednotkové normy operatoru)
uréime stav systému v Case to jako

1 - N
(62} = exp | 2tz = )] [6(00)) = Ot t2) e (1.3
kde exp [/1} je exponencialni funkce? operatoru A, a definujeme tedy
. 1 .
U(thtz) = exp |:th(t2 — tl):| . (14)

Unitarita takto definovaného operdtoru se pak ovéfi ze vztahu exp {A} exp {B} =

exp [fl + E} pro komutujici hermitovské operatory AaB

Ulty, t2)UT (81, 12) = exp L;f{(tQ — tl)} exp [ilhﬁﬂ(tg - tl)] —exp[0] =1, (1.5)

kde jsme vyuzili toho, Ze H je hermitovsky operator a argumenty exponencialnich
funkei tak zfejmé komutuji.
Nakonec uvedeme postulat, ktery vyuzijeme pii studiu slozenych systémii:

2Exponencialni funkci omezeného linedrniho operatoru A definujeme ve form& mocninné fady

exp [A] = EZ:% %Ak a klademe A® = I, kde I zna¢i identicky operator.
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Stavovy prostor H fyzikdlniho systému slozeného z n podsystému s
pfislusnymi stavovymi prostory H; je tenzorovym soucinem téchto stavo-
vych prostord, tj. H = H1 ® ... ® Hy,. Je-li i-ty podsystém popsan sta-
vovym vektorem [i;), potom lze celému systému prifadit stavovy vektor

[9) = |11) @ ... ® |thy).

Dale budeme pii znaceni stavovych vektori pro jednoduchost vynechévat znak tenzo-
) = [1)@[n) 8D thn) = [11) [2) .. ). Na prostoru
H definujeme linearni operatory jako tenzorovy souéin linedrnich operatortu definova-
nych na jednotlivych podprostorech. Pisobi-li tedy operator A; v nékterém z _podpro-
storit H,;, lze na prostoru H definovat naptiklad operstor A = [®...0 @ A;®I®...®1,
ktery ptsobi netrividlné pouze v tomto podprostoru, tj.

Ar) e [0ia) [) i) oo [Wn) = 1) oo |Whim1) A |93 [Pig1) - 1) - (1.6)

1.2 Pozorovatelné veli¢iny, kvantova méreni

V klasické mechanice odpovida pozorovatelné veli¢ing redlnd funkce definovani na
prisluném konfiguracénim ¢ fizovém prostoru. V kvantové mechanice je pak kazdé
pozorovatelna veli¢ina matematicky vyjadiena linedrnim operatorem na stavovém pro-
storu. Mozné vysledky méteni pak odpovidaji ¢islim ze spektra ptislusného operatoru
(spektrum operatoru je popsano v [3], detailnéji pak v [2]). Je tedy rozumné omezit
mnozinu téchto linedrnich operatorii pouze na operatory hermitovské, nebot jejich
spektrum je vzdy podmnozinou redlnych ¢isel.

Ma-li operator A ¢isté bodové spektrum a jsou-li a; jeho vlastni hodnoty s pfislus-
nymi vlastnimi vektory ’ai].> (index j znadi piipadnou degeneraci vlastni hodnoty),
tj. A lai,) = a;|a;,), lze takovy operdtor zapsat pomoci projektort |a;; ) (a;,| na
prislusné vlastni podprostory ve formé tzv. spektrilniho rozkladu

A=Y o) {a | 17)

Vektory a;; pak navic spliuji relaci ortonormality

<CLZ']. | akl> = 5ik5jl (18)

a relaci uplnosti

Z ’aij> <aij| =1, (1.9)
i,
tedy {|ai_7.>} je ortonormalni bazi stavového prostoru.

Predpokladejme tedy, Ze mame systém popsany stavovym vektorem [i)) a chceme
védeét, jaké hodnoty pozorovatelné veli¢iny A naméiime. Kvantova teorie nAm obecné
neposkytuje deterministickou odpovéd na tuto otazku (na rozdil od klasické mecha-
niky), jeji pfedpovédi maji pouze pravdépodobnostni charakter. Mtizeme uréit napii-
klad stfedni hodnotu veli¢iny A pii stavu |¢))

(A), = <1/) A 1/1>. (1.10)

Vyrazy tvaru <q§ ‘ A ‘ 1/)> . kde |¢), |¢) € H jsou zcela libovolné stavové vektory a A

je libovolny operétor pusobici na H, pak nazveme maticovymi elementy operatoru A
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(v pFipadé koneéné rozmérného stavového prostoru a za piedpokladu, Ze |¢) , |¢) jsou
prvky libovolné baze H, tyto elementy skutecéné piedstavuji prvky matice operatoru
A vyjadiené v prislugné bazi).

Podobné jako ve statistické fyzice uréime stfedni kvadratickou odchylku pozoro-
vatelné veli¢iny A jako

2
Ay(A) = <A2 - <A>w>¢. (1.11)

Lze-li na operator A pouzit spektralni rozklad (1.7), pak pravdépodobnost namé-
feni hodnoty a; pii stavu |1) je dana vztahem

Paza, = Z | <aij ’1/J> ‘27 (112)
J
v pfipadé, Ze a; je nedegenerovani hodnota, se pak tento vztah zjednodusi na

PA=(L'L = | <a‘i ‘ ¢> ‘2' (113)

Tato pravdépodobnost se nazyva pravdépodobnosti pfechodu ze stavu [¢) do stavu
|a;) alze ji znacit téz Py_,,,. V piipadé degenerované vlastni hodnoty a; pak pravdépo-
dobnost P4—,, chapeme jako soucet jednotlivych pravdépodobnosti piechodu Pqp_mij
ze stavu [) do stavu |a;, ). Cisla (a;; | ) nazyvame amplitudami pravdépodobnosti
prechodu ze stavu [¢) do stavu |a;, ).

Kvantové méfeni ma viibec velice zvlastni postaveni v rdmci kvantové mechaniky.
V klasické mechanice jsme (opét alespoil v principu) schopni plné urdit stav systému
souborem soucasnych (nebo alesponn v kratkém ¢asovém intervalu uskutec¢nénych)
méfeni. V kvantové mechanice v8ak méfeni provedend na zkoumaném systému mohou
stav systému zménit. MiZeme tak narazit na situaci, kdy vysledky méteni jednotlivych
pozorovatelnych veli¢in budou ovlivnény pofadim, v ném?z jsme jednotlivd méfeni
provadéli.

Tato skutecnost je zpusobena tzv. kolapsem vlnové funkce (téz redukce stavu).
Piedpokladejme, Ze mame systém popsany stavovym vektorem |¢)) a chceme na ném
provést méfeni velidiny A, pro jejiz operator A existuje spektralni rozklad (1.7).
Obdrzime-li p¥i métfeni hodnotu a;, potom stav systému po méfeni je popsin vek-
torem

Pa,

¥) = Z }a27> <aij| W) = Z <ai.7‘ W’> |ai.7‘>’ (1.14)

J

ktery samoziejmé je§té normujeme. Operator

Pa, = lai,) (ai, | (1.15)

J

pak odpovida projekci do vlastniho podprostoru piisludejiciho vlastni hodnoté a;.
Uzitim pravdépodobnosti pfechodu zjistime, Ze po takovém méfeni nam jiz kazdé
nésledné méfeni téZe veli¢iny neposkytne Zadné nové informace o systému, nebot
s jistotou (samoziejmé za piedpokladu, Ze systém se nevyviji) jiz vidy naméfime
hodnotu a;.

Omezime-li se nyni na operatory, které lze sou¢asné diagonalizovat ve stejné orto-
normélni bézi (tj. v této bazi lze operatory vyjadrit ve tvaru (1.7)), nebude jiz zaleZet
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na pofadi ve kterém méfeni provadime.? Tato podminka je splnéna v piipadé, Ze tyto
operatory komutuji (viz tvrzeni 2.2 v [1]). Zavedeme-li komutator operatori A, B

predpisem {/1, B} = AB — BA, pak je tato podminka ekvivalentni s

[A,B} —0. (1.16)

Pozorovatelné veli¢iny A, B pak nazyvame kompatibilnimi. Soubor vzajemné kompa-
tibilnich veli¢in {A;} nazveme tplnou mnozinou pozorovatelnych, jestlize naméfenim
hodnot vSech téchto veli¢in je iplné urcen stav systému.

1.3 Cisté a smiSené stavy

Stavy, kterymi jsme se dosud zabyvali jsme mohli popsat vektorem Hilbertova pro-
storu. Takové stavy nazyvame &istymi stavy. Predstavme si ovSem, Ze pii piipravé
stavu* hraje roli n&jaky nahodny proces a my nejsme schopni pfesné uréit v jakém
stavu se systém pravé naléza. Predpoklddejme, Ze zname pouze pravdépodobnosti, se
kterymi se systém v danych stavech naléza. Necht je tedy systém s pravdépodobnosti
p; ve stavu [t);) a nechf plati ). p; = 1.Hovoiime pak o smiSeném stavu (interpretu-
jeme ho jako statisticky soubor ¢istych stavii) a definujeme tzv. operator (téZ matici)
hustoty

p= Zpi i) (il - (1.17)

SmiSeny stav tak jiz neni popsin stavovym vektorem, ale pravé operatorem hustoty.
Timto operatorem lze také popsat kazdy Cisty stav.

Pro operator hustoty nyni odvodime nékteré dulezité vztahy. Pfedné z podminky
>, pi = 1 plyne pro jeho stopu®

Do (6510165 =D & | | 2omilwad il | |5

Son Yl o) P =Y p =1, (1.18)

3Ptedpokladejme, Ze AaB jsou operatory odpovidajici velicinam A a B a Ze existuje orto-
normalni baze {|a;,b;)}, v niZ lze tyto operatory vyjadiit ve form& spektralniho rozkladu A =
22,5 @i lai, by) {aq, byl B = 22,5 b lai, bj) {ai, bj|. Provedeme-li pak méfeni pozorovatelné A na
stavu |1) a obdrzime-li hodnotu a;, je stav po méFeni popsan vektorem 3° . a; (ai, b; [9) |ai, b;) (sa-
moziejmé jest& normovanym k jedné). Po m&Feni veli¢iny B s vysledkem b; je potom systém popsan
vektorem |a;, bj) a zfejmé tedy jiz kazdé méfeni A da vysledek a;. Provedeme-li navic jako prvni mé-
Feni pozorovatelné B a obdrZime-li stejné vysledky b;, a; jako pii uZiti prvého postupu, je vysledny
stav systému v obou pfipadech stejny.

4Ptipravou stavu rozumime kompletn& uréenou experimentalni proceduru, po jejiz realizaci obdr-
Zime pozadovany stav (viz [5]). Jako pfiklad pak miZeme uvést pouziti tzv. filtru. Jedna se o zafizeni,
kterym nechame systém projit. Filtr provede na systému méfeni iplné mnoziny pozorovatelnych a
dle jeho vysledku bud systém filtrem projde, nebo je odclonén. V p¥ipadé, Ze filtr necha projit pouze
jediny mozny vysledek téchto méFeni, nazveme jej filtrem s idealni rozliSovaci schopnosti (podrob-
né&ji v [4]). Nahodnost p¥ipravy pak miizeme reprezentovat filtrem s kone¢nou rozliSovaci schopnosti
(nechava projit vice vysledki méfeni).

5Pojem stopa operatoru splyva na prostorech koneéné dimenze s pojmem stopy pislugné matice
tohoto operatoru, tj. sou¢tem prvki této matice lezicich na hlavni diagonale. Lze ukazat, Ze hodnota
stopy je nezavisla na volbé baze, v niZ je matice operatoru vyjadiena. Pro nekone¢né dimenzionélni
prostory H, které jsou nicméné separabilni, zobeciiujeme pojem stopy operatoru A predpisem TrA =

Ti(wi]4

Trp

15 ), kde {|1;)} je ortonormalni bazi prostoru H.
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kde {[¢;)} je ortonormalni baze H a > . | (¢ | ¢;) |2 je dle Parsevalovy rovnosti (viz
[2]) ¢tverec normy vektoru |¢;), kterd je rovna jedné. Snadno se téz ukaze, Ze matice
hustoty je pozitivnim operatorem.® Naopak podminka pozitivnosti a jednotkové stopy
znamend (viz tvrzeni 2.5 v [1]), 7e dany operator je matici hustoty (tj. existuji ¢isla
p; € R a vektory |1;) € H takové, Ze operator lze zapsat ve tvaru (1.17)).

Déle ur¢ime pravdépodobnost realizace vysledku a; pii mé¥Feni pozorovatelné A.
Necht tedy pro prisluiny operator A plati vztah (1.7) a stav systému necht je popsan
matici hustoty p =Y, pr k) (¥r|. Potom je tato pravdépodobnost dana vztahem

Pamas = e Sl o) P = S 3 o o) (o). (119

Budeme-li nyni &slo Pa—,, poklddat za stopu Ctvercové matice prvého fadu, ob-
drzime diky invarianci stopy vaci cyklické zaméné argumentu vztah

Paca, =T [ S0 Y loow) Wl fas,) (aiy| | = T (pﬁa,.) T (Pp) . (1.20)
k J

kde projektor P., , je definovan vztahem (1.15). Pravé diky tomu, Ze Pa. , je projektorem
(tedy jedna se o hermltovsky operéator, ktery navic spliwje 772 =P, ) lze tento vztah
déle upravit nasledovné

I\ (793 p) — Ty (Pa ,675(”) (1.21)

Urcime jesté, jak se s Casem matice hustoty vyviji. Vyjdeme-li z existence unitar-
nfho evolu¢niho operatoru U, potom

ty) = qu [Vi(t2)) (Yi(t2)] = ZPiU i) (i(t) | UT = Up(t)UT. (1.22)

Zderivujeme-li tento vztah, obdrzime pohybové rovnice pro matici hustoty (jedna se
o kvantovou obdobu Liouvilleova teorému)

5 5 i
WO = a0t + Uatt) %
- % (ﬁﬁﬁ(tl)fﬂ - ﬁﬁ(tl)U*ﬁ) - % [ﬁ,ﬁ(t)} : (1.23)

kde jsme navic vyuzili pohybovou rovnici evoluéniho operatoru ziskanou derivaci rov-
nice (1.1) a jejim dosazenim do (1.2)

U (tr,t) 1 o~
S = CHU ). (1.24)

Jak jsme jiz podotkli, ¢isty stav lze povazovat za specialni piipad stavu smiSeného
odpovidajiciho maximalni znalosti daného systému. Pro matici hustoty plati (viz [4]),
7e systém se nachézi v ¢istém stavu pravé tehdy, kdyz

Trp? = 1, (1.25)

6Rekneme, Ze hermitovsky operator A : H — H je pozitivni, pokud pro libovolny vektor |¢) € H
plati <¢‘A‘¢> > 0.
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v obecném piipadé plati Trp? < 1. Ziskdvame tak jednoduché kritérium pro urcen,
zda matice hustoty popisuje stav ¢isty, nebo smiSeny.

Ve shodé s pravé zjisténymi vlastnostmi operatoru hustoty miizeme pro jeho po-
uziti preformulovat postulaty uvedené v paragrafu 1.1:

Kazdému izolovanému fyzikalnimu systému je pfifazen komplexni vek-
torovy prostor se skaldrnim soudinem, ktery je v metrice indukované timto
skalarnim soucinem uplny, tj. je to Hilbertiv prostor. Takovy prostor na-
zyvame stavovym prostorem systému a znacime H. Systém je pak uplné
popsan operitorem hustoty p plisobicim na tomto prostoru. Operator hus-
toty je pozitivnim operatorem a mé stopu rovnou jedné. Je-li systém ve
stavu p; s pravdépodobnosti p;, potom ma operator hustoty systému tvar

p= Zi Dipi-

Casovy vyvoj uzavieného kvantového systému je popsan unitarni trans-
formaci. Pro libovolné dva stavy p(t1), p(t2) popisujici stav systému v Gase
t1, resp. to tedy existuje unitirni operétor U z&visejici pouze na fasech t;
a ty takovy, ze . R

p(t2)=Up(t:)U". (1.26)

Stavovy prostor H fyzikdlniho systému slozeného z n podsystémi s
pfislusnymi stavovymi prostory H; je tenzorovym soucinem téchto sta-
vovych prostort, tj. H = H; @ Ha ® ... ® Hyp,. Je-li i-ty podsystém po-
psan operatorem hustoty p;, lze celému systému pfifadit operator hustoty
P=pPRpP2&...Q pn.

V souvislosti s poslednim postulatem jesté uvedeme, Ze operator p = p1 R P2 ®... R pn,
maé skutecné vlastnosti operatoru hustoty, tj. je pozitivni a mé stopu rovnou jedné.

1.4 Kvantové provazani, redukovana matice hustoty

Zajimavym disledkem postulatu urcujicitho stavovy prostor sloZeného systému jako
tenzorovy soucin stavovych prostorti a diisledkem linearity tohoto prostoru je jev
zvany kvantové provazani (téz entanglement). Nékteré stavy nelze zapsat jako ten-
zorovy sou€in stavi jednotlivych podsystému. Nejlépe tento problém ilustrujeme
v pfipadé dvouslozkového systému, kde kazdému z podsystému piislusi dvourozmérny
stavovy prostor. Bud {|i1),|¢2)} ortonormalni béazi stavového prostoru H; prvniho
podsystému a podobné {|¢1) , |¢2)} ortonormalni bazi stavového prostoru Hso druhého
podsystému. Potom soubor {[¢1) [¢1),[v1) [¢2), [2) [¢1) . [¥2) |$2)} je ortonormalni
bazi stavového prostoru celého systému H=H; ® Ho. Uvazujme nyni tento systém
v ¢istém stavu

1
V2

Lze snadno ukézat, Ze neexistuje zapis tohoto stavu ve formé tenzorového sou-
¢inu ¢istych stavi prvniho a druhého podsystému. ZapiSeme-li stavové vektory [¢) =
aq |11) + ag |12) € Hy a|d) = B1|¢1) + B2 |p2) € Ha ve zvolenych bazich jako sloup-

cové vektory
=2 ) o=} ). (1.28)

|®) ([t1) 1P1) + |2) [$2)) - (1.27)



KAPITOLA 1. ZAKLADY KVANTOVE TEORIE 15

potom miizeme jejich tenzorovy soucin zapsat ve tvaru

a1 8y
m=(m)e(m)=| ui | 129

o 32

K tomu, aby existoval rozklad zmihovaného vektoru |®) ve formé tenzorového sou¢inu
(1.29), by pak muselo platit

1 1
o fr = 7 a1 =0, a1 =0, azfs = 7 (1.30)

Tato soustava rovnic vSak ziejmé nemé feSeni. Vidime tedy, 7e stav |@) skuteiné
nelze zapsat jako tenzorovy soucin dvou vektori a jedné se tak o pifklad kvantového
provazani.

Jak jsme jiz podotkli, vektor |®) popisuje Cisty stav. Tato skuteCnost nam vsak
neffkd nic o tom, v jakém stavu se nachazi jednotlivé podsystémy (samoziejmé by
bylo logické témto podsystémum pfifadit stavy vyskytujici se v tenzorovém rozkladu,
pokud by oviem existoval). Je tedy otazkou, jaky stav mizeme pfifadit t&mto podsys-
témim. Za timto tcelem zavadime tzv. redukovanou matici hustoty (viz napt. [1, 5]).
Necht |¥) € H = H1 ® Hy je vektor popisujici €isty stav systému sloZeného ze dvou
podsystémii. Potom stav i-tého podsystému popisujeme pomoci parcialni stopy’ ma-
tice hustoty celého systému p pies zbytek systému.

Uvedeny postup ilustrujeme na vektoru |®) popisujicim ¢isty stav — zapiSeme tedy
stav prvého podsystému ve formé redukované matice hustoty

([1) (W] + [1h2) (12]) -
(1.31)
Vidime, Ze prvému podsystému jsme pfifadili smiSeny stav €istych stavi [¢1) a |1)9)
se stejnou pravdépodobnosti vyskytu.
Timto uzavirame Gvodni ¢ast o formalismu kvantové teorie a v nésledujicim para-
grafu se ve stru¢nosti pokusime definované pojmy demonstrovat v oblasti kvantového
pocitani.

b1 ="Tes 8) (] = (91| @) (@] 61) + (02 @) (@] 62) =

1.5 Kvantové pocitani

V klasické teorii informace je nejmensi jednotkou informace bit, reprezentovany sta-
vem 0, nebo 1. V kvantové teorii je jeho obdobou qubit (z angl. quantum bit). Jedna
se o superpozici ortonorméalnich vektort |0) a |1)

) = al0) + B1), (1.32)

"Necht |11), |[¥2) € Hi a|p1), |p2) € Ha. Potom |t1) (2] ® |é1) (#2] je linedrnim operatorem
na Hi ® Ha. Predpisem Tra (|¢1) (¥2]| @ |¢1) (P2]) = |¢1) (¥2]| Tr (|¢1) ($2|) definujeme parcialni
stopu operatoru |¢1) (Y2| ® |$1) (2| pres prostor Ha. Operace stopy za rovnitkem jiz odpovida
klasické stopé. Vysledkem této operace je linearni operator definovany na prostoru Hi. Podobné
oy (1) (o] @ |61) (S2]) = Tr ([101) (a]) |#1) (2] odpovida parcidlni stopé operatoru [11) (o] @
|p1) (p2| pFes prostor Hi.

Definici rozgifime na v8echny linearni operatory definované na Hi ® Ha (tj. i pro operatory, které
nejsou tvaru [1) (Y2]| ® |¢1) (Pp2]) pozadavkem linearity operatoru parcialni stopy.
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kde a, b € C. Tento stav je (v souladu s uvedenymi postulaty) jesté navic normovan,
tj. |a]? + |B|? = 1. P¥i méfeni na takovém stavu pak miizeme obdrzet stejné jako u
klasického bitu bud’ hodnotu 0 (s p¥islusnym vlastnim vektorem |0)), nebo hodnotu 1
(s vlastnim vektorem [1)). Cisla o, 8 pak odpovidaji amplitudam pravdépodobnosti
— pii méfeni tedy obdrzime vysledek 0 s pravdépodobnosti |a|? a podobné vysledek 1
s pravdépodobnosti |3|2. Qubit budeme téZz zapisovat ve formé sloupcového vektoru
— v uvedené bazi {|0),|1)} odpovida vektoru |¢)) zapis

) = ( g > (1.33)

Protoze plati normovaci podminka |a|? + |3|? = 1, mtizeme piepsat vektor 1) do
tvaru

[y) = e (COS;9 |0) + el? sing |1>> , (1.34)

kde v, ¢, ¥ € R. Jak jsme vSak jiz podotkli, vektory ligici se pouze svou globalni fazi
popisuji stejny stav. Proto mizeme psat

) = cosg |0) + e'® sing [1). (1.35)

Kazdému stavu qubitu tak mizeme pfifadit bod na tzv. Blochové sféfe (viz obrazek
1.1). Jedna se o jednotkovou trojrozmérnou sféru (ve smyslu jejiho vnofeni do R3), kde
¢islo ¥ odpovida polarnimu thlu a ¢ odpovida thlu azimutilnimu. Na severnim poélu
(tj. pro ¥=0) je znazornén stav |0), na jiznim polu (9=mn) pak stav |1). Zbylé body na
sféfe jednozna¢né odpovidaji viem ostatnim realizovatelnym linedrnim kombinacim
téchto stavi.

Stejné tak jako se jednotlivé klasické bity sdruzuji do bitovych registrii, definujeme
i pro qubity tzv. kvantovy registr. Jedna se o jiz zmifiovany tenzorovy souc¢in qubiti.
Pro zjednoduSeni znaceni definujeme |i) |j) = |ij), tedy napiiklad |0)|1) = |01). Uva-
zujme pro ilustraci systém tvofeny dvéma qubity. Stavovy prostor takového systému
je generovan bazi {|00),|01),]10),[11)} a libovolny stav dvou qubitt lze vyjadiit ve
tvaru

WJ) = Qo |00> + ap1 ‘01> + aqo |10> + aq1 ‘11> s (136)

kde ¢isla agg, a1, @10, 11 € C opét odpovidaji amplitudam pravdépodobnosti. V takto
zvolené bazi navic mizeme tento stav jednoduse popsat jako sloupcovy vektor

[y =[ % 1. (1.37)

K manipulaci s qubity pak vyuzivame tzv. kvantovych hradel. Matematicky je de-
finujeme jako unitarni operdtory na stavovém prostoru. V pfipadé jediného klasického
bitu je jedinym netrividlnim hradlem hradlo negace, zna¢ené NOT ¢i X. Jeho akei je
zména stavu 0 na stav 1 a naopak. Kvantova obdoba tohoto hradla piisobi stejné na
bazické vektory — stav |0) tedy zaméni za |1) a naopak ze stavu |1) vytvoii stav |0).
Maticové lze tento operator zapsat jako

X:(? é) (1.38)
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(1)

Obrazek 1.1: Blochova sféra, pievzato z [6]

Na rozdil od klasického bitu existuje v pfipadé jediného qubitu jesté celd fada
netrividlnich kvantovych hradel — my uvedeme pouze dvé dalsi. Prvni z nich méni
znaménko u druhého bazického vektoru a znaéi se Z. Jeho akce na qubit |¢) vypada

nasledovné L
le>=(0 _1>(g>=<_aﬂ>. (1.39)

Druhé se nazyvad Hadamardovo hradlo a znaéi se H. Piusobi tak, Ze bazické stavy
superponuje, a to nasledovné

(0 (3)-(0) e

Navic plati H? = I.

Analogicky jako v p¥ipadé jediného qubitu bychom pak mohli definovat kvantova
hradla i pro kvantovy registr. Uvedeme zde pouze jediny piiklad, a to tzv. CNOT
hradlo (nézev je zkratkou angl. slov controlled NOT) ptsobici na dva qubity. Jeho
princip je takovy, ze prvni qubit slouzi pouze jako fidici a zistava nezménén. V za-
vislosti na jeho hodnoté se pak na druhém qubitu provede, nebo neprovede zaména
bazickych vektort. Jeho akce je urena pfedpisem

Q00 1 0 0 O (7414} (87010}
Qo1 o 01 0 O a1 o ap1

eNoT | Pl =1 o o 1 o | =1 an |- (1.41)
a11 0 0 1 0 11 Q10

Ptikladem pouziti CNOT hradla je p¥iprava tzv. Bellovych stavii. Vstupni stav
systému odpovida nékterému z bazickych vektora [00), |01), |10) & [11). Na prvni
qubit zapisobime Hadamardovym hradlem a vznikly stav pak nechdme projit CNOT
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’ Vstupni stav \ Vystupni stav ‘

100) 75 (100) +[11))
101) 75 (101) + [10))
10) 75 (/00) —[11))
11) 75 (101) — [10))

Tabulka 1.1: P¥iprava Bellovych stavi pomoci Hadamardova hradla a hradla CNOT'.

hradlem. Vysledné stavy jiz odpovidaji Bellovym staviim a jejich tvary jsou uvedeny
v tabulce 1.1. V8imnéme si, Ze tyto stavy jsou kvantové proviazané. Vyuzivaji se viadé
zajimavych protokold, které neni mozno realizovat klasicky. Mezi zdkladni aplikace
patii naptiklad kvantova teleportace, husté koédovani (dense coding) ¢i Eckerttv pro-
tokol distribuce klice. Provazani m4 zasadni vyznam pro kvantové algoritmy a silu
kvantového pocitani.



Kapitola 2

Koherentni stavy v kvantové
optice

V této kapitole nejprve ukdzeme ekvivalentni moznost popisu ¢asového vyvoje sys-
tému v ramci Heisenbergova obrazu. Déle se zaméfime na systém nékolika identickych
¢astic a definujeme Fockav prostor. Nakonec zavedeme pojem koherentnich stavi a
naznacime postup kvantovani elektromagnetického pole.

2.1 Interakcéni obrazy kvantové mechaniky

V prvni kapitole jsme v8echna odvozeni provadéli v takzvaném Schrédigeroveé obraze.
Veskery ¢asovy vyvoj systému byl reprezentovan ¢asovou zménou stavového vektoru
systému, piipadné pfislugného operatoru hustoty. Jak jsme v8ak jiz uvedli, maji pied-
povédi kvantové mechaniky pravdépodobnostni charakter. Je tedy otézkou nakolik
stavovy vektor a zejména jeho Casovy vyvoj reflektuji skuteény stav systému a zda
bychom nemohli k popisu systému (pfesnéji feceno k vyjadfeni jeho ¢asového vyvoje)
vyuzit jiného piistupu, ktery by nam poskytoval ekvivalentni pfedpovédi.

Jednim z takovych piistupti je tzv. Heisenbergtiv obraz. V tomto piipade€ je ¢asovy
vyvoj zcela pfenesen na operatory pusobici na stavovém prostoru a naopak stavové
vektory jsou ponechany beze zmény. Zminény pozadavek, aby oba interakéni obrazy
vedly ke stejnym predpovédim, miizeme omezit na neménnost maticovych element,
nebot pravé ty reprezentuji zminéné pravdépodobnosti. Zkoumejme nyni tedy ma-

ws(t)>, kde |¢s(t)), |¢s(t)) € H jsou zcela libovolné

stavové vektory v Case t a Ag je libovolny operator na H (pro jednoduchost budeme
uvazovat operator, ktery neni ve Schrédingerové obraze parametricky zavisly na case
— pro libovolny okamzik ¢ tak mizeme polozit Ag(t) = Ag). Dolni index S ozna-
¢uje skutec¢nost, ze pracujeme ve Schrodingerové obraze. Dale ozna¢ime indexem H
vektory a operatory v Heisenbergové obraze a za predpokladu, Ze v ¢ase t = 0 oba ob-
razy splyvajt (|os(0)) = 6 (0)) = on), [¥s(0)) = [ (0)) = [¥m). As = Au(0))
jednoduchymi tpravami obdrzime

ticovy element <¢)S(t) ‘ Ag

(¢s) | As|us) = (¢s(0)|0T(0,0As0(0,0)|ws(0))
= (¢n(0)|010,04500,0) [on(®). (1)

19
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Abychom nyni mohli psat <¢5(t) ’ Ag
identifikovat

1/}5(t)> - <¢H (t) ‘ An(t) ] . (t)>, stad ziejms

Ap (t) = UN0,t)AsU(0,1). (2.2)

Pohybové rovnice pro operédtory v Heisenbergové obraze pak obdrzime derivaci
pravé ziskaného vztahu

AgU(0,t) + Uf(o,t)ASaUé(S’t). (2.3)

dAn(t)  aUt(0,t)
ot

Rovnost (1.24) (a také jeji hermitovské sdruZeni) dosadime do (2.3) a dale vyuZijeme
unitarity operatoru céasové evoluce, abychom ziskali

dAum(®) 1 /x4 PPN - PO
2 = o (0N, AsHsU (1)~ UT(0.0) HsAsU(0,1))
- 2 (An(fu(t) = Hu()An(t) = 1 [An, Bu®)]. 4
in ih ’
Pro operatory, které jsou ve Schrodigerové obraze parametricky zavislé na case
(tj. %St(t) # 0) ptejde pohybova rovnice do tvaru
dAg(t) 0Ax(t) 1 [ N
= — |A H 2.
dt ot i { u(®); H(t)} ’ (2:5)
kde jsme polozili
DAy (t) - dAg(t)
=UM0,t)—==U(0,1). 2.6
28~ 10,02 (0,0) (26)
Odvozené vysledky samoziejmé plati v nezménéné formé pro popis pomoci matice

hustoty.

obrazu. V ném se ¢ast dynamiky systému promité do ¢asové zmény stavovych vektori,
¢ast pak do zmény operdtord na nich pusobicich. Detailnéji je o Diracové obraze
pojednano v [4].

2.2 Systémy nerozliSitelnych c¢astic

Jak jsme jiz uvedli v prvni kapitole, stavovy prostor systému vice ¢astic odpovida
tenzorovému soucinu stavovych prostort jednotlivych ¢astic. Budeme nyni uvazovat
systém tvofeny nékolika stejnymi ¢asticemi (tj. takovymi, jejichz Casové neménné
charakteristiky, jako je napiiklad hmotnost ¢i naboj, jsou stejné). V klasické mechanice
jsme alespon v principu schopni kazdé jednotlivé ¢astici priradit trajektorii ve fazovém
prostoru. A diky tomu, Ze se tyto trajektorie neprotinaji, pak muZeme v libovolném
casovém okamziku kazdou ¢astici identifikovat s jeji trajektorii a tak ¢astice rozliSovat.

V kvantové mechanice naproti tomu takovy postup nemé smysl, nebot stav ¢as-
tice nepopisujeme v ramci fazového prostoru, ale pfifazujeme mu stavovy vektor ze
stavového prostoru. Castice tak neméa obecnd presné danou polohu ani hybnost (pfi-
nejmeniim z Heisenbergovych relaci neurcitosti vime, Zze ¢4stice nemize mit v tomtéz
okamziku pfesné danou polohu i pfesné danou hybnost) a my nejsme schopni, a to
ani v principu, ¢astice vzajemné odlisit — mluvime o systému nerozliSitelnych ¢astic.

Tento fakt nas vede k pozadavku, aby projekéni operatory odpovidajici libovol-
nému meéfeni provedenému na systému nerozlisitelnych ¢astic byly invariantni vaéci
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zamené libovolnych dvou faktort v tenzorovém souéinu stavového vektoru. Neplatil-li
by obecné zminény pozadavek, bylo by mozné pomoci jistého méfeni Castice odli-
sit (Castice bychom napfiklad mohli formalné ocislovat jejich pofadim v tenzorovém
soudinu). Tato invariance je v8ak ekvivalentni (detailni odvozeni viz v [4]) tomu, Ze
pii zdmeéné libovolnych dvou faktort v tenzorovém soucinu je vysledny vektor roven
puvodnimu, nebo je k nému opac¢ny, tedy stavové vektory musi byt bud symetrické
(zdmeénou libovolné dvojice faktorii se nezméni), nebo totalné antisymetrické (zaména
libovolnych dvou faktorii vede k vynasobeni vektoru ¢islem —1).! V piirods se vysky-
tuji ¢astice vyhovujici jak prvni, tak i druhé podmince. Prvni druh ¢éastic nazyvame
bosony a piislusny stavovy prostor znacime Hg,, druhy druh ¢astic pak nazgvime
fermiony a jim piisludejici stavovy prostor znacime H 4. Bosony se vyznac¢uji dale tim,
ze jejich spin nabyva hodnot celych ¢isel, naproti tomu fermiony maji hodnoty spinu
polociselné. V ramci této prace viak budeme pracovat pouze s bosony a fermiony se
tedy nebudeme dale zabyvat.

2.3 Obsazovaci ¢isla, Focktiv prostor

Mgjme tedy systém nékolika bosonii. Stav takového systému mtizeme popsat bud jiz
uvedenym zpusobem (tedy pomoci symetrickych stavovych vektort), nebo muzeme
pouze udat, kolik ¢astic se nalézi ve kterém stavu — zfejmé ob& moZnosti popisu
jsou vzhledem k nerozliSitelnosti ¢astic ekvivalentni. Oznacme H stavovy prostor je-
diné castice, ’HJSVy stavovy prostor N ¢&astic a {|i;)} ortonormalni bazi prostoru H.
V piipadé dvoucasticového systému tak budeme ztotoziiovat vektory

1
V2

kde ¢isla n; udavaji, kolik ¢astic se naléza v i-tém stavu |a;), a nazyvame je obsazo-
vacimi Cisly.

Budeme-li dale uvazovat systém s proménnym poctem ¢astic, bude vhodné piira-
dit takovému systému stavovy prostor, ktery vytvorime jako direktni soucet stavovych
prostorti bezéasticového systému, jediné Gastice, dvou ¢astic atd. Prifadime-li bez-
Casticovému systému prostor komplexnich ¢isel C, potom mutzeme vysledny prostor
zapsat

(Wﬁ |’(/).j> + |'(/J7> |’(/}’L>) = |O7 Sng =1, Ny = 17~-~7O>7 (27)

Foy(H)=CoHOHL, ®HL, & ... (2.8)

a nazveme jej Fockovym prostorem pfislusnym Hilbertovu prostoru H. Dolni index
Sy znadi, ze se jednd o Fockav prostor piislusny systému bosonti. Vektory z Fockova
prostoru budeme zapisovat ve tvaru |ni,na,...), kde n; jsou jiz zminéna obsazovaci
¢isla.

Na Fockové prostoru nyni definujeme operator &j predpisem

&I Ini,ng,...,ni,...) =af |ni,ng,..oni +1,..), of €C. (2.9)
Vidime, 7Ze operator pisobi tak, ze vytvori jednu ¢astici v i-tém stavu, a nazveme
jej tedy kreaénim operatorem. Ziejmé operatory &;f a d;{ komutuji. Oznac¢ime-li tedy

vakuovy stav systému (tj. bez¢asticovy stav) jako |0), pak muZeme cely Fockiiv prostor

IMnoziny takovych vektort tvoii podprostory ptvodniho stavového prostoru zkonstruovaného
jako tenzorovy soucin stavového prostoru jediné castice.
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generovat puisobenim krea¢nich operatort na vakuovy stav, nebot pro libovolny vektor
plati

~fna ~fno
a )

[n1,n2, ) = + FF +
O T SN o 1A S S

.10} (2.10)

Pusobeni operatoru a; hermitovsky sdruzeného ke krea¢nimu operatoru zjistime
ze skaldrniho soucinu

(my,...,my, ... a;|n1,...,n5...) = afni<m1,...,mi+1,...|n1,‘..,ni,...>
L SR SR (2.11)

Predpokladejme tedy, Ze pro j # ¢ plati m; = n; a navic afni # 0. Potom plati

a;ﬁiémiﬂyni = <n1,n2,...,mi,...|di|n17n27...,ni7...>

= o, (n1,ne, .. MmNy Ne, T ) = Qg Oy Ay, (2.12)

+:_1. Nyni jiz miizeme napsat

odkud jiz dostavame n; = m; = n; — 1 a navic a,,, = @,

ptisobeni operétoru a;
ailng, ... oni,.)=ap Ing,omg— 1) =ak _ng,o = 1,000, (2.13)

Operator a; tedy odebere jednu &astici z i-tého stavu a nazyvame jej proto anihilaénim
operéitorem. Budeme-li nyni pozadovat af{ =1 a navic
i

[ai,a*} ~ 1, (2.14)

tj. Ja;t |? — |

o _1|? =1, mitzeme zvolit
af =V +1, o, = /n;. (2.15)

Nakonec jesté definujeme operator n; = dldi. Jedn4 se ziejmé o operdtor hermi-
tovsky a na libovolny vektor pasobi nasledovné

ﬁi|n1,...,ni,...>: ni&“nl,...,nifl,...):n,;|n1,...,n,;,...>. (216)

Nazyvame jej tedy operatorem poctu Castic v ¢-tém stavu. Plati pro né&j komutacni
relace

(u,af| = [alas,af| = af [ai,af] + [af,af] s = a]. (2.17)
Hermitovskym sdruzenim tohoto vztahu odvodime i

[, 5] = —a. (2.18)

2.4 Koherentni stavy

Nyni definujeme takzvané koherentni stavy fotont (blize viz [7, 8, 12]). Pro jednodu-
chost a prehlednost nyni budeme uvaZzovat tzv. jednomédovy Fockiv prostor (bude
se vztahovat k systému s proménnym poctem &astic, aviak tyto Castice se mohou
vyskytovat pouze v jediném stavu). Na tomto prostoru tak méme jediny anihila¢ni
operator G. Necht je nyni vektor |a) € Fg, vlastnim vektorem anihila¢niho operatoru
piisludny vlastni hodnoté a € C, tj.

ala) =ala). (2.19)
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Potom fekneme, Ze |a) je koherentnim stavem.
Pokusime se najit obecny tvar takového stavu vyjadieny pomoci vektorii [n), které
tvofi ortonormaln{ bazi Fockova prostoru. Klademe tedy

+oo
o) = enln), cn €C. (2.20)

n=0

Dosadime-li (2.20) do defini¢niho vztahu koherentniho stavu (2.19), obdrzime

+o00 +00 +oo
ilay = Z cpan) = Z envnin—1) =« Z en |ny. (2.21)
n=0 n=1 n=0

Porovnanim koeficienti u stejnych bazickych vektora pak snadno ziskame jejich re-

kurentni vyjadreni
QCp—1

= _ 2.22
on =0 (2.22)
Iteraci tohoto vztahu pak nalezneme

n = ——cp. (2.23)

Konstantu ¢ uréime z pozadavku na jednotkovou normu vektoru

Too +00 __p m

+oo 2n
a"a |a] ol
1= (ala)=lcol* ) (n|m) =leol* D — o = leol | (2.24)
n=0 ’

vnlm!

a dospivame tak k obecnému tvaru koherentniho stavu ve formeé

n=0m=0

2 T a
BETEY = (2.25)

Vyuzijeme-li nyni kreacniho operatoru a', mizeme zapsat libovolny koherentni
stav pouze pomoci vakuového stavu |0) a pravé kreacniho operatoru

o2 X amatn _la? ot
o) =e™ 72 ) 1) =e7 3 exp [aa'] [0) . (2.26)
n=0 ’

Uvédomime-li si navic, ze

too (_a)n amn

. a
exp[—aa) [0) = Y = [0) = [0), (2.27)
n=0 :
mizZeme psat
lay =e” 3 exp [aa'] exp [—@a 0) . (2.28)

A al?
Operator D(a) = e 5 exp [adf] exp [—@a] = exp [a[ﬂ — a&} se pak nazyva Glau-

berovym disloka¢nim operatorem.?

27 angl. Glauber displacement operator. Pfevedeni exponencialnich funkci na jediny zaklad
jsme provedli na zakladé vztahu exp [A + B] = exp [/1] exp [3] exp [— [A,B} /2], nebot plati

[aal, —@a] = —|al? [af,a] = |af?.
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Nékteri autofi nedefinuji koherentni stavy jako vlastni vektory anihila¢niho ope-
ratoru, ale vyuZivaji pravé Glauberova operatoru (samoziejmeé se jedna o ekvivalentni
definice). Dilezitou vlastnosti koherentnich stavi je to, Ze minimalizuji Heisenber-
govy relace neurcitosti (Erwin Schrodinger koherentni stavy dokonce takto definoval;
Heisenbergovy relace vSak minimalizuji i stavy, které dnes jako koherentni neozna-
Cujeme). Pole, jeZ jsou svym tvarem blizka koherentnim stavim, generuji naptiklad
lasery.

2.5 Kvantovani elektromagnetického pole

Na zaveér této kapitoly stru¢né naznacime postup kvantovani elektromagnetického pole
(detailni postup uveden napfiklad v [12]). Uvazujme rovinné elektromagnetické vlny
ve vakuu v krychli o hrané délky L. Hustota energie pole je dana vyrazem (viz [9])

w = % (50E2(x, t) + iBz(x, t)> , (2.29)

kde E(x,t), B(x,t) jsou vektory elektrické intenzity, resp. magnetické indukce a eg, po
je permitivita, resp. permeabilita vakua. Energii H pole v krychli tak ziskdme integraci
pfes objem krychle

H = 1/ (E()Ez(:)o t) + iBQ(Xa t)) d’a. (2.30)
2 L3 ,LLO

Vyjadiime vektory elektrické intenzity a magnetické indukce pomoci jejich rozvoje
v mody piislusné vinovym vektorim k a polarizacim s = 1,2 (pfejimame z [12])

E(x,t) = ﬁ ; Zwk (ckse*i‘”kté’kseik'x — c.c.)

B(x,t) = ! Z Z (ckse™“* (k X Exs) el c.c.), (2.31)
k s

80L3

kde wx = ck znaci thlovou frekvenci médu k, cks jsou koeficienty ve Fourierové rozvoji
elektromagnetického potencialu A(x,t) podle modi, Exs jsou ortonormalni vektory
splitujici k-Exs = 0, Exs Exs’ = Oss, Ex1 X Ex2 = k/k a c.c. znadi komplexnd sdruzeny
¢len. Dosazenim obdrZime

H=2)"%"wilaue “ 2. (2.32)
k s

iwgt iwkt

Definujeme-li nyni kanonické proménné® qu(t) = crse” a prs(t) =

—iwy (ckse*“”kt — Ekse“"kt), milZeme psat

+ Cks€

H= 0505 (Ra(0) + e (). (2:33)
k s

Nyni jiz provedeme samotné kvantovani pole — v8em klasickym pozorovatelnym
prifadime na zakladé principu korespondence operdtory znacené stejnym pismenem

OH _ 9O4qxs OH _ _ Opks

3 “ve » .
Snadno se ovéri, ze plati ET - Bars = ral
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jako v pripadeé klasickém doplnéné st¥iskou. U hermitovskych operatori ks, pks pred-
pokladame, Ze pro jejich komutator plati [Gks, pxs] = ih. Déale pfejdeme k operatorim
s (1), dLs (t) definovanym vztahy

1

axs(t) = oo (wieies () + 1Pks(t))

, 1
iy, (1) = Ne

Tak konecéné dospivame k vyjadieni hamiltonianu

(wk(jks (t) - iﬁks (t)) . (234)

A = 5303 hua (i (03, () + i, (D (1)) (2.35)

k

Pro operétory dys(t), dLS(t) navic plati komuta¢ni relace

|:dks (t), d;r‘/s/(t):| = (Sl(j()/ Oss’

[@Ls(t)ﬁifs/(t)} = 0. (2.36)
S jejich vyuzitim miiZeme psat
1

k

Navic tyto operatory muzeme ztotoznit s pfisluinymi krea¢nimi a anihila¢nimi ope-
ratory na Fockové prostoru (detailni odvozeni opét v [12]).



Kapitola 3

Sestupna parametricka
frekvencéni konverze

Jednou z moznosti realizace qubitu je foton a jednou z perspektivnich technik ziska-
vani provazanych para fotont je sestupnd parametricks frekvenéni konverze. Jedna se
o jev zalozeny na nelinearn{ odezvé nékterych krystalti na dopadajici elektromagne-
tické pole. V této kapitole piiblizime zékladni vlastnosti tohoto jevu a nastinime jeho
kvantovy popis.

3.1 Princip sestupné parametrické frekvencéni kon-
verze

Sestupna parametricka frekvenéni konverze (téz SPDC, z angl. spontaneous parametric
down-conversion) je tedy jednou z moZnosti, jak ziskavat korelované pary fotoni. Na
nelinearni krystal (typicky napt. KNBO3, LiINBOj3 ¢ S — BaB2Oy4) dopada silny pa-
prsek koherentniho svétla, jehoz zdrojem je laser s vhodné zvolenou vlnovou délkou.
Uvniti krystalu pak s velmi malou pravdépodobnosti dochazi k pifeméné éerpaciho
fotonu (takto budeme nazyvat vstupni fotony z laseru) na dva jiné fotony s frekven-
cemi niz8imi nez je frekvence erpaciho fotonu (odtud oznaeni sestupné konverze).
Tento jev je zprostfedkovan nelinedrni interakci fotonu s optickym prostiedim krys-
talu. Vzhledem k relativné nizké ¢etnosti takovych pfemén mizeme parametry vstup-
nfho svazku povazovat za konstantni, odkud plyne charakterizace tohoto jevu jako
parametrického.! Sestupna parametricka frekvenéni konverze je tak vlastné inverznim
procesem ke generaci vys8ich harmonickych frekvenci, kdy se dva fotony Cerpaciho
svazku (opé&t prostfednictvim interakce s nelinearnim prostfedim) pfeméni na foton
jediny s frekvenci rovnou souc¢tu jejich puvodnich frekvenci.

Pti sestupné parametrické frekven¢ni konverzi se zachovava energie zafeni. Oznadi-
me-li dva vystupni fotony jako signalni a jalovy foton (angl. signal a idler) lze tuto
podminku zapsat ve tvaru

Ey=E;+ E;, (3.1)

kde jsme oznagili Ey, E, a E; po fadé energii ¢erpactho, signalniho a jalového fo-
tonu. Suzitim Planckovych vztahii pro energii elektromagnetického zafeni lze tuto

IDiky tomu, Ze se vstupni pole frekven¢ni konverzi prakticky neméni, jej lze povazovat za pevny
parametr. Proto jej 1ze popsat klasickym vlnovym formalismem a neni tfeba uzivat kvantovy popis.

26
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Spontaneous Momentum Conservation

Parametric K K
Downconversion

i Kpump
Pum s (signal)
u
P Energy conservation

Nonlinear i (idler) Opump
x@ crystal l O;

Ppump = @5 + @

Obréazek 3.1: Sestupné parametricka frekvenéni konverze. Vlevo vidime schematickou
ilustraci konverze ¢erpaciho fotonu v nelinearnim krystalu se susceptibilitou x na dva
nové fotony. Vpravo jsou pak znazornény podminky zachovani hybnosti a energie.
Pievzato z [10]

podminku pFepsat nasledovné

hwo = hws + hw;, (32)

kde w znaéi uhlovou frekvenci piislugného fotonu. Odsud snadno ziskdme podminku
svazujici frekvence Gerpaciho, signalniho a jalového fotonu

wWo = Ws + wj. (3.3)

Vidime tedy, Ze soucet frekvenci obou vzniklych fotont je roven frekvenci pivod-
niho ¢erpaciho fotonu. Mimoto je§té plati zachovani hybnosti zafeni. Analogicky jako
v pifipadé energie a frekvence obdrzime uZitim Planckovych vztaht podminku pro
vlnové vektory

ko =k + k;. (3.4)

Grafické znazornéni téchto podminek vidime na obrazku 3.1 a budeme se na né od-
volavat jako na fazovou synchronizaci.

V zévislosti na polarizacich ¢erpaciho fotonu a vystupnich fotoni pak rozlisujeme
sestupnou parametrickou frekven¢ni konverzi typu I a typu II. V prvém piipadé se
Cerpaci pole v krystalu 8ifi jako mimoiadny paprsek (je polarizovan v roviné urcené
optickou osou krystalu a smérem §ifeni paprsku) a signélni i jalové fotony jsou pak
polarizovany fadné (v roviné kolmé k optické ose krystalu). Ve druhém p¥ipadé ma
Cerpaci pole opét mimotadnou polarizaci, ale signalni a jalové fotony maji polarizaci
vzdjemné opacnou — signélni fotony jsou polarizoviany fadné a jalové mimoradné.
Signalni a jalové pole za krystalem je pro oba pfipady zndzornéno na obrazku 3.2.

3.2 Dvoumoédovy popis interakce

Nejprve uvedeme hamiltonidan interakce a FeSeni piislusnych pohybovych rovnic pii
uvazeni pouze dvou moéda vyzadujicich kvantovy popis. Jedn4 se pouze o hrubé piibli-
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LAIO; typ I: 0=90", Ajyp=413 nm BBO typ I1: =45, A,,,,,,,=413 nm

20° 30° | 40°

, . / | SPDC péar
SPDC pér / \ ® 836 um /
® 816 um © 816 nm

® 806 nm

Obrazek 3.2: Tvar signalniho a jalového pole generovaného prichodem ¢erpaciho pa-
prsku nelinearnim krystalem. Vlevo vidime sfazovani typu I, vpravo sfazovani typu
II. Pievzato z [4].

zeni skutecného chovani elektromagnetického pole v nelinedrnim prostiedi, aviak i tak
miZeme na ziskaném feSeni demonstrovat nékteré zajimavé vlastnosti sestupné pa-
rametrické frekvenéni konverze.? Jak jsme jiz vyse uvedli, pfedpokladime, Ze Cerpaci
paprsek je dostate¢né intenzivni a lze jej popsat klasicky. Do interakéniho hamiltoni-
anu pak zahrneme pouze dva moédy (viz [12]) — signélni (znaeny indexem 1) a jalovy
(znaceny indexem 2):

~ 1 .
H = Zhwl <m + 2) + hg [d{dgvoe_‘“‘)t + h.c.} , (3.5)

=1
kde h.c. zna¢i hermitovsky sdruzeny Clen a kde ¢erpaci pole je popsano médem ag =
voe ! Odtud plyne rovnost

[m — fig, H} — hyg ([nl _ ﬁg,a{a;} voe 0t ¢ gigelot [y — g, aQal]) —0, (3.6)

kde jsme vyuZili toho, Ze operatory G a ao (a tedy samoziejmé i operatory ELJ{ a a;)
komutuji a ze plati
[, 5] = —;45, [naj] — §al. (3.7)

Rovnost (3.6) znamena, Ze operator 7n; — 7o je integralem pohybu a pro libovolny
okamzik t plati

1 (t) — fia(t) = 11 (0) — n2(0). (3.8)

Uvazujeme-li pocatecni stav (tj. stav v ¢ase t = 0) signalniho a jalového pole jako va-
kuovy, plati 711 () = fa(t) pro libovolny okamZzik ¢. Tato rovnost vyjadiuje skutecnost,
7e signalni a jalovy foton vznikaji vzdy soucasné v péru.

2Uvidime, Ze takto ziskané vysledky naAm umozni demonstrovat pouze ¢asovou korelaci mezi signal-
nimi a jalovymi fotony. P¥i pouziti pfesnéjsiho popisu uvedeného v nésledujicim paragrafu odvodime
napiiklad i korelaci spektralni.
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Se znalosti hamiltonidnu nyni miizeme fesit pohybové rovnice v Heisenbergové

obraze
daq (t 1. - . . Ciw
a0 = 3 [0 7] = —iwnan () — gl e
ddg (t) 1 N S . ~ PPN —iw
a ih [aa(t), H| = —iwaa(t) — iga] (toge ™" (3.9)
Piejdeme k operatorim A a A, definovanym vztahem
Aj(t) = a;(t)elwst. (3.10)
Snadno se ovéfi, ze tyto operatory spliuji stejné komutacéni relace jako operatory &j.3
Pohybové rovnice piejdou do tvaru
dA; (¢ , , X ,
dlt( ) = (—iwray (t) — igad(t)voe 0t 4+ iwyay ()1t = —ig Al (t)ugelwrtwe—wot
dA-(t . . . .
“‘;‘Zt( ) (Citoniin(t) — g} (£)une 0" + iuniin(£))e5" = —ig Al ()upeir et
(3.11)

kde jsme vyuzili toho, Ze hermitovsky sdruzeny operator /l;( t) = d;(t)e_iwi ¢, Uvédomi-
me-li si navic, ze diky vyjadfeni zdkona zachovani energie (3.3) plati wy +ws —wp = 0,
miiZzeme psat
dA (t
dt

) - —iguo Aj (1)

d Ay (t)
dt

= —iguo Al (¢). (3.12)

. . . o . . d AT
Zderivujeme-li tyto rovnice a substituujeme-li v nich za operatory th(t)

sdruzime (3.12)), ziskdme separované rovnice

(hermitovsky

dAL(t)
dt

d2A, (t)
de?

= —igug = g*|vo| 2 As (t)

A2 Ay (t . dAl@ A
ol _ 0 g2y 2 o) (313)
dt
Polozime-li vy = |vp|e!”, miizeme jejich obecné feseni zapsat ve tvaru

A1 (t) = A1(0) cosh(glu|t) — ie'? Al (0) sinh(gvo|t)

Ay (t) = A3(0) cosh(glvolt) — ie? Al (0) sinh(g|uvo]t). (3.14)

3Plati [Aj,AL] - [aj,a,t] el(@i =)t = 6 ei(@i—wi)t = 5. [Aj,/tk] = 0. Navic plati i obdoba

vatahit (3.7) [y, Ak = —850 i, [0y, AL] = 8,AL.
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Tato feSeni nyni vyuZijeme pro vypocet nékterych statistickych charakteristik
signalniho a jalového pole. Uvazujme pocatecni stav obou moda jako vakuovy, tj.
|1(0)) = 10). Nejprve uréime stfedni hodnotu poctu ¢astic v prvém modu

(n1 (1) (o] Al1)Aut) ’ 0) = sinh®(gluolt) (0| A>(0)-4}(0) | 0)
sinh?(g|vot) (0]72(0) + 1|0) = sinh?(g|volt). (3.15)

Ztejmé stejny vysledek bychom obdrzeli i pro st¥edni hodnotu &astic ve druhém médu.
Dale vyjadifme (ni(t)) (opét stejny vysledek i pro (n3(t)))

(n2(t)) = <o]AT )AL ()AL () A (1 ’o>
- <o],4T Al()+AT2()A2(t)’O>

= sinh®(g|volt) + sinh*(g|vo|t) (O (0).A5(0 )’O>

(glvot) (0] A
= sinh?(glvo|t) + sinh*(g|volt) <O
— sinh®(gluolt) + sinh* (gluolt) (0] (2 <o> ¥ 1><ﬁ2<o> +2)[0)
= sinh?(gloo|t) + 2sinh* (gloolt) = (na(#)) + 2 (na(¢))*, (3.16)

kde jsme vyuzili komutadni relace (2.14) a (3.7).
Nynf{ jiz snadno spoéteme stfedni kvadratickou odchylku poétu ¢astic v prvém a
druhém médu

Ang(t) = \/<n?(t)>*<m(t)>2:\/<ni(t)>(1+<m(t)>)
— fsinh®(gluolt)(1 + sinh?(gluolt))

\/SinhZ(g\vo|t) cosh?(g|volt). (3.17)

Nakonec jesté urcime jejich vzajemnou kovarianci a korelaci. K tomu budeme
potiebovat vyraz

(m(na(t) = (0

A () A5 (1) Ax(1)A3(0) | 0)
A (0)A}(0) A2 (0).A}(0) cosh®(gluo 1)
i1 (0)-AL (0) sinh® <g|v0\t>\ 0)

2 cosh?(glvo|t)

+(71(0) + 1) <>+1>smh2<g|vo|t>]>
= sinh®(glvo|t)(cosh?(g|vot) + sinh?(glvo|t)). (3.18)

Odtud je kovariance
(Ani(t)Ang(t)) = (na(t)na(t)) — (na(t)) (na(t))
= sinh*(g|oo[t)(cosh®(gluo|t) + sinh*(g|vo[t)) — sinh? (glvo|t)
= sinh?(g|vg|t) cosh?(g|volt) (3.19)
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a korela¢ni koeficient

_ (Ang(t)Ang(t)) sinh?(g|vot) cosh?(g|volt) 1 (3.20)
2(?

12 = A(ny(t))A(nag(t)) — sinh?(gluo|t) cosh?(g|vot)

Vidime tedy, Ze signalni a jalové fotony jsou tplné korelovany (kazdému pfirtstku
poctu signalnich fotont odpovida stejuny pfirtstek jalovych fotont).

3.3 Vicemo6dové reSeni

V tomto paragrafu zpfesnime v nékolika ohledech popis interakce. Ve skutecnosti totiz
fotony vzniklé pfi frekvencéni konverzi mohou mit razné polarizace, ruzné sméry Sifeni
a také ruzné frekvence. VSechna tato upfesnéni se tak promitnou do interakéniho
hamiltonianu (pfejimame jej opét z [12])

N 1 2 < g
) = 25 30 37 Vixiy) 1) B )i(Erns )
ks,ss ki,sq
o / ellko ko k) xgilwtwimwaltg,  af  ddrhe,  (3.21)
: 5

kde k¢ je vlnovy vektor €erpaci vlny s amplitudou V (Eerpaci vlnu opét popisujeme
klasicky), V je aktivni oblast nelinedrntho média (uvazujeme ji jako rovnobéZnostén)
a Xl(7,'2j) je tenzor nelinearni susceptibility tfetiho fadu. Médam signalniho a jalového
pole pak pFislusi vlnové vektory kg, resp. k; a polarizace sg, resp. s;. Abychom prede-
§li komplikacim spojenym s odrazy na hranicich aktivni oblasti nelinedrnfho média,
uvazujeme aktivni oblast obklopenou linedrnim dielektrikem o stejném indexu lomu.

Nyni budeme na rozdil od pfedeslého paragrafu pracovat ve Schrodingerové obraze.
Piedpokladejme vychozi stav signalniho i jalového pole jako vakuovy, tj. |1(0)) = |0).
Stav pole v ¢ase t je pak urfen

t

1 X
[(t)) = exp {'h H(t’)dt’} |0) . (3.22)
17 Jo
Pro ¢asy t dostatetnd malé (mensi neZ je prumérna doba mezi dvéma preménami Cer-
paciho fotonu) muZeme tento stav aproximovat Taylorovym rozvojem exponencialni

funkce do prvého fadu

11

2 —_ _
W) ~ |0)+ A Z Z VEXl(ij)(wmWs>wi)(5ks,ss)i(8ki,si)j
ks,ss ki,si
% f[ Sin(%(ko — ks — ki)mlm)e%(ws-i-wq'—wo)t
—1 l(kO - ks - ki)m
%(JJ5+(AJ»L‘*(,(}0) 8398 19 21

Aktivni oblast jsme uvazovali jako kvadr o hranach [y, Iy a [3 se stiedem v pocatku

soufadnic a |kq, ss), |k, $;) jsme oznacili médy signalniho, resp. jalového pole.
Vyraz |1(t)) jesté déle zjednodusime — predpokladejme, Ze signalni a jalové fotony

maji stejné polarizace a Ze sméry jejich §ifeni jsou dobfe uréeny pomoci clon. Potom
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Ize uvazovat parametry s,, s; a ks, k; jako fixni a s¢itat pouze pies frekvence

V5
|¢(t)> ~ J\/[|0 + n w ZZ@ WS; ’l 2(0«' +w;i—wo)t

w!' w!

%(ws + w; — wo)t)
(

|ws) [wi) (3.24)

kde funkce @(ws,w;) je symetrickd vzhledem ke svym proménnym (nabyva maxima
pro ws = w; = wp/2) a zahrnuje frekvenéni zéavislost rtiznych faktori obsaZzenych
vsumé vrovnici (3.23). Parametr 1 reprezentuje miru piispévku opravy prvniho fadu
a urcuje velikost parametru M (tak, aby byl stav normovan). Faktor dw na konci
vypottu (kdy nahradime sumy integraly) posleme v limité k nule. V této souvislosti

budeme také pozadovat, aby spektralni funkce @(ws,w;) byla normovana
1 +oo
o |P(w,wo — w)[*dw = 1. (3.25)

m

Z pozadavku na jednotkovou normu stavu [1(t)) dostavame pro dw — 0

2 400 . 1 o n 2
i dw, dw;| D (ws, w;i)[? sin(z(ws T wi —wo)) " _ (3.26)
47T2 1
0 3 (

ws + w; — wp)

| M

V integralu nyni provedeme substituci Q = wy + w; — wp

2

V2 [t Foo sin(1Q
|M|? + %/ dws/ dQ|D(ws, 2 + wy — ws) |2 ((12)> =1. (3.27)
47T 0 Ws—wo §Q

Je-li |®(ws,w;)|? dostatend pomalu se ménici funkce vzhledem k proménné w;,
mizeme déle aproximovat zaménou |®(ws, Q+wo—ws)|? za |P(ws, wo—ws)|?. Integrace
se tak podstatné zjednodusi a s vyuzitim vztahu

+o00 . 10 +o0 10 2
/ (bm(f> 0 ~ / (bm(f )) dQ = 2nt (3.28)
o L 102 10

a vztahu (3.25) jiz mizeme psat

InV]?

1:|M|2+ A2

(27)(27t) = |M|? + [V |?¢. (3.29)

Spolehlivost provedené aproximace tak zavisi na splnéni podminky |7V |?t < 1.

3.4 Kvantové provazani signalnich a jalovych fotoni

Ziskané feSeni opét vyuzijeme k demonstraci nékterych vlastnosti generovaného foto-
nového paru plynoucich z faktu, Ze se jedna o kvantové provazany stav.

Predstavme si, Ze do dréhy signalnich fotonti (smér jejich Sifeni je urcen clonami)
umistime frekvenéni filtr propustéjici pouze fotony o frekvenci wp. Takovy postup
miizeme interpretovat jako provedeni kvantového méfeni na systému, jemuz odpovida
projekéni operator

= |ws = wr) (ws = wr|. (3.30)
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Stav vzniklého pole popiSeme matici hustoty

p=KP[p(t) (1), (3.31)

kde K je normovaci konstanta.
Stav samotného jalového pole pak uréime pomoci parcialni stopy

pi = KT, P () (0(0)]. (3.32)

Za stejného piedpokladu jako v predeslém paragrafu (|®(ws,w;)|? dostate¢nd pomalu
se ménici funkce vzhledem k w; ) miZeme psat

/31' = K|77V|2‘¢(WF,LUQ — (UF)‘Z ‘OJZ' = Wy — wF> <wi = Wy — OJF‘ . (333)

Vidime tedy, ze v diisledku vybéru frekvence wp signalniho fotonu ma jalovy foton
piifazenu frekvenci wg — wr a je tak splnéna podminka (3.3). Stav jalového fotonu
je ovlivnén méfenim provedenym na signalnim fotonu, navic k redukci stavu dochazi
najednou v celém prostoru.? Takové chovani je typické pravé pro kvantové provazané
stavy.

4K redukci stavu dojde v okamziku provedeni mé&Feni na signalnim fotonu. Stav jalového fotonu se
tak zméni dfive nez by k nému mohla dosahnout libovolna fyzikalni interakce §ifici se od signalniho
fotonu od okamziku mé¥eni.



Kapitola 4

Sireni EM pole v soustavé
vlnovodii

Tato kapitola je vénovana chovani elektromagnetického pole v soustavé vinovodu, pfi-
¢emz odvodime tvar pohybovych rovnic v soustavé linearnich i nelineranich vinovoda
(Gerpame z Clanku [13]).

4.1 Soustava linearnich vlnovodu

Nejprve popiseme chovani elektromagnetického pole v soustavé vinovodu, které nevy-
kazuji nelinedrni chovani. Uvazujme tedy soustavu IV linearnich vlnovodi umisténych
vedle sebe. Vlnovody pfedstavuji zmény indexu lomu ng v jinak homogennim a izot-
ropnim prostredi.! Sifeni monochromatické rovinné viny je pak urcéeno rovnici

(v2 + o:an(:c)) E(x,t) = -V <iE(x, t) - (VE)) , (4.1)

kde w je frekvence viny, ¢ je rychlost svétla ve vakuu, n(x) je index lomu uvazovaného
materialu p¥i dané frekvenci w, E(x,t) je vektor elektrické intenzity a ¢ je permiti-
vita materidlu. Za pfedpokladu, Ze zména permitivity je v ramci jedné vinové délky
mnohem mensi nez jedna, pifipadné méni-li se permitivita pouze ve smérech kolmych
ke sméru polarizace vlny, miizeme pravou stranu zanedbat a ziskdAme tak homogenni
rovnici

(v2 + ";n%x)) E(x,t) = 0. (4.2)

Necht jsou vinovody orientovany tak, Ze vSechny leZi v roving urfené sméry = a z
a elektromagnetické pole se v nich §if1 ve sméru z. Oznacéime lokalizovanou poruchu
indexu lomu v j-tém vlnovodu jako dn;(z) < ng. Pro index lomu celé soustavy pak
mame

N
n(z) = ng + Z on;j(z). (4.3)

I'Soustava miiZze byt vyrobena napiiklad z desti¢ky z kiemenného skla, v niZ jsou jednotlivé vino-
vody vytvofeny pomoci laseru. Laserovy puls lokalné zpiisobi trvalou zménu indexu lomu a postup-
nym podélnym posouvanim desti¢ky se do ni ,zapiSe” cely vlnovod.

34
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Pro jeho kvadrat pak pfi zanedbani ¢lend fadu dn;(x)dnk(x) dostavame

N N
n?(x) = nd +2 Z nodn;(z) = nd + Z An?(x), (4.4)

Jj=1

kde jsme polozili An?(z) = 2ngdn;(x). Navic uvazujeme

3(x) —ng itf j-tého vlnovod
AnZ( ){ gg(x) ng ?an I j-tého vlnovodu (4.5)
jinde.
Oznagme déle £;(z, y) FeSeni neporugené rovnice pro j-ty vlnovod
2 w? 2 9
Vit i) ) Ei(x,y) = B€;(z.y), (4.6)

kde n;(z) = no+9dn;(x) je index lomu samotného j-tého vlnovodu a §; je odpovidajici
propagadcni konstanta. Pro j-ty vlnovod je potom piislu§ny mod (FeSeni (4.2)) ve tvaru

E;(w,y)el=Fs2), (4.7)

Regeni (4.2) v celé soustavé pak mizeme zapsat jako

Z Wiz l(wt Biz) (4.8)

kde modové amplitudy ;(z) jsou funkce pomalu se ménici v proménné z.
Nyni ur¢ime tok vykonu pole prochéazejici rovinou kolmou ke sméru z

z) = // %Re (E(x,t) x H(x,t)) - 2dz dy, (4.9)

kde H(x,t) znadi intenzitu magnetického pole a Z je jednotkovy vektor ve sméru z.
Predpokladejme, Ze pro jednotlivé médy plati normovaci podminka

ozj/ Ei(x,y) (z,y)dxdy =1, (4.10)
kde jsme polozili
aj = i —ln-c ~lcn (4.11)
j_2wu0_2]€0~2 0<0- ’
Za piedpokladu, ze
//8 r.y) - Ex(zy dxdy<</ Ei(zy)-E;(z,y)dzdy (4.12)

a s vyuZitim (4.10) tak muZeme psat
P~ 3 102 (aj [ et |2dxdy) Zm RNPRES

Jj=1

Ozafime-li tedy jeden z vinovodi (oznaéme jej k), je vstupni vykon uréen vyrazem

Pocar = [vi(0)[*.
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Nyni uréime vyraz VZE(x,t). VyuZijeme tzv. Fresnelovu aproximaci, kdy zane-
dbame druhé derivace modovych amplitud 1;(z), nebot pfedpokladame, Ze se méni
v proménné z dostateéné pomalu

N N
. di;(z (wt— Bz i(wt—B; 2
V?E(x,t) =~ —2125;‘ (;z( )Sj(x,y)e( =P )—I—ij(z) (V25j(a:,y))e( t=Fi2)
j=1

j=1

N N 5i(2)
f)2 S i(wt—pBjz 9 ‘d z ‘ H(wt—Byz
Z ij(z) j('ray)e( t=B;2) = 21jglﬂj J gj($7y)e( t—Biz)

N
w? (wt— Bz
722 (x’y)el(wt Biz)
j=1
N
. d < i(wt—pB;z
~ —2125] a1t )Sj(r,y)e( t=hiz)
j=1

2 N
w i(wt—p;z
ndB(x,t) — = Z An?(x)z/}j(z)f)j(x, y)el@t=Fiz) (4.14)
=1

Dale jsme pouzili postupné vztahy (4.6) a (4.5). Vysledek dosadime do rovnice (4.2)
a s vyuZitim (4.4) obdrzime

N N
. dw z i(wt—p;z w2 i(wt—Bjz
2126]- (;z( )Sj(x,y)e( t=85%) C—QZATL?(ZC) (E(x,t)—z/}j(z)gj(%y)e( t=Pi )).
j=1 j=1

(4.15)
Vynésobime-li nyni skalarné obé& strany rovnice faktorem &y (z,y) a nasledné integru-
jeme pfes rovinu urfenou sméry x a y, obdrzime

Aun(z)  wray Z r()e e B’)ZZ//A” )Ei(2,y) - Ex(w,y) dzdy, (4.16)

dz 2626y =
1]

kde jsme opét pouzili vztahy (4.4), (4.10) a (4.12).

Pro dalsi zjednodugen{ budeme uvazovat pouze integraly obsahujici pfimo souse-
dici mody (predpokladame, Ze vinovody jsou od sebe dostatecné vzdalené, aby mohly
byt pfitomnosti pole v j-tém vlnovodu ovlivnény pouze bezprostiedné sousedici vino-
vody). Ozna¢ime-li tyto integraly

g
Q) ~ ¥ / An2y ()Ex(z,y) - Exlz,y) da dy, (4.17)

we —
Tiir = %0 [ Ank(@)Epir (o) - Euley) dod, (1.18)

miizeme pohybové rovnice pro médové amplitudy zapsat ve tvaru

id’(/Jk (Z)

P Qo (2) + T k101 (2)Pe=Be=1)2 L 74 (2)elPe—Per)z - (4.19)

Polozime-li navic ¢y (z) = ¢p(2)e %> a B, = By + Q, obdrzime
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. d (2 i Il o i - 2
1%() ~ jk,k—1¢k—1(z)e (Br—Br_1) + jk,k:+1¢k+1(z)e (B @k+1) . (420)
Pro skoro stejné vlnovody (5, = f.,,) pak mizeme provést posledni piiblizeni

dz

Obdzeli jsme tedy rovnice popisujici Sifeni elektromagnetického vinéni v soustavé
linearnich vlnovodi.

~ Tk k—106-1(2) + Tk k+10k+1(2). (4.21)

4.2 Soustava nelinearnich vlnovodua

Nyni odvodime pohybové rovnice i pro pfipad nelinedrnich vinovodii. V rovnici (4.6)
provedeme zaménu (3; — B;(w) a n?(z) — n%(z), kde

72 (x) = n?(z) + 2nor ()| B(x, )% (4.22)

Funkce k(z) je tzv. Kerrtv koeficient.

Stejnym postupem jako v minulém paragrafu (zaménu n?(z) — 7%(z) provedeme
i vrovnici (4.2), kde polozime E(x,t) = 2521 Vi (2)E(z,y)e@=Fi%) a opét uzijeme
Fresnelovu aproximaci) obdrzime

-N ‘d%’(z) ‘ i(wt—Bjz) > 32 p2 _tﬁ ~2 2
2125; 1z Ei(x,y)e =~ Z (B; —B5) = (n (x) nj(:zz))
Jj=1 j=1
x4 (2)€ i (, y)e! 1Pz (4.23)
Jelikoz plati
N
n*(z) ~ Y And(z) + 2nok(z)[B(x, 1), (4.24)
=1
I#]

miZeme po vynasobeni rovnice funkei € (x,y) a integraci pies rovinu xy psét

.d .
1/3(2( ?) = Qthr(2) + T p—19p—1(z)e!Pe—Pr-1)z
+ Tk 1¥ny1 (2)el i)z 4 T (Bﬁw - 5;%) Vi(2)
+ Z Y1 (2) Py (2)(2) K j g 6! PPy ==z (4.25)
PN

kde jsme polozili
wno [ k(@) Ex(x,y) - €5 (2, y)Ei(@,y) - Ev(w,y) dudy
2Bk ff|5k x,y)|2 dz dy

Funkei Kk ;,1,» nyni podstatné zjednodusime (pfedpokladame, Ze integral v citateli
bude pro nestejné mody zanedbatelny)

Kk7j7l7l/ (4.26)

wnokeft

25, 1015 Okl Okt (4.27)

K. g =
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kde je ke = k() a

_ [ €z, y)|* dz dy
ff|8k y)|2dzdy’

(4.28)

Polozime-li nyni
2
([ |Ex(z, y)* dz dy)
JI €k (z,y)|* dz dy

mizeme psat n = 1/ (apAeg). Uvazujeme-li navic ap = Bi/ (2wio) = nreeo/2 =
ngceo /2, obdrzime

dz

Aot = (4.29)

~ Qk¢k( )+ T p—1Vr—1(% Yel(Br=Fr-1)z 4 7 k1 Vrt1(2)e i(Be—Br+1)2

7 (32) = 82) () + T )P o) (430

%6

Pfitom jsme provedli z&meénu ke = Regnocc/2 a frekvenci w jsme nahradili vinovou
délkou A.

Dale budeme uvazovat Bk(w) ~ Bk, ¢imz zanedbidme piedposledni ¢len rovnice.
Polozime

2T Keft
= 4.31
Mgt (4.31)
a Yi(2) = \/Ppear ¥y, (2), coz nas vede ke vztahu
Ay (2
1 7/)52( ) ~ (U + VPpeak) Vi (2) + Tio—19p_1 (2 ) (B —Pr—1)z
Tk o 1 Phg (2) P Prr)z, (4.32)

Nyni jiZz pouze piejdeme k funkcim ¢y (z) definovanym ¢, (2) = ¢y (2)e % a mizeme
psat vysledné pohybové rovnice urcéujici sifeni elektromagnetického pole v soustavé
nelinearnich vlnovoda

d¢k( )

+ Y Pocar| 0k (2) P0r(2) + T k101 (2)e i Pim)®

+ T o1 G 1 (2)e Pk =Pz, (4.33)

kde jsme opét polozili §;, = B + Q.
Stejné jako v minulém paragrafu jesté uvedeme pohybové rovnice pro p¥ipad téméf
shodnych vlnovodi

id¢k(z)
dz

~ Y Ppeak |0k (2) 205 (2) + T k—10k-1(2) + Ti ket 10541 (2). (4.34)

Vidime tedy, Ze oproti soustavé linedrnich vlnovodia se ndm zde objevil ¢len zavisly
na vstupnim vykonu ¢erpaném do ozareného vlnovodu. Pro dostateéné velké vykony je
pak jeho pfispévek natolik velky, ze témér viibec nedochézi k §ifeni pole do sousednich
vlnovodi.



Kapitola 5

SPDC v soustavé nelinearnich
vinovodu

V této posledni kapitole se budeme zabyvat sestupnou parametrickou frekvenéni kon-
verzi v soustavé nelinearnich vlnovoda, jak je popsana v ¢lancich [14, 15]. Uvedeme
jak teoreticky model interakce, tak jeho porovnani s experimentélnimi daty.

5.1 Hamiltonian interakce a vystupni stav

Uvazujeme proces, v némz je laserem ozafen jeden kanél soustavy nelinearnich vl-
novodi. V ozéfeném vinovodu dochazi k sestupné parametrické frekvencni konverzi
typu I a vznikajici signélni a jalové fotony se pak dale Sifi soustavou (znazornéno
na obrazku 5.1). Opé&t budeme predpokladat, Ze elektromagnetické pole v nékterém
z vlnovodt ovliviiuje jen nejblizsi okolni vlnovody, a diky tomu plati pro propagac¢ni
konstantu disperzni relace

Bw, k1) = Bo(w) + 2C(w) cos(kL), (5.1)

kde Bp(w) = neg(w)w/c je propagatni konstanta samotného vlnovodu pii dané frek-
venci w a C(w) je parametr uréujici miru interakce mezi sousednimi vinovody.!
Signalni a jalové pole v j-tém vlnovodu muZeme zapsat ve tvaru

T —+o0 .
Ej(z,t)zB/ dk%/ dwelt nei(Be@rz—wt) gy kL) he,  (5.2)

kde h.c. znaéi hermitovsky sdruzeny ¢len. VSechny konstanty jsme zahrnuli do fak-
toru B. Cerpaci pole uvazujeme opét dostatecné intenzivni a popisujeme jej tedy
klasicky. Navic pfedpokladame, Ze se ¢erpaci pole mezi vlnovody nesiti a ziistava
pouze v ozéfeném vlnovodu.? Cerpaci pole v j-tém vlnovodu tak uvazujeme

IParametr C(w) je piedn& ovlivnén vzdalenosti mezi jednotlivymi vinovody, dale zéavisi na frek-
venci vlny. Detailn&jsi informace lze nalézt v [15].

20pravnénost tohoto predpokladu souvisi s tim, Ze &erpaci fotony maji pfiblizné polovi¢ni vinovou
délku oproti signalnim a jalovym fotoniim, a diky tomu je pro né parametr C(w) maly natolik, Ze
muzeme Sifeni Cerpaciho pole mezi vinovody zanedbat.

39
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Widler

Wpump

Wsignal

e

Obrazek 5.1: Schéma sestupné parametrické frekvenéni konverze v soustavé nelinear-
nich vlnovodu. Pfevzato z [15].

+oo .
E()_’j (Z,t) = / dOJ()A( ) (W())el(ﬁ<0)(w0)27w0t) + C.C.

+oo
/ dko/ dwoa(wp) (kj‘) (B(O)(‘”‘))z*“’”t)—i—c.c., (5.3)

kde a(wo) urcuje spektralni tvar cerpaci vlny, A(j) je amplituda cerpaciho pole v j-
tém vlnovodu a c.c. znadi komplexné sdruzeny clen. Funkce A(kg-) je dana Fourierovou
transformaci

Alh) = = Y Ale 9. (5.4)

Nyni jiz mtzeme uvést tvar interakéniho hamiltonidnu odpovidajici sestupné pa-
rametrické frekvenéni konverzi v soustavé nelinearnich vlnovodu

4 60/ ZX(? ESH (2B (2, )E§*>(z,t)+h.c.) dz,  (5.5)

kde L je délka vlnovodu, x(® je tenzor nelinearni susceptibility t¥etiho ¥adu a in-
dexem (+), resp. (—) jsme oznacili tu Gast piislusnych poli, ktera zavisi na kreac-
nim, resp. anihila¢nim operatoru (v p¥ipadé ¢erpaciho pole pak klademe E(+)(z t) =

EEM (z,t) = f:f dwo A(j)a(wp)e' (B (wo)=— wot)). Uvazime-li po¢atetni stav signal-

niho a jalového pole jako vakuovy, miZeme uréit jejich stav dlouho po interakci
(t = 4+00) v prvnim Fadu pfiblizeni jako

i .

)~ 0)— 1 [ H@B)0) at. (5.6)

Umistime-li navic za soustavu frekvencni filtry, které odfiltruji fotony ¢erpaciho
pole, mizeme tento stav (po piisluiné normalizaci) uvazovat

+o0

H(t)|0) dt

:rw-

1
) =%

Po integraci obdrzime

+oo +oo
Wy = W/ / /dkl Ak f (s, w5, b, ki)
)10y,

al (ws, k3 )al (wi, ki) |0) (5.7)
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kde jsme vyuzili wg = ws + w; a polozili jsme

s

2f (wsswisky k) = alwo) Y Aln)e” ke HhD)

0
X/ o i(Bwa k) 48w k) =) (wekwn)z g,
—L

= 2a(ws+ qu)fl(k,f + kil)e‘i(ﬁ“’)(ws+w71)—/3(ws1k‘f)+ﬁ(‘*’ivk5))%
50 (B (ws +wi) = Blws, k) + Blwis b)) 5)

(5.8)
(BO (ws + wi) — B(ws, kL) + Blws, ki) &
Dale oznacéime
AB(ws, wi, k- ki) = B (ws + w;) — Blws, ki) + Blwi, ki), (5.9)
o(ws, wi, ki‘, k‘f‘) = efiAB(ws’w“ksL’kiL)%, (5.10)

sin (AB(ws, wi, ki, ki) %) _ (5.11)

@(ws,wi,k‘L kL) =
Aﬁ(w%wukiak%)%

s

Miizeme tak psat

fws,wi, kX k) = a(ws + wi) A(kE + kD) o(ws, wi, kE, kD) P(ws, wi, kL, k). (5.12)

s s v s Vg s Vg

Funkee f(ws,w;, kt, k;b) tak v sobé zahrnuje informaci o spektralnich a prostoro-
vych vlastnostech ¢erpaciho pole (prostiednictvim o(ws + w;) a A(kL + kb)), diky
funkeim p(ws, w;, kL, ki) a D(ws,w;, k-, ki) pak odraz i vlastnosti soustavy vlno-

vodu (jeji nelinearni chovani, ale i prostorové usporadani).

5.2 Spektralné-prostorové korelace

Jak jsme jiz uvedli, sestupna parametricks frekvenéni konverze nastava v krystalu
s velmi malou pravdépodobnosti a nastane-li, je téméi piesné splnéna podminka fazové
synchronizace, kterou zde muzeme vyjadrit ve tvaru

AB(ws, wi, ki k) = 0. (5.13)
Pro lepsi nazornost nyni funkci AS rozdélime na ¢ast odrazejici vlastnosti jediného
vlnovodu a zavisejici pouze na frekvenci cerpaciho pole AfS, a na &ast odrazejici
pritomnost celé soustavy vlnovodit AS 4. Klademe tedy

Aﬁ(wmwia k‘i’le) = Aﬁw(wsvwi) + ABA(ki7k$awsawi)a (514)

kde
ABy(ws,w;) = Bo(ws + wi) — Polws) — Bol(wi), (5.15)
ABa(kE, ki, we,wi) = —2C (ws) cos(ky) — 20 (w;) cos(kiH). (5.16)

Podminku fazové synchronizace (5.13) tak muZeme prepsat na

Ay (ws,wi) = —ABa(kE, k). (5.17)

s
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Pravé z této podminky plynou tvary spektralné-prostorovych korelaci mezi genero-
vanymi signdlnimi a jalovymi fotony. Zaméfime se nyni na tii specidlni pfipady, které
mohou nastat pro frekvence signélnich a jalovych fotond. Nejprve budeme uvazovat
situaci, kdy frekvence obou fotoni budou témé&f shodné (ws = w;) a v dalsich dvou
piipadech se naopak budou vyrazné lisit (ws < w;, resp. ws > w;). Od toho se bude
odvijet nejen tvar funkce A, (ws,w;), ale i tvar parametru C(w).
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: \:\ \\\ \\
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Obréazek 5.2: Zavislost funkei AB,, a AB4 na frekvencich wg, w; a na vinovych &islech
kL, ki signalnich a jalovych fotoni. Barevné linky v ¢astech (b), (c) a (d) odpovidaji
linkam v ¢asti (a) tak, aby byla splnéna podminka AS,, + AB4 = 0. Pievzato z [15].

Na obrazku 5.2(a) vidime zavislost funkce A, (ws,w;) na frekvencich signalnich
a jalovych fotond. Vidime, ze hodnota AS,, = 0 je soustiedéna piiblizné na ose dru-
hého a ¢tvrtého kvadrantu (w; = 2wy —ws). Nad touto osou pak funkce nabyva hodnot
kladnych, pod ni hodnot zapornych. Ozna¢ime hodnotu parametru C'(w) v degenero-
vaném piipadé ws = w; = wp/2 jako Cp = C(ws = w;) a plistoupime jiz k samotné
diskusi zminénych ptipadu:

1. Je-li ws = w;, potom C(ws) = C(w;) = Cy a funkei AS,4 tak muZeme zapsat ve
tvaru ABa (k- ki, ws, wi) = —2Co (cos(ky) + cos(ki)) . Je-li nyni AB,, = 0 (tj.
plati skoro pfesné w, = w;), musi platit i AB4 = 0 a tedy cos(kL)+cos(k) = 0.
Mozna vlnova &sla ki a ki v tomto ptipadé tvoii ¢tvercovy obrazec. Déle
uvazme AB, = 2Co, tj. ABa = —2Cy a tedy cos(kF) + cos(k) = 1. Re-
Seni leZi na obrazci pfipominajici kruZnici. Nakonec je§té pfipustme moZnost
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AB,, = —2C, vedouci k podmince cos(kl) + cos(ki-) = —1. Reseni pak nalez-
neme v prostoru (kL, ki) v jeho rozich. Nazorné vidime tento p¥ipad rozebrén
na obrazku 5.2(b).

2. Je-li wy < w;, plati i C(ws) < C(w;). Redent se do jisté miry podobaji (ve viech
tfech podpiipadech AB, = 0, AS, = 2Cyi AB, = —2C)) piipadu pfedchozimu,
vlivem podminky C(ws) < C(w;) dochézi pouze k protazeni ve sméru osy k.
Situaci odpovida obrazek 5.2(c).

3. Je-li wy < w;, potom plati C(ws) > C(w;). Rozdil oproti piedeslému bodu je
pouze v tom, 7e k protaZeni dochdzi ve sméru osy k;-. Tato skute¢nost sou-
visi i s tim, Ze uvazujeme sestupnou parametrickou frekvenéni konverzi typu I
(generovaneé fotony maji stejnou polarizaci) a signélni a jalové fotony jsou tedy
zameénitelné.

Vidime tedy, jak vypadaji spektralné-prostorové korelace vystupnich fotont. V na-
sledujicim paragrafu se budeme kratce vénovat problému, jak tyto korelace mizeme
ovlivnit vlastnostmi ¢erpaciho pole.

5.3 Kontrola vystupniho stavu zménou parametri
c¢erpaciho pole

V tomto paragrafu struéné naznacime, jak lze zménami parametrii ¢erpactho pole
kontrolovat tvar pole vystupniho.

Vybérem jisté frekvence ¢erpaciho paprsku wp uréime v prostoru (ws,w;) piimku
splhwjici ws+w; = wo. Tato primka je rovnobézna s osou druhého a étvrtého kvadrantu
a definuje jistou hodnotu funkce AfS,,, coz na druhé strané vede k ABs = —ApS,.
Vidime tedy, Ze jiz pouhou zménou frekvence Cerpaciho pole lze ovlivnit prostorové
korelace generovanych fotont.

Mame-li jiz vybranu frekvenci ¢erpaciho pole wg, mizeme vystupni pole jesté ovliv-
nit prostorovym tvarem ¢erpaciho pole (1ze napfiklad soucasné ozafit vice vinovodi),
nebot tak ménime tvar funkce A(kL + k).

Takovyto postup je detailné znazornén na obrazku 5.3. V prvém kroku (tfi mode-
lové pifpady znazornény na (a;—asz)) tedy vybereme frekvenci éerpaciho pole a uréime
tak, i hodnotu funkce Ag,,. Odpovidajici feSeni funkce A4 = —ApS,, jsou v prostoru
(kL. ki) vytazena prerusovanou &ernou ¢arou (situaci vidime na (b;-bg)). Zde viak
jesté muzeme vysledné feSeni dale ovlivnit prostorovym tvarem Cerpaciho pole, ¢imz
zménime funkci A(kL 4 k7). Koneené ve tretim Fadku (c;—c3) jsou pak pro vybrané
Gerpaci frekvence wg a vybrané tvary funkce fl(kj- + kLl) znazornény vysledné prosto-
rové korelace signalnich a jalovych fotonit (zvolenym hodnotam funkce A(kL + k:-)
provedenym v (b;—bs) barevné odpovidaji feSeni v (c1—c3)).

Zména parametrii éerpaciho pole nam tak umoziiuje ménit tvary prostorovych
korelaci mezi signalnimi a jalovymi fotony. Miizeme tak napiiklad ziskdvat korelace ve
formeé tzv. bunchingu (signélni a jalové fotony opoustéji soustavu stejnym vlnovodem
ns = n;) & anti-bunchingu (oznadime-li centralni vinovod n = 0, potom ng = —n;).

5.4 Experimentilni ovéreni

Teoreticky model byl tspésné experimentalné ovéien skupinou kvantové optiky na
paderbornské univerzité.
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Obrazek 5.3: Kontrola korelaci vystupnich stava. V prvém fadku (aj-ag) vlastné pro-
vadime volbu frekvence ¢erpactho pole. V druhém fadku (b;—bs) pak uréujeme tvar
funkce A(kX 4 k) (prostiednictvim prostorovych charakteristik Cerpaciho pole) a
v poslednim Fadku (ci—c3) vidime odpovidajici feSeni. Pievzato z [15].
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Obréazek 5.4: Schéma experimentalni aparatury. Pouzité znaceni: SM — spektrometr,
HWP — pualvlnna desticka, AL — asféricka ¢ocka, WG Array — soustava vinovodi, SF
— spektralni filtr, InGaAs-DA — soustava fotonovych detektorti. Pevzato z [15].

Experimentalni aparatura se skladala z laditelného pikosekundového titanovo-
safirového laseru (o centralni vinové délce 775 nm) a 40 mm dlouhé soustavy sto
jedna nelinearnich vinovodi (pfi¢emz §iika celé soustavy ¢inila 1,6 mm). Vlnovody
byly umistény v peci pii teploté 185°C+0, 1°C. Cast erpaciho paprsku byla odvadéna
do spektrometru pro prubéznou kontrolu kvality ¢erpaciho pole, zbytek pak piiveden
do jednoho z vlnovodi. V tomto vlnovodu dochézelo k frekvenéni konverzi a vzniklé
signalni a jalové fotony se pak $i¥ily do dalSich vlnovodu. Na vystupu soustavy byl
umistén frekvenéni filtr, kterym bylo odstranéno Cerpaci pole, a signalni a jalové fo-
tony pak byly detekoviny soustavou jednofotonovych detektori. Schéma experimentu
je na obrazku 5.4.

Srovnani experimentalnich dat a teoretickych predpovédi na zakladé uvedeného
modelu pak vidime na obrazku 5.5. V pfipadé (a) maji signalni a jalové fotony témér
stejnou frekvenci (toho je dosazeno vyladénim vlnové délky laseru na hodnotu, pii niz
ve vlnovodech dochazi ke generaci druhé harmonické frekvence). Vidime, Ze pole se
§iti péti vinovody a mé4 spektralni §itku pfiblizné 100 nm. V dalsich krocich dochézi
k pozvolnému krokovému snizovani vinové délky ¢erpaciho paprsku (velikost kroku
vrozmezi 0,3 — 0,4 nm). V pfipadech (b) a (c) se tak pozvolné zvétsuje i spektralni
sitka a v pfipadé (d) je jiz zcela zfetelné oddéleni dvou spektralnich oblasti, nebot
signalni a jalové fotony jiZz nemaji stejné frekvence a tedy ani vinové délky. Zaroven
si muzeme viimnout toho, Ze fotony s vétsimi vlnovymi délkami se §ifi do sousednich
vlnovodi snadnéji nez fotony s nizsimi vlnovymi délkami. Odpovidajici teoretické
predpovédi jsou uvedeny v pravém sloupci (e-h). Pfedpovédi se s experimentem dobfie
shoduji, velice pfesvédéivé pak zachycuji zminéné trendy. Teoreticky model tedy velmi
dobfe koresponduje s experimentalnimi daty (jejich podrobnou analyzu lze nalézt
vpavodnim ¢lanku [15]).

V dalgich experimentech pak lze ofekavat zkoumani tvaru korelaci a ovéfovani
platnosti modelu i pro vicekanalové Cerpani (je mozné, Ze pii Gerpani do vice nez jed-
noho vlnovodu jiz nebude pouZity rozvoj v prvnim fadu dostacujici). Dale je zajimava
otazka generace Gty a vice provazanych fotont ¢ zkouméni sestupné parametrické
frekven¢ni konverze typu II.
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Obréazek 5.5: Porovnani naméfenych spektralnich intenzit na jednotlivych vystupech
vlnovodu s teoretickou pfedpovédi. Pievzato z [15].
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Utelem prace bylo seznameni s problematikou sestupné parametrické frekvenéni kon-
verze v soustavé nelinedrnich vlnovodii. Pro srozumitelnost textu se piredpoklada
znalost linearni algebry a zaklada teoretické fyziky. Nejzakladnéjsi poznatky a for-
malismus kvantové teorie jsou popsany v dvodnich kapitolach. V dal§im textu jsou
definoviny potiebné pojmy a odvozeny ¢ prevzaty potiebné vztahy, aby v posledni
kapitole mohl byt popsan samotny proces.

Jak jsme jiz uvedli, je ziskdvani kvantové provazanych fotonti nezbytnym piedpo-
kladem k realizaci kvantovych pocita¢a pracujicich s qubity fyzikalné reprezentova-
nymi fotony. Kvantové algoritmy by pfitom mély pFinést podstatné zefektivnéni feseni
vybranych uloh a dokonce nékteré problémy, které jsou z hlediska klasickych pocitaci
povazovany za nefesitelné, by mohly byt s pomoci kvantovych pocitacu feseny. Uve-
deme naptiklad Shoruv faktoriza¢ni algoritmus, ktery dovoluje hledat prvocinitele
pfirozenych ¢isel. Pocet elementarnich operaci potiebnych k vyfeSeni problému v jeho
piipadé roste polynomialné s délkou vstupu, naproti tomu v piipadé nejlepsich fak-
toriza¢nich algoritmt dnes pouZivanych na klasickych pocitaéich roste pocet kroki
exponencidlné. Tato tloha tak nélezi z hlediska kvantovych pocitact do tfidy sloZi-
tosti P, z hlediska klasickych poé&itact pak do tiidy NP.2 To vie ¢ni z kvantového
pocitani velmi atraktivni disciplinu, a to obzvlasté dnes, kdy miniaturizace vyrobni
technologie procesori uzivanych v klasickych pocitacich jiz narézi na své fyzikalni
limity.

Sestupné parametricka frekvenéni konverze v soustavé nelinedrnich vinovoda pak
predstavuje jednu z moZnych cest, jak kvantové provazané stavy ziskavat (samotna
frekvenéni konverze méa pak vyznam napiiklad v metrologii pii stanovovini kvantové
ucinnosti fotonovych detektort, dale na ni lze experimentalné demonstrovat poru-
Seni Bellovych nerovnosti a ovéfit tak platnost kvantové teorie). DileZita je zejména
moznost spolehlivé a snadno kontrolovat tvary vystupnich korelaci generovanych fo-
tonovych part (jak jsme vidéli, stadi k tomu ménit parametry cerpaciho pole). Dal-
§imi vyhodami takového piistupu jsou mimo jiného dostupnost a ovéfenost pouzitych
komponent, malé rozméry samotného zafizeni ¢i moznost realizovat kvantové pro-
chazky pifmo v soustavé vinovodi (nedochdzi k tzv. dekoherenci kvantového stavu,
ktera muze byt zpisobena mimo jiného pravé spojovanim riznych zafizeni). Z expe-
rimentalniho ovéreni pak plyne, ze uvedeny matematicky model velmi dobfe popisuje
chovani uvazovaného systému.

3Problémy patiici do t¥idy P lze Fesit pomoci algoritmi v polynomialnim &ase. Regeni problémi
patficich do t¥idy NP lze v polynomialnim Case ovéfit, ale nemusi exitovat algoritmus, ktery by
problém v polynomialnim Case FeSil.
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