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Abstrakt

Ndzev prace: Integrabilita Poissonovych-Lieovych T-dualni o-modela
Autor: Zbysek Stépanik

Obor: Matematické inzenyrstvi

Zamerent: Matematicka fyzika

Druh prace: Bakalarska prace

Skolitel: Ing. Libor Snobl, Ph.D.

Abstrakt: V této praci se zabyvame integrabilitou jisté tfidy Poissonovych-Lieovych T-dudlnich
o-modelt definovanych na kompaktni, prosté, souvislé a jednoduse souvislé grupové varieté.
Konkrétné se jedna o Yangtv-Baxteriv o-model, ktery lze chapat jako Poissonovu-Lieovu
deformaci hlavniho chirédlniho modelu. V prvni ¢asti prace se zabyvame integrabilitou v kon-
textu klasické teorie pole, tj. pro systémy s nekone¢né mnoha stupni volnosti popsané hustotou
Lagrangeovy ¢i Hamiltonovy funkce. Dospivame k zévéru, zZe integrabilita takového systému
je zajisténa, existuje-li odpovidajici Laxiv par. Ve druhé ¢asti se pak zabyvame konstrukci
Laxova paru pro Yangiv-Baxtertiv o-model a uvadime nékteré explicitni ptiklady.

Klicovd slova: integrabilita, Yangtv-Baxteriv o-model, Poissonova-Lieova T-dualita.

Title: Integrability of Poisson-Lie T-dual o-models
Author: Zbysek Stépanik

Abstract: In this paper, we study the integrability of a certain class of Possion-Lie T-dual
o-models defined on a compact, simple, connected and simply connected group manifold.
Namely, we study the Yang-Baxter o-model, which can be interpreted as a Poisson-Lie defor-
mation of a principal chiral model. In the first part of the paper, we concern ourselves with
the integrability with respect to the classical theory of fields, i.e. the integrability of systems
with infinite degrees of freedom that are described by the density of a Lagrange or Hamilton
function. We arrive at the conclusion that the integrability of such a system is implied by
the existence of a corresponding Lax pair. In the second part, we construct a Lax pair of the
Yang-Baxter c-model and give several explicit examples.

Key words: integrability, Yang-Baxter oc-model, Poisson-Lie T-duality.
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KAPITOLA 1

Uvod

Ti¥ida znamych integrabilnich nelinearnich o-modelti na grupové variet€ neni prili§ rozsahla.
Konkrétné je z literatury znamo, ze pro kazdou kompaktni poloprostou grupovou cilovou
varietu G existuje Laxtv par hlavniho chirdlntho modelu [44]. V poslednich letech se vsak
v literatufe objevila tvrzeni o integrabilité né€kterych Poissonovych-Lieovych T-dudlnich o-
modeli. Presnéji v [26] se autor zabyva integrabilitou uréité jednoparametrické deformace
hlavniho chirdlniho modelu na kompaktni grupové varieté G, jejiz akce je

Se(g) = /W(9‘13+9, (I —€eR)'g7'0_g)g.

kde € je deformacni parametr, W je dvourozmérné svétoplocha parametrizovana souradnicemi
svételného kuzelu (£7,£7) a O+ jsou pifslusné derivace. Dynamickd pole modelu g : W — G
jsou hladké zobrazeni, (-,-)4 je Killingova-Cartanova forma na Lieové algebfe g. A nakonec [
je identicky operator na g a R : g — g je tzv. Yanguv-Baxtertv operétor [39]. V [25] je tento
model nazyvan Yangtv-Baxtertiv o-model a ukazuje se, ze je symetricky v Poissonové-Lieové
smyslu.

Autor navrhuje a posléze i dokazuje hypotézu, podle niz tento model je integrabilni pro
kazdou kompaktni prostou grupovou cilovou varietu G. Motivace k této domnénce je nasle-
dujici. Vratme se k hlavnimu chirdlnimu modelu na kompaktni grupové cilové varieté G a
polozme G = SU(2). Cherednik v |8] pro tento ptipad zkonstruoval Laxiv par pro speci-
alni jednoparametrickou deformaci hlavniho chiralniho modelu, ktera se v literature obvykle
nazyvé anizotropicky hlavni chirdlni model. Akce této deformace ma tvar

1 2

Se(g9) = 11

/ (67019.97'0_g)g + / (5720 9)s1, (9~ 0-0) ).
w w

€
e
kde (g7 101g)m jsou ortogonélni projekce chiralnich slozek Maurerovy-Cartanovy formy na
Cartanovu podalgebru algebry g = su(2). Ukazuje se, Ze pro volbu G = SU(2) je Yanguv-
Baxteruv o-model identicky s pravé uvedenym anizotropickym hlavnim chiradlnim modelem
[25], ktery je integrabilni (nebot méa Laxtv par).

Cilem této prace je

(i) pochopit, co znamena integrabilita v kontextu klasické teorie pole, tj. pro dynamické sys-
témy s nekonecné mnoha stupni volnosti popsané hustotou Lagrangeovy ¢i Hamiltonovy
funkce a

(ii) ovéfit integrabilitu Poissonovych-Lieovych T-dudlnich o-modelt publikovanou v od-
borné literatute [26].



Kapitola 1. Uvod 2

Prace je v zésadé rozdélena do dvou ¢asti. V prvni ¢asti se zabyvame vybudovanim po-
tfebného teoretického apardtu pro studium integrability Poissonovych-Lieovych T-dudlnich
o-modeli. Nejdiive zopakujeme a rozsifime zakladni poznatky o Lieovych algebrach a poté
se zabyvame pojmem fibrované variety a konexe na ni definované. Déle je zaveden a rozebran
pojem o-modelu se zvlastnim ohledem na dvourozmérné nelinedrni o-modely. Na vyklad o-
modell navazujeme rozborem pojmu Poissonova-Lieova T-dualita, resp. Poissonova-Lieova
symetrie a konstrukci Poissonova-Lieova duélniho modelu k danému ptvodnimu modelu.
Prvni ¢ast je pak uzaviena ponékud oddélené stojicim tématem integrability dynamickych
systémii, kde je zrevidovan(l soucasny stav teorie integrability a zavedeno jeji pojeti z pohledu
klasické teorie pole.

Ve druhé ¢éasti jsou pak diive ziskané poznatky uvedeny do praxe. Jmenovité ke stu-
diu integrability Yangova-Baxterova o-modelu, ktery vykazuje symetrii v Poissonoveé-Lieové
smyslu. Postup této kapitoly sleduje postup ¢lanku [26], jehoZ tvrzeni ovéfujeme. Po vybu-
dovani zakladnich struktur a predstaveni hlavniho chiralniho modelu je sestaven obecny tvar
Poissonova-Lieova T-duélniho o-modelu, jehoz je Yangiv-Baxtertiv model specidlnim piipa-
dem. Nasleduje odvozeni a ovéfeni Laxova paru pro tento model. Celd druhd ¢ast je ukoncena
prezentaci nékolika explicitnich priklad®, na nichz ukazujeme tvar nalezeného Laxova paru
pri konkrétni volbé grupy G.

V textu vyuzivime zndmou Einsteinovu sumacni konvenci. Podle ni ve vyrazu, v némz
se objevi dvakrat stejny index, jednou nahofe a jednou dole, pfes tento index séitdme (pies
vSechny hodnoty tohoto indexu). Naptiklad vyraz

n

Y= Zciﬂ%

=1

zapiseme v této konvenci ve tvaru
y=cxz;.

L Ackoliv autor si uvédomuje, #e nikoliv vy&erpéavajicim zptisobem.



KAPITOLA 2

Teorie

Cilem této kapitoly je vybudovat teoretické zéklady pro studium vlastnosti Poissonovych-
Lieovych T-dudlnich o-modeli, které bude néasledovat v kapitole [Bl

2.1 Lieovy grupy a algebry

Ustfednim pojmem celého textu jsou tzv. o-modely (viz odstavec 2.3)), s nimiz budeme pra-
covat prostiednictvim aparatu teorie Lieovych grup a algeber. Dale budeme pfedpokladdat, ze
Ctendr je obeznamen se zaklady této teorie (viz napi. [12,138]). Proto zde jen stru¢né shrneme
zékladni pojmy, pfi¢emz podrobnéji rozebereme pouze pojmy a tvrzeni, které nejsou znamy
ze zakladniho kurzu matematiky a diferencidlni geometrie.

2.1.1 Zakladni poznatky

Definice 2.1. Lieova grupa G je hladka varieta, na niz je zavedena grupova struktura tak,
Ze grupové operace

i)+ GxG=G, (91,92) — 9192,

i) ': G—=G, gr—gl

jsou hladké zobrazeni.

Pozndmka. Ve shodé s literaturou zavedeme pro grupové nasobeni jednodussi znaceni g - h =

gh.

Pozndmka. Na Lieové grupé G mame prirozené k dispozici dvé tiidy difeomorfismu (pro kazdé

g€ q):
(i) Ly: G —= G, Lg(h) = gh,
(i) Ry: G — G, Ry(h):=hg.
Tato zobrazeni nazyvame postupné leve a pravé ndsoben.

Definice 2.2. Budte G a H Lieovy grupy a hladké zobrazeni ¢ : G — H. Potom fekneme,
ze ¢ je homomorfismus grup, pravé kdyz

?(9192) = #(91)P(92), V1,92 € G.

Definice 2.3. Necht G je Lieova grupa. Potom jednoparametrickou podgrupou grupy
G nazveme libovolny homomorfismus grup (R, +) a G.

Definice 2.4. Lieovou algebrou g nazveme libovolny vektorovy prostor g (nad R nebo C),
na kterém je zavedeno zobrazeni |-, -] : g X g — g, které splituje nasledujici axiomy:

3



Kapitola 2. Teorie 4

(i) je bilinearni,

(i) VX, Y eg: [X,Y]=—[Y,X] (tj. je antisymetrické),

(i) VXY, Zeg: [X,[V,Z]]+[Y,[Z X]]+[Z, [X,Y]] =0 (tzv. Jacobiho identita).
Zobrazeni [, -] nazveme Lieova zévorka na g.
Pozndmka. Lieovy algebry budeme zpravidla znacit lomenym pismem g, b, n atd.
Definice 2.5. (i) Lieova algebra g je abelovska pravé tehdy, kdyz [g, g] = {0}.

(ii) Podalgebrou h Lieovy algebry g je libovolny linearni podprostor v g spliujici [h, h] C b.
Skutecnost, ze h je podalgebra g oznacime h CC g.

(iii) Idedli C g je podprostor, ktery spliuje [i, g] C i.

(iv) Necht b je ideal, potom faktoralgebra g/h := {X + b | X € g}. Na faktoralgebie
definujeme Lieovu zavorku [X + b, Y + b] := [X, Y] + b.

(v) Normalizator podalgebry h CC g je mnozina {X € g | [X,h] C b}.
Definice 2.6. Necht g a h jsou Lieovy algebry (nad stejnym télesem). Potom

(i) Linearni zobrazeni ¢ : g — b je homomorfismus < [¢(X),¢(Y)] = ¢([X,Y]) pro
kazdé X,Y € g.

(i) Homomorfismus ¢ : g — b je endomorfismus < h) = g.

(iii) Homomorfismus ¢ : g — b je izomorfismus < ker ¢ = {0} A ¢(g) = b.

(iv) Izomorfismus ¢ : g — b je automorfismus < h = g.
)

(v

Pozndmka. Ozna¢ime End(g), resp. Aut(g), mnozinu vSech endomorfismii, resp. automor-
fismu, algebry g.

Zobrazeni D : g — g nazveme derivaci & VXY € g: D[X,Y]=[DX,Y]+[X,DY].

Pozndmka. Prikladem Lieovy algebry nekoneéné dimenze je mnozina vSech hladkych vekto-
rovych poli X(M) na n-rozmérné hladké varieté M. Lieova zavorka je definovina vztahem:

VX, Y € X(M),VfeC™(M): [X,Y](f):= X(Y(f)) - Y(X(/))

Ke kazdé Lieové grupé G lze zkonstruovat Lieovu algebru g vSech levoinvariantnich vek-
torovych poli na G (a analogicky i pravoinvariantnich). Pro uréitost necht dimG = n € N.
Konstrukei g lze provést tak, ze vezmeme bézi (E;)!; prostoru T.G (teény prostor ke G
v grupové jednotce e) a pak prostfednictvim zobrazeni L, definujeme vektorova pole T; na G
takto:

Vge G: Tilg:= LgE;.

Lieovou algebru g pak definujeme jako

g:=span{7; |i=1,...,n}.
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Specialné plati
g =~ TeGa

a tedy i dimg = dim7.G = dim G < co. Plati g CC X(G), nebot komutator dvou levoinvari-
antnich poli je opét levoinvariantni pole). Vzhledem k jednozna¢nému vztahu mezi g a T.G
se oba objekty Casto ztotoznuji.

Pozndmka. Pro ucely tohoto textu budeme uvazovat vyhradné konecnerozmeérnée Lieovy al-
gebry vybudované jako algebry levoinvariantnich ¢i pravoinvariantnich vektorovich poli.

Definice 2.7. Necht G je Lieova grupa, g je ptislusnd Lieova algebra. Potom definujeme
exponencialni zobrazeni exp : g — G predpisem

expX :=ox(1), VX eg,
kde ¢x je jednoparametricka podgrupa generovan vektorovym polem X € g.

Definice 2.8. Necht g je Lieova algebra, dimg = n € N a necht (7;)_, je baze g. Potom
¢isla, cjki e Cproi,j,k=1,2,...,n, dana vztahy

(T, Tht] = et Ts,
nazveme strukturni konstanty algebry g.

Pozndmka. Fakt, ze cjki jsou skuteéné konstanty, je zajiStén levoinvariantnosti vektorovych
poli T;.

Pozndmka. Méame-li Lieovu algebru g s bazi (T;)™;, mtizeme zavést dualni bazi (0°)7_; dual-
niho prostoru g* vztahy 6'(T}) = 5;-, i,7 = 1,...,n. Linearni funkcionaly #* jsou pak levoin-
variantni 1-formy. Lze ukézat, ze tato dudlni baze splniuje velice dulezitou rovnici:

4 1 .
" = —Zeji’ 07 A oF. (2.1)
Definice 2.9. Rovnice (2.1) se nazyva Maurerova-Cartanova strukturni rovnice.

Definice 2.10. Nechf G Lieova grupa a g ~ T,.G je jeji Lieova algebra. Potom 1-forma 6
s hodnotami v g dané pfedpisem

0:TG—T.G, X~ (Ly1)X=(Ly,'X, XeT,G
se nazyva kanonicka 1-forma nebo Maurerova-Cartanova forma na G.

Pozndmka. Kanonickd 1-forma 6 spliiuje vztah
=T, 20,
kde (T;)™, je baze g a (6")™; je prislusnd dualni baze. Rovnéz splituje rovnici
1
do + 5[9/\9] =0,

kde df :=T; ® df' a [0 A 6] := [T}, T;] ® 6° A 67

17 diferencilni geometrie je znamo, e existuje korespondence 1:1 mezi 1-parametrickymi podgrupami
grupy G a levoinvariantnimi vektorovymi poli na G |34].
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Definice 2.11. Necht G je Lieova grupa a M hladka varieta. Potom (leva) akce grupy G
na M je libovolné zobrazeni
¢:Gx M- M

spliiujici

(b(gngam) = (b(gh(b(gzam))? vglagz S Gam S M7
o(e,m) =m, Vm € M.

Pozndmka. Analogicky se zavede pravd akce grupy G na varieté M jako zobrazeni ¢ : M xG —
M spliujici

P(m, g192)

¢(m,e)

&(&(magl)gz)7 vglagz S Gam S M7
m, VYm € M.

Definice 2.12. Reprezentace Lieovy algebry g na komplexnim vektorovém prostoru V
je homomorfismus algeber p: g — gl(V).

Pozndamka. Je-li p reprezentace g na V', mame dano zobrazeni g x V' — V vztahem p(X)(v) €
V,kde X € gawv € V. Rikdme, 7e g md akci na V.

Definice 2.13. (i) Adjungovana akce grupy G je zobrazeni ¢ : G x G — G definované
vztahem ¢(g, h) := ghg™" = LyR,-1h.

(ii) Adjungovana reprezentace grupy G je zobrazeni Ad : G — GL(g) definované jako
Ady = Ad(g) := Lg«Ry-1,.

(iii) Adjungovana reprezentace algebry g je zobrazeni ad : g — gl(g) definované vzta-
hem adx Y = ad(X)Y := Ad,(X)Y.

Pozndmka. Pro zobrazeni ad lze odvodit jednoduché vyjadieni: adx (Y) = [X, Y] pro kazdé
X,Y € g. Déale se snadno presvédcime, ze adx je derivace g.

Pozndmka. Direkini soucet dvou Lieovych algeber g; a go je Lieova algebra, kterou znacime
g1 @ go. Tuto algebru zavadime tak, Zze jako vektorovy prostor je direktnim souctem g; a go a
Lieovu zavorku definujeme ,,po slozkidch® [(X1,Y1), (X2, Y2)] := ([ X1, X2], [Y1, Y2]). Potom g;
a go (tj. mnoziny prvku typu (X,0) a (0,Y)) jsou idealy v direktnim souctu a [g1, go] = {0}.
Tento direktni soucet také nazyvame vnéjsi.

Naopak, jsou-li g1 a go dva idedly v g takové, Ze g = g1 @ go jako linearni prostor a zaroven
[g91,02] = {0}, potom zobrazeni g; x g2 3 (X,Y) — X +Y € g je izomorfismus algeber g; @ go
a g (hovofime o tzv. vnitrnim direktnim souctu).

Pro zjednoduseni nebudeme v textu mezi obéma piipady rozlisSovat.

Definice 2.14. Rekneme, Ze Lieova algebra g je:
(i) prosta < jeji jediné ideély jsou g a {0} a dimg > 1,

(ii) poloprosta < jeji jediny abelovsky ideal je {0}.
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Pozndmka. Rekneme, Ze netrivialni grupa G je prostd pravé tehdy, kdyz nema netrivialni nor-
mélni podgrupy. Trividlni podgrupou grupy G je podgrupa {e} a grupa G samotna. Normdlni
podgrupou grupy G rozumime kazdou jeji podgrupu N spliujici gNg~! € N pro vSechna
g €aqG.

Lze ukdzat, Ze Lieova algebra prosté Lieovy grupy G je prostd. Dikaz spoCiva ve vyuziti
skutecnosti, ze kazdé podalgebte algebry g odpovida podgrupa grupy G. Specialné pak idealu
odpovida normalni podgrupa grupy G. Predpokladame-li potom, Ze algebra g neni prosta,
dostavame se okamzité do sporu s prostotou grupy G.

Definice 2.15.
(i) Derivovanou sérii algebry g rozumime sérii g(© := g, g*) := [g(k=1) g(k=1)],
(ii) Dolni centralni sérii algebry g rozumime sérii g' := g, g"*! := [g", g].

Definice 2.16. Necht g je Lieova algebra. Rekneme, 7e g je FeSitelna < 3k € N : gi*) = {0}.
Rekneme, Ze g je nilpotentni < 3k € N : g* = {0}.

Pozndmka. Z¥ejmé g*) c ghtl. Disledkem je, Ze kazda nilpotentni algebra je Fesitelna.
Pozndmka. Pojem nilpotentnosti a fesitelnosti 1ze rozsifit i na idealy algeber. Navic plati, Ze
prunik a soucet fesitelnych (nilpotentnich) ideéli je opét fesitelny (nilpotentni) idedl. V kazdé
Lieové algebie g tedy existuje maximéalni fesitelny ideal zvany radikdl a maximélni nilpotentni
idedl zvany nilradikdl.

Poznamka. Ke kazdé realné Lieové algebie g existuje pravé jedna komplexni Lieova algebra
gC, kterou nazveme komplezifikaci g. Algebru g€ lze definovat jako

g¢:=g+ig=garC.

Lieova zévorka na g€ je ddna vztahem
[X +1Y,U +iV]c := ([X, U] = [V, V]) + ([Y, U] + [X, V]).

Z¥ejmé plati: dime g€ = dimp g.

Naopak, ke kazdé komplexni Lieové algebie g existuje jedina realna Lieova algebra gR,
kterou sestrojime tak, Ze ke zvolené bazi (1;)!' ; algebry g pfidame soubor (iTj)?zl. Soubor
(T3, iTk)Z w—1 bak tvoii bazi algebry g®. Viechny rozklady do této baze provadime nad télesem
R. Odtud je i vidét, ze plati: dim g® = 2dim g.

Lze se presvédcit, zZe komplexifikace prosté redlné Lieovy algebry g je poloprostd. Dikaz
tohoto tvrzeni plyne jednoduse z véty 223, nebot nedegenerovanost Killingovy formy se kom-
plexifikaci neposkodi.

Definice 2.17. Realna forma komplexni Lieovy algebry g je libovolna redlné Lieova algebra
g takova, ze g = gC.

Definice 2.18. Necht w je symetricka bilinedrni forma na g. Potom fekneme, Ze w je:
(i) invariantni vacdi automorfismim na g < V¢ € Aut(g) : w(p(X),o(Y)) =w(X,Y),

(ii) ad-invariantni (resp. invariantni) < w([X,Y],Z2) + w(Y,[X, Z]) = 0.



Kapitola 2. Teorie 8

Definice 2.19. Bud V vektorovy prostor, dimV = n € N, necht (-,-) je symetrickd bilinearni
forma na V.

(i) Rekneme, ze X,Y € V jsou ortogondlni, pravé kdyz (X,Y) = 0. Ortogonalitu vektort
znaCime X 1 Y.

(ii) Necht M C V, potom mnozinu M+ := {Y € V | (X,Y) = 0, VX € M} nazveme
ortogonalni doplnék M vzhledem k formé (-, -).

Poznamka. Necht U je podprostor v koneénérozmérném vektorovém prostoru V' s bilinearni
symetrickou formou (-, -). Potom plati

dimV = dim U + dim U+ — dim(U N V7).
Je-li navic forma (-, -) nedegenerovana, plati V+ = {0} a tudiz
dimV = dimU + dimU~.
Obecné neplati U N U+ = {0} — k tomu by byla zapotiebi definitnost formy (-, -).
Definice 2.20. Necht g je Lieova algebra. Potom formu « : g x g — C danou piedpisem
VX, Yeg: k(X,Y):=tr(adx oady)
nazveme Killingova formal na g.

Poznamka. Killingovu formu na Lieové algebfe g budeme Casto znacit symbolem (-, -)g.

Pozndmka. Snadno se pfesvédcime, ze Killingova forma je symetrickd, bilinedrni a invariantni
viéi automorfismim na g. V disledku toho spliiuje i vztah

k([X,Y],Z)+ k(Y,[X, Z]) =0,
ktery ovSem lze snadno odvodit i pfimo z definice k.

Definice 2.21. Killingova forma « na g je nedegenerovana pravé tehdy, kdyz plati impli-
kace
VWeg:r(X,)Y)=0 = X =0.

Definice 2.22. (i) Operator A € gl(V) je diagonalizovatelny (poloprosty) pravé tehdy,
kdyz existuje baze vektorového prostoru V tvorena jeho vlastnimi vektory.

(ii) Soubor operatort { Ay }acr je sou€asné diagonalizovatelny pravé tehdy, kdyz existuje
béaze V tvofend spole¢nymi vlastnimi vektory v8ech operatort A,,.
(iii) Operator A € gl(V) je nilpotentni, pravé kdyz existuje k € N tak, ze A* = 0.
Véta 2.23 (2. Cartanovo kritérium). Lieova algebra g je poloprostd prdvé tehdy, kdyz jeji

Killingova forma je nedegenerovand.

Definice 2.24. Cartanova podalgebra h Lieovy algebry g je nilpotentni podalgebra, ktera
se rovna svému normalizatoru v g.

Poznamka. Pro poloprosté komplexni Lieovy algebry lze tuto definici ekvivalentné preformu-
lovat: Cartanova podalgebra § je maximalni abelovska podalgebra takova, ze adj je poloprosty
(diagonalizovatelny) pro vSechna H € b.

2Setkame se také s nazvem Killingova-Cartanova forma.
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2.1.2 Korenovy rozklad a kompaktni forma

Pozndmka. Bud g komplexni Lieova algebra, X € g. Vime, Ze adx je linedrni operéator na g
a z linearni algebry je znamo, Ze existuje rozklad

g=EPa(x),
X

kde X probiha vlastni hodnoty operatoru adx a g (X) := {Y € g|3k € N: (adx — A\)*Y = 0}.
Vyraz g)(X) ma smysl pro libovolné A\, nicméné netrividlni je pouze pro A, které je vlastni
hodnotou adx. Snadno si rozmyslime, 7Ze go(X) # {0} pro kazdé X € g. Lze se presvéd¢it, ze
prostory gx(X) spliuji

[93(X), 8 ()] € g2 u(X).

Definice 2.25. (i) Podprostory g)(X) nazveme zobecnéné vlastni podprostory ope-
ratoru adx.

(ii) Nulitou ady nazveme dimenzi podprostoru go(X).
(iii) Prvek X € g nazveme regularni < nulita adx je nejmensi mozna.

Pozndmka. Lze ukéazat, ze kazda komplexni Lieova algebra g méa Cartanovu podalgebru (dikaz
viz napt. [37]). Je-li X € g regularni, je Cartanovou podalgebrou napiiklad go(X).

Necht h je Cartanova podalgebra poloprosté algebry g. Z definice Cartanovy podalgebry
vime, 7ze ady je diagonalizovatelny operdtor pro kazdé H € b a navic {ady|H € b} je
mnozina vzajemné komutujicich operatorti. Odtud plyne existence baze algebry g, v niz jsou
tyto operdtory soucasné diagonalizovatelné. Potom pro libovolné H € h jsou vlastni hodnoty
operatoru ady kofeny charakteristické rovnice

det(ady — a(H)) = 0.

Reseni této rovnice jsou ve skutecnosti linedrni funkcionély na b, coz snadno nahlédneme ze
vztahu
adg X, = a(H)Xa,

pro néjaké 0 # X, € g a pro kazdé H € .

Definice 2.26. (i) Linearni funkciondly a € h*, a # 0, pro které existuje 0 # X, € g tak,
Ze pro kazdé H € b plati [H, X,] = a(H)X,, nazveme kotreny g vzhledem k §.

(ii) Ptislusné vektory X, nazveme kofenové vektory.

(iii) Podprostory g, :={X € g | [H,X]| = a(H)X,VH € h} nazveme kofenové podpro-
story.

(iv) MnozZinu vSech kofenti oznadime ®.

Pozndmka. Ukazuje se, ze kofenové podprostory g, jsou jednorozmérné. Navic, Lieovu algebru
g lze rozlozit do direktniho souctu

g=200® <EBga>,

acd
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kde go je Cartanova podalgebra algebry g a g, jsou korenové podprostory. Uvedeny rozklad
nazyvame korenovym rozkladem g. Vzhledem ke konecné dimenzi algebry g je zfejmé, zZe
mnozina ® je konecna.

Kofenové podprostory spliiuji vztah

[gaa gﬁ] C ga+8-
Ziejmé go45 = {0}, pokud funkciondl o + 3 neni kofen nebo 0.

Lemma 2.27. (i) Necht o, 3 € ®U{0}. Potom goLgg pro a+ 3 # 0, tj. specidlné goLga
pro vSechna o € .

(i) Zuzeni Killingovy formy k na go je opét nedegenerovand forma. Proto pro kaZdy koten
« existuje pravé jedno H,, € go tak, Ze a(H) = k(H, Hy) pro kazdé H € go.

(iii) Je-li o« € @, pak —a € ® a pro libovolné X € g, a Y € g_, plati: [X,Y] = k(X,Y)H,.
(iv) a(Hy) = k(Hq, Hy) # 0.
Definice 2.28. Vezméme H,, z predchoziho lemmatu. Definujme

Y 2

ol = —2
k(Ha, Hy)

H,, a € d.

Prvek o¥ € gy nazveme kokofen kofene o. Vidime také, ze a(a") = 2.
Poznamka. Lze ukazat, Ze c¢isla ag, definovand predpisem

- vy _ oK(Hp, Ha)
agq == pa’) (o o)
jsou cela. Nazyvame je Cartanova celd cisla.

Poznamka. Necht o € ®. Z predchoziho lemmatu ihned plyne platnost
g-algs,  kde B e ((@U{0})\{a}).

Predpokladejme navic, Ze rovnéz g,Llg_,. Potom pro kazdé X € g a pro kazdé Y € g_,
dostdvame k(X,Y) = 0 a z nedegenerovanosti ~ plyne g_, = {0}, coz je spor s konstrukei.
Odtud plyne, ze vzdy existuje Fy € go a E_o € g, tak, ze

K(Ea, E_q) # 0.

Zvolme E, € g, a E_,, € g_, tak, aby platilo

2
Ey,EF )= ————.
K/( (o) CV) K/(Ha’Ha)

Potom plati

[Eay E_o) = K(Eo, E_o)Hy =
[ozv, Ei,] = m[}[a, Ei.]
= o () () B

= +2F,,.
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Véta 2.29 (Weylova-Chevalleyova normdlni forma). Bud g komplezni poloprostd algebra a
go jeji Cartanova podalgebra. Pak g je direkinim souctem go a jednorozmérngch kotenovych
podprostory takovym, Ze

(i) [H,E,) = o(H)E,, a€® HEgy Fo € ga,

€ go proa+ =0
(ii) [Ea,Egl§ = NogEoyp proa+ e
=0 Jinak

Pozndmka. Bézi g lze zvolit tak, Zze Nog € Z a

N—ay—p) = —Nag = £(-p + 1),
kde p < 0 je nejmensi celé cislo takové, ze § + pa € P.

Definice 2.30. Bud g komplexni poloprosté Lieova algebra a b je jeji Cartanova podalgebra.
Zvolme Hj € b takové, ze a(Hp) # 0, Vo € & (takové Hy jisté existuje). Potom Fekneme, Ze

(i) o € @ je kladny koten < «(Hy) > 0. Mnozinu kladnjch kofenti ozna¢ime 7.
(ii) o € ® je zdporny kotfen < «a(Hj) < 0. Mnozinu zapornych kofenti oznac¢ime &~ .

(iii) a € ®* je prosty kofen < neexistuje 3,7 € ®7 tak, Ze a = 3 + 7. MnoZinu vSech
prostych kofent oznacime PP.

Definice 2.31. Rekneme, Ze redlna Lieova algebra je kompaktni, pravé kdyz jeji Killingova
forma je definitni.

Poznamka. Killingova forma kompaktni redlné algebry je automaticky negativné definitni.
Operétory adx jsou redlné (nebot algebra je redlnd) a z invariance Killingovy formy dale
vyplyva, Ze jsou navic také antisymetrické (vzhledem k nedegenerované Killingové formé). Je
vidét, Ze maji pouze ryze imagindrni vlastni ¢isla. Odtud pak vlastni ¢isla a stopa operatoru
adx o adx jsou redlnd a mensi nebo rovna 0.

Pozndmka. Uvazujme déle redlnou poloprostou algebru g (napt. ve Weylové-Chevalleyové
normélni formé). Nechf g je jeji komplexifikace

gC =CQRrg=gdig.

Cilem je popsat abstraktné g C g pomoci néjaké operace na gC.
Bud ¢ : g© — g€ zobrazeni definované vztahem

H(X +1Y) =X —iY, VX,V €g.
Zobrazeni ¢ ma nasledujici vlastnosti
(i) ¢o @ =id, tj. ¢ je involuce,
(i) p(AX) = X ¢(X) pro kazdé X € g€, A € C, tj. ¢ je antilinedrni,

(iii) o([X,Y]) = [#(X), (V)] pro kazdé X,Y € g°, tj. ¢ zachovava Lieovu zavorku.
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Dohromady dostavame, Ze ¢ je involutivni antilinedrni automorfismus komplexni algebry g€
a g je jejim realnym podprostorem takovym, ze ¢|; = id.
Méjme nyni naopak pouze komplexni Lieovu algebru g€ a néjaky involutivni antilinedrni
automorfismus v algebry g€. Potom existuje rozklad
g =V +iV,

kde V je realny podprostor algebry g€ takovy, ze dimg V' = dimc g€, |y = id a 1|y = —id.
Protoze pro kazdé X,Y € V plati
(X, Y]) = [0(X), »(Y)] = [X,Y],

vidime, Ze V je realné podalgebra g© a vzhledem k rovnosti dimenzi dostavame, ze V' je realna
forma komplexni algebry g€. Je také ziejmé, Ze viechny realné formy maji tyto vlastnosti pro
néjaké . Nalezeni vSech readlnych forem dané komplexni algebry je tedy ekvivalentni tloze
nalezeni vSech involutivnich antilinearnich automorfismi a vylouceni ekvivalentnich algeber.

Pozndmka. Bud g komplexni poloprostéa Lieova algebra ve Weylové-Chevalleyové normaélni
formé s N(_q)(—p) = —Nap. Potom existuji vzdy alespon dvé realné formy:

. enlit ’ , - .
(i) Tzv. split-forma, kterou oznacime ggpli¢ a definujeme jako
Osplit -= R'Span{Ha}aedw @ R‘Span{Ea}ae<I>7

Jediné nenulové maticové elementy Killingovy formy « jsou k(Ey, E_o) = 1 a k(Hq, Hg)
pro , 3 € ®¥ a navic je zizeni Killingovy formy | span{r,} Pozitivné definitni. Odtud

plyne, Ze kK ma signaturu
I+ n—101 n—1
2 72 ’

(ii) Tzv. kompaktni forma gromp definovana zobrazenim 1 : g — g s vlastnostmi 9|y, = —id
aY(Ey) = —E_, pro kazdé o € ®. gkomp zapiSeme ve tvaru

kde [ := dim gg.

. 1
Bkomp = Respan{iHo}ocer ® span {5@& B

Nenulové maticové elementy Killingovy formy jsou

(FatE0))

’E acdt
k(iHy,iHg) = —k(Hq, Hp),
i ((Ba = B-)/V2, (Ba— E-0)/V2)

7 ((Ba + B-0)/V2 , i(Bo + B-0)/V2)

_]_,

—1.

Killingova forma na giomp je tedy negativné definitni.
Dalsi pfipadné realné formy g mohou, ale nemusi existovat.

Véta 2.32 (Weylova véta). Bud g redlnd poloprostd Lieova algebra, G prislusnd souvisld a
jednoduse souvisla Lieova grupa. Potom G je kompakini prave tehdy, kdyzZ Killingova forma
na g je negativné definitni.

Pozndmka. Lze ukazat, ze ke kazdé poloprosté komplexni Lieové algebfe existuje pravé jedna
kompaktni redlnd forma (tj. redlnd forma s negativné definitni Killingovou formou).
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2.1.3 Lieova bialgebra, Drinfeldiv double

Nasim cilem je zavést pojem Drinfeldiv double, ktery budeme pozdéji potiebovat pro zavedeni
Poissonovy-Lieovy T-duality. Za timto ucelem je tfeba zavést nékolik pojmu z oblasti Lieovych
bialgeber, které objasni strukturu Drinfeldova doublu. Podrobnéjsi vyklad véetné dikazu je
obsazen v literatufe [2§].

Pozndmka. Kazda Lieova algebra g ma akci sama na sebe prostfednictvim adjungované re-
prezentace ad : g — gl(g) definované predpisem adx(Y) = [X,Y]. Pomoci ad muzeme zavést

P
akci g na libovolny tenzorovy soucin () g. Napfiklad pro p = 2 zavedeme pro V1 ® Yo € g® g
adP (Y1 ® Ya) = adx Vi ® V2 + Y1 @ adxYs = [X, V1] @ Y2 + V1 ® [X, Ya].

Zobrazeni ad® : g — gl(g ® g) je adjungovand reprezentace g na g ® g.

Definice 2.33. Necht k € Z, a bud p reprezentace g na V. Vektorovy prostor vSech to-
talné antisymetrickych k-linedrnich zobrazeni na g s hodnotami ve V nazveme prostorem
k-koietézct na g s hodnotami ve V. Tento prostor oznacime A*(g, V).

Definice 2.34. Necht k € Z,.. Potom operator
§: A% (g, V) — A" (g, V)

dany pfedpisemﬁ
k -
5u(X05 s anJ) = Z(_l)lp(Xl)(u(XO’ ceey Xy anJ))

1=0
+ Z(—l)i—’—ju([Xi,Xj],Xo, ce ,Xi, PN ,Xj, PN ,Xk),

1<J
pro u € A¥(g,V) a Xo, X1,..., X}, € g, nazveme kohomologickym operatorem.

Definice 2.35. Budu € A¥(g, V). Potom (k-+1)-kofetézec du nazveme kohranici k-kofetézce
u.

Pozndmka. Specidlné se podivejme na piipad k = 0, 1. Z definice zfejmé
A(g, V)=V a Al(g,V) = Hom(g, V).

Pro k£ = 0 je tedy 0-kofetézec na g s hodnotami ve V' jednoduse néjaky prvek u € V.
Potom prou € V a X € g dostavame

Pro k =1 je 1-kofetézec v linedrni zobrazeni z g do V a pro X,Y € g dostaneme
dv(X,Y) = p(X)(v(Y)) = p(Y)(v(X)) — o([X,Y]).

Pozndmka. Necht u je k-kofetézec, k € Z, k > 0. Potom §(du) = 0.

37de X'Z znamenad, ze prvek X; je vynechéan.
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Definice 2.36. k-kofetézec u nazveme k-kocykl, pravé kdyz du = 0. k-kotetézec u (k > 1)
se nazyvéa k-kohranice pravé tehdy, kdyz existuje (k — 1)-kofetézec v takovy, ze u = Jv.
Pozndmka. Bud g Lieova algebra a necht 7 je linedrni zobrazeni g — g ® g. Ozna¢me v :
g* ® g* — g* transpozici zobrazeni v (tj. 'v(¢)(X) := ¥(y(X)), pro X € ga ) € g* ® g*).
Z linearni algebry je zndmo, ze linearni zobrazeni z g* ® g* do g* lze ztotoznit s bilinedrnim
zobrazenim na g*.

Definice 2.37. Lieova bialgebra je kazda Lieova algebra g vybavena linedrnim zobrazenim
v:g— g® g takovym, ze
(i) 'y : g* ® g* — g* definuje Lieovu zévorku na g*, tj. je to antisymetrické bilinedrni
zobrazeni na g*, které vyhovuje Jacobiho identité,
(ii) =y je 1-kocykl na g s hodnotami v g®g, kde g mé akci na g®g prostfednictvim adjungované

reprezentace ad®,

Definice 2.38. Bud g Lieova algebra a g* necht je dudlni vektorovy prostor ke g. Potom
zobrazeni ad* : g — gl(g*) dané vztahem

ad’ := —'(ady), Xeg
nazveme koadjungovana reprezentace g.

Pozndmka. Bud (g,7) Lieova bialgebra, ozna¢me p Lieovu zévorku na g. Potom (g*,’u) je
také Lieova bialgebra, kde 'y je Lieova zavorka na g*. Lieovu bialgebru (g*,‘u) nazveme
dualem k (g,7).

Véta 2.39. Bud'(g,7) Lieova bialgebra a (g*,'n) jeji dudl. Potom lze na vektorovém prostoru
g P g* jednoznacnym zpusobem zavést strukturu Lieovy algebry tak, Ze g a g* jsou Lieovy
podalgebry a kanonickd bilinedrni forma na g ® g* je invarianini.

Pozndmka. Kanonickd bilinearni forma (-|-) na g ® g* je ddna vztahy

(X +&Y +n)=£)+n(X), X Yeg {negh
Definice 2.40. Necht g je Lieova bialgebra. Potom g @ g*, vybavena strukturou Lieovy
algebry podle predchozi véty, se nazyvad double Lieovy algebry g a oznacuje se 0.

Definice 2.41. Bud D Lieova grupa a 0 jeji Lieova algebra. Necht (-, -) je bilinedrni symetricka
nedegenerovand ad-invariantni forma na 9.

(i) Rekneme, Ze D je Drinfeldtiv double pravé tehdy, kdyz 0 lze rozlozit na dvojici ma-
ximdlnich izotropnich (viz déle) podalgeber g a g tak, ze 9 = g @ g jako vektorovy
prostor.

(ii) Libovolny takovy rozklad zapsany jako usporadana trojice (9, g, §), nazveme Maninova
trojice.

Poznamka. Izotropni podprostor Lieovy algebry 0 s bilineadrni symetrickou nedegenerovanou
invariantni formou (-, -) je kazdy podprostor V' C 0 spliujici podminku

(X,Y) =0, VX, Y eV.
Izotropni podalgebra je izotropni podprostor, ktery je zaroven podalgebrou. Mazimdini izot-

ropni podprostor znamend, ze dany podprostor jiz nelze rozsifit pti souc¢asném zachovani jeho
izotropie.



Kapitola 2. Teorie 15

2.2 Fibrované variety, konexe, kfrivost

Definice 2.42. Fibrovana varieta (hladkd) (E,w, M, F,G) je objekt skladajici se z nésle-
dujicich element:

(i) Hladké variety E nazyvané totalni prostor.

i)
(i)
i)
)

Hladké variety M nazyvané bazovy prostor.
(iii) Hladké variety F' nazyvané vldkno nebo téz typické vlakno.

(iv) Surjektivniho zobrazeni 7 : E — M nazjvaného projekce. Vzor 7 1(p) =: F, ~ F
(tj. difeomorfni variety) se nazyva vldkno nad p € M.

(v) Lieovy grupy G nazyvané strukturni grupa a jeji levé akce na F'.

(vi) Oteviené pokryti {U;} variety M s difeomorfismy ¢; : U; x F — 7~ }(U;) takovymi,
ze mo ¢i(p, f) = p. Zobrazeni ¢; se nazyva lokalni trivializace, nebot gb;l zobrazuje
771(U;) na kartézsky soucin U; x F.

(vii) Zobrazeni ¢;, : F — F, definované pfedpisem ¢;,(f) := ¢i(p, f) musi byt difeomor-
fismus. Je-li U; N U; # 0, pak pozadujeme, aby zobrazeni t¢;;(p) := (;5;; opjp: FF = F
odpovidalo akci néjakého elementu g € G, ozn. t;;(p) = g. Potom ¢; a ¢; jsou spojeny
hladkym zobrazenim t;; : U; N U; — G vztahem ¢;(p, f) = ¢i(p,tij(p)f). Zobrazeni t;;
nazyvame prechodové funkce.

Pozndmka. (a) Fibrovana varieta (E, 7, M, F,G) se ¢asto oznaéuje E — M a oznaluje se
také jako fibrace.

(b) Z definice je vidét, ze fibrovana varieta ma lokdlné strukturu kartézského soucinu U x F,

kde U C M.

(c) Striktné vzato jsme definovali tzv. soufadnicovou varietu (E, 7, M, F,G,{U;, $;}). V ma-
tematice se obvykle zavadi fibrovana varieta nezavisle na soufadnicich jako tfida ekviva-
lence soufadnicovych variet. My se timto problémem nebudeme zabyvat.

(d) V literatufe se rovnéz Casto setkdme s definici fibrace, v niz se explicitné neuvadi grupa G.
V takovém pripadé se automaticky predpoklada, ze grupa se vybere nejobecnéjsi mozna,
aby zaroven zachovévala pfipadné dodateéné struktury na F' (napi. grupa vsech difeo-
morfismu F'; je-li F' vektorovy prostor, voli se GL(F') apod.).

Definice 2.43. Mé&jme fibraci (E, 7, M, F,G). Rezem rozumime hladké zobrazeni X : M —
E spliujici podminku 7 o X = ids. Mnozinu vSech fezi na M ozna¢ime I'(M, E).

Pozndmka. (a) Necht U C M. Muzeme pak hovorit o lokdlnich Tezech definovanych pouze na
U.T'(U, E) pak oznac¢uje mnozinu vSech lokalnich fezi na U. Ne kazda fibrovana varieta
pripousti existenci globalnich fezi.

(b) Snadno si rozmyslime, ze I'(M,T M) pfedstavuje vlastné mnozinu hladkych vektorovych
poli na M, tj. X(M).

Definice 2.44. Fibraci E —— M nazveme vektorovou < jeji vlakno F je vektorovy prostor
a G C GL(F).
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Definice 2.45. Rekneme, 7e fibrace P — M je hlavni < jeji vldkno F = G a akce G na
G je levé nasobeni.

Pozndmka. Hlavni fibrace se ¢asto oznacuje P(M,G) a nazyva se také G-fibrace (hlavni G-
fibrace).

Pozndmka (Pravé akce grupy G). U hlavni fibrace lze zavést také pravou akci G na F = G.
Bud ¢; : U; x G — 7 }(U;) lokalni trivializace, ¢; '(u) = (p,gi(u)), kde u € 771(U};) a
p = m(u). Prava akce G na m~1(U;) je definovand vztahem ¢; ' (ua) := (p, gi(u)a), tj.

ua = ¢i(p,gi(u)a),  Vae€Guen'(p).
Je-li p € U; NUj, pak

ua = ¢;(p, gj(u)a) = ¢;(p, tji(p)gi(u)a) = ¢i(p, gi(u)a).

A tedy prava akce je ve skutecnosti definovana nezavisle na lokalnich trivializacich (vyuzili
jsme komutativnosti pravého a levého nasobeni na G). Celkem dostavame zobrazeni P x G —
P, (u,a) — ua = R,u, s nasledujicimi vlastnostmi:

(a) Je tranzitivni na m1(p) = G ~ G, nebot prava akce G na G prostfednictvim pravého
nasobeni je tranzitivni. Podle definice tedy pro kazdé uy,us € 7 1(p) existuje a € G tak,
7e u; = uga. Potom je-li w(u) = p, lze zkonstruovat celé vlakno jako 7~ 1(p) = {ua | a €
G}.

(b) Je wolnd, tj. je-li ua = u pro né&jaké u € P, pak a = e € G. Skuteéné, necht u = ¢;(p, g;)
a predpoklddejme ua = u. Potom ¢;(p, gia) = ¢i(p, gi)a = ua = u = ¢;(p, g;). Protoze ¢;
je bijekce, musi platit g;a = g;, tj. a = e.

Specialné si vSimnéme, ze z definice pravé akce vyplyva platnost vztahu

m(ua) = 7(u).

Pozndmka (Kanonicka lokalni trivializace). Necht U; C M a s; je lokalni fez na U;. Zavedeme

specialni lokalni trivializaci ¢; : U; x G — 7~ 1(U;) nésledujicim zptisobem. Zfejmé pro kazdé

u € 7 1(p), p € U, existuje pravé jedno g, € G tak, Ze u = s;(p)g,. Potom definujeme ¢;
vztahem

-1
¢;(u) := (P, gu)-
Takto definovana lokalni trivializace se nazyva kanonickd lokdlng trivializace. Lze si vSimnout,
7e podle definice Ize psat

Si(p) = QSZ'(p’ 6)’
¢i(p, 9) = ¢i(p,e)g = si(p)g-

Je-li p € U; NU;, potom prvky s;(p) a s;(p) jsou vazany prechodovymi funkcemi t;;(p)
si(p) = di(p,€) = ¢;(p, tji(p)e) = ¢;(p, €)t;i(p) = 5;(p)t;i(p)-

V dalsim textu zavedeme pojem konexe na hlavni fibraci P. Tento pojem lze zavést néko-
lika ekvivalentnimi zptisoby. My se pfidrzime ¢isté geometrického pojeti podle [34], které je
zaloZeno na rozkladu teéného prostoru 7;, P na vertikalni a horizontalni podprostory. Nasledné
zavedeme také zvlastni 1-formu s hodnotami v g (tzv. I-forma koneze) a ukazeme, Ze to je
ekvivalentni zptisob zavedeni konexe na P.
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Definice 2.46. Necht P(M,G) je hlavni fibrace, u € P(M,G) a G, je vlakno nad p = 7(u).
Potom vertikalni podprostor V,, P je podprostor v T, P, ktery je te¢ny ke G, v bodé u.
Horizontalnim podprostorem H, P rozumime libovolny doplnék V,, P do Ty P.

Poznamka. Vertikalni podprostor V,, P je v kazdé fibraci kanonicky diky projekci 7. Jedna se
vlastné o mnozinu ker ., C T, P.

Pozndmka. Podivejme se na moznou konstrukci V,, P. Bud A € g. Potom pomoci pravé akce
G
Rexp (ta)u = uexptA

je kiivka v P prochézejici bodem u. Vzhledem k tomu, 7e 7(u) = w(uexptA) = p, lezi tato
ktivka v G). Definujeme vektor A#|u € T, P vztahem

AF1u(f) = A* () = S (e tA)]ico,

pro viechny f € C>(P). Z definice je A |, tetny k G, a tedy lezi v V, P. Mame-li bazi {T;}
v g, pak V,P = span{Ti#|u}.

Provedeme-li piifazeni A — A*|, v kazdém bodé u € P, dostaneme vektorové pole A% na
P, které se nazyva fundamentalni vektorové pole generované A. Tim definujeme izomorfismus
vektorovych prostorti f : g — #(g) C X(P) dany A — A%, Lze ukézat, %e zobrazeni # zachovava
i strukturu Lieovy algebry, tj. plati: [A#, B#] = [A, B]*.

Definice 2.47. Necht P(M,G) je hlavni fibrace. Rekneme, 7e na P je zavedena konexe
pravé tehdy, kdyz méame pro kazdé v € P dan jednozna¢ny rozklad teéného prostoru 7, P na
horizontalni a vertikalni podprostory H, P a V, P takovy, Ze plati

(i) T,P = H,P & V,P.

1 azdeé hladké vektorové pole X na ze rozdélit na soucet dvou hladkych vektorovyc
ii) Kazdé hladké vek ¢ pole X Pl déli et d hladkych vek ych
poli X a XV jejichz hodnoty v bodé u lezi postupné v H,P a V, P pro kazdé u € P.

(iii) Pro libovolné u € P a g € G plati: H,,P = Ry H,P.

Pozndmka. Z posledni vlastnosti plyne, Ze horizontalni podprostory H, P a H,,P nad stejnym
vldknem spolu souvisi prostifednictvim linedrniho zobrazeni Ry, indukovaného pravou akci.
Lze fici, ze podprostor H,, P generuje vSechny horizontalni podprostory nad stejnym vldknem.

Definice 2.48. 1-forma konexe w € g ® T*P je projekce T, P na vertikalni podprostor
V. P ~ g podél podprostoru H, P.

Pozndmka. Projekéni vlastnost formy w lze vyjadrit
(a) w(A#) =4, Acy,
(b) Rjw = Adg-1w, tj. pro X € T,,P plati Rjw(X) = w(RgX) = g lw(X)g.

Pozndmka. Presvéd¢ime se, Ze zavedeni 1-formy konexe je ekvivalentni zptsob, jak zavést
konexi na P. Je zfejmé, Ze mame-li zavedenu konexi, pak lze zavést 1-formu konexe podle
uvedené definice. Pfedpokladejme naopak, Ze mame zavedenu 1-formu konexe w s hodnotami



Kapitola 2. Teorie 18

v g s vySe uvedenymi dvéma vlastnostmi. Horizontalni podprostor H, P definujeme jako jadro
zobrazeni w

H,P:={X e€T,P|w(X) =0}
Vezmeme-li nyni X € H, P, potom R4 X € T,,P, ale navic
W(Rg:X) = Ryw(X) = g 'w(X)g =0,

nebot w(X) = 0. Vidime tedy, ze Ry X € H,gP. Vzhledem k tomu, Ze zobrazeni R, je
invertibilni plati také, Ze pro kazdy vektor Y € H,,P existuje néjaky vektor X € H, P tak,
ze Y = Ry X. Celkem dostavame, Ze vySe definované podprostory H, P spliuji vztah

Ry H,P = H,,P

a oba zptlisoby zavedeni konexe jsou ekvivalentni.
1-forma konexe w, zavedena v predchozi definici, se v literature oznacuje také jako Ehre-
smannova konezxe.

Pozndmka. Mé&jme hladkou varietu M. Vnéjsi derivace se zavadi jako zobrazeni d : Q" (M) —
Q TY(M), kde Q" (M) je prostor viech r-forem na M, tj. zobrazeni

n: \ TM—R

r-krat

Tuto operaci chceme nyni zobecnit tak, abychom mohli derivovat také r-formy s hodno-
tami v néjakém vektorovém prostoru V. Predpokladejme dale, Ze pracujeme na hlavni fibraci
P(M,G). Jedna se nam tedy o derivaci zobrazeni u € V ® Q" (P)

p: N TP=V,

r-krat

kde V je vektorovy prostor, dim V' = k. Nejobecnéjsi tvar formy u je ziejmeé
p=eq @ u,

kde (eq)*_, je baze prostoru V a u® € Q"(P) proa =1,..., k.

Definice 2.49. Necht P(M,G) je hlavni fibrace, V je vektorovy prostor. Potom vnéjsi
derivaci r-formy s hodnotami ve V rozumime zobrazeni

dp: Ve Q(P) = VeQT(P)

dané vztahem
dpp:=ea® (dp®), YpeVeaQ'(P),
kde p1:= eq @ %, (eq)k_; je baze V, u® € Q"(P) proa = 1,...,k.

Pozndmka. Specidlné pro G = {e} je M ~ P(M,G) a operator dp z predchozi definice je
vlastné vnéjsi derivaci na V & Q" (M).
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Poznamka (Lokalni tvar 1-formy konexe). Mé&jme hlavni fibraci P(M,G). Necht {U;} je ote-
virené pokryti M a o; je lokalni fez definovany na kazdém U;. Mame-li na P definovanu konexi
w, lze zavést lokdlni 1-formu 4; s hodnotami v g, definovanou na U; vztahem

Ai = ofw e g QY(U). (2.2)

Postupovat lze také obracené. Mé&jme na kazdém U; danu 1-formu A; s hodnotami v g a o;
necht je lokédlni fez na U;. V piipadé, Ze formy A; jsou navzdjem kompatibilni, je moZno
zrekonstruovat 1-formu konexe w, kterd splituje vztah (2.2)). Hledana 1-forma mé lokalné tvar

w; = g; ' Aigi + g7 'dpyi, (2.3)

kde g; : 7~ 1(U;) — G jsou zobrazeni dané kanonickou lokalni trivializaci definovanou vztahem
o7 H(u) = (p, gi(w)), tj. gi(u) := 0i(p) " u, kde p = 7(u) € U;.

Pro ilustraci vztahu (2Z3)) se pfesvéd¢ime, Ze plati ofw; = A;. Necht X € T, M libovolné,
p € U;. Ziejmé 0, X € T,,(,)P a navic vzhledem k definici g; dostavame g;(o;(p)) = e pro
kazdé p € U;. Z definice Tezu rovnéz vyplyva m,04 = idg,ar a dale dpg;(0xX) = 0, nebot
g; = e podél kiivky o; o ¢, kde ¢ je libovolna krivka v U;. Potom

O';kwi(X) = wi(ai*X) = W*Ai(O'i*X) + dpgi(O'i*X)
= .AZ((b*O',*X) + dPgi(Ui*X)
= Ai(X).

K ovéreni toho, ze vyse definované formy w; jsou lokalnim tvarem globalné definované 1-formy
konexe w, bychom dale museli ovérit splnéni defini¢nich axiom a jednoznac¢nost definice w na
P (tj. jednoznaé¢nost rozkladu T,,P = H, P & V,, P). Globalni 1-forma w potom spliiuje vztah
wly, = w;. Jednoznacénost je ziejmé dana splnénim podminky w; = w; na kazdém U; N Uj;,
kterou lze v jazyce forem A; zapsat ve tvaru

Aj =t Aitiy + t .

Obecné vzato, formy A; = 0w existuji pouze lokalné, nebot netrivialn{] hlavni fibrace ne-
pripoustéji existenci globalnich fez. V kalibra¢nich teoriich nazyvame formy A; kalibracnimi
potencialy (také Yangovy-Millsovy potencidly).

Pfipomenime, Ze konexe na hlavni fibraci P(M,G) ndm dava jednoznacény rozklad T, P =
H,P @& V,P a tedy také kazdy vektor X € T,P lze jednoznacné napsat jako soucet X =
XH 4 XV kde X" € H,P a XV € V,,P. Vyuzijeme nyni 1-formy konexe k zavedeni pojmu
krivosti na hlavnt fibraci.

Definice 2.50. Bud P(M,G) hlavni fibrace s konexi a V' vektorovy prostor, dimV = k.
Potom kovariantni derivace je operator D : V®Q"(P) — V@Q 1(P) definovany vztahem

(D) (X1, Xpp1) = (dpp)(XT, ..., X)),
pro vechny p € Ve Q" (P),ue€ P a Xy,...,X,41 € T,P.

Definice 2.51. Bud P(M, G) hlavni fibrace, w 1-forma konexe a D je kovariantni derivace.
Potom 2-forma ) := Dw € g ® Q?(P) se nazyva 2-forma k¥ivosti.

4Tj. fibrace nemajici globalné strukturu kartézského soucinu.
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Véta 2.52. Necht X,Y € T, P. Potom formy 2 a w splriuji Cartanovu strukturni rovnici
QX Y) =dpw(X,Y) + [w(X),w(Y)],

coZ také zapisujeme ve tvaru
QO =dpw+wAw.

Pozndmka (Lokalni tvar 2-formy kiivosti). Necht P(M,G) je hlavni fibrace, U C M oteviena
a o je lokdlni fez na U. V analogii k 1-formé konexe zavedeme lokalni tvar 2-formy kiivosti
vztahem

F:=0"Q.
Formu F lze také vyjadfit pomoci kalibra¢niho potenciidlu A = o*w jako

F=dA+ AN A, (2.4)

kde d znac¢i vnéjsi derivaci na g ® Q"(M) a
1 1 o s
ANA = 5[./4,./4] = §[TaaTB]®77 AT

pro A =T, ®@n%, (T,) je baze g a n® € Q1 (U). Vztah (24) snadno dokdZeme uvédomime-li
si, ze o*dpw = do*w a o*(( An) = 0c*( A o*n. Potom totiz

F=0"(dpw+wAw)=do*'w+oc'wAoc'w=dA+ AN A
Na vektorech z T'M ma F tvar
F(X,Y)=dAX,Y) + [A(X), A(Y)],
kde jsme vyuzili rovnosti
[AA(X,Y) = [To, Ts) © (" An°)(X,Y)
(T T) (0™ (X (V) = ° (V) (X))

[A(X), A(Y)] - [A(Y), A(X)]
2[A(X), A(Y)].

Necht z# jsou soufadnice na U. Potom kalibra¢ni potencial lze zapsat ve tvaru A = A, dz* a
pro F muzeme psat

1
F = 5.7—",“, dz? A da”.
Dosadime-li nyni za F a A do (2.4), dostaneme
Fuw = 0, A, — 0 A, + [Ay, Al (2.5)

Necht (Ti,) je baze algebry g. Vzhledem k tomu, Ze funkce A, a F,,, maji hodnoty v g, lze je
vyjadrit ve zvolené bazi jako

A, = AT, Fuvw = F,, T,
To ndm pak umoziiuje psat rovnost ve (2.5]) tvaru
Fu® = 0,A,% — 9,A,% + c5," AP A, (2.6)

kde cg,“ jsou strukturni konstanty algebry g dané vztahem [Ti,,Ts] = cop? T}
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Pozndmka. Rekneme, ze kalibra¢ni potencial A je ¢istd kalibrace, pravé kdyz ma tvar A =
g 'dg. Lze ukézat, e je-li A ¢ista kalibrace, pak F je nula. Naopak také plati, Ze je-li F = 0
na U, pak kalibra¢ni potencial 1ze lokalné vyjadiit ve tvaru &isté kalibrace A = g~ 'dg.

Pozndmka (Bianchiho identita). Formy w a 2 maji hodnoty v algebfe g. Zvolime-li v g bazi
(T,), miizeme psat w = wT, a Q = QT,, kde w, € Q'(P) a Q% € Q?(P). Cartanova
strukturni rovnice 2 = dpw + w A w pak prejde na tvar
Q% = dpw® + cmawﬁ Aw?.

Potom aplikaci vnéjsi derivace dp ihned dostavame

dpQ® = cmadpwﬁ AwT — cmawﬁ ANdpw?. (2.7)
Pro kovariantni derivaci formy €2 pak lze s ohledem na predchozi rovnost psat

DQ(X,Y,z) =dpQ(xH Yy, zH) =0, Vu e P,YX,Y,Z € T,P
nebot w(X) = 0 pro kazdy horizontalni vektor X. Tim jsme dokéazali Bianchiho identitu
DQ = 0. (2.8)

Lokalni tvar Bianchiho identity lze ziskat aplikaci pullbacku ¢* na rovnici [2.7) a vyuzitim
identit o*dp2 = do*Q) = dF a c*dpw = do*w = dA. Dostaneme

dF + ANF-FANA=0.

2.3 o0-modely

Pojmem o-model oznacujeme urc¢itou klasickou, resp. kvantovou, teorii pole (viz déle). Pro
zajimavost uvedme, Ze ,,0* v nazvu ,,o0-model“ pochézi z 60. let 20. stoleti, kdy se teoreticti
fyzici mimo jiné zabyvali popisem hypotetickych tzv. o-Castic. S jejich teorii prisel Murray
Gell-Mann a tikalo se ji pravé o-model. Takovy o-model byla vlastné ,obycejna“ klasicka
teorie pole, ktera popisovala jistou dynamiku poli definovanjch na nasem prostorocasu s hod-
notami v néjakém linedrnim prostoru (linedrni o-modely). Jako zobecnéni takového linedrniho
modelu byl pozdéji zaveden nelinedrni o-model, kde prislusna pole méla hodnoty v nelinearni
varieté.

Také strunové teorie lze popisovat prostfednictvim jazyka o-modelti. Konkrétné jde o dvou-
rozmérné nelinearni o-modely. Je tedy vhodné zavést obecné pojem o-modelu, coz provedeme
podle [22].

Definice 2.53. Budte (M,) a (N, g) (pseudo)-riemannovské variety, kde v a g jsou pfislusné
metrické tenzory a necht dimM = m € N a dim N = n € N. Potom m-rozmérnym o-
modelem nazveme systém, jehoz dynamika je dana akel]

(57 9) = / g dvol (M) (2.9)

=3 [0 056 22028 /i agt (210)

SIntegrace je provadéna na uréité mnoziné Q C M, nicméné vzhledem k tomu, Ze tato mnoZina nebude
hrat v naSich tvahach zadnou roli, nebudeme ji v notaci uvadét. Je vhodné uvést, ze budeme predpokladat
takové okrajové podminky, které nam pozdéji, pfi hledani polnich rovnic, umozni vyuzit metody per partes
s vymizenim hrani¢nich clent.
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kde klademe

ol = Idetra5),
dvol (M) := /7] d&*---de™,
P (E) O
a0l s=17(6) s (0(6)) 5 221D,

a @' jsou zobrazeni variety M do variety N. Varietu M nazveme bazovou a varietu N
cilovou.

Odvodme nyni Eulerovy-Lagrangeovy rovnice pro obecny o-model. Uvazme funkcionél

5(0) = [ F(6.0.0009)) a7

a variace ve tvaru
P(&) = (&) + €dg(§),
kde € je parametr a d¢(&) je variace ¢ v bodé £. Potom klademe

55(0)00) == 5 [ F(6:6(6) + 06(0).4(6(9) + e69(6)) ) 4™

e=0

Predpokladejme, Ze pro variaci d¢ plati
55()(6¢) = 0.

Potom
k
0S(#)(09) = / (aF(g’ ¢§2/d¢(5)) e + (5’¢;(§Z;d¢(£)) w&f”}ams
IF (&, 9(£),do(E d OF (& ¢(§),do(§ m
= /( ( (g(;l ( )) B dé‘a ( ({9(¢{)a ( ))> 5¢l(§) d §

:07

kde jsme pfi integraci vyuzili metodu per partes a predpokladali, Ze hrani¢ni ¢leny vymizi
(diky okrajovym podminkdm d¢ = 0 na hranici). Mimo to jsme oznaéilid (bfa = 0¢l g™,

Necht ¢ extremalizuje akci S ve smyslu, ze vztah 0.5(¢)(d¢) = 0 plati pro vSechny variace
d¢ splnujici prislusnou hrani¢ni podminku. Dostaneme

OF(€,6(6).d9(§))  d OF(€,6(6).do(©))
9¢! dge o¢l,
coz je hledanéd Eulerova-Lagrangeova rovnice.
Chceme-li vSak odvodit pohybové rovnice geometricky invariantnim zpiisobem, je tfeba
ponékud pozménit predchozi postup. VSimnéme si, Ze mira d™¢ neni geometricky invariantni.
Pfirozenéjsi je vyuzit objemovou formu dvol (M). Budeme tedy uvazovat akci ve tvaru

5(0) = [ 6(6.0(0.00(9)) VRI "

:07

6Takto zavedené znadeni je v literatuie b&zmé, proto jej budeme bez dalsiho podle potieby pouzivat.
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Analogickym postupem potom dostéavame

k
5S(0)60) = [ (aG@"ﬁ(@de) 559 () 4 2C(6:9(0.40(6)) 2(00* (¢ ) JFT e

i ok, g™
L[ (0G(€.6(6).do() 1 d 0G (&, ¢(€),de(€)) ; m
‘/ ( 097 NEES [\/W 0 D e Vil

=0
a prislusné pohybové rovnice tedy maji tvar

IG(£,0(6).dp(€) 1 d [ ,—0G(£6(€).de(©)]
N~ P T [m o0 ]_0’

Pro nas o-model mtizeme pohybové rovnice snadnymi Gpravami pfepsat

1

\/Tdfo‘ (‘/— Y2(6) 9 (9(6)) ¢(8)) = 57°(€) ina (9(6) #a(€) 45(©)

)

p .
\/|7 d— <\/’7 | 70 ¢ >gzz (2gllw gita) 77 o ¥l

_ 1 ,
= —d—a < ] v ¢fﬁ> g+ 59kt + Giwg + Gk = kg i) P ¢, ¢
ARTES — —

antisymetrické v (j,k) symetrické v (j,k)

1 d 4 -
= Jplae < | ¢f5> g + 7P Ty o0, o8 g

do vysledného tvaru

= i (VRET© 255 ) 40 Ttote) PO 950 e

kde Fijk = %g“(gmk + grij — 9jk,1) jsou Christoffelovy symboly 2. druhu na cilové varietd].

Hlavni naplni této prace je v zdsadé studium T-dualnich o-model. Samotna T-dualita je
tradi¢né spojovana s existenci grupy izometrii cilovych variet prislusnych dualnich modeld.
Podivejme se tedy, co se rozumi pojmem izometrie.

Definice 2.54. Budte (M, h), (N, g) dvé riemannovské variety a necht je dan difeomorfismus
F : M — N. Rekneme, ze zobrazeni F je izometrie riemannovskych variet M a N, prave
kdyz plati

F*h =g.

Vezmeéme v, w € T), M. Potom Fiv, Fow € TN a plati

h(Fyv, Fow) = (F*h)(v,w) = g(v,w).

"Na cilové varieté tedy zavadime tzv. RLC nebo Levi-Civitovu konexi, co? je beztorzni konexe, ktera je
kompatibilni s metrikou v tom smyslu, ze zachovava skaladrni soucin pf#i paralelnim pfenosu.
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Definice izometrie tedy ik, Ze se zachovava skalarni soucin, procez se zachovava jak norma
vektortt \/g(v,v), tak i thel mezi vektory, ktery je definovan vztahem

g9(v,w)

V9(v,0)V/g(w,w)

Z definice tthlu mezi vektory je zfejmé, ze pokud bychom se zajimali pouze o zachovani
thlu mezi vektory, mohli bychom pripustit i zobrazeni spliujici ,,jen“

COS ¢ :=—

F*h = pg,

kde p : M — R je libovolna funkce takova, ze p > 0 na M. Takové transformace nazyvame
konformnims.

Snadno se lze presvéddit, ze konformni transformace na M tvori grupu, v niz tlohu gru-
pového néasobeni hraje skladani zobrazeni. Déle lze ukazat, Ze mnozina izometrii je jeji pod-
grupou.

Specialné se budeme zajimat o grupu izometrii variety (M,g) samotné. Jednd se tedy
o difeomorfismy F': M — M vyhovujici

Frg=g.

Ukazuje se, ze nemalou ¢ast téchto izometrii lze ziskat uplatnénim infiniteziméalniho pti-
stupu [12]. Ziskdme tak zfejmé pouze ty, k nimz lze dospét spojitou deformaci identity. Cely
postup spociva v nalezeni infinitezimalnich izometrii ®. : M — M, které se lisi od identity
pouze nepatrné (v soufadnicich to znamena z + 2% + ¢V¥(x)). Jejich iteraci pak ziskdme
konec¢né izometrie. Vysledkem takového postupu je celd jednoparametrickd grupa izometrii
®; : M — M. Zobrazeni ®; lze interpretovat jako tok vektorového pole V = Vi(x)0;.

Necht ®; : M — M je jednoparametrickd grupa izometrii generovana vektorovym polem
V = Vi(x)d;. Potom plati

®ig9 =g,
odkud
Lyvg:= d ®ig=0

Vektorové pole V' generujici jednoparametrickou grupu izometrii ®; tedy spliiuje rovnici
Lyvg=0. (2.12)

Tato rovnice se nazyva Killingova. Reseni této rovnice nazyvame Killingova pole, p¥ipadné
Killingovy vektory. Lze ukazat, ze mnozina Killingovych vektorti tvoii koneénérozmeérnou
podalgebru v Lieové algebfe X(M) [12].

Ve slozkach mé Killingova rovnice tvar

VE giik + Vi gij + V5 gi = 0. (2.13)

Uvedme kratky priklad ilustrujici vztah izometrie cilové variety a symetrie akce daného
o-modelu. Pfedpokléddejme, Ze bazovou varietou je Minkowského prostorocas (M, n). Potom
akci ([2.9) tohoto o-modelu lze zapsat ve tvaru

S(#im,9) = /77&6 9ij (@) ¢ o ¢ 5 dTE = /gij(tb) ¢’ ¢ dTE,
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kde ¢/ = noP qu,ﬁ.

Necht V = VF(¢) 9/0¢F je Killingtiv vektor na cilové varieté (N,g) (zde (¢') chapeme
jako soufadnice na varieté N). Vektorové pole V ndm generuje variace ¢’ — ¢ + dy¢' =
@' + €V(p), pricemz metrika g je viiéi této variaci invariantni, tj. plati

Svgi; =0 a  dydl =eVi(g).

Ukazeme, ze tato izometrie je zaroven i symetrii akce uvazovaného o-modelu:

SyS = 65(¢)(dv¢")

I
— — S~

d™E (91 k0" 08 + 29 V' ad”*)

dm§ gz],kvk + 2g]kvk,l) ¢i,a¢jya

symetrické v (z,5)

d™¢ [ <9ij,kvk + gjka,i) ¢ W+ gk VF i P o 4

A™¢ (gijaVFE + g VF i+ gikvk,j) ¢i,a¢j’a

I
o

)

kde posledni rovnost vyplyva pravé z rovnice (2.I3]), kterou vektorové pole V' spliuje. Po-
drobnéjsi rozbor tohoto piikladu lze nalézt napt. v [21].

7 hlediska strunové teorie jsou pro nas zajimavé 2-rozmeérné nelineadrni o-modely. Pohledem
na akei ([2.9) obecného o-modelu zjistime, Ze je definovina nezévisle na vybéru soufadnic. M-
zeme tedy Tici, ze transformace soutfadnic jsou symetriemi o-modelu. Vyuzijme nyni poznatku
z diferencialni geometrie (viz napi. [34]), totiz ze kazda 2-rozmérna (pseudo-)riemannovska
varieta je konformné ploch. Dukaz spociva pouze v nalezeni vhodnych, tzv. izotermickych,
soufadnic. Specialné pro 2-rozmérné o-modely tedy muzeme konstatovat, ze lokalné lze vzdy
vybrat konformné plochou metriku na bazovém prostorul. To ndm umoznuje zapisovat akci
takového modelu v jednodussi forme.

S ohledem na definici (2.I0) bychom mohli obecny dvourozmérny o-model zapisovat ve
tvaru

S = / Gij(2)0px'0_ad deT A dET,
w

kde bazova varieta W predstavuje strunovou svétoplochu, na niz jsou zavedeny souradnice
svételného kuzeld (¢7,€7) a Gj; predstavuje komponenty metrického tenzoru na cilové va-
rieté v soufadnicich (z°). Pfedpokladejme na okamzik, ze méme model v uvedeném tvaru a
ze k nému existuje model dudlni v Poissonové-Lieové smyslu. Ukazuje se [4], Zze tento dulni

8Rekneme, Ze (pseudo-)riemannovska varieta (M, g) je konformné plocha, pravé kdyz pro kazdy bod
p € M existuje okoli U, C M a funkce f € C*°(U,) tak, ze varieta (Up,e*/ g|u,) je ploch4.

9P#i konformni transformaci se ndm totiz v akci S dvourozmérného o-modelu vyskytne konformni faktor e/
kvadraticky jak v citateli, tak ve jmenovateli, diisledkem ¢ehoz se vykrati. Dvourozmérny o-model je konformné
invariantni.

10Strunova svétoplocha je vlastné dvourozmérny Minkowského prostorodas. Mame-li na ném zavedeny sou-
fadnice (7, 0), kde 7 pfedstavuje ¢asovou soufadnici a o prostorovou, pak soufadnice svételného kuzelu zave-
deme vztahy ¢ = (1 £ 0).
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model obsahuje obecné také torzni ¢len, tj. ma tvar

5= [ (Gt + Bu)osvio-y s nde

kde G’ij je symetricky tenzor (tj. metricky tenzor) a Bij je antisymetricky tenzor na néjaké
duélni cilové variets M [4%]. Je proto vhodné definici o-modelu p¥islusnym zpiisobem zobecnit.

Podle [24, 126], 2-rozmérny o-model je polni teorie, k niz je kanonicky pfifazena metrika
Gij (symetricky tenzor) a 2-forma B;; (antisymetricky tenzor) na né&jaké cilové varieté M[xz?).
Akce takového o-modelu mé lokalné tvar

S = /W (Gij(x) + Bij(ﬁﬂ)) Ozt O_al =: /W Eij(x) 042" 0_a7, (2.14)

kde W[ET,£7] je strunova svétoplocha v soufadnicich svételného kuzelu.

2.4 Poissonova-Lieova T-dualita

Duality hraji vyznamnou tlohu ve strunovych teoriich, kde se stdvaji nastrojem k rozkryti
jejich struktury, vztaht mezi jednotlivymi teoriemi a umozinuji lépe pochopit geometrii prosto-
rocasu praveé z pohledu strun. Ve strunové teorii se setkavame se tfemi hlavnimi typy dualit —
T-dualita, S-dualita a U-dualita. V této praci se budeme zabyvat pouze T-dualitou. T-dualita
je vlastné symetrie mezi fyzikou velkjch a malych rozmérta. S-dualita reprezentuje symetrie
mezi rezimy silné a slabé interakce, zatimco U-dualita je jakasi ,dualita dualit, kterda dava
do souvislosti T-dualitu a S-dualitu.

Poissonova-Lieova T-dualita |21, 127] je zobecnénim pojmu abelovska i neabelovskd T-
dualita [4, 5, 9]. Samotné abelovskd T-dualita byla v minulych letech intenzivné studovana,
dtisledkem ¢ehoz jsou znacné pokroky v jejim pochopeni. V jazyce o-modelti ma abelovska
T-dualita smysl abelovské duality cilovych prostori, o které hovorime v pripadé, Ze pro dany
o-model existuje abelovskd grupa izometrii jeho cilového prostoru. Ukazalo se vsak, Ze tato
podminka je znacné restriktivni a vyznamné tak omezuje tfidu dloh, kde mutzeme takové
duality vyuzit [24].

Ve studii [9] se objevila moznost zobecnéni standardni abelovské T-duality na neabelov-
skou. K o-modelu s globalni neabelovskou grupou izometrii, byl nalezen neabelovsky dual.
Této neabelovské dualité nicméné chybély nékteré vyznamné vlastnosti abelovské duality.
Pfedné, grupa neabelovskych izometrii dualniho prostoru byla vzdy mensi. Chybéla také ka-
nonicka transformace, ktera by umoznila prejit zpét k pivodnimu modelu v pripadé, ze by
byl zadan pouze ten dualni. Nebylo tedy jasné, v jakém smyslu vlastné oba modely dudlni
jsou. V élanku [27] autofi ukazuji, Ze tyto modely jsou dudlni ve smyslu Poissonovy-Lieovy
T-duality, a Ze struktura podminujici T-dualitu je ve skute¢nosti Drinfeldiv double. Potom
neabelovskym analogem abelovského moduldrniho prostoru O(d, d;Z) je mnozina vSech ma-
ximélnich izotropnich rozklada pfislusného Drinfeldova doubl LY,

Daéle popiseme konstrukci paru duélnich o-modeli podle [24]. Tyto modely jsou ekviva-
lentni v tom smyslu, ze maji ekvivalentni polni rovnice a stejnou symplektickou strukturu

1Pro tplnost poznamenejme, Ze na rozdil od O(d,d;Z), ktery reprezentuje globalni vlastnosti abelovské
duality, ma mnozina rozkladi Drinfeldova doublu pouze lokalni vyznam.
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prislusnych fazovych prostori. Necht D je Drinfeldiv double, ? je k nému ptislugnéd Lieova
algebra a necht ? = g@g je pfislusny rozklad ? na dvé maximélni izotropni podalgebry (vzhle-
dem k symetrické bilinedrni nedegenerované invariantni formé (-,-)). Budte £ n-rozmérny
podprostor 2n-rozmérné algebry ? a £~ jeho ortogonalni doplnék (vzhledem k (,-)) takové,
7e 0 = £ET @ £~. Necht podprostory £F, g, g spliji

Efng=&ng={o0}. (2.15)

Potom na zakladé téchto dat lze zkonstruovat par dualnich o-modeld, jejichz cilovymi prostory
budou grupy G a G (coZ jsou Lieovy grupy piislusné k algebram g a g). Uvazme zobrazeni
1(€1,€7) ze strunové svétoplochy W™, £7] do D a polni rovnice ve tvaru

(01171, €%) =0, (2.16)
kde vyraz 0+l [~! mé nasledujici geometrickou interpretaci
041 [71.= R;-1,(1.(01))-

Jednd se tedy o pushforward te¢ného vektoru d+ z TW do T.D ~ 0. V dalSim textu vSak

NS

Z literatury je znamo, ze na jistém okoli jednotky e € D existuje jednoznacny rozklad
libovolného prvku z tohoto okoli na souéin prvka z grup G a G, tj.

IET,€7) = g(€F,&)h(ET, €). (2.17)

Po dosazeni tohoto rozkladu do polni rovnice obdrzime po snadnych tpravach

= (g7 1039+ 0sh b7l g71E%g), (2.18)

kde jsme vyuzili invariantnost formy, tj. rovnost (dXd~!,dXd™ ') = (X,Y) proVd € D a
VXY €0.
Na g a g lze zfejmé zavést vzajemné dudlni baze prostiednictvim vztahu

(T, T = &°.
Predpokladejme dale, ze
g g = span{T, + Eab(g)Tb |la=1,...,n}, (2.19)
g 16 g =span{T, — Ep,(¢)T® | a=1,...,n}. (2.20)

Existenci bazi prostortt ¢ '1£%¢g v uvedeném tvaru lze ospravedlnit néasledujici argumentaci.
Bazické vektory podprostoru £7 lze obecné zapsat ve tvaru

Xa:agTb+ﬂabTb, a=1,....n
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piitom matice (a?) musi byt regularni, nebot v opaéném piipadé bychom mohli néktery

z bazovych vektort prlctemm vhodné linedrni kombinace ostatnich vektorti upravit na tvar
KXoy — Yy = WaobT coz je spor s podminkou (2I5]). Obdobné lze dojit k zavéru, Ze také
matice (84p) je regularni. Po provedeni analogické tivahy pro podprostor £ lze konstatovat
existenci jejich bazi takovych, ze

ET =span{T, + Eu(e)T® |a=1,...,n},

£~ =span{T, + Fy(e)T’ | a=1,...,n}.

Z ortogonality £t a £~ okamzité plyne Fyp(e) = —Epq(€). Vzhledem k tomu, Ze algebra g je
Adg-invariantni pro kazdé g € G dostédvame

Ad, 15 Ng=g '€ gng={0}.
Predpokladejme navi, ze i
Ad,1E5Ng=g 5 gng={0}.

Potom analogickou tivahou jako pro béze podprostortt £ dospivame k 2.19) a (Z20).
Oznacéme (O+h h™1), := (0+h h™1,T,) a podobné téz (¢g710+g)" := (g~ '0+g,T?). Nyni
dosadme z (219) a (Z20) do (2I8)
<g 8+g + 3+h h Ta + Eab(g)fb>
= (0+h B0+ Eap(9)(g ™ 0+9)"
= (g ‘16 g+8 h b, Ty — Epa(g)T")
= (0-h h™")a = Epa(9)(9™'0-9)"

a celkem tedy

— (047 h ™Y = Eg(9) (971 019)" =t Al (9), (2.21a)
—(0-h k) = —Epa(9)(g ' 0-g)" =: A, (9). (2.21b)

Uvazme nyni formu 6 € § ® Q'(G) danou predpisem
9|]':L = R]':Lfl*.

Jedn4 se tedy o kanonickou 1-formu s hodnotami v § na grupé G a ta splituje Maurerovu-
Cartanovu rovnici

o + = [9/\9]—0

Oznaéme (0,)?_; C §* dualni bazi k bazi (T°)}_, a pfipomeiime si, ze v disledku nedegene-
rovanosti formy (-,-) plati g* ~ g, kde pfislusny izomorfismus je T, <> o,. Pfedpoklddejme,

7e na G mame zavedeny soufadnice (z!,...,2"). Potom 1-formy o, maji lokalné tvar

04 1= 04j(z) da?

2Tento predpoklad neni nikterak trivialni a neni disledkem predchozich ivah. Jeho platnost zavisi na okoli
jednotky v D, na kterém méme rozklad | = gh, ale také pfimo na tvaru matice E(e).
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a muzeme provést jejich pullback prostfednictvim zobrazeni h : W[¢t, 67| — G[zt, ..., z"],
¢imz obdrzime

W00 = (g (h(€F,€7))0127) dE™ + (00 (h(E7,€7))0-a7 ) g™
=: (h*0y)4det + (R¥o,)_dE™,
kde jsme oznadili (h*oy); := h*0,(04) a (h*o,)_ = h*oq(9_) slozky formy h*c,. Vzhledem

k definici kanonické 1-formy 6 dostavame

(W*0a)s = B*0a(ds) = (B*0(0), To) = (02h k1.

Potom tedy z Maurerovy-Cartanovy rovnice dostavame
1
2
=T%® dog(dsh,d_h) +

0=df(d h,d0_h) + =[0 A0])(dh,d_h)

%[Tb,TC] ® oy A oe(dyh,D_h)
- - 1 -, - ~ -
= T @ d(h*0a)(0,0-) + 5 (1%, T & (o) A (W) (D, 0-)
- - - 1 . -
_ e [a+(h*aa), —0_(F*ou)s] + 5T ® [(h*ab)+(h*ac), — (o) (R*oe)+

=T® (8+A; (9) — 0-Af (g9) — a4y (9) AT (9)) :

kde jsme oznaéili ¢°¢, strukturni konstanty algebry g.
Celkem tedy dostavame rovnice

O+ A, (g) — 0-Af(g) — @A, (9)AS(9) =0, Va=1,...,n. (2.22)

Primym, ackoliv ponékud zdlouhavym vypoctem lze ovérit, ze tyto rovnice nejsou nic jiného,
nez polni rovnice pro lagrangian tvaru (pfipometime si definici vyrazit AT (g) prostiednictvim

vztahi (2.21]))
L = Eu(9)(g'0_g)" (g7 049)". (2.23)

Kdybychom misto ([2.I7)) pouzili rozkladu
WEH, ) =g(E7 ¢ ) h(Er€7), gegheg,
analogickym postupem bychom dospéli k dudlnimu o-modelu s lagrangianem
L= E"G) (5 0-9)a ' 0:9)s.
Matice E%(§) je definovana

7154’9 — Span{fa + Eab(g)Tb | a = 1’ . ’n}’
1= =span{T® — E"(§)Ty | a=1,...,n}.

@ @

Necht g = e a § = ¢, potom dostdvdme rovnost

span{T* + E™(&) Ty} = span{T, + Eop(e) T}

a=1>
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¢) = BE(@)E(e) = 1.
E(g) na g ziskdme z
T,

g &% g =span{g (T, + Eup(e)T®)g | a=1,...,n}
_ span{(a(9)e” + Ba(©)b(a))Ts + Eup(e)d(g)’ T° | a=1.....n},

odkud ihned vidimdd E(e)E(
Explicitni zavislost matice

kde jsme oznacili

a(g)acTc = g_lTaga
b(g)" T + d(g)’ T¢ == g~ 'T"g.

Matice E(g) se potom ziska jako

E(g) = (a(g) + E(e)b(g)) ' E(e)d(g)

a obdobné ziskame i matici duélniho o-modelu.

Existuje-li jesté jiny rozklad doublu D na dvojici maximélnich izotropnich podalgeber,
feknéme ¢ a €, dostaneme timto postupem dalsi dvojici dualnich o-modelt s néjakymi mati-
cemi E'(k) a E'(k). Tento novy par dualnich modelit m4 také stejny tvar rovnic pohybu (2.186)
v Drinfeldové doublu jako ptvodni par. Mnozinu vzajemné ekvivalentnich o-modelu tedy za-
vadime jako mnozinu Maninovych trojic korespondujicich k danému Drinfeldovu doublu.

Zabyvejme se nyni otazkou, kdy k danému 2-rozmérnému o-modelu s pravou volnou akci
grupy G na cilové varieté, 1ze zkonstruovat dudlni model (v Poissonové-Lieové smyslu) s né-
jakou duélni grupou G. Vychodiskem nasich tvah bude fakt, ze néjaky o-model mize byt
neabelovskym dudlem i v pfipadé, Zze nema Zadnou grupu izometrii. Z tohoto divodu ne-
budeme predpokladat, Zze G je grupou izometrii cilové variety. PFfipomenime si, Ze relevantni
algebraickou strukturou neabelovské T-duality je Drinfeldiv double. Podminkou pro existenci
dualu k danému o-modelu neni nutné existence grupy izometrii cilové variety, alebrz néjaka
jina struktura, kteréd se jako grupa izometrii projevuje pouze ve specialnich ptfipadech. V ja-
zyce o-modell je touto strukturou tzv. Poissonova-Lieova symetrie daného o-modelu, kterou
déle rozebereme.

Méjme tedy zadan 2-rozmérny o-model (2.14), tj. model ve tvaru

5= [ (o) + Biy@)) 0sa' 009 = [ i) 00" 0 bAEY

na svétoplose W a s cilovou varietou M [z?]. Pfedpoklddejme, #e mame grupu G s pravou,
volnou akci na cilové varieté. Infinitesimalni akce G na M je dand homomorfismem Lieo-
vych algeber g a X(M). Specialné tedy bézi (T;,)?_; v g odpovida soubor (levoinvariantnich)
vektorovych poli V,(x) = Vi(x)0; v X(M). Tato vektorova pole spliuji relace

[Va, %] = Cabc cha

nebot jsou homomorfnim obrazem poli T, T}, € g. Cisla cq;,¢ jsou strukturni konstanty algebry
g. Uvazme variace dz* dané grupovou akci ve tvaru

dat = e (§)V, (),

13T oznacuje jednotkovou matici.
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a spo¢téme variaci akce S vzhledem k 62° (oznacime d2¢ := dé+ A dg™)
58 = / Q0,8 By ()02 V! 4 Byy(@)0 (VD) + Byy(2)da'o_ (V7))
= /d2§ (8+xiE¢j,l(x)8_xje“Val + Eij(x)eavcil&rxl@_xj + Eij(x)eavaila+xi3_xl
+ By (2)Vio_aid, e + Eij(x)vgama,ea)
= / d%¢ [eamxi(E,j,lvj + EyVe + EyV) )0_a7 + 0" ViE;;0_27 + a,eaaMiEing]
= / A%¢[e*04x’ (Ly, E)ij 0_a? + 04€ Vi Eyj 0_a? + 0_€" 042" By VI,
= / d%¢ € (Ly, E)ij 0420 a7 + / Ju A de?,

kde jsme polozili (Lv, E);; = (Eij V! + EleOil- + EilVij) a zavedli noetherovské 1-formy .J,
na svétoplose W

Ja = Vg (@) EBji(2)0: 27 A6 = Vi (2) Eij()0-27dE ™

S pomoci integrace per partes a za predpokladu vymizeni hrani¢nich ¢lenti lze jesté provést
dpravu

/Ja Ade* = /d2£ (01€* V! Bij 0_37 + 0_€" 043" Ej; Vaj)

— _/d2§ (04 (VIE;;j0_a?) + 0_ (042" E;j V) €

= /ea dJ,,

nebot plati: dJ, = — (a+(VgEija,xj) +0_ (040" By Vi )) det A de.
Pokud G je grupou izometrild cilové variety M, tj. spliuje rovnici

(Ly,E)ij =0,

dostavame pro feseni z rovnice 65 = 0 podminku dJ, = 0. To tedy znamena, Zze noetherovské
1-formy J, jsou uzaviené na extremalnich svétoplochach.

Obecnéji: bud G Lieova grupa a G grupa k ni dualni. Rekneme, 7e o-model ma Poissonovu-
Lieovu symetrii vzhledem ke grupé G, pokud na extremalnich plochach spliuje

1
dJ, = §abcan Ay, (2.24)

kde @€, jsou strukturni konstanty algebry § piislusné k dudlni grupé G.
Na trovni lagrangidnu o-modelu lze podminku (2:24]) zapsat ve tvaru

(Lv, E)ij = =& V)"V, EmjEin, (2.25)

Tzometrie je nyni tieba chdpat v zobecnéném smyslu, tj. tak, ze plati (Lv, G)ij = (Lv, B)i; = 0.
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coz snadno ovérime. Pfimym dosazenim totiz dostaneme
—%abcan A, = —%abca (Y/},mX/c"Eijin8+xi3_xj - Y/},"‘/'cmEanmi8+xj8_xi) det A de™
- —%5% (\/l,mv;"Eijina+xia,xﬂ’ + %mT/c"Eanmi6+xj8,xi)d£+ Ade™
= e, (xq,meijmmmia_xj)dﬁ Ade™
= (Ly,E)ij 0rx'0_x7det Ade.
Potom
68 = / d%¢ €Y (Ly, E)ij 042°0_ a7 + / Ju A de

- / ¢a <dJa + (Lv, E)ij D4ai0_ad det A dg*)

1
— / € <dJa - Eabcajb A Jc> .

Vyuzijeme-li nyni vlastnosti Lieovy derivace
[ﬁVav ﬁVb] = ﬁ[Va,Vb} = CULbc ﬁVc

a spocteme
Ly, (Lv,(Eij)) — Lv,(Lv, (Eij)) = ca® Lv. (i),
kam dosadime z (Z25]) a provedeme Lieovy derivace, dostaneme rovnost

~ab

c ~cb a ~ca b
CcCle =C eCdc —C e Cde

b b

~Cl a ~ca
—C7d Cec +C g Cec -

Toto je ale standardni podminka kompatibility pro algebry g a g

2.5 Integrabilita a Laxtiv formalismus

Integrabilita je pojem, s nimz se setkdvame zejména pii studiu dynamickych systémii. Chceme-
li ji studovat, bylo by jisté vhodné zacit jeji definici. To vSsak bohuzel neni mozné. Jak se uka-
zuje, presna a obecnd definice pojmu integrabilita doposud stale unikd snaham odbornikii,
prestoze se ji vénovalo jiz znacné usili. S jistou nadséazkou lze fici, Ze kazdy autor chape inte-
grabilitu po svém a v kontextu konkrétni tfidy dynamickych systém, jiz studuje. Vzhledem
k témto skutecnostem a vzhledem k tomu, Ze nas zajem je sméfovan k integrabilité v kontextu
klasické teorie pole, omezime se nakonec na metody a vysledky relevantni pro studium par-
cidlnich diferencidlnich rovnic. AvSak diive nez predestfeme pojeti integrability pfijaté v této
praci, je na misté o ni vybudovat uréitou, alespon intuitivni, predstavu a pripomenout nékteré
historické momenty ve vyvoji tohoto pojmu.

Jak jiz bylo uvedeno, pohledem do literatury odhalime mnozstvi réiznych pojeti integrabi-
lity, ale rovnéz rtizné metody jejiho ovéfovani (testy integrability). Mikhailov, Shabat a Sokolov
v |31] uvadi hlavni vlastnosti, ktery by mél dobry test integrability mit: efektivita nebo ji-
nymi slovy nizka chybovost, algoritmizovatelnost, aplikovatelnost na Sirokou tfidu systémii.
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Podstatné je, Ze tyto testy nemaji povahu rigoréznich matematickych vét a ve specidlnich
ptripadech selhévaji [20, 42].

Pri podrobnéjsim studiu zjistime, Ze lze v zasadé rozlisit nékolik hlavnich pristupt k oveé-
fovani integrability [42]. Jedna se zejména o metody zaloZené na analyze singularit FeSeni
diferencialnich rovnic v komplexni roviné, které byly vyvinuty z ptvodni prace S. Kovalevské
[29] o integrabilité setrvacniki v gravitaénim poli-? a pozdéji rozsifeny Painlevém (tzv. Pa-
inlevého test). Dalsi pfistup se orientuje na hledani skrytych symetrii a je zalozen na Lieové
teorii symetrii. Existuji i dalsi metody, které zde vSak nebudeme zminovat.

Je tfeba zminit, zZe vSechny uvedené metody ovéfovani integrability lze vyuzit i pro praci
s parcialnimi diferencidlnimi rovnicemi. Tedy i metody zaloZzené na analyze singularit, které
byly ptvodné urfeny pro praci s rovnicemi obycejnymi. Mezi pouzivanymi modifikacemi
uvedme naptiklad ARS domnénku [2] (podle niZ je tfeba provést Painlevého test na vSechny
redukce dané parcidlni rovnice na obycejné diferenciélni rovnice) ptipadné WTC metodu [40)],
kterd umoznuje pracovat primo s danou parcialni diferencialni rovnici.

Integrabilita jako takova je pomérné vzacny jev. Obecny dynamicky systém je tfeba pova-
zovat za neintegrabilni. Takové systémy lze studovat predevsim s vyuzitim modernich vypo-
¢etnich metod. Na druhé strané integrabilni systémy maji strukturu, ktera umozniuje mnohem
detailné€jsi studium, a to také prostiednictvim analytickych a algebraickych metod. Integra-
bilita je navic strukturalné nestabilni, ¢imZz mame na mysli skutecnost, ze i mald zména
integrabilni rovnice mizZe jeji integrabilitu znic¢it. Vzhledem k témto faktim by bylo mozno
argumentovat, Ze integrabilita samotnd nemé valnou relevanci pro studium fyzikalnich jevi.
Nicméné existuji také divody pro ponékud optimistic¢téjsi pohled. Napiiklad v 6] autor uka-
zuje, ze nékteré integrabilni parcialni diferencialni rovnice jsou jak ,univerzalni“, tak ,Siroce
uplatnitelné“. Argument je zaloZen na tom, Ze limitni (obvykle asymptotickd) procedura apli-
kovana na Sirokou tfidu nelinedrnich parcidlnich diferencidlnich rovnic vede ke stejné limité,
k univerzalni integrabilni rovnici. V pfipadé, Zze je dand limitni procedura dobfte fyzikalné
odivodnéné, mame zarucenu Sirokou uplatnitelnost dané rovnice. Fokas v [15] navic dale roz-
§iril tf¥idu takovych univerzalnich integrabilnich rovnic za pomoci nelinearnich transformaci.
Diky tomu bychom mohli o¢ekavat, ze integrabilni rovnice budou hrat nezanedbatelnou roli
pri popisu fyzikalnich systém, i kdyby mély popisovat ,jen* néjaké limitni situace.

Slovo ,integrabilni“ v nis mutze vyvolavat urcité asociace, jako napft. ,exaktné fesSitelny“
nebo ,regularni chovani“ a podobné. Naproti tomu od neintegrabilnich systému ocekavame,
ze nebudou exaktné fesitelné a ze budou vykazovat neregularni chovani [14, 120]. Zde je slovo
yheregularni® uzito ve smyslu vysoké citlivosti na volbé pocateénich podminek. , Neregularitu®
chovéani lze charakterizovat pomoci tzv. Ljapunovovych exponenti. Systém, ktery méa alespon
jeden kladny Ljapunoviv exponent bude vykazovat neregularni chovani. Samotna regularita
chovani systému jako definice jeho integrability vSak neobstoji, nebot neintegrabilni systémy
nemusi nutné vykazovat nereguldrni chovéani [20)].

V [20] autofi rozlisuji t¥i mozné aspekty integrability:

(i) systém muze byt vyfesen v kvadraturach,

(ii) systém muze byt bodovou transformaci zavislych a nezavislych proménnych redukovan
na soustavu linedrnich rovnic, které povazujeme za integrabilni (také je mozno setkat se

5K ovalevska si pov&imla, Ze vétsina tehdy znamych integrabilnich systém je integrovatelna prost¥ednictvim
eliptickych, a tedy meromorfnich funkci. Takové funkce vSak nemaji pohyblivé kritické body. Toto pozorovani
ji pak vedlo k sestaveni integrabilni rovnice pro jeji setrvacnik a pozdéji vedlo k sestaveni Painlevého testu
integrability.
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S pojmem C—mtegmbiln@ systémy [6]),
(iii) systém mize byt linearizovan ve smyslu integrodiferencidlnich rovnic.

Pravé posledni jmenovany aspekt bude pro tuto praci stézejni. Prikladem rovnic, které spa-
daji do této kategorie, jsou znamé Painlevého transcendentélni rovnice [3, 17, 35]. Sama mys-
lenka linearizace prostrednictvim integrodiferencidlnich rovnic pochéazi z tzv. obrdcené ulohy
mzptyl (Inverse Scattering Transform, IST), kterd byla vyvinuta jako metoda feSeni né-
kterych parcidlnich diferencialnich rovnic. Calogero [6] takové systémy nazyvéa S-integrabilni.

Je zde na misté poznamenat, Ze uvedené aspekty nejsou v zadném pripadé definici inte-
grability. Jedné se pouze o jevy, které s integrabilnimi systémy casto spojujeme. Naptiklad
definovat integrabilitu prostfednictvim moznosti resit dany systém v kvadraturach by bylo
prilis omezujici. Uvazme pro urcitost rovnici

&=+t

Tato rovnice zjevné neni separabilni a tudiz ani fesitelna v kvadraturach. Rovnice vSak presto
feSitelna je. Jeji feSeni Ize, po provedeni vhodné transformace, vyjadrit prostfednictvim Airyho
funkei [14]. S podobnym problémem bychom se setkali také u Painlevého transcendentélnich
rovnic, které rovnéz nejsou fesitelné v kvadraturach, nicméné jsou integrabilni [14, 20].

Jedno z vyznamnych vyuziti integrability, je moznost predikce dlouhodobého chovéni sys-
tému, a to predevsim prostfednictvim zachovavajicich se veli¢in (tj. integralt ¢i invariantt
pohybu). Bylo by tedy mozno uvazovat, ze integrabilita je charakterizovana existenci téchto
invarianti v dostateCném mnozstvi. Je ovsem otazka, jaké vlastnosti by takové invarianty
mély mit (vzadjemna nezavislost apod.). Napfiklad z hlediska metod analyzy singularit bychom
mohli pozadovat existenci komplexné analytickych (funkciondlné nezavislych) integréli po-
hybu, a pak bychom mohli hovofit o ,komplexné analytické integrabilité“ [20].

Podivejme se nyni na oblast integrability obycCejnych diferencidlnich rovnic a systému
s kone¢né mnoha stupni volnosti. Uvazme napftiklad soustavu n autonomnichy obycejnych
diferencidlnich rovnic prvniho fadu. Pro jednoduchost budeme predpokladat, Ze nezavisle
proménnd je ¢as. V takovém piipadé ono ,dostate¢né mnozstvi“ znamend existenci (n — 1)
Casové nezavislych invariantt (systém lze redukovat na jedinou kvadraturu) nebo n casové
zévislych invariantii (soustavu lze prevést na algebraickou tlohu). Obecné se zda rozumné
od hledanych invarianti pozadovat, aby respektovaly invarianci studovaného systému [2(0].
V piipadé autonomniho systému je tedy rozumné hledat invarianty casové nezavislé neboli
invariantni co do formy vu¢i posunu casu.

Se zdanlivé jednodussi situaci se setkame v pfipadé, ze studujeme tzv. hamiltonovské sys-
témy. Pro né mame zavedeno pojeti Liouvilleovy integrability nasledujicim zptisobem. Rek-
neme, ze systém s n stupni volnosti a s Hamiltonovou funkei tvaru H(g;, p;) je integrabilni,
jestlize ma n nezavislych globalnich integrald pohybu Pj(g;, p;) v involuci, tj. spliujicich

(i) {P;,Pc} =0projk=1,...,n,

(ii) vektory grad P; jsou linearné nezévislé v kazdém bodé.

16GSystémy linearizovatelné pomoci transformace proménnych.

Y Transformaci obracené tlohy rozptylu lze v jistém smyslu chapat jako nelinearni analogii Fourierovy trans-
formace. Piipomeiime, ze Fourierova transformace se rovnéz vyuziva jako metoda Feseni (linedrnich) parcidlnich
diferencialnich rovnic.

18 Autonomni systém je takovy, ktery nezavisi explicitné na nezavislé proménné.
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Uvazme nyni n-rozmérnou varietu M danou ve fdzovém prostoru rovnicemi P; = «o; € R,
7 =1,...,n. Jeli tato varieta souvisla, pak je topologicky ekvivalentni kartézskému soucinu
kruznic a pfimek. Je-li dokonce kompaktni, pak se jedna o n-torus. Ve druhém uvedeném
pripadé existuje také standardni zpiisob zavedeni kanonickych proménnych. Hovoiime o pro-
ménnych akce-ihly. Podrobnosti k jejich zavedeni lze nalézt napt. v |46, tloha 5.11, str. 172].
O soustavé, ktera spliiuje predchézejici definici lze dokazat, Ze je TesSitelnd v kvadraturach
[3, 146]. Na druhé strané autofi Flaschka, Newell a Tabor [14] poukazuji na urc¢ité zadrhele
spojené s timto pristupem k definici integrability.

Otézka integrability parcialnich diferencialnich rovnic a systémi s nekone¢né mnoha stupni
i nelinedrni parcialni diferencialni rovnice mohou mit specialni vlastnosti, je existence neko-
nefné mnoha zakonu zachovani pro slavnou Kortewegovu-de Vriesovu rovnici (KdV rovnici),
ktera byla predstavena v |10] v roce 1895. KdV rovnici lze zapsat napfiklad ve tvaru

up — guua; — iumg; =0, (2.26)

kde dolni indexy oznacuji parcidlni derivace. Pozdéji Fermi, Pasta a Ulam [13] studovali
prostiednictvim numerickych metod vyvoj rozdéleni energie diskrétniho systému spojenych
anharmonickych osciladtord s pevnymi koncit

A%z,
m
dt?

= k(xpt1 + Tn-1 — 22)[1 + a(zpnr1 — Tn-1)].

Cilem studie bylo, mimo jiné, ovérit tehdejsi intuici o dynamice nelinedrnich rovnic. Vysledky
vSak byly v tomto ohledu zcela neocekavané. Misto toho, aby se energie postupné rozdélila
pres vSechny moédy a systém tak dospél do stavu rovnovéhy a termalizoval se, dospél po Case
systém zpét do pocatecniho nastaveni. Tento vysledek motivoval Kruskala a Zabuskyho [41]
k podobné numerické studii, ovSem nyni nikoliv diskrétniho systému jako v [13], ale jeho
spojité limity. Ukézalo se, ze touto limitou je, tehdy jiz znama, KdV rovnicd?d. V navazujici
studii [19] pak byly objeveny nékteré specidlni vlastnosti KdV rovnice. Pfedevsim se jednalo
o existenci nekone¢ného mnozstvi zakont zachovani, modifikované KdV rovnice [33] a moz-
nost linearizace. Dokonce se ukézalo, ze KAV rovnici lze prepsat v hamiltonovské formé. IST
pak vlastné pfedstavuje kanonickou transformaci do proménnych akce-thly [18, 43]. V tomto
smyslu 1ze chapat integraci KdV rovnice prostfednictvim metody IST jako analogii Liouville-
ovy integrability pro nekone¢né mnoho stupnt volnosti. Nedlouho na to se zacaly objevovat
dalsi integrabilni nelinearni parcialni diferencialni rovnice s obdobnymi vlastnostmi, napt. ne-
linedrni Schrodingerova rovnice [45] a sine-Gordonova rovnice [1].

Prestoze vsak byly objeveny integrabilni nelinearni parcialni diferencialni rovnice s neko-
necné mnoha zakony zachovani, zda se, ze samotné existence nekonecného mnozstvi zakont
zachovani jejich integrabilitu nijak nevymezuje. V [14] se uvddi mimo jiné ptiklad Burgersovy
rovnice, kterd ma pouze jeden zékon zachovani (ale nekoneéné mnoho zobecnénych symetrii).
Tato rovnice mize byt integrovana pomoci transformace na linearni rovnici vedeni tepla a
je tedy integrabilni. Spole¢ny rys Burgersovy rovnice a KdV rovnice tedy v zadném ptipadé
neni existence nekonecné€ mnoha zakonti zachovani, pfitom obé jsou integrabiln.

19V literatuie se setkdme s nazvem FPU model.
20Pro tplnost uvedme, Ze samotny FPU model, na rozdil od jeho spojité limity, integrabilni neni.
2 Autoti [14] uvadi p¥isluiny spoleény rys. Je jim existence jednoparametrické t¥idy Backlundovych trans-
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Podivejme se nyni zpét na KdV rovnici ([2.26). Gardner, Greene, Kruskal a Miura [19] si
povsimli, Ze tuto rovnici lze dat do souvislosti s linedrnim ¢asové nezavislym Schrédingerovym
problémem

¢$$ + u(ac, t)¢ = )‘(b7

kde u, které vystupuje v roli potencidlu, mé byt fesenim KdV rovnice. U¢inili zdsadni pozo-
rovani, ze v pripadé, Ze potencidl u je zaroven fesenim KdV rovnice, pak linedrni operator
L := 0?+u(x,t) je isospektrdlni, tj. jeho spektrum nezévisi na ¢ase t (pfitom samotny operator
L obecné na ¢ase zavisi). Pozadujme navic, aby vlnova funkce ¢ spliiovala evoluéni rovnici

¢t = gb:m::v + gu(x,t)qﬁm + zum(xat)gb

Mame tedy soustavu dvou rovnic pro jednu funkci. Takové soustava mé FeSeni pouze v pripadé,
Ze obé rovnice jsou kompatibilni. Ukazuje se, ze podminka kompatibility obou linearnich
rovnic, pfi vyuziti isospektrality operatoru L, je ekvivalentni pozadavku, aby u je fesila KAV
rovnici. Samotnou potencidlovou funkci u pak lze rekonstruovat prostfednictvim metody IST.
Vzhledem k tomu, Ze pfi této rekonstrukci fesime pouze linearni integrodiferencialni rovnice,
hovofime o linearizaci KdV rovnice.

V roce 1968 Peter D. Lax zasadil pfedchozi postup pro feseni KdV rovnice do obecnéjsiho
ramce [30], ktery dnes stoji v centru teorie integrabilnich systému [28]. V literatufe se s nim
setkdme pod ndzvem Lazuv formalismus nebo také Lazovy pdry. Podivejme se nyni, jak vy-
padaji Laxovy pary pro KdV rovnici. Postupovat budeme podle [23]. Uvazme dva linearni
(obycejné diferencidlni) operatory

3 3
L:= 9% + u(z, 1) a M =02+ §u(x,t)8$ + Zugc(x,t). (2.27)
Zavedme c¢asovou derivaci obycejného diferencidlniho operatoru A := Z;‘L:o ozj(x,t)&{; vzta-
hem
da;
B
a uvazme operatorovou rovnici tvaru (tzv. Lazova rovnice)

L=[M,1L]. (2.28)

Presvéd¢ime se, Ze tato rovnice je splnéna pravé tehdy, splituje-li funkce v KdV rovnici (2.26]).
V Laxové rovnici pro levou a pravou stranu dostavame

L = uy(z,t),
5 15 3 9
MolL =8 + 3 ud? + ug0? + 2(u2 + 2Uy, )0 + 7 e + Upre,
5 3 3
LoM=208+ B (93+— 0% + 2(u2+2um)8—|—1(uum—|—umm),
a tedy
3 1

formaci mezi mnozinou feseni dané rovnice a néjaké pfidruzené rovnice (u KdV se jednd o modifikovanou KdV
rovnici, u Burgerse je to rovnice vedeni tepla). Odtud pak déle postupuji k vyuziti WTC metody k ovéfeni
integrability.
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Celkem tedy vidime, ze Laxova rovnice ([Z.28) pro tuto konkrétni volbu operatora L a M je
ekvivalentni KdV rovnici (2.26) pro funkci u.

Podivejme se nyni na obecnéjsi zptsob odvozeni Laxovy rovnice. Uvazujme linearni pro-
blém (prozatim bez ohledu na KdV rovnici)

Lo = Ao, (2.29a)
M¢ = ¢, (2.29b)

kde ¢ je komplexni funkce v proménnych z a ¢ (v kvantové mechanice bychom pozadovali,
aby funkce byla kvadraticky integrabilni v proménné =) a L a M jsou linearni operatory na
prislusném linedrnim prostoru, L je hermitovsky a M antihermitovsky (mizeme si vSimnout,
ze operator L (M) definovany vztahem (2.27) je symetricky (antisymetricky)). Mame tedy
soustavu dvou linedrnich rovnic pro jednu funkci. Jedna se o preurceny systém, ktery bude
mit netrividlni feseni pouze v pfipadé, kdy jsou obé rovnice kompatibilni. Podminku kompa-
tibility snadno odvodime. Zderivujeme-li prvni z téchto rovnic podle ¢asu a dosadime z druhé,
dostaneme

ot B (A) = Mo+ Ay = b+ AMb = Ao+ M(Ag) = Aoy + M L.

Podminka kompatibility ma tedy tvar L = A\, 4 [M, L]. Odtud je ihned vidét, ze A, = 0, praveé
kdyz L= [M, L]. Za dodate¢ného predpokladu isospektrality operatoru L je tedy podminkou
kompatibility pravé Laxova rovnice (2:28). Poznamenejme jesté, ze parametr A, vyskytujici
se v (229) se z pochopitelnych divoda nazyva spektrdlnim parametrem.

Dilezitéd na Laxové pozorovani je predevsim jeho obecnost. Libovolna rovnice, kterou lze
ekvivalentné zapsat ve tvaru Laxovy rovnice pro né&jaké linedrni operatory (nemusi se tedy
specidlné jednat o obycejné diferencidlni operatory), ma automaticky fadu vlastnosti KdV
rovnice — jmenovité tfeba nekoneéné mnoho zakont zachovani (lokalnich) [32]. Pro ilustraci
uvazme napr. diferencidlni operatory s maticovymi koeficienty ve tvaru

L:=ad+U(z) a M:=V(x),

kde o = konst., U(x) a V(z) maji tvar

U— —‘4 21uy, a Ve —ii cosu iiul«t .
—2iu, 4 7 Ut 7 Cosu

Dostaneme vztah

i M, L) = (ux(umt —sinu) uycosu — umt> ‘

Uy COSU — Uggr Uy (SINU — Ugy)

Odtud je vidét, ze Laxova rovnice pro L a M plati, pravé kdyz u, = 0 (tj. FeSenim je konstanta)
anebo
Ugy = SIN U,

coz je znama sine-Gordonova rovnice.
V soudobé literatute se Castéji misto ptavodni Laxovy reprezentace pomoci operatort L
a M a ptislusné Laxovy rovnice setkdme s tzv. reprezentaci nulové kiivosti [11, (16, a dalsi].
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Podivejme se, jak k této reprezentaci lze dospét v konkrétnim piipadé KdV rovnice. Nahlizime-
li na integrabilni nelinearni systémy jako na podminky kompatibility linedrnich problémi, lze
prejit od operatorového zapisu k zapisu maticovému. Cenu, kterou za to zaplatime bude, Ze
se nam v rovnicich za¢nou objevovat také riizné mocniny spektralniho parametru A. Rovnici
Lo = A\ pro L = 0% + u(x,t) lze zapsat maticové jako rovnici prvniho fadu

2= ) (2)-v(2)

¢1:=¢ a P9 1= ¢y

kde jsme polozili

Podobné plati
1t =t = Mg
3 3
= ((mu+X)¢), + Uz + Jusd
3 1
(o S o (b )
1 1
= U1t <§u + >\> b2
odkud lze odvodit druhy potfebny vztah
¢2t = gb:vt = gblt:v
= et (B A} (Cut N+ T
= 4uxx 1 2u U 1 4ux 2
B 15, 1 5 1 1
— < Su 2u)\—|— A 4um> o1+ 4%(752-
Celkem dostavame

2 (o) _ L, Lut N (61 _y (41
ot \#2) _%UQ - %U)\ + A% — iumm ium ¢2) $2)’

Méme tedy dvé linedrni rovnice tvaru

0
0
5% = VX, (2.30b)

kde jsme oznacili X := <f;1> Podminka kompatibility téchto rovnic se urc¢i snadno
2

0 0 0 ou
giass g (UX) = AUV,
o 0 0 oV
drars ~ap V) = g X VUK
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Za ptredpokladu existence feseni (2.30]) s libovolnou pocateéni podminkou X|.=0 = <Z> Ize

=0
podminku kompatibility zapsat ve tvaru

ou oV

— ——+[U,V]=0. 2.31

- +[UV] (21)
Je tfeba si také uvédomit, ze uvedend podminka kompatibility musi platit pro vsechny hodnoty
A € C. Do rovnice ([2.31]) dosadime za matice U a 'V a vyjadiime ji v mocnindch . Vzhledem
ke specidlnimu tvaru U a V, koeficienty u mocnin A3, A\? a A vymizi a zbude pouze konstantni

¢len davajici rovnost
0 0
_ By 1 0) =0
Ut q UlUy 1Uzzx

Podminka (2.31]) je zfejmé splnéna pravé tehdy, kdyz u fesi KdV rovnici (2.20).

S podminkou ve tvaru (2.31]) se v literatufe setkdvame také pod nédzvem podminka nulové
krivosti. K tomuto nazvu existuje nazorna geometrickda motivace. Rovnice (0, — U)X =0 a
(0 — V)X = 0 lze interpretovat tak, Ze definuji konexi na vektorové fibraci nad (x, t)-rovinou.
Prvni z rovnic nam udavé, jak paralelné prenést vektor X ve sméru x a druhé totéz ve sméru ¢.
Matice U a V pak predstavuji koeficienty této konexe. Ptivod nazvu podminka nulové krivosti
se ndm ozfejmi, srovnadme-li pravé odvozeny tvar podminky kompatibility (231 s jiz diive
zavedenym lokélnim tvarem 2-formy k¥ivosti na fibrované varieté (2.5).

Pro ucely této prace piijmeme pojeti integrability podle |16] zalozené na vyse uvedenych
uvahach. Parcialni diferencialni rovnice, které je mozné zapsat jako podminku kompatibility
(231) néjakého pridruzeného linedrniho problému ve tvaru ([2.30) nazveme integrabilnimi.
Dvojici pridruzenych linearnich rovnic nazveme jejim Lazovym pdrem.

Bohuzel ani toto pojeti integrability nelze pfijmout obecné a bez vyhrad. Prestoze se
v literature obvykle povazuje existence Laxova paru k danému dynamickému systému a jeho
integrabilita za ekvivalentni, lze uvést nékteré protiptiklady. Podle [11] existence Laxova paru
pro soustavu diferencidlné-diferencnich rovnic automaticky neznamend, ze tyto rovnice jsou
integrabilni. Napfiklad v [7] autofi Chandre a Eilbeck uvadi nékteré jednoduché systémy,
které, a¢ maji Laxtv par, neprojdou testem singularit podle [36]. Nicméné se jedné o ptiklady
obecnéjsich systémi, popsanych diferencidlné-diferenénimi rovnicemi. Ty vSak pro tuto praci
nejsou relevantni, nebot zde se zabyvame vyhradné parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi.
Autorovi této prace nejsou v soucasné dobé znamy zadné piiklady systémt, které by meély
Laxiv par a zaroven nebyly integrabilni, paklize se omezime pouze na parcialni diferencialni
rovnice.



KAPITOLA 3
Integrabilita Yangova-Baxterova
o-modelu

3.1 Hlavni chiralni model

Uvazme jednoduse souvislou plochou svétoplochu W parametrizovanou casovou souiadnici 7
a prostorovou souradnici . Na W zavedeme souradnice svételného kuzelu vztahem

¢t = %(Ti o).

Potom zfejmé

0+ = 0r £ 0,.

Necht G je prosta kompaktni souvisla a jednoduse souvislé Lieova grupa. Hlavnim chirdl-
nim polem nazveme libovolné hladké zobrazeni g : W — G vyhovujici rovnici

0+(9710-g) +0-(97 9+9) = 0. (3.1)

Tuto rovnici 1ze odvodit prostfednictvim principu nejmensi akce
S = /W(g‘18+g,g‘13—g)g, (3.2)

kde (-, -)4 je Killingova-Cartanova formal na Lieové algebte g. Samotné odvozeni polnich rov-
nic ([B1)) variaci akce S na tomto misté neuvadime, nebot jej provedeme pozdéji v obecnéjsim
piipadé Yangova-Baxterova o-modelu (viz sekce B.4.)).

Dale se budeme soustfedit na dynamiku obecné a nebudeme specifikovat zadné hrani¢ni
podminky.

V [44] autofi ukazuji, Ze ke kazdému feSeni g(£T,£7) polnich rovnic (B) lze ptifadit
plochou Laxovu konexi s hodnotami v g©

A%(N) = AG(Ndet + AL (N)deT, (3.3)
kde 1y
_ g 09
AL\ = — R (3.4)

Plochost konexe znamend, ze zobrazeni A%()\) : W — g© spliuji podminku nulové kiivosti
v g%, tj. pro kazdé X € C\ {£1} plati

1A% (N) — 0_ AT () +[A%(N), AL (V)] = 0. (3.5)

!Forma je nedegenerovana, nebot Lieova grupa G je prosta.

40
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Naopak uvazme dvé pole us(7,€7) s hodnotami v g a konexi A°(\) = A% (\)d¢t +
A% (\)d¢™ s hodnotami v g€, kde

AL () = _11f X (3.6)

Plochost této konexe pro kazdou hodnotu spektralniho parametru A pak znamena, ze u4 musi
spliiovat nasledujici rovnice
Opu— —O_uy — [u—,uy] =0,
(9,u+ + 6+u, =0.

Prvni z téchto rovnic je podminka nulové kfivosti v (kompaktni) Lieové algebfe g, odkud
lokalné plyne existence pole g(é1,£7) s hodnotami v G, které splituje

uy =g toig.

Druh4 je potom vlastné polni rovnice (3.1]) pro hlavni chiralni pole g.

3.2 Yanguv-Baxteruv operator

Vyznamnou tlohu z hlediska hledani Laxova paru sehraje jisty R-linearni operator R : g —
g. Necht G je prostd kompaktni souvisla a jednoduse souvisld Lieova grupa, g je pfislusné
realna Lieova algebra a g€ jeji komplexifikace. Killingovu-Cartanovu formu (-, -) g ha g linedrné
roziiiime na g© (rozsifenou formu viak budeme dale znacit stejné, tj. (-,-)y). Oznacme déle
hC Cartanovu podalgebru algebry g®. Pro g© méame kofenovy rozklad

g“=9"a <€B CEQ> :
aced
kde ® je mnozina kofent a CE, := span(F,). Z teorie vime, ze ke kazdému o € ® existuje
pravé jedno H, € hC tak, ze a(H) = (H, H,)q pro viechna H € hC. Z téchto prvka pak
vybereme bazi (H,), u € ®P, podalgebry hC. Korenové vektory E, zvolime tak, aby spliiovaly
vztahy

2
[H,, Eol = a(Hy)Eoy,  (Ba, E_o)g = e (3.7)
[Ba.E_o] = 0",  [0Y,Fia] = +2F.,, (3.8)

kde |a|? := (Ha, Hy)q- Z kofenového rozkladu je vidét, ze v algebie g€ lze zvolit bazi (H,,, E,),
a € d.

7 Weylovy véty plyne, ze algebra g je kompaktni a vzhledem k tomu, ze k algebie g©
existuje pravé jedna kompaktni realna forma, je zfejmé, ze touto formou je pravé algebra g.
Jako jeji bazi lze zvolit soubor (7),, By, Cy), a > 0, kde

T, :=iH,, B,

(Ba+E_y),  Coi=—=(Es— E_y).

i 1
Tz V2

Definujme nyni R-linedrni operator R : g — g vztahy

RT,:=0, RB,:=C,,  RC,=—DB,.
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Takto definovany operator R nazveme Yanguv-Bazteriv operdtor. R spliuje identitu
[RX,RY] = R([RX,Y]+ [X,RY]) + [X,Y], XY €g. (3.9)

Tuto identitu staci ovétit na prvcich baze, tj. pro dvojice (1),,T},), (T, Ba), (T, Ca), (Ba, Bg),
(Ba,Cs) a (Cq, Cg). Ovéime napiiklad piipad (7}, Cy). Pro levou a pravou stranu postupné
dostavame

LHS = [RT},, RC,] = [0,—By] = 0,

RHS = R([RT}, Co] + [Ty, RCa]) + [T, Ca]

1
E[Hua Ea - Efa]

1 i
=R <Ea(Hﬂ)(Ea - Ea)> + —5a(Hy) (Fa + B-o)

a(HM) (RCo + Ba)
=0.

= R[T,,—B.] +

Obdobné lze ([3.9) ovétit i pro ostatni moznosti.
Operator R dale splituje podminku antisymetrie

(RX,Y), + (X,RY), = 0. (3.10)

Rovnost lze ovérit analogickym zptisobem jako pfedchozi identitu. Zvolme napiiklad dvojici
(Ba,Cg), kde a, 8 > 0. Potom

(RBonCB)g + (BomRCB)g = (ComCB)g - (BouBB)g = (EOHEﬁ)E + (E—OHEfﬁ)Q =0,

kde jsme vyuzili toho, ze pro a, 8 > 0 je nutné (E, Eg)g = (E_a, E_5)g = 0.
Zavedeme déle zobrazeni [-,|r vztahem

[X,Y]g:=[RX,Y]+[X,RY], X, Yeg (3.11)

Jednd se zjevné o bilinedrni, antisymetrické zobrazeni g x g — g, které navic diky (B9)
vyhovuje Jacobiho identité

[X7 [Y7 Z]R]R + [Y7 [27 X]R]R + [Z7 [X7 Y]R]R =0,
nebot
[X7 [Y7 Z]R]R + [Y7 [Z7 X]R]R + [Z7 [X7 Y]R]R
= [RX,[RY,Z]) + [Y,RZ]| + [X, R[RY, Z] + R[Y, RZ]]
+[RY,[RZ,X] + |2, RX]] + [V, R[RZ, X] + R[Z,RY]|

+[RZ,[RX,Y] + [X,RY]] + [Z, RIRX, Y] + R[X, RY]]
— [RX, [RY, Z]] + [RY, [Z, RX]] + [Z,|[RX, RY]]

+ [RX,[Y,RZ]| + Y, |RZ, RX]| + [RZ,[RX, Y]]
+[X,[RY,RZ]] + [RY,[RZ,X]] + [RZ,[X,RY]|
- [X.[Y. 2] - [Y,[Z, X]] - [2,[X,Y]]

=0
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Vzhledem k témto vlastnostem lze zavést novou Lieovu algebru gr := (g, [, -|g) na vektorovém
prostoru g.

Uvazme komplexifikaci g€ Lieovy algebry g a nahlizejme na ni jako na redlnou Lieovu
algebru. Potom nasobeni komplexni jednotkou je zjevné R-linedrnim operdtorem na g€ a
tedy operator (R — i) lze chapat jako linearni operator g C g© — gC. Lze se rovnéz snadno
piesvédcit, ze (R—1) : g — g® je injektivnim homomorfismem reélngch algeber gr a g€. Tento
vysledek ndm umoziiuje nahliZet na algebru gr jako na realnou podalgebru algebry gC.

Ovéfme nyni tvrzeni, ze operator (R —1) je injektivnim homomorfismem realnych algeber
gr a gC. K tomu, aby byl (R — i) homomorfismem, musi spliiovat relaci

(R_l)[XaY]R: [(R_I)Xa(R_l)Y]gC’ X,YGg
Identitu (3.9) 1ze pomoci ([B.11]) zapsat ve tvaru
R[Xa Y]R = [RX, RY] - [Xa Y]’

odkud
(R—1)[X,Y]r = <[RX, RY] - [X, Y]) - i<[RX, Y]+ [X, RY]).

Zaroven vsak také plati
[(R—1)X, (R —)Y]e = ([RX, RY] - [X, Y]) - i([RX, Y]+ [X, RY]).

Uvedend rovnost tedy skuteéné plati. Zbyva ovéfit injektivitu operatoru (R —i). Je vSak
zfejmé, ze ker(R — i) = {0}, nebot v opaéném pfipadé bychom nalezli 0 # = € g tak, Ze
Rz = iz. Odtud plyne, ze Rx lezi v ig a zaroven v g, coz je spor.

3.3 P-L symetrie Yangova-Baxterova c-modelu

Uvazme dvourozmérny nelinedrni o-model ve tvaru (2.14)

5= | (Gu@)+ By@)orao.a) = [ By@oaio sl 1)

Predpokladejme déle, ze Lieova grupa G ma infinitesimalni akci na cilové varieté M pro-
stfednictvim homomorfismu Lieovych algeber V : g — X(M). Speciélné lze, diky tomuto
homomorfismu, pfitadit k bazi (T,) C g vektorova pole V, = Vi(x)d,:. V kapitole Z4] jsme
fekli, ze o-model (2.14]) je symetricky v Poissonové-Lieové smyslu vzhledem k akci G na M,
pokud plati vztah (2.25])

(Lv,E)ij = =& V)"V Epnj Ein, @25)
kde ¢, jsou strukturni konstanty néjaké Lieovy algebry g. V piipadé, Ze tyto strukturni

konstanty vymizi fikame, Ze dany o-model je symetricky ve standarnim SmySlUE.
Pfipomenime, Ze pii odvozovani podminky P-L symetrie (2.25]) jsme zavedli 1-formy J,

Jo i= Vi(x)Eji(x)042?deT — VEi(x) Eyj(x)0_a?de (3.12)
a dospéli k podmince (2:24])
1
dJ, — EabCan AJe. =0, 229)

2Jedn4 se vlastné o zobecnénou izometrii (viz odstavec 24).
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z niz jsme odvodili pravé (2.25]). Pravé uvedenou podminku (2.24) lze interpretovat jako
podminkou nulové kfivosti neabelovské ploché konexe s hodnotami v algebfte g, jejimiz kom-
ponentami jsou praveé 1-formy J,.

V piipadé, 7Ze akce grupy G na cilovou varietu M je tranzitivni, rovnice (2.24) vlastné
predstavuji kompletni soubor polnich rovnic P-L symetrického o-modelu (2Z14]) [24].

Predpokladejme dale, ze cilova varieta M je ve skuteCnosti prosta a kompaktni grupa G,
akce G na sebe samu je pfimo pravé nasobeni a Lieova algebra g je ve skuteCnosti algebra
gr definovand diive (R je Yanguv-Baxtertuv operator). Nejobecnéjsi tvar P-L symetrického
o-modelu v tomto pfipadé byl nalezen v [25]

SAE)a) = | (a7040.(By = eR) 97100}, (3.13)

kde e predstavuje deformacni parametr, E; := Ad,-1 EAd, a E je vhodny R-linearni operéator
g — g. Jak je vidét, s vyuzitim operdtoru R, je mozné zapsat akci o-modelu nezévisle na bazi.
Stejny zaveér plati také o 1-formé J(g) s hodnotami v gg, kterou lze pfepsat z obecného tvaru

BI2) jako

J(g9) = Jy(9)de™ + J_(g)d&™
= —(E,+eR) g7 0,9 d¢T + (B, — eR) g t0 g d¢, (3.14)

kde E! : g — g je transpozice zobrazeni E vzhledem ke Killingové-Cartanové formé
(EX,Y),; = (X, E'Y),, XY €g.

Poznamenejme jesté, ze interpretace J(g) jako formy s hodnotami v gr vyplyva z nésledné
uvedenych polnich rovnic, ve kterych vystupuje komutétor [, |g.
Polni rovnice modelu (BI3) lze pak prepsat z (2Z24) do tvaru podminky nulové kiivosti
v algebfe ggr
O+ J_(g9) — 0-J1(9) + €[J-(9), J+(9)]r = 0. (3.15)

Vyznam deformac¢niho parametru e tedy spociva v preskalovani komutatoru algebry gg,
resp. nahrazuje strukturni konstanty &¢, konstantami ec®,,.

Explicitni odvozeni polnich rovnic (3.15) a 1-forem (3.I4) na tomto misté neprovadime,
nebot je provedeme v nésledujici sekci pro specialni pfipad modelu ([B.I3]), tzv. Yangova-
Baxterova o-modelu.

Doposud jsme zjistili, Ze ke kazdému feseni g modelu (B:I3) existuje plocha konexe J(g)
s hodnotami v gr. Navic se ukazuje, ze ke stejnému g prirozené existuje také plocha konexe

B¢(g) s hodnotami v g®. Konexi B¢(g) zkonstruujeme zadanim jejich chirdlnich komponent

BL(g) = Ady (9709 + (R~ 0)J(9) ) = Dxgg™" + ge(R — i) Jx ()9

Je vidét, ze tato konexe vznikne aplikaci homomorfismu €(R — i) na plochou konexi Ji(g) a
naslednou kalibra¢ni transformaci. Obé tyto operace ziejmé zachovavaji plochost. Explicitni
tvar chiralnich komponent je

B (g9) = (E' +ie)(E" + eRg—1)_18+gg_1, (3.16a)
B (g) = (E —i€)(E — eR,1)'0_gg ", (3.16b)
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kde R;,-1 := AdyRAd 1. Dokazme napfiklad explicitni tvar B¢ (g)

B (g) =099~ " + ge(R—1)J_(9)g”"
= 9|1+ e(R=1)(B, = eR) ) (g™ 0-g)| g~
= Ady(Ey —ic)(Ey — eR) (g~ '0-g)
= AdyAd,1(E — ie)Ad, [Ad, (E — eB,)Ad,|  (g7'0-)
= (E —ie)(E — eRy1) "' Ady(g™0-g)
= (E —i€e)(E — €Ry—1) '0_gg .

Explicitni vyraz pro B (g) se ziskd obdobné.
Celkem tedy plati, Ze je-li g FeSenim modelu ([B.13), pak BS(g) spliiuji podminku nulové
kiivosti v algebie g©

94 B (g) — 0-B..(9) + [B(9), BL.(9)] = 0.

3.4 Laxuv par Yangova-Baxterova c-modelu

3.4.1 Yanguv-Baxteruv o-model

V predchozi sekci se ukazala existence tolika P-L symetrickych o-modelt na G, kolik je ope-
ratoria E : g — g. Vyznamnou ulohu mezi nimi hraje pfipad E = I, kdy akce (3.13) pfejde
na na tvar

Se(g) = /W(g‘13+g, (I—eR) g0 g),. (3.17)

V [25] autofi nazyvaji tento model Yangiv-Bazteriv o-model. Dtulezity je fakt, Ze tento model
nevykazuje pouze P-L symetrii vzhledem k pravé akci G na sebe samu, ale rovnéz obyc¢ejnou
(standardni) symetrii vzhledem k levé akci G na sebe samu. Poznamenejme rovnéz, ze samotny
hlavni chirdlni model ([B.2]) je bisymetricky, tj. je symetricky ve standardnim smyslu vzhledem
k pravé i levé akci grupy G na sebe samu. Yangtv-Baxteriv o-model lze pak interpretovat
jako pravou Poissonovu-Lieovu deformaci hlavniho chiradlniho modelu, pti které se zachovava
standardni levd symetrie.

Pfesvédéime se nyni, Ze pro Yanguv-Baxtertv model (tj. £ = I) maji ptislusné pohybové
rovnice a piislusnd forma konexe skuteéné diive uvedené tvary (BI0) a (BI4). Spoctéme
nejdrive vyrazy

5(g7'0+g) = 6g " drg + g ' 0+0g
= —g 69 g '0rg + 0x(g7'0g) — O+(g7")dg
= 0+(97"0g) + g 0rg g~ 09— g 09 g Oxg
= 0x(97'09) + [97'0+9, 964,

1 1

kde jsme vyuzili vztahu §g~' = —g~1dgg—!, ktery ihned plyne z aplikace & na rovnici gg~! = e
a obdobného vztahu pro d4. Ozna¢me v souladu s (B.14)

Ji = F(I +eR) tg sy
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Potom z varia¢niho principu pro akci ([B.I7) dostdvame

0 /W (6(971(%9)’ (- eR)*lgfl(lg)g n /W (gflang, (I— 63)715(9*1379))
:/ (0497 09) + [9‘10+g7g‘159]7(1—ER)_19_18‘9>9
/ (972019, (1 = eR)™(0-(97209) + 97" 0-g,9™"09)) )

i
/W (g7 Y6g), J_ )9+/W <[g_15+g,g_15g],J_)g
/ ( g7169), J+) —/W <[9_1379,g_16g],(]+)g

.02 = 000) + | (5700 lg0-9.04]) = [ (5700100 ]),

w
(o
_ /W (97160,0- 7 = 0T+ [(T = R, T ] + (T + R, L])g
L
(

_/W

kde jsme vyuzili postupné integrace per partes a vymizeni hrani¢nich ¢lenti a dale ad-invariance,
bilinearity a symetrie formy (-,-)y. Vzhledem k libovolnosti g~1dg a nedegenerovanosti formy
(+,-)g je zfejmé, Ze uvedena rovnice je splnéna, pravé kdyz plati

(9+J, - 6,J+ + E[Jf, J+]R =0. (318)

g

g

“159,0_Js — Dsd_ — [RI_, J4] — €l J_, RJ+])
g

g09,0_ Ty — 0y J- —elJ-, J+]R)g,

Pfislusné 1-forma J(g) s hodnotami v gr mé tedy tvar

J(g9) = J(9)de™ + J_(g)d¢™
=—(I+eR) g7 r0,gdeT + (I —eR) g0 g de. (3.19)

Vztahy (BI8) a (8.19) jsou konzistentni s dfive uvedenymi vztahy (B.I5) a (B.14) ve smyslu
specidlniho pfipadu — konkrétné pro Yangtv-Baxtertv model, tj. pro £ = 1.
Povsimnéme si nyni uré¢ité podobnosti mezi tvarem Laxovy konexe (B.3)), (3.4) pfitazené
k hlavnimu chirdlnimu modelu a ploché konexe ([B.I6]) pfifazené k Yangovu-Baxterovu modelu.
Ta ma pro tento pfipad (E = I) specidlni tvar
2
B (q.) = 1 1+e 1

Orgeg-t =1 — €. 3.20
1Fiel £eR 1 £9ede 17 * (3.20)

Podafi-li se nalézt pro kazdé e feSeni g. Yangova-Baxterova modelu ([B.I7) takové, ze veli-
¢iny uS nezavisi na €, pak (3.20) pfejde na Zakharoviv-Mikhailoviv Laxuv par (8.6) pro
hlavni chirdlni model (pro volbu A = —ie). Potom podle sekce [3.1] dostaneme feseni g(£7,£7)
hlavniho chiralniho modelu spliujici

uy =g '04g.

Podstatny zavér prozatim je, Ze existuje vztah mezi plochou konexi B¢(g) s hodnotami
v g kanonicky pfifazenou Yangovu-Baxterovu modelu a Laxovou konexi A%()\) piifazenou
hlavnimu chirdlnimu modelu. Ukéze se, ze takovy vztah plati i v obecnéjsim smyslu, coz ndm
posléze umozni zkonstruovat Laxtv par pro samotny Yanguv-Baxtertuv o-model.
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3.4.2 bi-Yanguv-Baxteruv oc-model

Zjistili jsme tedy, Ze existuje jisty deformovany o-model (Yanguv-Baxtertv model) takovy,
7e jeho deformacni parametr € lze interpretovat jako spektralni parametr v Laxové paru
odpovidajiciho nedeformovaného modelu (hlavniho chiralniho modelu). Hledejme proto Laxtiv
par Yangova-Baxterova modelu tak, Ze provedeme Poissonovu-Lieovu deformaci Yangova-
Baxterova og-modelu takovou, aby bylo mozno interpretovat novy deformacni parametr 7 jako
spektralni parametr v Laxové paru nedeformovaného (tj. nyni Yangova-Baxterova) modelu.
Zduraznéme, ze samotny Yanguv-Baxteruv model, ktery hrél ilohu deformovaného hlavniho
chiralniho modelu, hraje nyni ilohu nedeformovaného modelu. Jeho deformace je pak vlastné
dvakrat deformovany hlavni chirdlni model.

V predchozi sekci bylo uvedeno, ze hlavni chirdlni model vykazuje standardni symetrii
vzhledem k pravé i levé akci grupy GG na sebe samu, zatimco Yanguv-Baxtertiv model vyka-
zuje standardni symetrii vici levé akci G a P-L symetrii vici pravé akci G. Yanguv-Baxtertv
model tedy chapeme jako pravou P-L deformaci hlavniho chiradlniho modelu. Potom se na-
bizi zkonstruovat onen dvakrat deformovany model provedenim P-L deformace levé symetrie
Yangova-Baxterova modelu. Ukaze se, Ze tento postup skutecné vede ke konstrukei hledaného
Laxova paru.

Hledame tedy levou deformaci Yangova-Baxterova o-modelu, kterd zachova pravou P-L
symetrii. Z pfedchoziho textu je jiz zndmé, ze obecny o-model s pravou P-L symetrii ma tvar

i)
S (E)0) = [ (6710.0.(8, ~ B g0 g), aE)

kde deformacni parametr je oznacen €, pro zdtraznéni skutec¢nosti, Ze se vztahuje k pravé P-L
symetrii. Je zfejmé, ze hledany model musi mit tento obecny tvar. Problém se tedy redukuje
na nalezeni vhodného operatoru E : g — g takového, aby o-model S, (E)(g) byl zérovenn P-L
symetricky zleva. K nalezeni vhodného operatoru F vyuzijeme poznatku, Zze difeomorfismus
g — g~ ! zaméhuje pravou za levou akci grupy G na sebe samu. Odtud vSak plyne, Ze model
BI3) s pravou P-L symetrii bude mit zéroven i levou P-L symetrii v pfipadé, ze existuje
dvojice operatortt E, E' : g — g takovych, Ze

Se,(E)(g7") = Se,(E')(9),

kde
S (E)(g) == /W<g—1a+g, (B! — aR) g 10_g),.

Parametry ¢, a ¢ odpovidaji postupné pravé a levé P-L symetrii. Snadno se lze presveédcit,
ze operatory E a E' lze volit ve tvaru

E:=1—-¢R, E' :=1—-¢R,
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nebot

Se,(I —aR)(g™") = [ (90+97 ", (I - Ry — & R)'g0_g '),

(9(971019)97 ", (I — Ry — ¢ R) 'g(g ' 0-9)g")q

%\%\%\%\

(Ady(g10+9), Adg(Ey — ¢R) ' Adg-1Adg(g10-g))g

( la+ga( - ElR) 1679)9

= Sa(E")(9),

kde jsme vyuzili invariance formy (-,-)g. Odtud tedy o-model vykazujici zaroven pravou i
levou P-L symetrii mé tvar

Sere(9) = Se, (I — eR)(g) = /W(glmg, (I — Ry — e R) g7 t0_g),. (3.21)

Tento model nazveme bi- Yangiv-Baztertiv model. Lze si povSimnout, Ze je €;-deformaci Yangova-
Baxterova modelu ([3.I7)) a dvouparametrickou deformaci hlavniho chiralniho modelu (3.2)).

Vzhledem k symetrii bi-Yangova-Baxterova modelu lze zvolit plochou konexi B (FE) ve
tvaru (3I6) pro £ = I — ¢R. To znamend, ze je-li g, ¢, TeSenim polnich rovnic bi-Yangova-
Baxterova modelu (3.:21]), potom pole

Bi(ger) = (I E @R +ie,) (£ @R+ o R1 ) g, il = ([ @R Fie,) foe (3.22)

jsou chirdlnimi komponentami ploché konexe B (I — ¢ R). Faktor f predstavuje normalizac¢ni
parametr, jehoz uzitecnost vyjde najevo pozdéji.
Zvolme nyni nasledujici ansatz pro hledany Laxtv par Yangova-Baxterova o-modelu

A (~in) = (T ale,mR +ier(en)) f(emus, (3.23)

kde € je deformaé¢ni parametr v akci Yangova-Baxterova modelu [BI7), —» je imaginarni
cast spektralniho parametru A, funkce €,, € a f je tfeba urcit a v$ mohou zaviset pouze na
€, nikoliv na 7. Volba tohoto ansatzu je motivovina vztahem mezi Yangovym-Baxterovym
modelem a hlavnim chirdlnim modelem, jmenovité pak vztahy [B.20) a (3:22)).

Podminka nulové kiivosti v g* pro A% (—in) zni

04 A (—in) — 0- A (—in) + [AZ(—in), A (=in)] = 0.

Tuto podminku v g€ lze pfepsat na dvé podminky v g, tj. na redlnou a imaginirni ¢ast
puvodni podminky. Dostavame rovnosti

Re{A4%} = (I £ ¢R)fos,
Im {Ait} - ie7"fv:|:7
(A2, AS] = [(I — aR) foS —ie fol, (I + g R)foS + i€ fos]
_ fZ([([ — R, (I + RS ] + ef[ui,v;D
+ if2er<[vi,v§r] + [ve, RvS ] — [ve,v5] + el[Rvi,vﬁr])
= P2(I7 = R (T + aR)s] + e, 05)) +if2ealos, v ],
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kde jsme vyuzili toho, ze v§ € g. Odtud je vidét, ze ptivodni podminku kompatibility v gC
lze piepsat na dvé podminky v g ve tvaru

0= 04v¢ + 0_v§ + e f[v,vi]R, (3.24)
0= (I —gR)O;v" — (I +R)O_vs + f[(I — R, (I +R)v] +erf[ve,ve].  (3.25)

Zaptusobime-li na ([3:24)) operatorem R, vyuzijeme identitu ([8.9]) a dosadime do druhé rovnice

3:25), dostaneme
0= 010" — 0_v5 — RO — qRIO_vS + fI(I — R, (I + e R)vS] + €2 f[ve, v ]
= 010" — 0_vS + € f([Rv", RvS] — v, v%]) + €2 fv°, vS]
+ flve, o] + e f oS, RoS] — e f[RvE, v ] — € f([Rv, RuS]
= 0405 — 0_vS + (€2 — e + 1) f[ve,v5] — e f[RvE, 05 ] + e f[ve, Rus]. (3.26)

Vzhledem k tomu, ze veliiny v$ nezavisi na parametru 7, vyplyva z rovnic (3.24) a (8.26),

%e na ném nezavisi ani veli¢iny ¢, f a (e2 — 7 + 1) f. Zéavislost na parametru € lze stanovit pro-

zkoumanim pohybovych rovnic a Bianchiho identit Yangova-Baxterova o-modelu. Pohybové

)

OpJ- —0-Jy +elJ_, Jylr =0, B18)

kde podle (319) (E = 1)
Ji=F(I £ eR) g 0z,

coz lze ekvivalentné prepsat do tvaru
g 1019 =TF(I +eR)Js.
7 vlastnosti Lieovy algebry ihned plyne platnost vztahtﬁ
04 (97'0-g) —0_(97'049) —l97'0-g,9 '019] =0,
odkud po dosazeni za g~'0+¢g z pFedchozi rovnosti dostaneme
(I —eR)O1J_+ (I +€R)O_Jy +[(I —eR)J_,(I +€R)J;] = 0. (3.27)

Prévé uvedend rovnice predstavuje Bianchiho identitu pro Yangiv-Baxtertiv model. Nyni
aplikujeme na pohybové rovnice ([3.I8) operator R, dale vyuzijeme identity (3.9) a vysledek
dosadime do (3.27)). Pak 1ze Bianchiho identitu (3.27) pfepsat jako

O J +0_J +(1—eN[J_,J] —€e[RI_,J]+€[J_,RI] =0. (3.28)

Odvozeni této rovnice je analogické postupu pro rovnici ([B.26]). Na zakladé srovnéni rovnice
B24) s (BI8) a rovnice (3.26]) s (3:28)) polozme
Vi =FJr = (I £eR) g 0ug,
af = —e, (3.29)
(- +1)f=¢ -1 (3.30)

3Jedné se o pullback Maurerovy-Cartanovy rovnice do W. Pro uréitost odkazujeme na postup vedouci

k rovnici (2:22]).
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Vzhledem k rovnici ([3.29)) 1ze nyni ansatz pro Laxtv par (3.23) pfepsat do tvaru

Ag(=in) = (Flen) F eREif (e,n)es(em) )05 (3.31)

Faktor stojici v (8:31]) pfed operatorem R nezavisi na parametru 7. To ndm umoziiuje zménit
puvodni ansatz do tvaru

¢ NCORP
AS(N) = <F(e) FeR+ i )\> V%, (3.32)
kde A je obecné komplexnﬂ spektralni parametr. Pro volbu A = —in totiz dostavame

A (—in) = <F(e) + 16167;2 TeR+ 1%) vy,

a pro
G(e)
1+n?’

fle,n) = F(e) + fle,n)er(e,m) = ; (3.33)

rekonstruujeme ptivodni ansatz (3.31]).

Dosazenim ([3.33) do (330) dostavame podminku

G*+GQ2F +1-¢%)
1+ n?

=+ F(E—-1)—-F?=0.

Obé strany jsme polozili rovny 0, nebof podminka mé byt splnéna pro vSechna 7, pfi¢emz
virazy G2 + G(2F +1 — €2) a €2 4+ F(e2 — 1) — F? na 1 nezévisi. Tato podminka je zjevné
splnéna plati-li zaroven

G+2F=eé—-1, E+F(E-1)-F*=0.

Kvadraticka rovnice pro F' méa dvé Teseni, ovSem pouze jedno z nich dava spravnou limitu
€ — 0, kdy hledany Laxtv par pro Yangtv-Baxteriv model méa prejit ve znamy Zakharoviiv-
Mikhailoviv Laxtv par (3.4) pro hlavni chirdlni model. Celkem pak dostédvame

F(e) = €%, G(e) = —(1+ €.

Laxtv par pro Yanguv-Baxteriv o-model (3.17) ma tedy tvar

1+ ¢
e (2 _ 34
£ (\) :F<€ FeR 1i>\>J:I:7 (3.34)
resp.
e 2 1+¢ -1 -1
AS(N) = (e FeR - T (I £eR) g "0xg. (3.35)

Stejné jako v pripadé hlavniho chirdlnitho modelu, 1ze i v tomto pfipadé Laxtv par interpre-
tovat dvéma zpiisoby:

4m: o - p .. s
Tj. mize mit obecné nenulovou redlnou i imaginarni ¢ast.
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(i) Uvazme dvé zobrazeni Jy : W — g takové, ze veli¢iny A% (\) : W — g* definované
vztahy (3.34)) spliuji pro kazdé A € C podminku nulové kfivosti

0 AC (N) — O_ A% (M) + [A° (\), A5 (V)] = 0.

Potom musi platit J. = F(I & eR) 19 10+g, kde g : W — G spliiuje pohybové rovnice
Yangova-Baxterova o-modelu (3.17).

(ii) Naopak uvazme feSeni g : W — G Yangova-Baxterova o-modelu (3.I7) a pfifadme
k nim veli¢iny AL (A\) : W — g€ podle vztahu (3.35). Potom tyto veli¢iny spliiuji pro

kazdé komplexni A podminku nulové kiivosti.

Ovéfme, ze platnost vyse uvedené podminky nulové kiivosti pro vyrazy (B34) a pro
vSechna \ € C je skuteéné ekvivalentni platnosti pohybovych rovnic (3.I8) a Bianchiho iden-
tity (3.29).

0= A (N) — A% (V) + [A° (1), 45 (V)

14 € 14 €
_ 2 _ 2 _ _
_<e +€R 1_)\>8+J_+<e eR 1+)\>8_J+

14 € 14 €
— |:<62—|—6R— 1_>\>J_,<e2—eR— 1+)\>J+].

Po vynasobeni vyrazem (1 — A\2) a vyjadieni v mocninach \ dostavame

0= A2< (4 eR)DsT_ — (2 — eRYI_J4 + I, T — E[J_, RIL] + E[RI_, J.] — 62[RJ,,RJ+])
P+ ) (a,J+ 0T — e[RI_,J4] — €l RJ+])
+(E4+eR-1—€e)0,J_ + (2 —eR—1—€2)0_Jy —*J_, ]+ [J_, RJ,]
+ (14 ), Jy] = E[RI-, 4] + E€[RI-, RJ] + €(1 4 )[R, J4]
+ A+ AT, Ti] = e(L+ )T, RI] = (L+ )2, Ty

Ma-li tato rovnost platit pro vSechna A € C, musi byt nulové koeficienty u vSech mocnin \. Je
ihned zfejmeé, ze koeficient u A! je nulovy pravé tehdy, je-li splnéna pohybova rovnice (3.1I8)

OpJ_—0_Jy +elJ_,Ji]r=0.

Upravme nyni koeficient u A\? tak, ze jej vhodné uzavorkujeme, pii¢teme a odecteme vyraz
€2[J_, J4] a nakonec vyuzijeme identity (3.9). Dostaneme

0=—(2+€R)DyJ_ — (2 —€R)O_J, + e, J ] —E[J_,RIL] + E[RI_, Jy] — E[RJI_, RJ,]
— (6+J_ YO Ty (1= @), Ju] — e[RI_, Ji] + €l J_, RJ+])

- eR<a+J, —O_ T+ €], J+]R>.

Vzhledem k tomu, ze platnost pohybové rovnice jiz byla ukizana je zfejmé, ze tato rovnost
je splnéna, pravé kdyz plati Bianchiho identita (3.28])

O J_ +0_Jp+(A—eD[J_,J ] —€e[RI_,J |+ €[J_,RI.] =0.
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Posledni krokem je ovéfit, ze podminka na vymizeni koeficientu u mocniny A° je konzistentni
s predchozimi a nevynucuje platnost dodateénych podminek. Absolutni ¢len vhodné uzévor-
kujeme a vSimneme si, Ze vyraz v prvni velké zavorce je vlastné zaporné vzaty koeficient
u kvadratického c¢lenu, a ten je nulovy, zatimco ¢len ve druhé zévorce je Bianchiho identita,
ktera je rovnéz nulova.

0= ((62 RO T + (€2 — eR)O_J, — [T, Ju] + EJ_, Ry — E[RI_, J,] + ¢ [RJ_,RJ+]>
— (U4 ) (0 d+ 0Ty + (L= T, ] = e[RI T ] + el R

3.5 Priklady

Na zavér zkonstruujeme nékolik explicitnich prikladt. Cilem je ukéazat, jak bude vypadat
nalezeny Laxtv par (3.35) v konkrétnich pfipadech, kdy za grupu G zvolime postupné grupy
SU(2), SU(3) a Spin(5) (coz je univerzalni nakryti grupy SO(5)). VSechny tyto grupy jsou
prosté, kompaktni, souvislé a jednoduse souvislé. Zaroven rozebereme strukturu algebry gg.

3.5.1 Prvni priklad: SU(2)

Zvolme nejdiive G = SU(2). Potom g = su(2) a g€ = su(2) + isu(2) = sl(2,C). Jak znamo,
su(2) je redlna algebra vsech antihermitovskych bezestopych matic 2 x 2. Dimenze této algebry
je zjevné 3 (obecnéji: dim su(n) = n? — 1) a jeji bazi lze zvolit napi. jako trojici (X1, X2, X3),

kde
1/0 —i 1/0 -1 1 /-1 0

Komutacni relace jsou dany vztahem
[Xs, Xj] = €iju X,

kde €, je Levi-Civitlv permutacni symbol. Je zfejmé, ze bazi pfislusné komplexifikace,
tj. algebry sl(2,C), lze volit stejnou. Pro nase tucely se vSak ukazuje vyhodnéjsi zvolit bazi
J = (J4,J-, J3), kde

Jr=+X1 +iX, a J3 (= iX3.

Komutac¢ni relace pak maji tvar
[J3, Jj:] = iJj: a [J+, J_] = 2J3.

Odtud je okamzité ziejmé, Ze operator ad s, je poloprosty, nebot je diagonalni v bazi J. Jeho
vlastni hodnoty jsou 0 a +1 a pfislusné vlastni vektory jsou postupné Js a Ji. Lze si navic
vSimnout, Ze operatory ad;,_ jsou nilpotentni.

Cartanovu podalgebru zvolime

hC := span(J3).
Obecny prvek z h€ mé tedy tvar H = bJs, kde b € C. Potom

adHJi = [H, Jj:] = ibJ:t
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a mnozina kofent ® tak obsahuje funkcionaly +«, definované vztahem (+a)(H) := b. S ohle-
dem na definici je o kladnym korfenem. Z teorie dale vime, Ze pro kofen « existuje pravé jeden
H, € hC takovy, ze pro viechna H € h© plati o(H) = k(H, H,), kde x je Killingova forma
na sl(2,C). Vektor H, snadno nalezneme. Ztejme H, = cJ3 pro néjaké ¢ € C. Potom

1
1= a(Js) = k(Js, Hy) = cr(Js, Js) = ¢ = ——
a(J3) = k(J3, Hy) = ck(J3, J3) = B

Vzhledem ke komutacnim relacim je zfejmé, Ze matice operatoru ad;, v bazi J je

1 0 0
Tadp)=[0 -1 0
0 0 O
Potom
k(J3,J3) = tr(ad s, cady,) = 2
a tedy

1 1/1 0
Ha—§J3—z<o _1>-
Chceme vybrat bazi (E,, E_q, Hy) tak, aby spliiovala vztahy 317) a (3.8). Navic zfejmé
stac¢i ovéfit vztahy (B.7), nebot ty zbyvajici jsou jejich dusledkem. Prvni rovnost v (3.17) plati
v disledku konstrukce béze (J, J_, H,). Zvolme nyni E, := ¢;Jy a E_, := caJ_ a hledejme
konstanty c1, co tak, aby platilo
(T4, T ) = #(Ea, B-y) 2 4
C1C2K )=k a) = ———— =4
1€2 +’ ) « K/(Ha, Ha)
7 komutacnich relaci opét snadno odvodime tvar matic operatort ad;, a ad;_ v bazi J.
Dostavame
0 -1 0
0 0 a  Jd;)=10
2 0 -2

J(adJ+) -

o O O

0 0
01
0 0

odkud ihned
K(JJr, J,) = tr(adJ+ o adJ_) =4.

Konstanty ¢, ¢y 1ze tedy volit ¢; = co = 1 a hledané béaze algebry sl(2,C) ma tvar trojice
(Eo, E_o, Hy), kde

1 .
Fiy=Jr =X +iXo a H, = §J3 = %XB

Nyni se vratime zpét k algebfe su(2), v niz zvolime novou bézi B = (T, B, C), podle vztahti

T:=iH, = —%Xg,
i

B := %(Ea +E_,) = —V2Xo,
1

C:=—=(E,—F_o) =V2X;
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|T B C
T|0 3B iC
B 0 0
C 0

Tab. 3.1: Komutaé¢ni relace v algebfe gr pro g = su(2).

Operator R méa v této bazi podle definice tvar

00 O
SR=1{0 0 -1
01 0
a Laxtv par (3.38) ma tedy tvar
2
1
€ENTF 0
A+1 )

“(M]s = ‘ “10.1g]s,
AL (V)]s oy | fetosals
0 eA 1

—1FA —1FA

kde [g~10+g]p oznacuje sloupcovy vektor souradnic prvku g~ 1d.g v bazi B.
Po zavedeni operatoru R : g — g jsme v sekci zavedli algebru gr := (g, [, ]r), v niz
byla Lieova zavorka definovana vztahem

[X,Y]g:=[RX,Y]+[X,RY], X,)Yeg @ID)

Algebra gg je zfejmé generovana stejnou bazi jako algebra g, tj. v tomto piipadé bazi B =
(T, B, C) a jeji komutaéni relace ([B.I1]) shrnuje tabulka 31l V [26] se o této algebfe tvrdi, Ze je
izomorfni Lieové algebfe piislusné k Lieové grupd AN, tj. relné podalgebie v g€ generované
vektory Hy, V2E, a iv2E,. Komutaéni relace v obou algebrach jsou viak stejné, nebot

[Ho, V2E,)] = %\/iEa, [H,,iV2E,) = %i\@Ea, [V2E,,iV2E,] = 0.

Obé¢ algebry jsou tedy skutecné izomorfni.

Zminované izomorfii algeber odpovidaji i dalsi vlastnosti algebry gr. Jmenovité jeji fesi-
telnost a existence dvourozmérného abelovského nilradikalu. Podivejme se nejdfive na resi-
telnost. Podle definice zkoumame derivovanou sérii algebry ggr, pfi¢emz postupné dostavame

gg) :=gr = span(T, B, (),
Qg) = [gRa gR]R = Spa‘n(B7 C)7
aiy = lok, o' 1r = {0}.

Algebra gg je tedy skuteéné feSitelna. Druhjm krokem je nalezeni dvourozmérného abelov-
ského nilradikalu. Zjevnym kandidédtem na néj je I = span(B, C). I je zfejmé dvourozmérnym
abelovskym idedlem. Navic kazdy abelovsky idedl je nutné nilpotentni. Zbyva tedy ovérit jeho
maximalitu. Pfidanim dalsitho nezéavislého generdtoru (bez jmy na obecnosti 7') dostaneme
zpét celou algebru gg, ktera je sice svym idealem, nikoliv v8ak jiz nilpotentnim.

5Pro uplnost poznamenejme, 7e se jedna o grupu vystupujici v Iwasawové rozkladu K AN.
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X, Xy X5 X4 Xs Xg X, Xs
X, |0 X, Xs 0 0 X, 22X, X,
X, 0 0 —X; Xs 0 2X,  —X,
X3 0 Xs 0 X, X3  —2Xs
Xy 0 -X3 0 —Xy 2X4
X5 0 X7+ X —X5 —X5
Xg 0 Xs X
X7 0 0
Xsg 0

Tab. 3.2: Komutac¢ni relace v algebte sl(3,C).

3.5.2 Druhy priklad: SU(3)

Druhym ptikladem je Lieova grupa G = SU(3), pfislusna realna algebra su(3) a jeji komplexi-
fikace sl(3,C). Dimenze obou algeber je 8. V algebie s[(3,C) zvolime bazi X = (X,..., Xs),
kde

01 0 00 0 00 0 00 0
X;:=(0 0 0], Xo:={10 0], Xs:=[00 1), Xy:=[00 0],
00 0 00 0 00 0 010
00 1 00 0 1 0 0 00 0
Xs:=10 0 0|, Xe:=[0 0 0], Xy:=[0 -1 0], Xg:={0 1 0
00 0 100 0 0 0 00 -1

Komutac¢ni relace jsou uvedeny v tabulce
Z tabulky komutacnich relaci je vidét, ze operatory adx, a adx, jsou poloprosté (diago-
nalizovatelné), nebot jsou v bazi X pfimo diagonalni

Y(ady,) = diag(—2,2,1,-1,-1,1,0,0),
Y(ady,) = diag(1,-1,-2,2,-1,1,0,0).

Navic k vlastnimu ¢islu 0 jsou v obou ptipadech pfislusné pravé vlastni vektory X7 a Xs.
Cartanovu podalgebru v sl(3, C) 1ze tedy volit

h© := span(X7, Xg).

Uvazme obecny prvek H := diag(ay,as,a3) € hC a definujme funkcionaly w;, i = 1,2,3, na
hC vztahem
W; (H) = Q.

Zavedme dale funkcionaly «;, i = 1,2, 3 vztahy
a1 = W1 — W, a9 i— Wy — W3 a a3 i— W1 — Ws.
Snadno se lze pFesvédéit, Ze potom pro kazdé H € hC plati

[H, Xl] = Oél(H)Xl, [H, Xg] = —Oél(H)XQ, [H, Xg] = OéQ(H)Xg,
[H, X4] = —Oé2(H)X4, [H, X5] = Oég(H)XE,, [H, Xﬁ] = —Oég(H)Xﬁ.
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Pro ilustraci zkontrolujme naptiklad prvni ze vztahti. Necht H = aX7 + bXg = diag(a,b —
a, —b). Protom

RHS = Oél(H)Xl = (a - (b - a))X1 = (2a - b)Xl,
LHS = [H, Xl] = a[X7,X1] + b[Xg,Xl] = (2a — b)Xl
Mnozina kofeni je ® = {£+a; | i = 1,2,3}. Kladné kofeny jsou «; a prosté kofeny jsou a; a
a9.
Déle je treba nalézt prvky H,,, Hqy, € hC prislusné k prostym kofentim. Ziejmé H,, =
a1X7 + ao Xg a fesime tedy soustavu 2 linearnich rovnic pro 2 neznamé konstanty a1, as
2 = a1(X7) = k(X7, Hy, ) = a1k(X7, X7) + azk(X7, X3),
—1 = a1(Xg) = k(Xg, Hy,) = a1k(Xg, X7) + azrk(X7, X3),

kde « je Killingova forma na sl((3,C). Hodnoty (X7, X7), k(X7,Xs) a x(Xs,Xs) snadno
spocteme, protoze zndme matice ¥ (adx,) a ¥ (ady,). Vysledek je

H(X7,X7) = H(XS,Xg) =12 a lﬁ;(X'y,Xg) = H(X87X7) = —6.

Po dosazeni téchto hodnot zpét do uvedené soustavy rovnic nalezneme konstanty a; = 1/6 a
as = 0. Celkem tedy

1
Ha1 - EXY
Obdobneé lze nalézt rovnéz druhy vektor
1
Ha2 - EXS

Pro dalsi postup se nam bude hodit také prvek H,, pfislusny ke kofeni a3. Ten ma tvar
1
Ha3 = 6<X7 + Xg)

Stejné jako v predchézejicim piikladé grupy SU(2) také nyni hleddme bazi (Ey, H),) ace

peEDP

komplexifikované algebry g& = sl(3,C), ktera spliiuje relace ([3.7). Oznaéme
Ey, =X1, E_o =Xo, By =X3, FE_, =Xy, Eu:=X5, E_o =X

Z ptedchozi konstrukce je jiz zfejmé, ze pak baze (Eqy, E—ay, -y Py, Hay, Hay) splni prvni
rovnost v ([B.7)). Zbyva tedy otazka druhé rovnosti

2
FEy,E_ ()= ———— .
"i( )y Oé) H(Ha7Ha)7 (ORS

Hodnoty x(Hg,, Hy,), @ = 1,2,3, spoc¢teme snadno. Napiiklad x(Hy,, He,) = %K(X%X?).
Celkem dostaneme )

n(Hai,Hai):g, 1=1,2,3.
Tim je urcena prava strana zkoumané rovnosti. Na levé strané je tfeba spocitat vyrazy typu
K(Ea, E_y). K tomu ndm pomize znalost matice operatort adg, a adg__, v bazi X, kterou
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snadno urc¢ime pohledem na komuta¢ni tabulku Budeme dale uvazovat kofen ay, pro
ostatni kofeny je postup obdobny. Ziejmé

00000 0 -2 1 000 0 000 0
00000 0O 0 O 0O 00 0 00 2 —1
00000 0 0 0 000 0 100 0

N 00000 -1 0 0f » 0 00 0 000 0

(dea) =15 0100 0 o ol @Ea)=|0o 00 0 000 o0
00000 0 0 0 0 00 -1000 0
01000 0 0 0 100 0 000 0
00000 0 0 0 0 00 0 000 0

Potom k(FEq,, E-o,) = tr(adg,, cadg_,, ) = 6 a stejné vyjdou i ostatni vyrazy. Celkem
K(Ea;s E—a;) = 6, pro:=1,2,3.

Porovnanim pravé a levé strany nakonec dostavame, ze zkoumané rovnost je splnéna. Hledana
baze tedy je
(EOél Y E—Oél 9 EOCQ? E—Oé27 EO(37 E—Oé37 Ha17 Ha2)7

kde
Ey, =X1, E_y =X, E,, :=Xs, E_,, =Xy,
Eo, :=X5, E_oy:=Xg, Hy = éX77 H,, = éXs,
V algebie g = su(3) pak zavedeme bazi

B = (TlﬁTQ?Bl,BZa B3, Cla C2, 03),

kde
; 1 0 0 : 00 O
Tl:é 0 -1 0], TQ—E 01 0],
0 0 O 0 0 -1
; 010 : 00O : 0 01
Bi=— |1 0 0]}, Bo=—|(0 0 1]}, Bs=—|(0 0 0],
V2 0 00 V2 010 V2 1 00
1 0 10 1 0 0 O 1 0 0 1
Ci=—=1[-1 0 0}, Co=—10 0 1}, C3=—10 0 0.
V2 0 0O V2 0 -1 0 V2 -1 0 0

Yangtv-Baxteriv operator R mé v tomto pifipadé v bazi B matici

000O0O0OTO0O O O
000O0O0OTO0O O O
000O0O0O-1 0 0
Bp_ 000O0O0OTO0 -1 0
0000O0O O0 0 -1
00100 0 0 O
00010 0 0 O
00001 0 0 O
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n T, B By Bs Ch Cy Cs
Ty [0 0 3B —%Bo %33 31 —3Cs %03
T, 0 —#B1 3By B3 —3Cy 102 5Cs
B; 0 V2B; 0 0 f 2C5 0
B, 0 0 —V2Cs 0 0
Bs 0 0 0 0
Ci 0 —Vv2B; 0
Cs 0
Cs 0

Tab. 3.3: Komutacni relace v algebfe gg pro g = su(3).

a Laxtv par (3.35]) se spocte obdobné jako pro pfipad SU(2). Jeho explicitni tvar je

. EXF1 1 €A
[AXNs = |57+ —13F>\J2 13F>\J3 [g 101915,

kde matice J; jsou dany vztahy
Jp := diag(1,1,0,0,0,0,0,0), Jy:=diag(0,0,1,1,1,1,1,1) a J3:= BR.

Uvazme nyni algebru gr := (su(3), [, |r). Komutaéni relace v této algebie v bazi B jsou
uvedeny v tabulce 3.3l Stejné jako v pfedchozim piikladé, také nyni snadno ovéfime, Ze algebra
gr je izomorfni algebfe prislusné k Lieové grupé AN. Lieova algebra ke grupé AN je opét
algebra bezestopych komplexnich hornich trojuhelnikovych matic s redlnou diagonélou a lze
ji zjevné chapat jako redlnou podalgebru v g€ generovanou souborem

(Hal Y HCVZ? \/iEal ’ \/iECVZ’ \/iEQS ) i\/iEal ’ i\/iEC“2 ’ 1\/§Ea3)

Neni obtizné se presvédcéit, ze obé zkoumané algebry maji stejnou strukturu komutacnich
relaci a jsou tedy izomorfni.

Na zévér celého ptikladu se opét presvédéime, ze algebra gg je TeSitelnd a ma nilradikal
dimenze 6. Resitelnost této algebry je patrna ihned z tabulky komutacnich relaci. Plati totiz

gg) = gr

[gR ,gR ]R = span(By, Be, B3, Cy,Cy,Cs),
[GR ,QR ]R = span(Bs, C3),
[gR 79R ]R = {0}.
Kandidéat na nilradikal je I := span(Bj, Bs, B3, C1,Co,(C3). Snadno se lze presvédéit, Ze se
skutecné jedna o idedl v gr. Dale je nutné ovéfit jeho nilpotenci. Podle definice dostavame
It =1,
I? := [I', I]g = span(B3, Cs),
3= [I%I)g = {0}.

Ideél I je navic maximélni, nebof pfiddnim (nenulové) linedrni kombinace vektort 77 a Th
mezi generatory I, porusime jeho nilpotenci.
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3.5.3 Treti priklad: Spin(5)

Jako posledni pfiklad zvolime grupu G = Spin(5). Pfipomenme, ze Spin(5) je univerzalnim
nakrytim grupy SO(5). Ptislusna redlna algebra je tedy g = so(5), coz je algebra vSech reél-
nych antisymetrickych matic rozméru 5x5 s determinantem rovnym 1. Komplexifikace algebry
g je potom algebra g€ = s0(5, C). Dimenze obou algeber je 10 a soubor jejich generatorti lze
zvolit jako X := (Xq,...,X10), kde

0 -1 000 0 0100
1 0 00O 0 00 00O
Xp:=10 0 0 0 O], Xo:=1-1 00 0 0],
0 0 00O 0 00 00O
0 0 00O 0 0000
000 —-10 0 0001
000 0 O 0 0000
Xz3:=10 0 0 0 O], X4:=10 000 0],
100 0 O 0 0000
000 0 O -1 0 0 0 O
00 0 0O 0 0 00O
00 -1 00 0 0 010
X5: =101 0 0 0], Xe:=10 0 0 0 O],
00 0 0O 0 -1 000
00 0 0O 0 0 00O
0000 O 000 0 O
0000 -1 000 0 O
Xg:=10 0 0 0 0], Xg:=10 0 0 -1 0],
0000 O 001 0 O
0100 O 000 0 O
00 0 0O 0000 O
00 0 0O 0000 O
Xg:=10 0 0 0 1], Xipo:=10 00 0 0
00 0 0O 0000 -1
00 -1 00 0001 O

Komutacni relace téchto algeber jsou uvedeny v tabulce 3.4
Cartanovu podalgebru h€ lze zvolit jako mnozinu

hC = span(iXs,iX1g) = {diag (0,& <(1) Bl> ,b <(1) Bl>> ‘ a,b € (C},

kde jsme pro pohodlnost pozdéjsich vypoctlh matice X5 a Xj¢ vynésobili imaginarni jednot-
kou. Uvazme nyni obecné H € hC. Ziejmé H = aiXs + biXjo pro néjaké a,b € C. Potom
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X1 X X3 Xy Xs X X7 X3 Xg Xy
X | 0 —X; —Xg —X7 Xo X3 X, 0 0
X, 0 —Xs —Xo —-X, O 0 X3 X4 0
X3 0 —X10 0 -Xi 0 —Xo 0 Xy
X, 0 0 0 —X X, —Xs
X; 0 —Xg —Xo X¢ X; 0
Xg 0 —X10 —Xj5 0 X7
X, 0 X, —Xg
X3 —X10 Xo
Xo 0 —Xg
X1 0

Tab. 3.4: Komutad¢ni relace v algebte so(5,C).

vlastni hodnota

vlastni vektor

0
+a
+b

+(a+b)
+(a—0)

1X5,1X10
iX7 £ X5
X5+ X,

FXe +1X7 +iXg £ X
+Xg +1X7 —iX7 £ X

Tab. 3.5: Tabulka shrnuje vlastni hodnoty a pfislusné vlastni vektory operatoru ady, H =

aiXs + biXqg.

matice operatoru adg v bazi X ma tvar

0

L

S|
e
S

o O O

ib

[
i

OO OO oo oo
=N eleoNeoNoNoNeNe Nl
OO OO oo

o O

S oo o oo

0

N eoleoBoNoNoleoNeNe N

S o oo oo

—ib
—ia
0
0

e NeNeNoe N

=SS

0
—ia

0

0O 0 O
0O 0 O
0 0 O
0 0 O
0 0 O
ia 0 O
0 ia O
0 ib O
—ib 0 O
0 0 O

Vlastni hodnoty a k nim pfislugné vlastni vektory jsou shrnuty v tabulce

Na podalgebie hC zavedeme funkcionaly «; prostfednictvim vztahi

a1 (H) := a, ag(H) :=b,

pro kazdé H = aiX5 + biX;0 € h®. Mnozina kofenti je potom ziejmé ® = {+a; |i =1,...

a déle

(b+ = {CMl...,Oé4},

as(H) :=a+b,

(I)p = {012, 014}.

ay(H) :=a—b,
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Prvky Hy,, H,, € hT piisluiné k prostym kofentim nalezneme obdobné jako v ptedchozich
prikladech. Maji tvary
i i
HOQ = EXIO a Ha4 = 6(X5 — XlO)-

Neni obtizné se presvédéit, ze bazi komplexifikace g© = so(5, C) splijici relace (B.1) lze
vybrat jako soubor (Ea,, E—ayy -y Foys E—ayy Hayy Hay ), kde

E:I:oq = iX1 + XQ, E:l:cvz = ng + X4,
1 1
Eioy = 5(:FX6 +iX7 +iXg + Xo),  Eio, = E(ini +iX7 —iXg + Xy),
i i
Ha2 = EXIO’ Ha4 = E(XE) — XlO)-

V ptvodni reélné algebte g = s0(5) pak analogicky jako v predchozich pfipadech zavedeme
bazi B
B = (Tl,Tg,Bl, e ,B4,Cl, e ,04),

kde 1 1
Ty = —=Xo, Ty = —(X10 — X5),
6 6
1 1
Bl = —\/§X17 BQ — _\/§X37 B3 = __2(X7 + X8)7 B4 = _E(X’? - XS)’

1

1
Ci=V2Xs, Cy=vV2Xy, C3= _2(_X6 + Xo), Cs= _2(X6 + Xo).

Yangiv-Baxtertuv operator R mé podle definice v bazi B matici

000 O0O0OO0O O 0 0 0
000 0O0OO0O O 0 0 0
000 O0O0OO0O-1 0 0 0
000 O0O0O0O O0O -1 0 0

Bp _ 000 0O0O0O O 0 -1 0
000 0O0O0O O 0 0 -1
001 000 O 0 0 0
0001 O0O0 O 0 0 0
000 O01O0 O 0 0 0
0000 O0OT1 O 0 0 0

Explicitni tvar Laxova paru (8.35) je opét
2
AL s = | Sy + gy ey s [97 0201

kde matice J; jsou dany vztahy
Jp := diag(1,1,0,0,0,0,0,0,0,0), Jo:=diag(0,0,1,1,1,1,1,1,1,1) a J3:= BR.

Pomoci operatoru R mame opét danu algebru gr := (so(5), [-,-]r) s komuta¢nimi relacemi
uvedenymi v tabulce O algebre gr chceme jako obvykle ukazat, ze ma strukturu Lieovy
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nn T, B By Bs By ) Cy Cs Cy
Ti[0 0 0 By  $By, —gBy 0 Gy 103 —5Cy
Ty 0 iBy —iBy 0 1B, oy =i, 0 e
B; 0 —2v2B3 0 0 0 —2V/2C5 0 0
By 0 0 —V2B1 2V2Cs 0 0 —V20
Bs 0 0 0 0 0 0
B, 0 0 V20, 0 0
Ci 0 2v/2B; 0 0
Cy 0 0 V2B,
Cs 0 0
Cy 0

Tab. 3.6: Komuta¢ni relace v algebte gr = (s0(5), [, ] r)-

algebry ke grupé AN, tj. v tomto piipadé redlné podalgebry v g& generované vektory H,,,
Heay, V2Eo,, V2Eq,, V2Ew,, V2E,,, iV2Es,, iV2E,,, iV2E,, a iv2E,,. Snadno lze ovéiit,
7e obé tyto algebry maji stejnou strukturu komutacnich relaci a jsou tedy izomorfni.

Na zavér mizeme také ovéfit, ze algebra gpr je Fesitelnd a mé 8-rozmérny nilradikal. Re-
Sitelnost gp plyne ihned z tabulky komutacnich relaci. Snadno si totiz rozmyslime, ze plati

gg)- R

[gR ,gR ] =span(By,..., By, C1,...,Cy),

= o ,gR |r = span(Bu, By, C1, Cy),
= o5 932 ]r = {0}.

Rovnéz neni obtizné ovétit, ze hledanym nilradikdlem je

I :=span(By,...,By,C1,...,Cy).

I je zfejmé idedl v gr, nebof z komutac¢nich relaci ihned plyne, ze [I,gr]gr C I. Déle se
presvédcime, ze I je nilpotentni
It =1,
?:=[I',I]p = span(By, B3, C1, C3),
% :=[I*,1]g = span(Bs, Cs),
1= [, I]r = {0}.
Snadno si také rozmyslime, Ze pridanim netrividlni linedrni kombinace vektord 77 a Th k 1

nutné narusime jeho nilpotenci. Odtud vsak plyne, Ze I je maximalni nilpotentni ideal, a tedy
nilradikal v gg.
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Z.aver

V této praci jsme se zabyvali integrabilitou jisté t¥idy Poissonovych-Lieovych T-duélnich o-
modelu definovanych na kompaktni, prosté, souvislé a jednoduse souvislé grupové varieté.
Konkrétné se jednalo o Yangtuv-Baxteriv o-model, ktery lze chapat jako Poissonovu-Lieovu
deformaci hlavniho chiralnich modelu.

Prvnim krokem bylo objasnéni samotného pojmu integrabilita v kontextu klasické teorie
ze matematicky rigorézni teorie integrability (dokonce ani definice samotného pojmu integra-
bilita) neni v soucasné dobé k dispozici. Jak se zdé, ve stiedu zajmu teorie integrability dnes
stoji tzv. Laxova formulace ¢i Laxovy pary. Ukazuje se, Ze dynamické systémy, které maji
Laxtv par, maji také fadu zajimavych vlastnosti, které ocekdvame u integrabilnich systému
(zachovavajici se veli¢iny atd.). To nas nakonec vedlo k pfijeti existence Laxova paru jako
postacujici podminky integrability.

Druhym krokem bylo ovéfeni integrability Yangova-Baxterova o-modelu, tj. konstrukce
odpovidajiciho Laxova paru. BohuZel v souCasnosti neexistuje zadna metoda umoznujici na-
lezeni Laxova paru k danému (obecnému) dynamickému systému a jsme proto v obecném
pripadé odkazani pouze na ,,metodu* jeho uhodnuti. Pro Yangtv-Baxtertv model se vSak po-
formalni podobnosti mezi Laxovou konexi prifazenou hlavnimu chiradlnimu modelu a plochou
konexi pfifazenou Yangovu-Baxterovu modelu, a také piimo vztahu mezi hlavnim chiradlnim
modelem (nedeformovany model) a Yangovym-Baxterovym modelem (deformovany model).
Déle byl zaveden bi-Yangtv-Baxtertiv model jako deformace Yangova-Baxterova modelu a
samotny Yangtuv-Baxtertv model byl interpretovan jako model nedeformovany. V analogii se
potom z ploché konexe prifazené k bi-Yangovu-Baxterovu modelu podafilo zrekonstruovat
Laxiiv par Yangova-Baxterova modelu.

Poslednim krokem byla konstrukee tfi explicitnich pfikladii na grupovych varietach SU(2),
SU(3) a Spin(5). Smyslem bylo udélat si predstavu o tvaru Laxova paru v téchto pfipadech
a o struktufe prislusnych duélnich grup. Ukézalo se, ze odpovidajici dudlni grupy lze inter-
pretovat jako grupy AN.

Cile prace se tedy podafilo naplnit. V ramci dalsiho studia uvedené problematiky se lze
ziejmé zameérit na hlubsi rozbor pojmu integrabilita, a to i mimo kontext klasické teorie pole
a hledani vztahu mezi existenci Laxova paru a integrabilitou v obecnéjsich pripadech. V této
praci nefesenou otazkou je rovnéz posledni ¢éast ¢lanku [26], ve které se autor zabyva tzv. roz-
$ifenym feSenim a dospiva k zavéru, ze aparat rozvinuty pro studium dynamiky hlavniho
chiralniho modelu lze pouzit také v piipadé Yangova-Baxterova modelu.
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