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Author: Elǐska Greplová
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Kapitola 1

Úvod

Tato práce je úvodem do problematiky kvantových optických śıt́ı. Prvńı kapitola je

stručným přehledem postulát̊u kvantové mechaniky, které budou uvedeny pouze jako

soubor pravidel a aplikovány v následuj́ıćıch kapitolách (pro rozsáhleǰśı matematickou

diskuzi lze zvolit např́ıklad [1]). Druhá kapitola popisuje fenomén provázáńı, speciálńı

druh kvantových korelaćı, které nemaj́ı žádný klasický ekvivalent. Třet́ı kapitola slouž́ı

jako přehled kvantových hradel, tedy elementárńıch transformaćı, jejichž vhodnou kom-

binaćı lze sestavit výslednou operaci, kterou má śıt’ realizovat. Čtvrtá kapitola je pak

věnována optickým element̊um ve smyslu realizace logických operaćı navržených

v předchoźı kapitole. Pozornost je věnována realizaćım (zejména nelineárńım) s v́ıce

excitami. Konečně pátá kapitola se zabývá konkrétńı aplikaćı předchoźı rešeršńı části.

Jej́ım ćılem je popsat, alespoň v některých speciálńıch př́ıpadech, řešeńı lineárńı kvan-

tové optické śıtě, ve které je náhodně umı́stěn nelineárńı prvek. Připojené př́ılohy se

vztahuj́ı k použitým metodám a nejčastěji zmiňovaným aplikaćım.
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1. ÚVOD

1.1 Kvantová mechanika

Kvantová mechanika je teorie, která vznikla na přelomu 19. a 20. stolet́ı za účelem

fyzikálńı interpretace experimentálńıch fakt, které nebylo možné vysvělit pomoćı ’kla-

sické’ teorie jako je tvar spektra zářeńı absolutně černého tělesa, fotoelektrický jev

nebo stabilita atomů (viz. např. [2]). Pro popis objekt̊u, pro které je klasická teorie

nedostačuj́ıćı (vykazuj́ı vlnové i částicové vlastnosti a některé fyzikálńı veličiny (např.

energie) mı́sto klasického spojitého charakteru nabývaj́ı diskrétńıch hodnot), byla zfor-

mulována teorie, která má statistický charakter a je založena na postulátech uvedených

v následuj́ıćım textu.

1.2 Stavový prostor

Prvńı postulát ustanovuje prostor, kterým jsou v kvantové mechanice nahrazeny

fázový resp. konfiguračńı prostor, známé z klasické mechaniky:

Každému izolovanému fyzikálńımu systému je přiřazen komplexńı vektorový prostor

se skalárńım součinem (tj. Hilbert̊uv prostor, viz. [1]), který je nazýván také stavovým

prostorem systému. Systém je pak úplně popsán jediným jednotkovým vektorem z Hilber-

tova prostoru H (tzv. stavovým vektorem).

Jsou-li |Ψ1〉, |Ψ2〉 dva možné stavy uvažovaného systému, potom superpozice

|Ψ〉 = c1|Ψ1〉+ c2|Ψ2〉, (1.1)

kde c1, c2 ∈ C, také popisuje možný stav systému. Ekvivalentńı reprezentaćı (ve smyslu

kanonické antilienárńı bijekce H ↔ H∗, viz. [3] ) stavu (1.1) je tzv. bra vektor

〈Ψ| = c∗1〈Ψ1|+ c∗2〈Ψ2|,

kde c∗1, c
∗
2 ∈ C jsou č́ısla komplexně sdružená k c1, c2.

Překryv mezi dvěma navzájem r̊uznými stavy |Ψ〉, |Φ〉 je dán jejich skalárńım součinem

〈Ψ|Φ〉. Pokud je tento roven nule, řekneme, že stavy |Ψ〉, |Φ〉 jsou ortogonálńı. Skalárńı

součin stavu se sebou samým je vždy striktně pozivńı: 〈Ψ|Ψ〉 > 0 (pokud neńı roven

nule), přičemž v př́ıpadě 〈Ψ|Ψ〉 = 1 nazveme stav normalizovaným.
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1. ÚVOD

1.3 Časový vývoj

Následuj́ıćı postulát objasňuje, jak se stavový vektor systému |Ψ〉 měńı v čase:

Vývoj uzavřeného kvantového sytému je popsán unitárńı transformaćı, což znamená,

že stav systému |Ψ〉 v čase t1 je svázán se stavem systému |Ψ′〉 v čase t2 pomoćı unitárńıho

operátoru Û : |Ψ′〉 = Û |Ψ〉 resp. |Ψ(t2)〉 = Û(t1, t2)|Ψ(t1)〉.
Uzavřenost systému požadovaná v postulátu, znamená, že systém během svého

časového vývoje neinteraguje s jinými systémy. Časový vývoj takového systému jsme

popsali pomoćı dvou pevně zvolených čas̊u. Ekvivalentńı formulace, jej́ımž autorem je

Schrödinger, je vyjádřit časový vývoj pomoćı spojité změny časové proměnné (dvojice

čas̊u t1, t2 z formulace postulátu byla volena naprosto libovolně, lze tedy jeden z nich

zafixovat a druhý chápat jako proměnnou):

Časový vývoj statového vektoru uzavřeného kvantového systému je dán Schrödingerovou

rovnićı:

i~
d

dt
|Ψ(t)〉 = Ĥ|Ψ(t)〉, (1.2)

kde ~ je tzv. redukovaná Planckova konstanta a Ĥ je hermitovský operátor, který

nazýváme Hamiltoniánem systému.

Rozebereme-li toto tvrzeńı podrobněji, můžeme tvrdit toto: obecně plat́ı, že pro každý

unitárńı operátor Û(t, t0) existuje hermitovský operátor Ĥ, takový, že časový vývoj lze

vyjádřit jako (Stone̊uv teorém, viz. [1])

Û(t, t0) = exp[−iĤ(t− t0)], (1.3)

z čehož plyne
d

dt
Û(t, t0) = −iĤÛ(t, t0). (1.4)

Ř́ıkáme, že operátor časového vývoje (1.3) je generován hermitovským operátorem Ĥ.

Lze ukázat ([3]), že Ĥ je úměrné Hamiltonově funkci systému. Vyjádř́ıme-li tedy Ĥ

v jednotkách energie, můžeme jej nazvat Hamiltoniánem systému.

Dı́ky hermitovskosti operátoru je vždy zaručena existence spektrálńıho rozkladu

(viz. [1]):

Ĥ =
∑

E

E|E〉〈E|√
〈E|E〉

,
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1. ÚVOD

kde E jsou vlastńı hodnoty odpov́ıdaj́ıćı vlastńım vektor̊um |E〉, v tomto př́ıpadě je E

energie odpov́ıdaj́ıćı stavu |E〉, nejnižš́ı energii pak nazýváme základńım stavem systému.

1.4 Mě̌reńı

Výše uvedené postuláty objasňovaly otázky matematického popisu a časového vývoje

uzavřeného systému. Dále je třeba popsat, jak se bude systém chovat v př́ıpadě, že na

něm budeme realizovat měřeńı, tedy přestane-li být uzavřený.

Uskutečńıme-li na systému měřeńı, źıskáme tak informace o nějaké (měřitelné) veličině.

Takové veličiny nazveme pozorovatelnými. Každé pozorovatelné pak odpov́ıdá hermi-

tovský operátor na Hilbertově prostoru:

Kvantové měřeńı je popsáno množinou operátor̊u {M̂m} definovaných na Hilber-

tově prostoru měřeného systému. Index m prob́ıhá počet všech možných experimentálńıch

výstupn̊u měřeńı. Pokud je systém před uskutečněńım měřeńı ve stavu |Ψ〉, pak je

pravděpodobnost, že obdrž́ıme m-tý možný výsledek dána vztahem:

p(m) = 〈Ψ|M̂ †mM̂m|Ψ〉

a stav systému po měřeńı:

|Ψ′〉 =
M̂m|Ψ〉√

〈Ψ|M̂ †mM̂m|Ψ〉
,

přičemž operátory {M̂m} splňuj́ı následuj́ıćı relaci úplnosti:

∑

m

M̂ †mM̂m = 1. (1.5)

1.5 Projekčńı mě̌reńı

Toto měřeńı je popsáno pozorovatelnou M̂ , hermitovským operátorem na stavovém

prostoru pozorovaného systému. Pozorovatelná má spektrálńı rozklad

M̂ =
∑

m

mP̂m,
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1. ÚVOD

kde P̂m jsou projektory na vlastńı podprostory operátoru M̂ př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu

m. Při uskutečněńı měřeńı na stavu |Ψ〉 je pravděpodobnost, že obdrž́ıme výsledek m

p(m) = 〈Ψ|P̂m|Ψ〉.

Pokud tato situace nastane, systém se okamžitě po měřeńı bude nacházet ve stavu

|Ψ′〉 =
P̂m√
p(m)

|Ψ〉.

Jedná se tedy o speciálńı př́ıpad situace popsané třet́ım postulátem: kromě relace úplnosti

(1.5), nav́ıc hermitovské operátory Mm splňuj́ı podmı́nku, že se jedná o ortogonálńı

projektory (tj. M̂mM̂m′ = δmm′M̂m). T́ım jsme třet́ı uvedený postulát zúžili na tř́ıdu

operátor̊u, která má, předevš́ım d́ıky ortogonalitě v aplikaćıch mnoho užitečných vlast-

nost́ı.

Např́ıklad pro výpočet středńı hodnoty plat́ı:

E(M̂) =
∑

m

mp(m) =
∑

m

m〈Ψ|P̂m|Ψ〉 = 〈Ψ|
(∑

m

mP̂m

)
|Ψ〉 = 〈Ψ|M̂ |Ψ〉 ozn.= 〈M̂〉.

V některých situaćıch je nicméně výhodněǰśı provádět měřeńı, které pomoćı pro-

jekčńıch operátor̊u popsat nelze. Toto se nazývá POVM (z Positive Operator Valued

Measurement) a každému výsledku v tomto př́ıpadě odpov́ıdá jeden z množiny pozi-

tivńıch operátor̊u, které nejsou ortogonálńı, ale splňuj́ı pouze podmı́nku 1.5. Př́ıkladem

použit́ı je např́ıklad rozlǐseńı neortogonálńıch stav̊u popsané v [4].

11



Kapitola 2

Provázáńı

Uvažujme kvantový systém AB složený ze dvou podsystémů A, B. Tyto můžeme

individuálně popsat stavovými vektory |ΨA〉 a |ΦB〉. Dále předpokládejme, že oba sub-

systémy byly připraveny nezávisle, stav složeného systému můžeme tedy popsat vektorem

|ΨA〉|ΦB〉.
Systémy A,B nazveme neinteraguj́ıćımi, jestliže jejich Hamiltoniány komutuj́ı: [ĤA, ĤB] =

0 (operace, která je pro každé dva operátory Â, B̂ definována:

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â). Pokud byly systémy připraveny nezávisle, svým vlastńım časovým

vývojem nikdy nemohou dospět do entaglovaného stavu. Aby se tak stalo, muśı doj́ıt k

interakci nebo měřeńı.

Uvažujme jako př́ıklad dva systémy - částice se spinem 1/2, jež spolu interaguj́ı. Jako

př́ıklad interakce zvoĺıme podle [5] ĤAB = εẐ⊗Ẑ, ε je interakčńı konstanta, Ẑ je Pauliho

operátor. Systémy ale nemuśı interagovat př́ımo, aby došlo k provázáńı, stač́ı

zprostředkovaná interakce se třet́ım společným systémem.

Uvažujme složený stav obou systémů jako direktńı produkt:

|Ξ〉 = |ΨA〉|ΦB〉. (2.1)

Takto je složený stav zapsán již ve faktorizovaném stavu, lze jednoznačně oddělit kom-

ponenty popisuj́ıćı jednotlivé systémy. Ale např́ıklad stav

|Ψ〉 =
1√
2

(|0A〉|0B〉+ |1A〉|1B〉,
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2. PROVÁZÁNÍ

který je superpozićı dvou složených stav̊u, neńı možné zapsat jako součin stav̊u př́ıslušej́ıćıch

jednotlivým systémům. Na tomto faktu je založena definice provázáńı. Stav |Ψ〉 nazveme

provázaným (entanglovaným), neńı-li možné jej faktorizovat na součin vlnových funkćı

př́ıslušej́ıćı podsystémům tvoř́ıćım uvažovaný systém.

Výše uvedená formálńı definice provázáńı je ale nedostačuj́ıćı v praktických ap-

likaćıch, už jen kv̊uli skutečnosti, že často neńı možné źıskat stav popsaný jediným vek-

torem |Ψ〉 (označujeme jej jako čistý stav), ale statistickou směs takovýchto stav̊u (stav

pak nazýváme smı́̌seným a vznikne např́ıklad tak, že zař́ızeńı určené k př́ıpravě stavu

může s určitou pravděpodobnost́ı generovat několik navzájem r̊uzných čistých stav̊u).

Abychom mohli tyto stavy popsat, zavedeme obecněǰśı objekt, který budeme nazývat

operátorem hustoty a definujeme jej

ρ̂ =
∑

n

pn|Ψn〉〈|Ψn|,

kde pn je pravděpodobnost toho, že systém se bude nacházet ve stavu |Ψn〉. Takto

definovaný operátor je hermitovský a pozitivńı.

Operátor hustoty pro vlnovou funkci (2.1) má tvar ρ̂AB = |Ψ〉〈Ψ|⊗|Φ〉〈Φ|. Provedeme-

li částečnou stopu (viz. např. [6]) přes stavy př́ıslušej́ıćı systému B, dostame tzv. reduko-

vaný operátor hustoty (ρ̂A = TrB ρ̂AB) pro složený systém

ρ̂A = |Ψ〉〈Ψ|.

Je zřejmé, že plat́ı ρ̂2
A = ρ̂A a Tr(ρ̂2

A) = 1. Jakýkoli neprovázaný stav, jelikož jej lze zapsat

ve tvaru rovnice (2.1), vyhovuje podmı́nce, že stopa jeho kvadrátu je rovna jedné. Pro

čisté stavy plat́ı, že jiná hodnota implikuje, že stav je entanglovaný.

Entaglovaný stav dvou systémů s ortonormálńımi bázemi |Ψn〉, |Φn〉 lze zapsat ve

tvaru

|Ψ〉 =
∑

n

an|ΨA
n 〉|ΦB

n 〉.

V tomto př́ıpadě je každý stav |Ψn〉 systému A jednoznačně přǐrazen stavu |Φn〉 systému

B. Tato forma zápisu se nazývá Schmidt̊uv rozklad (viz. [6]) a plat́ı, že ortonormálńı

stavy jsou vlastńımi vektory redukovaných operátor̊u hustoty pro jednotlivé systémy,

tj. ρ̂A =
∑

n an|Ψn〉〈Ψn|, ρ̂B =
∑

n an|Φn〉〈Φn|. Tyto dva operátory maj́ı zjevně tytéž
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2. PROVÁZÁNÍ

vlastńı hodnoty, plat́ı tedy Tr(ρ̂2
A) = Tr(ρ̂2

B).

Mezi všemi možnými entaglovanými stavy maj́ı velký význam následuj́ıćı tzv. Bellovy

stavy (jedná se o maximálně provázané dvouqubitové stavy [5], které hraj́ı kĺıčovou

roli např. v kvantové teleportaci, což je přenos neznámého kvantového stavu, pomoćı

známého entanglovaného stavu a klasické komunikace, viz. [7]):

|Ψ−〉 =
1√
2

(|0〉 ⊗ |1〉 − |1〉 ⊗ |0〉),

|Ψ+〉 =
1√
2

(|0〉 ⊗ |1〉+ |1〉 ⊗ |0〉),

|Φ−〉 =
1√
2

(|0〉 ⊗ |0〉 − |1〉 ⊗ |1〉),

|Φ+〉 =
0√
2

(|1〉 ⊗ |1〉+ |0〉 ⊗ |0〉).

(2.2)

Bellovy stavy jsou společnými vlastńımi stavy operátor̊u σ̂x⊗ σ̂x, σ̂y ⊗ σ̂y, σ̂z ⊗ σ̂z (maj́ı

vlastńı hodnoty ±1; operátory σ̂x, σ̂y, σ̂z nazýváme Pauliho operátory a budeme se jimi

podrobněji zabývat v daľśım textu, viz. (3.4)).

Provázáńı neńı samozřejmě omezeno pouze na dvojice kvantových systémů. V souvis-

losti s v́ıcequbitovými systémy je užitečné zmı́nit GHZ (Greenbeerger-Horne-Zeilinger)

stav

|GHZ〉 =
1√
2

(|000〉 − |111〉),

pomoćı kterého lze dokázat, že pravděpodobnostńı charater je neoodděliteným rysem

kvantové teorie, nikoli jenom d̊usledkem existence skrytých proměnných. Pomoćı GHZ

stavu lze provést experiment [8], kterým lze i bez použit́ı Bellových nerovnost́ı ([9])

dokázat neexistenci zmı́něných skrytých proměnných (viz. Př́ıloha E).

Výše jsme prodiskutovali faktorizovatelnost maticové reprezentace operátoru hustoty

vzhledem k vlastnosti provázáńı. Nicméně ne každá korelace dvou systémů muśı nutně

indikovat provázáńı. Jinými slovy, termı́nem entanglement se rozumı́ výhradně kvantový

efekt a nikoli nekvantové statistické korelace. Obecně můžeme tvrdit následuj́ıćı:

• Všechny korelované čisté stavy jsou provázané.

• Pokud je operátor hustoty smı́̌seného stavu faktorizovatelný (tj. ρ̂ = ρ̂A ⊗ ρ̂B),

potom jsou systémy A, B nekorelované (jak v kvantovém, tak v klasickém smyslu).

• Smı́̌sený stav neńı entanglovaný, pokud existuje rozklad
∑

ij P (ai, bj)ρ̂a
i⊗ ρ̂bj , kde

14



2. PROVÁZÁNÍ

{P (ai, bj)} je množina sdružených pravděpodobnost́ı (tedy kladných č́ısel).

A naopak, o smı́̌seném stavu řekneme, že je entanglovaný, pokud uvedený rozklad

neexistuje.

Abychom mohli formulovat postačuj́ıćı podmı́nku pro provázanost smı́̌seného stavu,

uvedeme pojem částečné transpozice matice hustoty. Transpozici matice hustoty:

ρ̂ =
∑

mn

ρmn|m〉〈n|

definujeme jako zobrazeńı |m〉〈n| 7→ |n〉〈m|. Částečné transpozice sytému dosáhneme

tak, že takto definovanou operaci provedeme pouze na jeden z dvojice systémů. Např́ıklad

pro systém A najdeme částečně transponovanou matici hustoty následuj́ıćım zp̊usobem.

Zaṕı̌seme-li ij-tý element matice hustoty ρ

ρij = 〈Ψi|ρ|Ψj〉 = 〈Ψi,A|〈Ψi,B|ρ|Ψj,A|Ψj,B〉,

potom ij-tý element částečně transponované matice (znač́ıme ρTA) je dán vztahem

ρTAij = 〈Ψj,A|〈Ψi,B|ρ|Ψi,A|Ψj,B〉.

Pak může nastat situace, kdy částečně transponovaná matice neńı pozitivně definitńı,

tj. neńı matićı operátoru hustoty - to je postačuj́ıćı podmı́nka, aby byl smı́̌sený stav

entanglovaný.

Na závěr této kapitoly uvedeme některé možnosti, jak určit mı́ru entanglementu

daného systému. Za t́ım účelem nejprve zavedeme pojem von Neumannova entropie:

S(ρ̂) = −Tr(ρ̂lnρ̂),

kde ρ̂ je matice hustoty daného systému. Pro jednoduchost budeme opět uvažovat systém

tvořený pouze dvěma podsystémy (označ́ıme je A,B). Mı́ru provázáńı nazývanou index

korelace definujeme [10]:

IC = SA + SB − S,

kde SA resp. SB je von Neumannova entropie stavu podsystému A resp. B, S je en-

tropie celkového stavu systému. Index korelace nabývá pouze nezáporných hodnot a pro
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2. PROVÁZÁNÍ

neprovázané systémy je roven 0.

Mı́ra provázáńı ve dvouhladinových systémech, kterou budeme v této práci využ́ıvat

se nazývá concurrence C(ρ̂), kde ρ̂ je operátor hustoty a jej́ı definice je následuj́ıćı.

Uvažujme operátor

R̂ = ρ(σ̂y ⊗ σ̂y)ρ∗(σ̂y ⊗ σ̂y). (2.3)

Jeho vlastńı hodnoty uspořádáné od nejvyšš́ı označ́ıme: λ1, . . . , λ4. Concurrence je potom

definována vztahem

C(ρ) = max{0,
√
λ1 −

√
λ2 −

√
λ3 −

√
λ4}. (2.4)

Tato veličina nabývá hodnot mezi nulou a jedničkou, kde hodnota jedna indikuje maximálńı

provázáńı.

Touto definićı ukonč́ıme seznámeńı s elementy kvantové teorie potřebné v daľśım

textu a začneme se zabývat otázkou, jak lze kvantovou teorii využ́ıt při přenosu infor-

mace.
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Kapitola 3

Kvantové obvody

Budeme-li cht́ıt využ́ıt jistý stav kvantového systému jako nositele informace, po-

tom jeho dynamický vývoj muśıme považovat za zpracováńı této informace (nebo prostě

manipulaci s ńı). Právě to je základńı myšlenka kvantových śıt́ı. Kvantový obvod je

prostředek, kterým můžeme manipulovat se vstupńı informaćı. Tuto manipulaci budeme

v souladu se základńımi postuláty kvantové mechaniky (teoreticky, při zanedbáńı disi-

pace) reprezentovat jistou unitárńı tranformaćı.

Pro adekvátńı popis logických proměnných v kvantové mechanice zavedeme vhodnou

tř́ıdu dvouhladinových systémů. Vhodnou tř́ıdou rozumı́me systém, který může nabývat

dvou od sebe jednoznačně experimentálně odlǐsitelných stav̊u (těm přǐrad́ıme logické

proměnné) i všech superpozic (viz. (1.1)).

Jednotlivé proměnné pak lze asociovat systémům, které lze považovat za klasické -

každému bitu budeme cht́ıt jednoznačně připsat určitý systém, tzn. každému bitu jed-

noznačně přǐrad́ıme ortonormálńı tzv. výpočetńı bázi {|0〉, |1〉}. Obecný stav dvouhladi-

nového systému pak zaṕı̌seme jako

|Ψ〉 = α|0〉+ β|1〉, (3.1)

což pro nás bude analogem klasického bitu - qubit. Koeficienty α, β jsou komplexńı č́ısla,

jinými slovy každý stav |Ψ〉 qubitu je vektor ve dvourozměrném komplexńım prostoru.

Vzhledem k fakt̊um uvedeným v paragrafu 1.4 je nyńı jasné, že při měřeńı obdrž́ıme

výsledek 0 s pravděpodobnost́ı |α|2 nebo výsledek 1 s pravděpodobnost́ı |β|2. Suma
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3. KVANTOVÉ OBVODY

Obrázek 3.1: Blochova sféra, převzato z [11].

pravděpodobnost́ı muśı být rovna jedné, čili v našem př́ıpadě:

|α|2 + |β|2 = 1, (3.2)

což znamená normalizaci stavového vektoru. Vzhledem k podmı́nce (3.2) můžeme rovnici

(3.1) přepsat jako [11]

|Ψ〉 = eiγ
(

cos
θ

2
|0〉+ eiϕ sin

θ

2
|1〉
)
, (3.3)

kde θ, ϕ, γ ∈ R. Faktor γ ovšem odpov́ıdá globálńı fázi a nemá žádný pozorovatelný

efekt (viz. např. [12]), můžeme jej tedy vhodně předefinovat a mı́sto (3.3) psát

|Ψ〉 =

(
cos

θ

2
|0〉+ eiϕ sin

θ

2
|1〉
)
,

přičemž parametry θ, ϕ udávaj́ı souřadnice bodu na jednotkové sféře. Tuto pak nazýváme

Blochova sféra a každý jej́ı bod tedy odpov́ıdá jistému stavu qubitu (viz. Obr. 3.1) .

Uvažujme nyńı systém dvou qubit̊u. Pro dva klasické bity by takový systém mohl být

ve čtyřech r̊uzných stavech: 00, 01, 10, 11. Rozvineme-li tedy výše uvedené zobecněńı

bitu na systém dvou qubit̊u, dojdeme k závěru, že výpočetńı báze bude tentokrát tvořena

čtyřmi vektory, které označ́ıme |00〉, |01〉, |10〉, |11〉. Pro obecný stavový vektor popisuj́ıćı
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3. KVANTOVÉ OBVODY

systém dvou qubit̊u tak dostáváme

|Ψ〉 = α00|00〉+ α01|01〉+ α10|10〉+ α11|11〉.

Kvantově mechanický stav tedy nese informaci všech možných lineárńıch kombinaćı

dvou bit̊u v lineárńı superpozici. Připravenému kvantovému stavu nyńı přǐrad́ıme jis-

tou lineárńı transformaci. T́ım definujeme kvantový výpočet:

K̂ : |AB〉 ⇒ |f(A,B)〉,

kde f(A,B) je booleovská funkce, kterou chceme výpočtem implementovat. Dostáváme:

K̂|Ψ〉 = α00|f(0, 0)〉+ α01|f(0, 1)〉+ α10|f(1, 0)〉+ α11|f(1, 1)〉.

Tato transformace je kvantovým zobecněńım logických funkćı {0, 1}2 7→ {0, 1}.
Mějme dva systémy:

• 1 - vstupńı systém ve stavu |x〉1, kde x je 2n-členné binárńı č́ıslo

• 2 - výstupńı systém v tzv. základńım stavu, např. |0〉2

Uvažujme |Ψin〉 =
∑

x |x〉1|0〉2. Výpočetńı transformaci potom zaṕı̌seme:

K̂
∑

x

|x〉1|0〉2 =
∑

x

|x〉1|f(x)〉2,

s t́ım, že f(x) je námi realizovaná logická funkce. Chceme-li, aby byl výpočet vratný, je

třeba požadovat, aby hodnoty {f(x)} byly nějakou permutaćı vstupńıch hodnot. Z toho

plyne, že množina {|f(x)〉} tvoř́ı bázi 2n-rozměrného stavového prostoru ({|x〉1} je báze).

Zobrazili jsme tedy jednu bázi na jinou, tzn. námi definované zobrazeńı je unitárńı.

3.1 Jednoqubitové kvantové operace

Obecnou operaci aplikovanou na jeden qubit lze zapsat ve tvaru

Û(c0|0〉+ c1|1〉) = a0|0〉+ a1|1〉,

19



3. KVANTOVÉ OBVODY

čili jedná se, jak bylo uvedeno výše, o unitárńı transformaci aplikovanou na vstupńı stav.

Dále uvedeme několi nejd̊uležitěǰśıch př́ıklad̊u takových operaćı.

3.1.1 Pauliho hradla

Pauliho logická hradla σ̂1, σ̂2, σ̂3:

σ̂1 = |0〉〈1|+ |1〉〈0|,

σ̂2 = −i|1〉〈0|+ i|0〉〈1|,

σ̂3 = |0〉〈0| − |1〉〈1|.

(3.4)

V maticové reprezentaci:

σ1 =


 0 1

1 0


 , (3.5)

σ2 =


 0 −i

i 0


 , (3.6)

σ3 =


 1 0

0 −1


 . (3.7)

Tyto matice společně s jednotkovou matićı tvoř́ı bázi prostoru matic 2 × 2. Je patrné,

že σ1 by alespoň v dobře známém klasickém př́ıpadě odpov́ıdala záměně obsahu bitu, v

př́ıpadě obecného kvantového stavu je ale toto třeba zobecnit, č́ımž se budeme zabývat

v kapitole 3.1.3. Ze stejného intuitivńıho pohledu bude σ3 otočeńı fáze a, protože plat́ı

[σi, σj ] = 2iεijkσk, (3.8)

je σ2 kombinaćı předchoźıho. Determinant Pauliho matic je roven -1 a jejich stopa je

nulová. Př́ıslušné exponenciely nav́ıc generuj́ı spojitou tř́ıdu jednoqubitových rotaćı, jak

bude podrobněji rozebráno ńıže.

Aplikujeme-li libovolné z předchoźıch rotaćı na jistý stav, generujeme tak stavový

prostor, který je reprezentován Blochovou sférou. Každý bod na sféře odpov́ıdá určitému

stavu a toto přǐrazeńı je, až na globálńı fázi, jednoznačné. Vlastńı stavy kteréhokoli

Pauliho operátoru, budou protilehlými póly Blochovy sféry.
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Obrázek 3.2: Geometrická interpretace Hadamardovy transformace, převzato z [11].

3.1.2 Hadamardovo hradlo

V termı́nech Pauliho matic zadefinujeme Hadamardovu transformaci následovně

H =
1√
2

(σ1 + σ3) =
1√
2


 1 1

1 −1


 (3.9)

čili

Ĥ(c0|0〉+ c1|1〉) = c0
(|0〉+ |1〉)√

2
+ c1

(|0〉 − |1〉)√
2

=
1√
2

[(c0 + c1)|0〉+ (c0 − c1)|1〉].

Jedná se o speciálńı př́ıpad diskrétńı Fourierovy transformace (viz. [12]). Vztah Hadamar-

dovy transformace k Pauliho matićım:

Hσ1 = σ3H resp. Hσ1H = σ3 a Hσ3H = σ1

a nav́ıc

Hσ2H = −σ1.

Transformace popsaná rovnićı (3.9) je realizovatelná pomoćı jediného optického prvku,

symetrického děliče paprsku, kterým se budeme podrobně zabývat v následuj́ıćı kapitole.

Charakter samotné transformace můžeme vizualizovat pomoćı Blochovy sféry (viz. Obr.

3.2): jedná se o rotaci o π
2 kolem osy y, následovanou symetrickým přeneseńım daného

bodu vzhledem k rovině xy.
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3.1.3 NOT hradlo

Jedná se o operaci dobře známou z klasického kontextu, která je definována jednoduše

jako přǐrazeńı bitu opačné hodnoty, než je jeho stávaj́ıćı. Odpov́ıdaj́ıćı pravdivostńı tab-

ulka je tato: 0 7→ 1, 1 7→ 0. Lze si snadno rozmyslet, že se jedná o jediný netriviálńı

prvek množiny klasických operaćı aplikovaných na jeden bit (v klasickém smyslu slova).

V kvantovém kontextu je třeba rozš́ı̌rit tuto definici i na možné superpozice bázových

stav̊u (viz. (1.1)):

σ1(c0|0〉+ c1|1〉) = c0|1〉+ c1|0〉. (3.10)

To ale znamená, že maticová reprezentace této transformace odpov́ıdá, právě Pauliho

σ1 (viz. (3.5)). Nav́ıc je vhodné si uvědomit, že uvedená analogie plat́ı jen do jisté mı́ry,

v rovnici (3.10) operátor (3.5) sice zaměńı kety, nicméně relace ortogonality se na rozd́ıl

od klasického př́ıpadu nezachovává.

3.1.4 Fázový posun

Ćılem operace je změnit fázi vstupuj́ıćıho paprsku ve smyslu

α|0〉+ β|1〉 7→ α|0〉+ βeiϕ|1〉.

Tomu odpov́ıdá maticová reprezentace:

S =


 1 0

0 eiϕ


 .

Působeńı operátoru:

Ŝ(c0|0〉+ c1|1〉) = c0e
−iϕ/2|0〉+ c1e

iϕ/2|1〉 = e−iϕ/2(c0|0〉+ c1e
iϕ|1〉)

Transformaci lze přibĺıžit jako časový vývoj, který ale v daném optickém prvku bude

prob́ıhat s jinou rychlost́ı. V praxi se jedná o aplikaci prostorové anizotropie vzhledem

k indexu lomu, lze tedy použ́ıt destičku z klasického dvojlomného materiálu.

Jak bylo řečeno výše, pomoćı Pauliho matic (3.5), (3.6), (3.7) lze zadefinovat tř́ıdy
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unitárńıch matic, které odpov́ıdaj́ı rotaćım kolem jednotlivých os:

Rx(θ) = e−θσ1 = cos(θ/2)I − i sin(θ/2)σ1 =


 cos(θ/2) −i sin(θ/2)

−i sin(θ/2) cos(θ/2)


 , (3.11)

Ry(θ) = e−θσ2 = cos(θ/2)I − i sin(θ/2)σ2 =


 cos(θ/2) − sin(θ/2)

sin(θ/2) cos(θ/2)


 , (3.12)

Rz(θ) = e−θσ3 = cos(θ/2)I − i sin(θ/2)σ3 =


 e−iθ/2 0

0 eiθ/2


 . (3.13)

Operátory rotace jsou zásadńı pro popis libovolného jednoqubitového unitárńıho operátoru.

Plat́ı totiž následuj́ıćı:

Rozklad jednoqubitového unitárńıho operátoru: Pro každý jednoqubitový unitárńı

operátor Û existuj́ı reálná č́ısla α, β, γ, δ taková, že plat́ı

Û = eiαRz(β)Ry(γ)Rz(δ).

Důkaz se provede pomoćı definic (3.11), (3.12), (3.13) a je uveden např. v [11]. Důsledkem

existence tohoto rozkladu je následuj́ıćı obecněǰśı tvrzeńı:

Pro každý jednoqubitový unitárńı operátor Û existuj́ı unitárńı jednoqubitové operátory

Â, B̂, Ĉ takové, že plat́ı ÂB̂Ĉ = Î a

Û = eiαÂσ̂1B̂σ̂1Ĉ, (3.14)

kde α ∈ C je celkový fázový faktor.

V souvislosti s rotacemi ještě uvedeme následuj́ıćı zaj́ımavou analogii mezi symetriemi

grupy SU(2) a děliči paprsku: Definujme následuj́ıćı zobrazeńı

â†â− b̂†b̂ 7→ σ̂3,

â†b̂ 7→ L̂+,

âb̂† 7→ L̂−.
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Obrázek 3.3: Schématické znázorněńı libovolné podmı́něné unitárńı transformace U,
převzato z [12].

L̂± jsou posunovaćı operátory definované

L̂± =
σ̂1 ± σ̂2

2

a σ̂1,2,3 jsou operátory definováné relacemi (3.4). Z komutačńıch relaćı (4.2) zjist́ıme, že

vyhovuj́ı vztah̊um (3.8). Nav́ıc vzhledem k faktu, že operátor celkového počtu kvant

N̂ = â†â+ b̂†b̂

komutuje se σ̂3 i s L̂±, je tedy invariantem vzhledem k rotaćım v SU(2). Polož́ıme-li

σ̂1 = â†b̂+ b̂†â a σ̂2 = −i(â†â− b̂†b̂),

pak právě rotačńı operátor

R̂(~n, θ) = e−iθ~σ~n/2

přesně odpov́ıdá unitárńımu operátoru časového vývoje pro dělič paprsku s hamiltoniánem

(4.4). Podrobně se t́ımto hamiltoniánem a jeho vlastnostmi budeme zabývat v následuj́ıćı

kapitole.

3.2 V́ıcequbitové operace

Hilbert̊uv prostor dvou qubit̊u źıskáme jako tenzorový součin Hilbertových prostor̊u

př́ıslušej́ıćıch jednotlivým qubit̊um: H12 = H1 ⊗H2. Standartńı bázi na tomto prostoru

zavedeme jako |00〉, |01〉, |10〉, |11〉, kde |00〉 = |0〉 ⊗ |0〉 atd.

Uvažujme nejprve dvouqubitové operace. V tomto př́ıpadě jeden bit slouž́ı jako kon-
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Obrázek 3.4: K odvozeńı vztahu (3.15) - ekvivalence podmı́něného fázového posunut́ı
v obou modech a fázovým posuvem pouze pro druhý mod dodefinovaným identickou
transformaćı na modu prvńım, převzato z [12].

trolńı a na druhém chceme uskutečnit požadovanou transformaci Ûc (jenom v př́ıpadě,

že je prvńı qubit v určitém požadovaném stavu):

|c〉1|x〉2 ⇒ |c〉1Ûc|x〉2.

viz. Obr. (3.3). Jak uvid́ıme v daľśım textu, mı́t k dispozici alespoň jednu dvouqubitovou

transformaci je naprosto esenciálńı pro vytvořeńı obecné transformace na prostoru v́ıce

qubit̊u.

3.2.1 CNOT hradlo

Na výše zavedeném dvouqubitovém prostoru je tato operace definována jako

1⊗ |0〉〈1|+ σ1 ⊗ |1〉〈1|. Čili

UCNOT =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



.

Lze ukázat [6], že každou obecnou qubitovou transformaci lze složit z jednoqubitových

a CNOT operace. Ř́ıkáme, že se jedná o univerzálńı množinu logických operaćı.

CNOT hradlo lze využ́ıt, v jistém smyslu, k vytvořeńı kopie informace. Vı́me, že kvan-

tová mechanika nedovoluje vytvořit kopii libovolného náhodného kvantového stavu (viz.

(A)). Nicméně nyńı jsme v situaci, kdy máme dopředu pevně zvolenou bázi (=výpočetńı

25



3. KVANTOVÉ OBVODY

Obrázek 3.5: Konstrukce obecné podmı́něné unitárńı operace z prvk̊u univerzálńı
množiny logických hradel, převzato z [12].

báze). Pomoćı CNOT hradla realizujeme transformaci:

(α|0〉1 + β|1〉1)|0〉2 ⇒ α|0〉1|0〉2 + β|1〉1|1〉2,

pomoćı které jsme stav zakódovali do v́ıcedimenzionálńıho prostoru. Informaci {α, β} tak

máme uchovánu pomoćı obou systémů a do sporu s no-cloning teorémem se nedostáváme

z toho d̊uvodu, že v našem př́ıpadě nemáme na konci procesu dva objekty va stejném

stavu, ale dva r̊uzné stavy uchovávaj́ıćı tutéž informaci.

CNOT operaci můžeme samozřejmě implementovat i pro v́ıce qubit̊u - jeden kon-

trolńı bude podmiňovat provedeńı NOT operace na v́ıce systémech najednou. CNOT

hradlo je nejtypičtěǰśı ukázkou podmı́něné logické operace (’je-li splněno A, udělej B’).

Je zřejmé, že pro provedeńı operace jsou třeba dva vstupńı qubity (control a target qubit).

Jimi tvořenou (výpočetńı) bázi označ́ıme |c〉, |t〉. Akci operátoru lze potom zapsat jako:

|c〉|t〉 7→ |c〉|t⊕ c〉.
Toto lze zobecnit na libovolný unitárńı operátor Û . Pokud je prvńı qubit

v požadovaném stavu, na druhý je aplikována operace Û , neńı-li tomu tak, je druhý

qubit ponechán beze změny čili |c〉|t〉 7→ |c〉Û c|t〉.
Nyńı nás bude zaj́ımat, jak popsat obecnou podmı́něnou unitárńı operaci pomoćı

výše zmı́něné univerzálńı množiny logických operaćı. K tomu využijeme vztah (3.14).

Prvńım krokem je aplikace fázového posunu eiα na prvńı qubit. To je totéž jako stejná

operace aplikovaná na dvouqubitový systém, pro náš př́ıpad: fázový posun bude ap-

likován na druhý pouze v př́ıpadě, že prvńı je např́ıklad ve stavu |1〉. Schematicky

znázorněno, viz Obr. 3.4.
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Obrázek 3.6: Schématické znázorněńı SWAP hradla a jeho konstrukce ze tř́ı CNOT
hradel, převzato z [12].

Dále využijeme skutečnosti, že máme zaručenou existenci rozkladu Û = eiαÂσ̂1B̂σ̂1Ĉ,

ÂB̂Ĉ = Î. V př́ıpadě, že kontrolńı qubit je ve stavu |1〉, U je aplikováno na druhý qubit.

Naopak pro situaci, kdy kontrolńı qubit je ve stavu |0〉, je na druhý qubit aplikováno

ÂB̂Ĉ = Î. Výsledné schéma je na Obr. (3.5).

Dále budeme uvažovat zobecněńı na hradla, obsahuj́ıćı libovolné množstv́ı qubit̊u,

označ́ıme jej n+k. Dále bud’ Û k-qubitový unitárńı operátor. Operaci ĈnÛ definujeme

následovně:

ĈnÛ |x1x2 . . . xn〉|Ψ〉 = |x1x2 . . . xn〉Ûx1x2...xn |Ψ〉, (3.15)

kde exponent x1x2 . . . xn má smysl produktu. Daný unitárńı operátor je aplikován na

posledńıch k qubit̊u tehdy a jen tehdy, je-li n předchoźıch ve stavu |1〉. Ve všech ostatńıch

př́ıpadech z̊ustává systém beze změny.

3.2.2 SWAP hradlo

SWAP hradlo odpov́ıdá následuj́ıćı operaci:

|a, b〉 7→ |b, a〉 (3.16)

Maticová reprezentace:

USWAP =




1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1



.

Již v́ıme, že akci operátoru UCNOT můžeme zapsat jako : |a, b〉 ⇒ |a, a⊕ b〉. Operaci
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SWAP lze vytvořit vhodným složeńım tř́ı operaćı CNOT (viz. Obr. (3.6)). Plat́ı:

|a, b〉 ⇒ |a, a⊕ b〉 ⇒ |a⊕ (a⊕ b), a⊕ b〉 = |b, a⊕ b〉 ⇒ |b, (a⊕ b)⊕ b〉 = |b, a〉.

3.2.3 Toffoliho hradlo

Toffoliho hradlo je tř́ıqubitový systém, který v notaci (3.15) odpov́ıdá operaci Ĉ2Û .

Funguje vlastně jako dvojité CNOT hradlo. Bázové stavy z̊ustavaj́ı nezměněné s právě

dvěma výjimkami:

|110〉 7→ |111〉 a |111〉 7→ |110〉.

Z toho je zřejmé, že se jedná o vratnou logickou operaci, aplikujeme-li toto hradlo dvakrát

za sebou, dostaneme p̊uvodńı uspořádáńı (tj. Toffoliho hradlo je samo sobě inverzńım

prvkem:

(a, b, c) 7→ (a, b, c⊕ ab) 7→ (a, b, c).

Maticová reprezentace ve výpočetńı bázi vypadá následovně:

T =




1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0




.

3.2.4 Fredkinovo hradlo

Budeme-li Toffoliho hradlo chápat, jako podmı́něnou CNOT operaci, pak Fredkinovo

je podmı́něnou SWAP operaćı (viz. (3.16)) ve smyslu, že operace SWAP je aplikována

na druhý a třet́ı qubit, pokud je prvńı ve stavu |1〉. Je-li prvńı qubit ve stavu |0〉, jsou
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Obrázek 3.7: Konstrukce Fredkinova hradla z Toffoliho a dvou CNOT hradel.

zbylé dva ponechány beze změny [6]:

ÛFredkin|A〉 ⊗ |B〉 ⊗ |C〉 = |A〉 ⊗ |ÛNOTA ·B +A · C〉 ⊗ |ÛNOTA · C +A ·B〉,

kde jsme ÛNOT označili operaci definovanou vztahem (3.10).

Maticová reprezentace Fredkinova hradla je tato:

UFredkin =




1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1




Schématické znázorněńı Fredkinova hradla je na Obr. 3.7. Toto hradlo je možné

sestavit s Toffoliho a dvou CNOT hradel, což je rovněž znázorněno na Obr. 3.7, přičemž

ověřeńı př́ıslušné rovnosti snadno źıskáme vynásobeńım matic reprezentuj́ıćıch operace

na pravé straně.

3.2.5 Generace Bellových stav̊u

Hledejme nyńı obvod, který bude uskutečňovat transformaci výpočetńı báze

v dvouqubitovém prostoru na Bellovy stavy (viz. (2.2). Uváž́ıme-li, že chceme jistou

lineárńı kombinaci bázových stav̊u: |00〉, |01〉, |10〉, |11〉, bude zjevně třeba použ́ıt realizaci
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Obrázek 3.8: Hradlo, které transformuje výpočetńı bázi na Bellovy stavy, převzato z [12].

Hadamardovy transformace a k dosažeńı ’správné’ lineárńı kombinace použijeme právě

operaci CNOT. Uvažujme např́ıklad, že máme vstupńı stav |00〉 a chceme z něj vytvořit

stav |Φ+〉 = 1√
2
(|00〉 + |11〉). Navrhnutý obvod je na Obr. (3.8). Operátorově: ˆCNOT ·

Ĥ ⊗ 1̂. Ověř́ıme správnost ve výpočetńı bázi:

1√
2




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



·




1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 −1 0

0 1 0 −1







1

0

0

0




=

=
1√
2




1

0

0

1




=
1√
2

(|00〉+ |11〉).

Aplikaćı takto definovaného operátoru na ostatńı bázové stavy obdrž́ıme ostatńı Bellovy

stavy. V principu ale pro jejich generaci stač́ı jediný bázový stav. Např́ıklad zobrazeńı:

|00〉 7→ |10〉 bude realizovat třeba operátor |0〉〈1|⊗ σ̂1 + |1〉〈0|⊗ 1̂ nebo vhodné kombinace

SWAP a CNOT, tj. konečným počtem CNOT transformaćı můžeme přecházet mezi

jednotlivými bázovými stavy a pak už pouze použ́ıt obvod (3.8).
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Obrázek 3.9: Hradlo realizuj́ıćı operaci binárńıho sč́ıtáńı (kombinace Toffoliho a CNOT
hradla), převzato z [12].

3.2.6 Obvod realizuj́ıćı binárńı sč́ıtáńı

Na závěr tohoto přehledu uved’me obvod realizuj́ıćı binárńı sč́ıtáńı (Obr. (3.9)), který

je kombinaćı výše popsaných Toffoliho a CNOT hradla. Realizovaná operace:

x = a⊕ b,

y = 0⊕ ab = ab,

která odpov́ıdá transformaci (3.2.3), kde jsme položili c = 0.

T́ım ukonč́ıme přehled logických operaćı. Podrobně jsme rozebrali základńı jedno-

qubitové operace a operaci CNOT, přičemž už máme k dispozici tvrzeńı o jejich univerza-

litě. Nav́ıc jsme uvedli několik jednoduchých př́ıklad̊u propojeńı těchto základńıch ele-

ment̊u za účelem provedeńı složitěǰśıch operaćı. Nyńı je zřejmě třeba vyřešit proveditel-

nost nebo alespoň návrh fyzikálńı realizace těchto teoretických model̊u. Jako přehled

některých možnost́ı poslouž́ı následuj́ıćı kapitola.
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Kapitola 4

Přehled základńıch optických element̊u

V této kapitole se budeme zabývat fyzikálńımi realizacemi dř́ıve popsaných logických

operaćı. Fyzikálńı prakticky využitelnou reprezentaćı qubitu je foton. Splňuje totiž

podmı́nky, které jsme kladli na vhodný dvouhladinový systém, který bychom chtěli jako

qubit použ́ıt (jednoznačně rozlǐsitelné stavy mohou být např́ıklad navzájem kolmé

polarizace), nicméně, jak uvid́ıme, s použit́ım foton̊u souviśı i řada experimentálńıch

komplikaćı (jako absorbce při interakci s prostřed́ım). Kvantový obvod, který jsme výše

popsali jako prostředek manipuluj́ıćı se vstupńım stavem, nyńı budeme chápat jako śıt’

složenou z jednotlivých optických prvk̊u, které budou realizaćı popsaných qubitových

operaćı.

4.1 Dělič paprsku

Jedná se o optický element, který rozděĺı vstupńı paprsek na dva paprsky s menš́ı in-

tenzitou (polopropustné zrcadlo). Poṕı̌seme situaci z hlediska pravděpodobnostńıch am-

plitud pro jediný foton vstupuj́ıćı do děliče. Jak je zřejmé z Obr. 4.1 existuj́ı dvě možnosti

vstupu paprsku do děliče. Pro každý označ́ıme amplitudu pravděpodnosti odrazu a

pr̊uchodu podle Obr. 4.1. Uvažujme dále symetrii v tom smyslu, že pravděpodobnost,

že se foton odraźı nebo projde, je tatáž. Označ́ıme-li amplitudy pro foton vstupuj́ıćı do

děliče α, β a vystupuj́ıćı α
′
, β
′
, z principu superpozice dostáváme

α
′

= wα+ yβ,

β
′

= xα+ zβ,
(4.1)
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BS

BS BS

1

1

w

x

y

z

α

β

α′ = wα + yβ

β′ = xα + zβ

Obrázek 4.1: Dělič paprsku - označeńı amplitud pravděpodobnosti odrazu a pr̊uchodu.

čili (
α

β

)
7→
(
α
′

β′

)
=

(
w y

x z

)(
α

β

)
.

Nejjednodušš́ı př́ıpad děliče paprsk̊u je symetrický (nebo vyvážený) takový, pro který

maticová realizace j́ım provedené transformace vypadá následovně

B =
1√
2

(
1 1

1− 1

)
.

Snadno ověř́ıme, že pro takto realizovaná transformace splňuje normovaćı podmı́nku

(suma pravděpodobnost́ı = kvadrát̊u amplitud na výstupu je rovna jedné). Praktická

realizace této transformace vlastně odpov́ıdá tomu, že je-li ”spodńı”vstupńı paprsek

odražen, změńı se jeho fáze o π, projde-li děličem, fáze z̊ustává zachována.

Dále uvedeme podrobněǰśı popis děliče paprsk̊u pomoćı kreačńıch a anihilačńıch

operátor̊u (viz. [1]), které vyhovuj́ı těmto komutačńım relaćım:

[â, â†] = [b, b†] = 1, [â, b] = [â†, b†] = 0, (4.2)

kde â, b̂ jsou anihilačńı, â†, b† kreačńı operátory.

Vztahy (4.1), které jsme obdrželi z intuitivńı představy chováńı paprsku na polopro-

pustném optickém elementu a principu superpozice, můžeme přepsat v termı́nech výše
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zmı́něných operátor̊u jako transformaci mezi vstupńımi a výstupńımi mody následovně:

â†out = α1â
†
in + β2b̂

†
in,

b̂†out = β1â
†
in + α2b̂

†
in,

z čehož plyne, že př́ıslušná unitárńı matice má tvar

U =


 α1 β2

β1 α2


 .

Z požadavku na unitaritu transformace a platnost relaćı (4.2) obdrž́ıme podmı́nky, které

muśı splňovat koeficienty pr̊uchodu a odrazu:

α1β
∗
1 + α∗2β2 = 0,

|α1|2 + |β2|2 = 1 = |α2|2 + |β1|2,

ze kterých plyne

|α1| = |α2|,

|β1| = |β2|.

Přejdeme nyńı v popisu dělič̊u paprsku ke Schrödingerově reprezentaci. Pro jednodu-

chost nejprve uváž́ıme situaci kdy jeden mod je excitovaný a druhý je ve vakuu - vstupńı

dvoučásticový stav tedy označ́ıme: |10〉. Potom

|1a0b〉 7→ |Ψ〉 = Û(θ)|1a0b〉 = Û(θ)a†|00〉 = Û(θ)â†Û †(θ)|00〉 =

= (cos θâ† + i sin θb̂†)|00〉 = cos θ|01〉+ i sin θ|01〉.

Při úpravě rovnice využ́ıváme skutečnosti Û †|00〉 = |00〉 a identit

Û †(θ)âU(θ) = cos θâ+ i sin θb̂ a U †(θ)b̂U(θ) = i sin θâ+ cos θb̂, (4.3)

kde Û = e−iĤt je operátor časového vývoje odpov́ıdaj́ıćı Hamiltoniánu

Ĥ = −λ(âb̂† + â†b̂), (4.4)
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který na pole p̊usob́ı po dobu t = θ/λ. Souvislost mezi vztahy (4.3) a (4.4) odvod́ıme

pomoćı Baker-Hausdorffovy identity [13]

exp(i[Ĝθ)â exp(−i[Ĝθ) = â+iθ[[Ĝ, â]+
i2θ2

2!
[[Ĝ, [[Ĝ, â]]+· · ·+ inθn

n!
[[Ĝ, [[Ĝ, . . . [[Ĝ, â]]]+. . . ,

(4.5)

kde polož́ıme Ĝ = −(âb̂†+ â†b̂). Komutátory na pravé straně (4.5) budou pro sudé členy

rozvoje úměrné b̂, pro liché členy â (protože [Ĝ, â] = b̂; [[Ĝ, [[Ĝ, â]] = â). Koeficienty u â

resp. b̂ pak dávaj́ı Taylor̊uv rozvoj funkćı sinx resp. cosx.

Jinak se lze k výsledku (4.3) dostat řešeńım Heisenbergových pohybových rovnic:

i ˙̂a = [â, Ĥ], i
˙̂
b = [b̂, Ĥ].

Analogicky budeme postupovat při hledáńı výsledného stavu pro v́ıce foton̊u. Mějme

tedy n foton̊u v prvńım modu. Obdobně jako v předchoźım dostáváme:

|na0b〉 7→ |Ψ〉 = Û(θ)|na0b〉 = Û(θ)
(â†)n√
n!

=

=
1√
n!
Û(θ)(ââ†)nÛ †(θ)|00〉 =

=
1√
n!

(cos θâ†)n + i sin θb̂†)n|00〉 =

=

n∑

p=0

(
n

p

) 1
2

(cos θ)n−p(i sin θ)p|n− p, p〉.

Výsledná superpozice odpov́ıdá binomickému rozděleńı n vstupuj́ıćıch foton̊u mezi mody

a, b.

Dále budeme na prvńım vstupu uvažovat koherentńı stav |α〉 (nejd̊uležitěǰśı vlastnosti

koherentńıch stav̊u jsou shrnuty v Př́ıloze B)

|αa0b〉 7→ |Ψ〉 = Û(θ)eαâ
†−α∗âÛ †(θ)|00〉 =

= exp(α[cos θâ† + i sin θb̂†]− α∗[cos θâ− i sin θb̂])|00〉 =

= |α cos θ〉a|iα sin θ〉b,
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π
4

π
2

Obrázek 4.2: Experimentálńı uspořádáńı pro generováńı superpozice typu |n, 0〉+ |0, n〉,
pomoćı dvou nelineárńıch dělič̊u paprsk̊u s parametry θ = π

4 resp. θ = π
2 .

kde jsme použili (B.1), (4.3) a identity [14]

Ûf(Â)Û † = f(Û ÂÛ †). (4.6)

Výsledkem je tedy separabilńı tenzorový součin koherentńıch stav̊u.

4.2 Nelineárńı dělič paprsku

Toto je prvńı z paragraf̊u, ve kterých se budeme zabývat nelineárńımi optickými el-

ementy, jejichž vlastnosti se budou výrazně lǐsit od uvedených lineárńıch prvk̊u.

V předchoźım textu jsme rozebrali v́ıcefotonový aspekt u lineárńıho děliče paprsku

a viděli jsme, jak v́ıce foton̊u ovlivńı pravděpodobnostńı rozděleńı výstupńıho stavu,

nicméně u nelineárńıch prvk̊u hraje v́ıcefotonový aspekt mnohem výrazněǰśı roli, která

vede k možnostem realizace transformaćı, které by pouze pomoćı lineárńıch prvk̊u nebyly

možné (např́ıklad experimentálńı realizace CNOT hradla).

Hamiltonián nelinenárńıho děliče paprsku má tvar [13]:

Ĥn = −~λ[â(b̂†)n + â†(b̂)n].

Tomu tedy odpov́ıdá transformace jednoho fotonu v modu a na n foton̊u v modu b:

[â(b̂†)n + â†(b̂)n]|1a0b〉 =
√
n!|0anb〉,

[â(b̂†)n + â†(b̂)n]|0anb〉 =
√
n!|1a0b〉.
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Obrázek 4.3: Schéma Mach-Zehnderova interferometru, převzato z [5].

Kv̊uli zákonu zachováńı energie je třeba, aby každý vzniklý foton v modu b měl n-krát

menš́ı energii než vstupńı stav v modu a. Užit́ım Baker-Hausdorffovy formule stejně jako

v předchoźı sekci dostáváme:

exp[iλt(â(b̂†)n + â†(b̂)n)]|10〉 = cos θ|10〉+ i sin θ|0n〉,

exp[iλt(â(b̂†)n + â†(b̂)n)]|0n〉 = i sin θ|10〉+ cos θ|0n〉,
(4.7)

kde nyńı θ = λt√
n!

. Jinými slovy, teoreticky je možné připravit superpozici fotonu

s n daľśımi, které budou všechny v tomtéž modu, což lze vhodným experimentálńım

uspořádáńım rozš́ı̌rit i na superpozice typu |n, 0〉+ |0, n〉 (viz. Obr. 4.2).

4.3 Interferometr

Interferometr je optické zař́ızeńı, jehož účelem je měřeńı velmi malých fázových po-

sun̊u, sestáváj́ıćı se ze dvou nebo v́ıce dělič̊u paprsk̊u. Jednoduchým př́ıkladem může být

např́ıklad Mach-Zender̊uv interferometr (Obr. 4.3): dva symetrické děliče paprsk̊u, dvě

zrcadla a fázový posun o úhel Φ v jednom z ramen. Uváž́ıme-li, že i zrcadlo můžeme

chápat jako optický element, jenž odpov́ıdá změně fáze o π, obdrž́ıme následuj́ıćı mati-

covou reprezentaci:

UMZ =
1

2


 1 1

1 −1


 ·


 1 0

0 eiΦ


 ·


 −1 0

0 −1


 ·


 1 −1

1 1


 .

Opět vyjdeme od jednofotonového stavu |10〉. Aplikace BS1, Φ, BS2 podle Obr. 4.3:
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|01〉 7→ 1√
2

(|10〉+ i|01〉) 7→ 1√
2

(|10〉+ ieiΦ|01〉)

7→ 1

2
(|10〉+ i|01〉) + i

eiΦ

2
(i|10〉+ |01〉) =

=
1

2
(1− eiΦ)|10〉+

1

2
(1 + eiΦ)|01〉.

(4.8)

Počet foton̊u S0 v detektoru D0:

S0 ∝ 〈Ψ|a†a|Ψ〉 = 〈Ψ|a†|00〉〈00|a|Ψ〉 = |〈00|aΨ〉|2 =
1

2
(1− cos Φ). (4.9)

Počet foton̊u S1 v detektoru D1:

S1 ∝
1

2
(1 + cos Φ). (4.10)

Provedeme nyńı znovu zobecněńı na stavy s v́ıce fotony. Skládal-li by se Mach-Zehnder̊uv

interferometr z nelineárńıch dělič̊u paprsku, můžeme pomoćı výše uvedeného popisu

učinit následuj́ıćı závěry.

Při modelu nelinearity (4.7) pro výstupńı stav Mach-Zehnderova interferometru dostáváme

(viz. (4.8)):

|Ψ〉 =
1

2
(1− einΦ)|10〉+

i

2
(1 + ee

inΦ
)|0n〉,

což pro počty detekovaných foton̊u na jednotlivých detektorech (viz.(4.9), (4.10)):

S0 =
1− cosnΦ

2
,

S1 = n
1 + cosnΦ

2
.

4.4 Kerrovský element

O materiálu, jehož index lomu záviśı na intenzitě procházej́ıćıho paprsku jako:

n(I) = n+ n2I, (4.11)

ř́ıkáme, že vykazuje tzv. Kerr̊uv efekt; n udává ’základńı’ index lomu, čili prvńı člen

v př́ıslušném Taylorově rozvoji, tedy konstantńı hodnotu pro dostatečně slabou intenzitu,
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n2 je konstanta udávaj́ıćı rychlost změny indexu lomu v závislosti na intenzitě.

Kvantově mechanicky tento efekt můžeme popsat Hamiltoniánem [11]:

Ĥ = χâ†âb̂†b̂, (4.12)

kde a, b odpov́ıdá dvěma mod̊um š́ı̌ŕıćım se médiem a χ je interakčńı konstanta.

Odpov́ıdaj́ıćı unitárńı transformace (pro krystal délky L):

K̂ = eiχLâ
†âb̂†b̂.

Tuto nelinearitu lze využ́ıt ke konstrukci CNOT hradla, které lze sestavit pomoćı

dvou dělič̊u paprsku a kerrovského elementu. Pokud při pr̊uchodu kerrovským médiem

dojde k relativńımu fázovém posunu ”spodńıho”paprsku o π. Snadno ověř́ıme, že plat́ı:

ÛCNOT = Î ⊗ Ĥ · K̂ · Î ⊗ Ĥ,

kde definice K̂ přepsaná v termı́nech akce na bazické vektory vypadá následovně:

K̂|00〉 = |00〉,

K̂|01〉 = |01〉,

K̂|10〉 = |10〉,

K̂|11〉 = eiχL|11〉 (tj. pro χL = π : K̂|11〉 = −|11〉).

(4.13)

Skutečná realizace tak velkého fázového posunu je experimentálně problematická.

Požadavky na ńızkou intenzitu a zároveň vysoký fázový posun si odporuj́ı v tom smyslu,

že nelineárńı optické elementy maj́ı vysokou schopnost absorbovat procházej́ıćı elek-

tromagnetické zářeńı, proto je pravděpodobnost pr̊uchodu jediného fotonu kerrovským

médiem o dostatečné tloušt’ce velice ńızká.

Kerrovské médium se také využ́ıvá při tzv. QND měřeńıch, která nenarušuj́ı měřený

systém v tom smyslu, že je možné opakovaně měřit hodnotu pozorovatelné, která při

tomto měřeńı z̊ustává nezměněna (podrobněji viz. Př́ıloha C).
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Obrázek 4.4: Cross-Kerr element - schéma, převzato z [15]

4.5 Cross-Kerr element

Schématický model tohoto optického prvku je na Obr. (4.4). Budeme-li uvažovat dva

vstupńı mody a, b, pak interakčńı Hamiltonián má tvar 4.12, čemuž odpov́ıdá následuj́ıćı

transformace anihilačńıch operátor̊u (opět využ́ıváme Baker-Hausdorffovy identity, viz.

např. [15]):

â(t) = exp(−iHt)â1 exp(iHt) =

= â− iθ[â†â, â]b̂†b̂+
(−iθ)2

2!
[â†â, [â†â, â]](b†b)2 + · · · =

= â exp[iθb̂†b̂],

kde θ = χt, kde t je doba interakce. Celkem tedy

â(t)→ â exp[iχb̂†b̂] a b̂(t)→ b̂ exp[iχâ†â]. (4.14)

Fázový posun modu a záviśı na intenzitě pole v modu b. Pro χ = π a dva vstupuj́ıćı

fotony v modech a, b tak dostáváme CZ hradlo (podmı́něná transformace daná Pauliho

σ3 matićı), tj. v maticové reprezentaci

UCZ =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1




Opět tedy naráž́ıme na význam zkoumáńı v́ıcefotonového aspektu v souvislosti s ne-
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lineárńımi optickými prvky: bude-li tedy n foton̊u v modu a, dojde v modu b k fázovému

posunu Φ = nθ.

Obecně dojde v fázovému posunu vertikálně polarizované části modu b, přičemž ve-

likost tohoto fázového posunu záviśı na počtu vertikálně polarizovaných foton̊u v modu a.

Jak už ale bylo řečeno v paragrafu 4.4, pro konstantu χ, která je úměrná př́ıslušné složce

susceptibility daného materiálu,v materiálech vykazuj́ıćıch Kerr̊uv efekt plat́ı χ � π,

což je problém, na který jsme narazili při rozboru praktické realizace CNOT hradla (po-

drobný popis realizace větš́ıho fázového posunu lze naj́ıt např. v [16]).

4.6 Nelineárńı Mach-Zehnder̊uv interferometr

Výše popsané schéma Mach-Zehnderova interferometru je nyńı modifikováno

nelinearitou - Kerrovo médium v jednom z ramen. Odpov́ıdaj́ıćı unitárńı transformace

[17]:

Û = B̂K̂B̂,

kde

B̂ = exp[iπ(â†b̂+ âb̂†)] a K̂ = exp[−iχ(â†â)2].

Bud’ |Ψint〉 = |α〉a|β〉b(koherentńı stav). Potom

|Ψ〉out = Û |α〉a|β〉b.

Transformace daná děličem paprsku

B̂|α〉a|β〉b = | 1√
2

(α+ iβ)〉ã|
1√
2

(β + iα)〉b̃.

Vid́ıme, že výstupńı stav je také produktem koherentńıch stav̊u. Transformace

koherentńıho stavu daná unitárńım operátorem odpov́ıdaj́ıćım Kerrovu elementu:

K̂|α〉 = exp(−|α|
2

2
)

∞∑

n=0

αn√
n!

exp(−iχn2)|n〉. (4.15)
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Obrázek 4.5: Optická realizace Fredkinova hradla

Pro speciálńı volbu χ = π
2 dostáváme [18]

Û |α〉a|β〉b =
1√
2

(e−i
π
4 |α〉+ ei

π
4 | − α〉).

Tato konkrétńı volba má význam zejména v experimentálńıch aplikaćıch (optická analo-

gie tzv. Schrödinger-cat stav̊u, viz. [19]). Nav́ıc, jak je rozebráno ve [18], tvar řešeńı neńı

obecně stejný pro všechny hodnoty, jichž může exponent ve (4.15) nabývat. Kombinace

Kerrova média a dvou dělič̊u paprsk̊u celkem dává:

Û |α〉a|β〉b =
1√
2

(e−i
π
4 |iβ〉a′ |iβ〉b′ + ei

π
4 | − α〉a′ |β〉b′).

Jedná se tedy o superpozici dvou koherentńıch stav̊u v r̊uzných módech, které ovšem

nejsou ortogonálńı (viz. (B.2)). Pro β 6= ±α se jedná o entanglovaný stav.

4.7 Optická realizace Fredkinova hradla

Hradlo popsané v paragrafu 3.2.4 lze realizovat pomoćı dvou dělič̊u paprsk̊u a ker-

rovského elementu (viz. Obr. 4.5). Takovéto uspořádáńı představuje unitárńı transfor-

maci Û = B̂†K̂B̂, kde B̂ je vyvážený dělič paprsku, K̂ cross-kerr element (viz.(4.14) ,

Obr. 4.4):

K = exp[iξb̂†b̂ĉ†ĉ],

kde značeńı mod̊u odpov́ıdá Obr. 4.5 a ξ = χL je součin interakčńı konstanty χ a

interakčńı vzdálenosti L.
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Pro Û celkem dostáváme

Û = exp

[
iξĉ†ĉ

(
b̂† − â†

2

)(
b̂− â

2

)]
=

= ei
π
2
b̂†b̂e

ξ
2
ĉ†ĉ(â†b̂−b̂†â)e−i

π
2
b̂†b̂ei

π
2
â†âĉ†ĉei

ξ
2
b̂†b̂ĉ†ĉ.

Prvńı a třet́ı člen odpov́ıdaj́ı konstatńımu fázovému posunu, posledńı dva členy vzájemné

modulaci mod̊u b, c podle (4.14). Tyto členy ale nejsou pro účely Fredkinova hradla rozho-

duj́ıćı a mohou být vykompenzovány vhodným experimentálńım uspořádáńım. Zbylé

poslouž́ı k následuj́ıćı definici Fredkinova operátoru:

F̂ (ξ) = exp

[
ξ

2
ĉ†ĉ(â†b̂− b̂†â)

]
.

Rozebere takto posanou situaci pro ξ = π: neńı-li v modu c foton, plat́ı tedy a′ = a a

b′ = b. Je-li na vstupu c foton, pak se mody právě zaměńı: a′ = b a b′ = a. Jinými slovy

dostáváme podńıněnou operaci s parametrem ξĉ†ĉ. Pro tuto speciálńı volbu parametru

ξ tedy dostáváme CNOT hradlo.

4.8 Symetrický 2N-port

Symetrickým 2N-portem nazýváme zař́ızeńı, které vstupńı foton v jakémkoli vs-

tupńım modu přetransformuje v jakýkoli výstupńı se stejnou pravděpodobnost́ı 1
N . Můžeme

je chápat jako zobecněńı (symetrického) děliče paprsku. Podle předcházej́ıćı definice

tento totiž neńı nic jiného než 4-port.

Vzhledem k požadavk̊um na symetrii vzhledem k záměně jak vstupńıch tak výstupńıch

mod̊u, voĺıme hamiltonián ve tvaru

Ĥ = λ
∑

s,r

âs
†âr, (4.16)

kde λ je inteakčńı konstanta a lze ji volit reálnou (viz.[20] ) Vzhledem k symetrii lze

Hamiltonián (4.16) zapsat pomoćı úplně symetrických bosonových operátor̊u:

Ĥ = λNÂ†Â, kde Â† =
1√
N

∑

s

âs
†. (4.17)
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Jeho vlastńımi č́ısly potom jsou λN a 0 s algebraickou násobnost́ı 1 resp. N-1 (výpočet

viz. [20]).

Mějme N mod̊u v počátečńım stavu |Ψin〉. Výstupńı stav má potom tvar

|Ψout〉 = exp(−iĤt)|Ψn〉,

kde Ĥ je hamiltonián (4.16). Pro vstupńı stav s fotony v modech {i|i ∈ C}, kde C je

podmnožina množiny vstupńıch port̊u, dostáváme výstupńı stav ve tvaru

|Ψout〉 = exp(−iĤt)
∏

s∈C
âs
†|0〉 =

∏

s∈C
âs
†(t)|0〉,

kde

âs
†(t) = exp(−iĤt)âs† exp(iĤt) = âs

† − λt[Â†Â, âs†] +
(−iλt)2

2!
[Â†Â, [Â†Â, âs

†]] + . . . ,

(4.18)

kde nav́ıc pro komutátory na pravé straně plat́ı

[Â†Â, [Â†Â, . . . [Â†Â, âs
†]] . . . ]︸ ︷︷ ︸

k

= N
2k−1

2 Â†. (4.19)

Čili dostáváme




â1
†(t)

â2
†(t)
...

âN
†(t)




= M




â1
†(0)

â2
†(0)
...

âN
†(0)




=

= exp[−iĤt]




â1
†(0)

â2
†(0)
...

âN
†(0)




exp[iĤt]

kde M je hledaná transformačńı matice.

Na základě znalosti vlastńıch č́ısel, vyjádřeńı (4.17) a komutátor̊u (4.19) můžeme
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rovnici (4.18) zapsat ve tvaru

âs
†(t) = âs

† − 1√
N
Â† +

1√
N
Â† exp(−iλNt) =

= âs
†
(
N − 1 + exp(−iλNt)

N

)
+

(
exp(−iλNt)− 1

N

)∑

j 6=s
âj
†,

(4.20)

z čehož již dostáváme transformačńı matici ve tvaru

M =




1 + f(t) f(t) . . . f(t)

f(t) 1 + f(t) . . . f(t)

f(t) f(t) . . . f(t)

f(t) f(t) . . . 1 + f(t)




pro f(t) =
(

exp(−iλNt)−1
N

)
.

Pravděpobnost, že nalezneme foton v počátečńım modu, spočteme pomoćı (4.20):

〈âi†âi〉 =

∣∣∣∣
N − 1 + exp(−iλNt)

N

∣∣∣∣ = 1 + 2
N − 2

N
[cos(λNt)− 1].

Důležitým rysem symetrického děliče paprsk̊u je již dř́ıve zmı́něný fakt, že bude-li v

obou vstupńıch modech jeden foton, budou tyto nalezeny ve všech výstupńıch portech se

stejnou pravděpodobnost́ı. Chceme-li naj́ıt analogii tohoto jevu pro symetrický 2N-port,

budeme uvažovat vstupńı stav ve tvaru

|Ψin〉 =
∏

s

â†s|0〉,

s t́ım, že budeme cht́ıt zjistit, zda je možné źıskat výstupńı stav ve tvaru

|Ψout〉 =
1√
N

∑

s

exp(iϕs)
(â†s)N√
N !
|0〉.

Z (4.20) zjist́ıme, že tento požadavek je ekvivalentńı podmı́nce [20]:

(
1

N

)2N [
[N − 1 + exp(−iλNt)] · [exp(−iλNt)− 1]N−1

]2
=

1

NN !
.

Tato podmı́nka je ale splněna pouze pro N = 2 a pro žádné vyšš́ı N již rovnost ne-
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nastává, jinými slovy diskutovaná situace s rovnoměrným rozděleńım pravděpodobnost́ı

výstupńıch mod̊u je výlučně vlastnost́ı děliče paprsk̊u a u symetrického portu s v́ıce

vstupy ji již nelze realizovat.

4.9 Galtonova deska

Galtonova deska je zař́ızeńı, pomoćı kterého můžeme simulovat klasickou náhodnou

procházku: koĺıky ekvidistantně rozmı́stěné na desce, mezi kterými necháváme propadávat

kuličku jenom p̊usobeńım gravitačńıho pole. Konečné rozložeńı pozic kuliček pod deskou

pak odpov́ıdá binomickému rozděleńı.

Nahrad́ıme-li koĺıky děliči paprsk̊u můžeme simulovat kvantovou procházku (rozd́ıl

mezi vlnovým a kvantovým podáńım je v tom, že vlnová verze je klasická (ve smyslu

optické vlny), zat́ımco kvantová interpretace už́ıvá amplitudy vlnové funkce).

Standartńı kvantová procházka (QW) koresponduje s diskrétńım časovým vývojem

jednodimenzionálńıho systému (chodec) propojeného s vývojem dvoudimenzionálńıho

systému (mince). Označ́ıme HW Hilbert̊uv prostor chodce, HC Hilbert̊uv prostor mince.

Př́ıslušné báze definujeme jako {|m〉,m ∈ Z} a {|u〉, |d〉}. Stav celého systému patř́ı do

prostoru H = HC ⊗HW a v čase t jej lze vyjádřit jako (viz. např. [21])

|Ψ(t)〉 =
∑

m

[um,t|u,m〉+ dm,t|d,m〉],

který lze zapsat jako Û = ÛdÛc, tj. |Ψ(t)〉 = ÛdÛc|Ψ(t − 1)〉. Ûc je zde operátor

hodu minćı, Ûd operátor podmı́něné změny polohy. Hlavńım kvantitativńım popisem

procházky je pravděpodobnostńı rozděleńı pozice chodce podél mř́ıžky, po které se může

pohybovat.

Realizace kvantové procházky může vypadat následovně. Mějme optickou dutinu, do

které vstupuje kvazimonochromatické světlo skrz polopropustné zrcadlo. Rozděĺıme-li

svazek děličem paprsk̊u, má světlo dvě možnosti pohybu. Toto simuluje qubit a dělič pa-

prsk̊u odpov́ıdá unitárńı transformaci, která realizuje akci operátoru házeńı minćı. Roli

chodce (tedy operátoru Ûd) hraje frekvence světla, jej́ı změna o fixńı hodnotu je zajǐstěna

elektrooptickými modulátory - to je prvńı krok procházky. Světlo je pak pomoćı zrcadel

odraženo zpátky do děliče a může být implementován nový krok atd.
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|Ψ〉 = |H〉 + |T 〉
1
2

1
2

|H〉 + |T 〉|H〉 − |T 〉

|H〉 + |T 〉 |H〉 + |T 〉2|H〉

1
4

1
4

1
2

|H〉 + |T 〉 |H〉 + |T 〉|H〉 − |T 〉|H〉 − |T 〉

1
8

5
8

1
8

1
8

= 1√
2


 1 1
1 −1


 H T H =

(
1
0

)
T =

(
0
1

)

Obrázek 4.6: Př́ıklad: |Ψ〉 = |H〉 + |T 〉 při pr̊uchodu optickou Galtonovou deskou
(tvořenou symetrickými děliči paprsku). Č́ıselné hodnoty uvedené při přechodech
odpov́ıdaj́ı pravděpodobnostem přechodu do následuj́ıćıho stavu. Vid́ıme tedy, že již
při použit́ı šesti docháźı k odchylce od klasického binomického rozděleńı, kterým se ř́ıd́ı
klasická Galtonova deska.

V této situaci QW zapř́ıčińı frekvenčńı rozděleńı výsledného pole tak, že intenzita př́ıslušná

každé frekvenci hraje roli pravděpodobnosti nalezeńı chodce v dané pozici. Jinými slovy,

po m pr̊uchodech děličem, spektrum výsledného pole udává pravděpodobnostńı rozděleńı

QW.

Podrobněǰśı rozbor této myšlenky (podle [22]) je uvedena v Př́ıloze F.1. Daľśı možnou

variantu experimentálńı realizace uvád́ıme v Př́ıloze F.2.
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Obrázek 4.7: Schématické znázorněńı śıtě analogické s Isingovým modelem, kde A,B
jsou transformace představované jednotlivými uzly, rámečkem je označený tzv. základńı
motiv, který se bude obecně M-krát opakovat, převzato z [24]

4.9.1 Modifikace modelu Galtonovy desky pro nelinearity

Stač́ı předpokládát, že světlo źıskává nějaké, na intezitě závislé, fáze při pohybu

po jedné či druhé dráze umožněné v experimentu. Nicméně nyńı nebudou tyto dráhy

v lineárńım prostřed́ı (vakuum), ale v nelineárńım médiu (kerrovský element, optická

vlákna apod.). Nyńı potřebujeme operátor nav́ıc, který nám dovoĺı popsat źıskáńı na

intezintě závislé fáze při pr̊uchodu Kerrovým médiem. Unitárńı operátor zobecńıme

následuj́ıćım zp̊usobem (viz. [23])

Û(t) = ÛdÛcÛnl(t− 1).

Ûnl(t) =
∑

c=u,d

∑

m

eiFc(m,t)|c,m〉〈c,m|,

kde Fc(m, t), (c = u, d) je libovolná funkce pravděpodobnost́ı (resp. intenzit v klasickém

kontextu).

4.10 Kvantová śıt’ analogická s Isingovým modelem

Daľśım př́ıpadem nekonečné śıtě vzájemně propojených kvantových systémů je tzv.

nearest-neighbour network. Śıt’ složená z dělič̊u paprsk̊u, z nichž každý je propojen se
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čtyřmi sousedńımi. Snadno si povšimneme jisté analogie s experimentem na binomické

rozděleńı a jak uvid́ıme zkoumané experimentálńı uspořádáńı pouze jinou interpretaćı

konfigurace popsané v předchoźı kapitole (Galtonova deska).

Naš́ı úlohou nyńı je naj́ıt matici, která dá jednoznačně do souvislosti operátory

popisuj́ıćı stav fotonu na vstupu a výstupu každého děliče paprsku. Základńı myšlenkou

je rozdělit celou śıt’ do opakuj́ıćıch se podstrusktur (viz. Obr. 4.7). Budeme-li obecně

uvažovat 2N ve vertikálńım směru a 2M uzl̊u v horizontálńım, transformačńı matice pro

celý systém je pak jednoduše M-tou mocninou této d́ılč́ı transformačńı matice, která

bude mı́t tvar (viz. např. [25]):

U =




A 0 0
0 0 · · ·

0 0
0 0 A · · ·
...

...


×




B22 0 0 0 · · ·
0 0 B · · ·
...

...


 ,

kde

A =


 cos θ sin θ

− sin θ cos θ


 , B =


 cos Φ sin Φ

− sin Φ cos Φ


 ,

přičemž uvažujeme periodické hraničńı podmı́nky (toroidálńı topologie śıtě).

Matice odpov́ıdaj́ı transformaci, kterou realizuje celá śıt’ je pak W (M) = UM . Dı́ky

tomu, že matice U je unitárńı, můžeme matici W zapsat ve tvaru W (M) = X−1DMX,

kde D je diagonálńı matice s vlastńımi č́ısly exp(±iλn) a X je unitárńı. Tato vlastńı č́ısla

dávaj́ı konkrétńı informaci o typických rysech dané optické śıtě (viz. [26]). Budeme-li

uvažovat vyvážené děliče paprsku, tzn. θ = Φ = π
4 , dostáváme pro vlastńı hodnoty

rovnici

cosλn =
1

2

[
1 + cos

(
2πn

N

)]
. (4.21)

Z rovnice (4.21) lze usuzovat na některé obecné rysy vlastńıch č́ısel pro libovolné N .

Podle [26] plat́ı, že všechny vlastńı hodnoty exp(±λn) jsou dvakrát degenerované

(s výjimkou ±i, je-li N liché). Uvedeme nyńı explicitně množinu vlastńıch č́ısel pro śıtě

s N = 2 a N = 4:

N = 2 : {1, 1,±i} λn ∈ {0,
π

2
},

N = 4 : {1, 1,±i,±1
1
3 ,±1−

1
3 } λn ∈ {0,

π

3
,
π

2
,
2π

3
}.
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Bude-li se tedy základńı motiv v śıti opakovat M-krát, čili trasformačńı matice pro celou

śıt’ bude mı́t tvar UM , implikuj́ı výše uvedená vlastńı č́ısla periodicitu transformaćı. Pro

N = 2 se transformačńı matice stane jednotkovou po opakováńı 4 motiv̊u, tj. U4 = 1, pro

N = 4 se totéž stane po 12 motivech, tj. U12 = 1. Naopak např. pro N = 3 se ukazuje,

že jisté λn muśı být nevyhnutelně iracionálńım násobkem π. Pro dostatečně vysoká N

a malá n plat́ı pro exponenty λn následuj́ıćı aproximace

λn ≈ ±
√

2
πn

N
. (4.22)

4.10.1 Rekurence a zakázané výstupy

Již v́ıme, že ve speciálńıch př́ıpadech nám znalost vlasńıch č́ısel poskytuje úplnou in-

formaci o chováńı systému, nicméně v př́ıpadě iracionálńıch exponent̊u vlastńıch č́ısel

toto neńı pravidlem. Uvažujme funkci W (M), která bude popisovat závislost trans-

formačńı matice na M - počtu opakováńı základńıho motivu v Isingově śıti. Uvažujme

jednofotonový stav na i-tém vstupńım portu, tj. âi
†|0〉. Pro výstupńı kreačńı operátor

pak plat́ı [26]

b̂k
†
(M) =

2N∑

l=1

[W (M)]klâl
†.

Tedy pro foton v i-tém modu vstupuj́ıćı do śıtě plat́ı, že v j-tém výstupńım modu bude

nalezen s pravděpodobnost́ı |W (M)ij |2. Lze snadno doj́ıt k závěru, že v klasickém př́ıpadě

bude pravděpodobnostńı rozděleńı výskytu fotonu ve výstupńıch modech binomické. V

kvantovém př́ıpadě je situace následuj́ıćı.

Pro N = 2 se matice W(M) chová takto [26]

W (1) = U =




1 1 1 −1

−1 1 1 1

1 −1 1 1

1 1 −1 1



, W (2) = U2 =




0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0



,

W (1) = U =




1 −1 1 1

1 1 −1 1

1 1 1 −1

−1 1 1 1



, W (4) = U4 =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



.
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Śıt’ tedy vykazuje periodické chováńı s periodou 4 (po čtyřech opakováńıch elementárńıho

motivu plat́ı |Ψin〉 = U4|Ψin〉). Při pouze dvou opakováńıch motivu máme nicméně

zaručeno, že foton se s pravděpodobnost́ı 1 objev́ı na jediném výstupu (ale v jiném

než vstupńım modu). Tato periodicita ukazuje spojeńı mazi vlastnost́ı vlastńıch č́ısel

matice diskutovaných výše a fyzickým uspořádáńım śıtě. Můžeme si také všimnout,

že matice W(1) je matićı Hadamardovy transformace (použijeme-li značeńı (3.9) plat́ı

W (1) = H ⊗H).

Pro N = 3 je ve [26] ukázána existence zakázaného výstupu, konkrétně d́ıky destruk-

tivńı interferenci má každý i+3 vstup nulovou pravděpodobnost, že by se nějaký foton

objevil ve kterémkoli z výstupńıch mod̊u.

Pro N = 4 je śıt’ přesně periodická (jedná se o čtyři děliče paprsk̊u v řadě) a plat́ı

W (12) = 1.

Pro obecné N lze vyslovit následuj́ıćı závěry. Je-li N liché, bude existovat právě jeden

výstup s nulovou populaćı. Pokud jde o periodické vlastnosti, z odhadu (4.22) můžeme

usozovat, že uspořádáńı s N = 2, resp. N = 4 budou jediné př́ıpady vykazuj́ıćı přesnou

periodocitu.

Fakt, že se nám podařilo popsat transformaci danou řadou dělič̊u paprsk̊u umı́stěných

za sebou můžeme využ́ıt k nalezeńı maticové reprezentace transformace realizované

Galtonovou deskou, diskutovanou výše. Tuto lze zapsat rekurentně tak, že známe-li trans-

formaci UN odpov́ıdaj́ıćı prvńım N řadám dělič̊u paprsk̊u, transformaci realizovanou po

přidáńı N+1-ńı řady obrž́ıme jako produkt

UN+1 =
1√
2




1 1 0 0 . . . 0 0

−1 1 0 0 . . . 0 0

0 0 1 1 . . . 0 0

0 0 1 −1 . . . 0 0
...

...
...

. . . . . .
...

...

0 0 0 0 . . . 1 1

0 0 0 0 . . . 1 −1




·




1 0 . . . 0 0

0 0

... UN
...

0 0

0 0 . . . 0 1




.

Máme-li několik izolovaných systémů popsaných pravděpodobnostńımi veličinami,

mohou tyto, propoj́ıme-li je, vykazovat kritické chováńı. T́ım rozumı́me prudkou změnu

fundamentálńıch vlastnost́ı systému na základě změny vněǰśıch parametr̊u. Toto chováńı
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má v kvantových śıt́ıch svou analogii. Ke kritickým jev̊um ale nedocháźı na základě

změny vněǰśıch parametr̊u, nýbrž jsou zapř́ıčiněny kvantovou povahou śıtě.

Uvažujme śıt’, kde jednotlivé uzly vzájemně interaguj́ı pouze s nejbližš́ım sousedem

(Ising̊uv model), jak už bylo popsáno výše. Abychom našli bod přechodu, je třeba

zkoumat nespojitosti v globálńıch parametrech śıtě. Vlastńı hodnoty výše uvedenemé

unitárńı transformace pro Isingovu śıt’ můžeme zapsat v integrálńım tvaru jako [27]:

γ(ν) =
1

π

∫ π

0
dν ′ log[2 cosh 2Φ coth 2Φ− 2(cos ν + cos ν ′)],

kde Φ je parametr určuj́ıćı reflexivitu, resp. refraktivitu použitých dělič̊u.

4.10.2 Provázáńı v Isingově typu optické śıtě

Vývoj pravděpodobnostńıho rozděleńı jednočásticového stavu v pasivńıch optických

śıt́ıch velice úzce souviśı s vývojem provázáńı v dané śıti (existence kvantové korelace

mezi výstupńımi mody), a to ńıže popsaným zp̊usobem. Uvažujme obecný jednočásticový

stav v rámci obecné śıtě. Obecná pasivńı optická śıt’ je charakterizována jediným unitárńım

operátorem, který udává transformaci mezi vstupńımi a výstupńım kreačńımi operátory:




b̂†1

b̂†2
...

b̂†n




= Û




â†1

â†2
...

â†n



.

Uvažujme částici ve stavu

|Ψin〉 =

N∑

i=1

αi|1i〉 =

N∑

i=1

αiâi|0〉,
N∑

i=1

|αi|2 = 1,

kde |1i〉 je vektor, který má, až i-tou, která je rovna jedné, všechny složky nulové, čili se

jedná o i-tý mód s jednou excitaćı. Po aplikaci unitárńı transformace, pro výstupńı stav

dostáváme:

|Ψout〉 = Û |Ψin〉 =
N∑

i=1

αiÛ â
†
i Û
†Û |0〉 =

N∑

i=1

( N∑

i=1

Ukiαi

)
|1k〉
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Pro pravděpodobnost nalezeńı v n-tém výstupńım modu dostáváme:

P (n) = |〈1n|Ψout〉|2 =
∣∣∣
N∑

i=1

Uniαi

∣∣∣
2
.

Budeme-li se zabývat dvou částicovým př́ıpadem, muśıme uvážit efekt provázáńı.

Jak již bylo uvedeno v kapitole 2 pro popis entaglementu ve dvouhladinových systémech

se už́ıvá tzv. concurrence C(ρ̂), kde ρ̂ je operátor hustoty, definované vztahem 2.4.

Pomoćı concurrence nyńı můžeme určit provázáńı mezi i-tým a j-tým modem |Ψout〉.
Najdeme redukovaný operátor hustoty [12]:

ρij = Trrest 6=i,j(|Ψout〉〈Ψout|)

s jedinou nenulovou vlastńı hodnotou. Celkem dostáváme

C(ρi,j) = 2
√
P (i)P (j). (4.23)

Tento výsledek plat́ı pro libovolný typ pasivńı optické śıtě a výstupńıho jedno-

částicového stavu. V podstatě jsme zjistili, že všechny mody (s nenulovou pravděpo-

dobnost́ı P(n)) jsou vzájemně provázány a mı́ra jejich provázáńı nezáviśı na jejich re-

lativńı fázi. T́ım jsme vyřešili otázku, jaká mı́ra provázáńı se může vyskytnout v libo-

volně zvolené pasivńı optické śıti. Prakticky d̊uležitěǰśı je nicméně řešeńı obrácené úlohy.

Mějme zadanou určitou mı́ru provázáńı, kterou chceme při pr̊uchodu śıt́ı dosáhnout,

hledejme odpov́ıdaj́ıćı śıt’, která bude požadované provázáńı realizovat.

Vı́me, že všechny možné výstupńı výstupńı módy jsou navzájem provázáné. Bez újmy

na obecnosti předpokládejme, že foton se může s nenulovou pravděpodobnost́ı vyskyt-

nout pouze v prvńıch n ≤ N módech, ke kterým máme určenu množinu concurrenćı

Cij , (Ci,j 6= 0), Cij = Cji pro i 6= j. Všechny stavy generované pasivńı optickou śıt́ı

můžeme psát

|Ψ〉 =

N∑

i=1

λi|1i〉,
N∑

i=1

|λi|2 = 1 (4.24)

a concurrenci zapsat ve tvaru

Cij = 2|λi||λj |. (4.25)
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Pro pravděpodobnosti pak plat́ı:

|λj |2 =
CijCkj
2Cik

, i 6= k 6= j. (4.26)

Čili Cij muśı splňovat podmı́nku

CijCkj
Cik

=
CajCbj
Cab

,

pro všechna i, j, k, a, b ∈ n̂. Zafixujeme-li nyńı tři navzájem r̊uzné indexy i, j, k, plat́ı pro

a, b 6= i:

Cab =
CiaCib
CijCik

Cjk. (4.27)

Speciálně pro b = j

Caj = Cia
Cik
Cjk

.

Pomoćı vztah̊u (4.25) a (4.26) přeformulujeme podle [24] vztah (4.24) jako

2 =
CijCik
Cjk

+
Cjk
CijCik

∑
a 6= i, a = 1nC2

ia. (4.28)

Rovnici (4.28) nyńı zaṕı̌semem ve tvaru

2 = x+
K

x
, kde x =

CijCik
Cjk

a K =
n∑

a6=i,a=1

C2
ia. (4.29)

Rovnice (4.29) má dvě řešeńı

x = 1±
√

1−K,

kde

0 < K =
n∑

a6=i,a=1

C2
ia ≤ 1. (4.30)

Po dosazeńı ze (4.29) dostáváme

Cjk =
CijCik

1 +
√

1−K nebo Cjk =
CijCik

1−
√

1−K . (4.31)

Obě tato řešeńı maj́ı fyzikálńı význam, protože výsledné concurrence vyhovuj́ı podmı́nce

0 < Cjk < 1.
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Nav́ıc pomoćı (4.31) můžeme přepsat (4.27):

Cab =
CiaCib

1±
√

1−K . (4.32)

Podle [24] vyjádř́ıme koeficienty ze vztahu (4.24) v termı́nech concurrenćı jako

|λj |2 =
C2

1j

2(1±
√

1−K)
(i 6= j),

|λi|2 =
1

2
(1±

√
1−K).

Źıskané výsledky shrnuje následuj́ıćı věta:

Věta: Mějme množinu Cij , Cij 6= 0, která zadává vzájemné provázáńı pro všechny indexy

i,j výstupńıch modu pasivńı optické śıtě. Tato může být popsána jediným čistým stavem

(4.24) tehdy a jen tehdy, je-li pro libovolně, ale pevně zvolený index (mod) i splněna

podmı́nka (4.30) a pro všechny indexy a,b (a, b 6= i) je současně splněno (4.32). Jsou-li

obě podmı́nky splněny lze tedy provázáńı charakterizovat pomoćı (4.24), kde |λj |2 =
C2
ij

2(1+
√

1−K)
, j 6= i a |λi|2 = 1

2(1−
√

1−K).

Provázáńı je generováno množinou concurrenćı {Cij} mezi i-tým vybraným modem a

zbylými možnými výstupńımi mody. Śıt’ generuj́ıćı požadovaný stav ale neńı určena jed-

noznačně. Hledali jsme śıt’, kde na vstupu bude jediný foton v jistém vybraném módu -

t́ım jsme vybrali jediný řádek matice unitárńı transformace, která danou śıt’ bude charak-

terizovat, jedinou podmı́nkou na ostatńı matickové elementy je tedy nenarušeńı výše

zmı́něné unitarity. Tuto nejednoznačnost lze (viz. [24]) využ́ıt ke zjednodušeńı schématu

hledané śıtě (viz. např́ıklad Zeilingerova metoda pro śıt’ složenou jen z dělič̊u paprsk̊u a

fázových posun̊u, což je podrobněji okomentováno v Př́ıloze D).

4.10.3 Optimalizace rozděleńı provázáńı v pasivńı śıti s jednou excitaćı

Nejprve zavedeme následuj́ıćı označeńı́ı: Cij = C(ρij , i 6= j) a Cii = 0. Dále definu-

jeme funkci, která bude danou śıt’ charakterizovat z hlediska celkového provázáńı systému:

τ(ρ) =
∑

ij

C2
ij ,
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kde v sumě sč́ıtáme přes všechny dvojice index̊u. Optimalizaćı provázáńı budeme tedy

dále chápat maximalizaci této funkce. Ze vztahu (4.23) po vysč́ıtáńı přes j dostáváme

∑

j

C2
ij = 4P (i)[1− P (i)],

protože

Pj =
CijCkj
2Cik

∑

a=1.a6=i,j
C2
ia =

CijCik
Cjk

(2− CijCik
Cjk

) (normalizačńı podmı́nka)

a tedy

∑

ij

C2
ij = 4(1− P (i)2).

Je ovšem třeba uvědomit si, že výše popsaným postupem, jsme všechny dvojice in-

dex̊u zahrnuli do sumy dvakrát. Čili pro součet kvadrát̊u udané množiny concurrenćı

dostáváme

∑

ij

C2
ij = 2(1− P (i)2),

což je funkce jej́ıž maximum hledáme, ovšem s ohledem na podmı́nku
∑

i P (i) = 1.

Řešeńım této úlohy na vázané extrémy je

τmax(N) = 2(1− 1

N
) pro P (i) =

1

N
.

Všechny dvojice mod̊u jsou tedy provázány stejně a pro concurrenci plat́ı

C = Cij = 2
N .

4.10.4 Rozděleńı provázáńı v pasivńı śıti se dvěma excitacemi

Budeme uvažovat limitńı př́ıpad śıtě - śıt’ dostatečně velkou na to, aby pravděpodobnost

detekovat dva fotony na tomtéž výstupu byla prakticky nulová. Pro popisované stavy to
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znamená tvar

|0i〉|1j〉 . . . |1k〉 . . . |0l〉 pro j 6= k.

Dvoučásticový vstupńı stav

|Ψin〉 =
∑

ij

αija
†
i â
†
j |0〉+

1√
2

N∑

i

αiâ
†2
i |0〉 =

=
∑

ij

αij |1i1j〉+
∑

i

αi|2i〉.
(4.33)

Tř́ıčásticový bude vypadat:

|Ψin〉 =
∑

i1,i2,i3

αi1i2i3 â
†
i1
â†i2a

†
i3
|0〉+

1√
2

∑

i1,i2

αi1i2 â
†2
i1
â†i2 |0〉+

1√
6

∑

i1

αi1 â
†3
i1
|0〉.

Zobecněńı pro v́ıce foton̊u, které by se nab́ızelo, ale rozhodně nebude př́ımočaré, protože

už u čtyř foton̊u formule budovaná rekurentně na základě předchoźıch dvou vztah̊u

neobsáhne např́ıklad možnost â†2i1 â
†2
i2

atd.

Nicméně pro vstupńı stav tvaru (4.33) bude výstupńı stav vypadat

|Ψout〉 =
N∑

k,l=1


∑

(ij)

UkiUljαij +
N∑

i=1

1√
2
UkiUliαi


 b̂†k b̂

†
l |0〉, (4.34)

kde v sumě s indexem (ij) sč́ıtáme přes všech
(
n
2

)
dvojic index̊u. Označ́ıme

βkl =
∑

(ij)

2UkiUljαij +
N∑

i=1

√
2UkiUliαi

βk =
∑

(ij)

√
2UkiUkjαij +

N∑

i=1

UkiUkiαi

d́ıky čemuž se vztah 4.34 redukuje na

|Ψout〉 =
∑

kl

βkl|1k1l〉+

N∑

k=1

βk|2k〉,
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který je d́ıky limitńımu předpokladu tohoto odstavce po provedeńı normalizace roven

|Ψout〉 =
1

K

∑

kl

βkl|1k1l〉, kde K2 =
∑

kl

|βkl|2.

Daľśı postup je analogický výše uvedenému pro jednočásticový stav. Pro dva pevně

zvolené mody a, b opět vypočteme redukovanou matici hustoty (jej́ı explicitńı tvar lze

nalézt v [24]) a j́ı asociovanou matici (2.3), pro niž najdeme vlastńı hodnoty a podle

(2.4) zjist́ıme, že pro concurrenci mezi těmito zvolenými mody plat́ı

Cab = 2max



∣∣∣∣∣∣
∑

k 6=a,b
βakβ

∗
ak

∣∣∣∣∣∣
− |βab|

√ ∑

(k,l) 6=a,b

|βkl|2, 0


 .
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Kapitola 5

Řešeńı optické śıtě s náhodnou pozićı

nelineárńıho elementu

V předchoźıch kapitolách jsme probrali funkci logických hradel a jejich fyzikálńı

realizace, zejména pokud šlo o využit́ı nelineárńıch prvk̊u, jejichž vlastnosti začnou

být zaj́ımavé ve v́ıcefotonových př́ıpadech. Dosṕıváme tak k následuj́ıćımu zobecněńı:

začleněńı nelineárńıho prvku do rozsáhleǰśı śıtě s v́ıce excitacemi s t́ım, že jeho poloha

bude náhodná (Obr. 5.1).

Necht’ je studovaná śıt’ tvořena N děliči paprsku s t́ım, že na k-tém mı́stě se nacháźı

cross-kerr element. Budeme uvažovat n vstupńıch a n výstupńıch mod̊u. Hamiltonián

bude tedy mı́t tvar

Ĥ =
n∑

i=1

âi
† ˆai+1 +

n∑

i=1

χi(b̂i
†
b̂i)

2.

Začněme s jednoduchým př́ıpadem stavu se dvěma možnými mody, které označ́ıme

a, b.

Podle (4.12) a (4.14) zjist́ıme, že pro jednofotonový stav se nelinearita neprojev́ı

BS BS C-K BS

Obrázek 5.1: Schéma optické śıtě s náhodnou pozićı nelineárńıho elementu (C-K) mezi
děliči paprsk̊u (BS) v řadě.
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(explicitně viz. (4.13)). T́ım můžeme śıt’ pokládat za vyřešenu pro libovolný vstupńı

jednofotonový stav. Vzhledem k periodicitě řady dělič̊u paprsk̊u (která bude objasněna v

následuj́ıćım paragrafu, viz. (5.4) a faktu, že pro jednofotonový stav se unitárńı operátor

př́ıslušej́ıćı akci kerrovského elementu bude chovat prostě jako identita, stač́ı spoč́ıst N

mod 8 a vybrat z (5.4) př́ıslušný stav.

Nicméně už pro dva fotony v śıti, bude situace komplikovaněǰśı. Vı́me, že akce

operátoru (4.12) na dvoufotonový stav je

K̂|1a1b〉 = eiχ|1a1b〉, (5.1)

což nás, uváž́ıme-li definici koherentńıho stavu B.1, platnost identity (4.6) (kterou podle

[14] splňuj́ı všechny funkce rozvinutelné do řady) a Baker-Hausdorffovu identitu (4.5),

vede k myšlence př́ımočarého řešeńı śıtě pro dvojici koherentńıch stav̊u, č́ımž bychom

nav́ıc mohli rozš́ı̌rit jejich využit́ı uvedené v paragrafu 4.6.

5.1 Koherentńı stavy

Označ́ıme-li B̂ unitárńı transformaci realizovanou děličem paprsk̊u, K̂ unitárńı trans-

formaci realizovanou kerrovským elementem, snadno zjist́ıme, že pro dvojici koherentńıch

stav̊u plat́ı

B̂8|α〉|β〉 = |α〉|β〉 (5.2)

a pro akci kerrovského elementu s hamiltoniánem ĤK = χ(â†â)2 plat́ı (viz. např. [17])

K̂|α〉|β〉 =
1√
2

[e−i
π
4 |α〉|β〉+ ei

π
4 | − α〉|β〉]. (5.3)

Vzhledem k faktu, že výsledkem takovéto transformace jsou koherentńı stavy a uváž́ıme-

li nav́ıc periodicitu podle (5.4), můžeme očekávat analogické chováńı i u stavu (5.3).
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Explicitńı vyjádřeńı je následuj́ıćı. Pro dělič paprsku:

B̂|α〉|β〉 = | 1√
2

(α+ iβ)〉| 1√
2

(β + iα)〉,

B̂2|α〉|β〉 = |iα〉|iβ〉,

B̂3|α〉|β〉 = | 1√
2

(−α+ iβ)〉| 1√
2

(−β + iα)〉,

B̂4|α〉|β〉 = | − α〉| − β〉,

B̂5|α〉|β〉 = | 1√
2

(−α− iβ)〉| 1√
2

(−β − iα)〉,

B̂6|α〉|β〉 = | − iα〉| − iβ〉,

B̂7|α〉|β〉 = | 1√
2

(α− iβ)〉| 1√
2

(β − iα)〉,

B̂8|α〉|β〉 = |α〉|β〉

(5.4)

a pro kerrovský element:

B̂K̂|α〉|β〉 =
1√
2

[e−i
π
4 |α+ iβ〉|β + iα〉+ ei

π
4 | − α+ iβ〉|β − iα〉],

B̂2K̂|α〉|β〉 =
1√
2

[e−i
π
4 |iβ〉|iα〉+ ei

π
4 |iβ〉| − iα〉],

B̂3K̂|α〉|β〉 =
1√
2

[e−i
π
4 | − α+ iβ〉|iα− β〉+ ei

π
4 |iβ + α〉| − iα− β〉],

B̂4K̂|α〉|β〉 =
1√
2

[e−i
π
4 | − α〉| − β〉+ ei

π
4 |α〉| − β〉],

B̂5K̂|α〉|β〉 =
1√
2

[e−i
π
4 | − α− iβ〉| − β − iα〉+ ei

π
4 |α− iβ〉|β − iα〉],

B̂6K̂|α〉|β〉 =
1√
2

[e−i
π
4 | − iβ〉| − iα〉+ ei

π
4 | − iβ〉|iα〉],

B̂7K̂|α〉|β〉 =
1√
2

[e−i
π
4 |α− iβ〉 − |iα+ β〉+ ei

π
4 | − iβ − α〉|iα+ β〉],

B̂8K̂|α〉|β〉 =
1√
2

[e−i
π
4 |α〉|β〉+ ei

π
4 | − α〉|β〉] = K̂|α〉|β〉.

(5.5)

Využit́ım této periodicity můžeme řešeńı śıtě rozdělit na dva př́ıpady: je-li kerrovský

element umı́stěn na prvńım mı́stě vypočteme pouze N mod 8 dělič̊u paprsk̊u, které se

nacházej́ı za ńım a výsledek urč́ıme podle (5.5), pokud kerrovskému elementu m dělič̊u

paprsk̊u nav́ıc předcházelo, opět s využit́ım periodicity transformace už jen uprav́ıme

výsledný vztah podle (5.4) (odpov́ıdaj́ıćı rovnici opět vybereme jako m mod 8).

Z toho už je zřejmé, že výsledná matice hustoty pro daný systém bude součet 64
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možných matic hustoty odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým konfiguraćım. V podstatě jsme ze sumy

ρ̂ =
∑n

i=1 pi|Ψi〉〈Ψi| vybrali jenom všechny možné navzájem r̊uzné výstupńı funkce. Aby

ale byla současně splněna podmı́nka na normalizaci pravděpodobnosti (součet koeficient̊u

pi muśı být roven jedné), je třeba započ́ıtat degenerace jednotlivých variant kombinaćı

počt̊u dělič̊u paprsk̊u, které předcháźı resp. následuj́ı kerrovský element. Budou tedy

samozřejmě záviset na pravděpodobnostńım rozložeńı výskytu kerrovského elementu v

śıti. Jako nejjednodušš́ı př́ıklad můžeme uvažovat, že pravděpodobnost bude pro všechny

pozice v śıti tatáž: 1
N . Všechny koeficienty při sč́ıtáńı přes všechny navzájem r̊uzné matice

hustoty pak muśıme, kv̊uli zachováńı normalizace, vynásobit koeficientem [N16 ].

T́ım jsme zodpověděli otázku chováńı dvojice koherentńı stav̊u v śıti 5.1. Navázali

jsme tak na diskuzi uvedenou v sekci 4.6 a článku [17], č́ımž jsme pro tento př́ıpad vyřešili

možnost zařazeńı nelineárńıho Mach-Zehnderova interferometru do složitěǰśı śıtě.
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Kapitola 6

Závěr

V této práci byl čtenář seznámen s optickými kvantovými śıtěmi jak z teoretického

hlediska skládáńı jednotlivých unitárńıch transformaćı do výsledné logické operace, tak z

hlediska možných fyzikálńıch realizaćı s d̊urazem na v́ıcefotonový aspekt. Podrobně byly

rozebrány zejména možnosti použit́ı kerrovského média, Galtonova deska a śıt’ analogická

s Isingový modelem.

Bylo uvedeno řešeńı optické śıtě s náhodnou pozićı nelineárńıho elementu pro dvo-

jici koherentńıch stav̊u a také nejobecněǰśı možná formulace úlohy na náhodný výskyt

nelinearity v śıti, což je bod, ve kterém lze na tuto práci navázat, kĺıčové je rozš́ı̌reńı

řešeńı na v́ıcefotonové stavy.
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Př́ıloha A

The no-cloning theorem

Neńı možné vytvořit přesnou kopii náhodného kvantového stavu: |Ψ〉 = α|0〉+ β|1〉.
Při d̊ukazu budeme postupovat sporem podle [15]. Představme si, že vyvořit přesnou

kopii je možné a lze to uskutečnit prostřednictv́ım unitárńı operace Û . Tato bude p̊usobit

na stav |Ψ〉1 na prvńım qubitu a současně na druhém na počátečńı stav |i〉. Výstup takové

procedury muśı mı́t tvar: |Ψ〉1|Ψ〉2. To znamená, že pro stavy |0〉 a |1〉 Muśı platit

Û |0〉1|i〉2 = |0〉1|0〉2 Û |1〉1|i〉2 = |1〉1|1〉2.

Z linearity pak dostáváme

Û |Ψ〉1|i〉2 = αÛ |0〉1|i〉2 + βÛ |1〉1|i〉2 =

= α|0〉1|0〉2 + β|1〉1|1〉2 6= |Ψ〉1|Ψ〉2.

Skutečnost, že nemůžeme vytvořit přesnou kopii neznámého kvantového stavu, zaručuje

neprolomitlenost proces̊u použ́ıvaných v kvantové kryptografii (jako jednoduchý př́ıklad

může posloužit protokol BB84, popsaný např. v [12]).

Na závěr je třeba poznamenat, že toto zd̊uvodněńı plně postačuj́ıćı pro naše účely, neńı

obecným d̊ukazem (předpokládáme čistý stav, nikoli smı́̌sený), v́ıce např. v [28].
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Př́ıloha B

Základńı vlastnosti koherentńıch stav̊u

Koherentńı stav zvoleného modu je definován jako výsledek translace stavu |0〉 ve

fázovém prostoru (viz. Obr. B.1). Tato translace je popsána unitárńım operátorem

D̂(α) = exp[αâ† − α∗â] = exp

(
−|α|

2

2

)
exp(αâ†) exp(−α∗â), (B.1)

kde α ∈ C. Označeńı: |α〉 = D̂(α)|0〉. Pro časový vývoj (Obr. B.2) koherentńıho stavu

plat́ı

|Ψ(t)〉 = e−iωt/2|αe−iωt〉.

Koherentńı stav ve Fockově bázi (viz. [1]):

|α〉 =
∑

n

Cn(α)|n〉 pro Cn(α) = exp

(
−|α|

2

2

)
αn√
n!
.

pp

x

|0〉
D̂(α)

x

|α〉

Obrázek B.1: Translace vakua ve fázovém prostoru
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B. ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI KOHERENTNÍCH STAVŮ

p

x

|α(0)〉|α(t)〉

Obrázek B.2: Časový vývoj koherentńıho stavu

Pro skalárńı součin dvou koherentńıch stav̊u plat́ı:

〈α|β〉 = exp[−|α|2/2− |β|2/2 + α∗β],

z čehož dostáváme

|〈α|β〉|2 = exp[−|α− β|2], (B.2)

jinými slovy koherentńı stavy nejsou navzájem ortogonálńı. Podrobněǰśı diskuzi a odvozeńı

všech výše uvedených vztah̊u lze naj́ıt např́ıklad v [29].
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Př́ıloha C

QND mě̌reńı

Obecné schéma QND měřeńı (název z ’Quantum nondemolition measurements’) je

následuj́ıćı: pozorovatelná ÂS sytému S je měřena pomoćı detekce změny pozorovatelné

ÂP př́ıslušej́ıćı systému P , který je propojen se systémem P po čas měřeńı T . Dı́ky

tomu lze źıskat sadu přesných měřeńı ÂS a to tak, že výsledek každého měřeńı je úplně

předpověditelný z výsledku měřeńı předchoźıho. Hamiltonián S − P systému zaṕı̌seme

jako

Ĥ = ĤS + ĤP + Ĥ1, (C.1)

kde ĤS je hamiltonián systému S, ĤP je hamiltonián systému P a Ĥ1 je interakčńı

hamiltonián. Pro časový vývoj pozorovatelných AS , AP potom plat́ı:

i~ ˙̂
AS = [ÂS , ĤS + Ĥ1],

i~ ˙̂
AP = [ÂP , ĤP + Ĥ1].

Pokud chceme aby ÂS byla QND pozorovatelná, muśı pozorovatelná ÂP a interakčńı

hamiltonián Ĥ1 splňovat následuj́ıćı podmı́nky:

• Aby bylo možné ÂS měřit muśı být interakčńı hamiltonián funkćı ÂS čili

∂H1

∂AS
6= 0 (C.2)
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C. QND MĚŘENÍ

Kerr medium

B1 B2

M1 M2

as

ar

D1

D2

ap a′p

Obrázek C.1: Schéma QND měřeńı prováděného prostřednictv́ım Kerrovského elementu

• ÂP použ́ıváme k měřeńı ÂS , nesmı́ tedy být integrálem pohybu:

[ÂP , Ĥ1] 6= 0 (C.3)

• Naopak hodnota AS nesmı́ být ovlivněna vazbou danou H1:

[ÂS , Ĥ1] = 0 (C.4)

• nav́ıc:
∂ĤS

∂Â†S
= 0 (C.5)

C.1 QND pomoćı Kerrovského elementu

Pr̊uběh indexu lomu v nelineárńıch materiálech je dán rovnićı (4.11). Schéma experi-

mentálńıho uspořádáńı je na Obr. C.1. Dı́ky změně indexu lomu v závislosti na intenzitě

vzniká fázový posum mezi tzv. řádným a mimořádným paprskem. Fáze mimořádného

paprsku je modulována intenzitou řádného. Hamiltonián jejich interakce v kerrovském
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C. QND MĚŘENÍ

médiu je dán (C.1), kde

ĤS = ~νS(â†S âS +
1

2
),

ĤP = ~νS(â†S âS +
1

2
),

Ĥ1 = ~χâ†S âSa
†
P âP .

Pozorovatelná, kterou chceme změřit bude operátor počtu kvant

ÂS = â†S âS . (C.6)

Pozorovatelná měřená bude vhodný fázový operátor Φ̂P . Tento je vhodné definovat

např́ıklad [30]

âp =

√
â†P âP + 1 exp[iΦ̂P ],

â†p = exp[−iΦ̂p]

√
â†pâP + 1.

Operátory exp[±iΦ̂p] nejsou hermitovské, nicméně lze z nich hermitovské operátory

vytvořit vhodnou lineárńı kombinaćı:

cos ΦP =
1

2
[exp[iΦ̂p] + exp[−iΦ̂p]], (C.7)

sin ΦP =
1

2i
[exp[iΦ̂p]− exp[−iΦ̂p]]. (C.8)

Dále zvoĺıme:

ÂP = sin Φ̂P (C.9)

Z (C.7), (C.8) a (C.9) dostáváme

ÂP =
1

2i
(

1√
â†pâp + 1

âP −
1√

â†pâp + 1
). (C.10)

Nyńı snadno ověř́ıme, že podmı́nky (C.2) - (C.5) jsou pro ÂS (viz. (C.6)) a ÂP (viz.

(C.10)) splněny.
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C. QND MĚŘENÍ

Pohybová rovnice pro âP (viz. [3]):

˙̂aP = −iχÂS âP

a po záměně proměnných t = − z
v , kde z je souřadnice v kladném směru osy z,v je

rychlost š́ı̌reńı vlny v daném prostřed́ı:

d

dz
âP (z) =

iχ

v
ÂS âP (z), z ∈ [0, L],

tzn.

âP (L) = exp(
iχ

v
ÂSL)âp(0).

Operátor χÂSL
v v rovnici tedy odpov́ıdá fázovému posunu v âP .

Podrobněǰśı rozbor této problematiky lze naj́ıt např. v [31].

70



Př́ıloha D

Zeilingerova metoda

Vı́me, že akci každého z výše popsaných prvk̊u optické śıtě lze reprezentovat jistým

unitárńım operátorem. Otázkou z̊ustává, zda pro každý unitárńı operátor existuje ex-

perimentálńı realizace. Zeilingerova metoda je obecný algoritmus, který umožňuje tuto

realizaci pro libovolné N ×N unitárńı matice.

Mějme nyńı vstupńı stav s mody (k1, k2). Podle [32] zvoĺıme výstupńı stav s mody (k
′
1, k

′
2)

ve tvaru:
(
k
′
1

k
′
2

)
=


 eiΦ sinω eiΦ cosω

cosω − sinω



(
k1

k2

)
, (D.1)

kde ω je parametr, který popisuje jak reflexivitu (
√
R = sinω), tak transmisivitu

(
√
T = cosω) děliče, parametr Φ udává fázový posun. Tento stav tedy vznikl pr̊uchodem

děličem paprsku s možnost́ı fázového posunu na jednom z výstup̊u (realizaćı děliči pa-

prsku s proměnnou reflexivitou je Mach-Zehnder̊uv interferometr se symetrickými děliči,

popsaný v sekci 4.3).

Nyńı budeme cht́ıt ukázat, že pro každou U(N) matici existuje ekvivalentńı uspořádáńı

využ́ıvaj́ıćı pouze matice U(2) (tedy transformaci na N-rozměrném Hilbertově prostoru

rozlož́ıme na d́ılč́ı kroky realizované na jeho dvourozměrných podprostorech).

Vzhledem k faktu, že postupná aplikace optických prvk̊u odpov́ıdá produktu př́ıslušných

unitárńıch matic, úlohou je vlastně faktorizovat p̊uvodńı matici na produkt blokových

matic takových, že realizovaná unitárńı transformace bude zahrnovat právě jeden optický

element - v našem př́ıpadě jediný dělič paprsku s př́ıslušným fázovým posunem.

Definujeme matici Tpq, N-rozměrnou identitu s t́ım, že elementy Ipp, Ipq, Iqp, Iqq jsou
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D. ZEILINGEROVA METODA

nahrazeny prvky matice (D.1). Právě ta odpov́ıdá unitárńı transformaci

na dvourozměrném podprostoru a zbytek H-prostoru ponechává nezměněn. Metodou

podobnou Gaussově eliminačńı vynulujeme všechny mimodiagonálńı elementy matice

U(N). Původńı unitárńı matici budeme postupně zprava násobit maticemi představuj́ıćı

unitárńı transformace na dvoudimenzionálńım podprostoru TNq , q = N − 1, . . . , 1. T́ım

se vynuluj́ı všechny mimodiagonálńı elementy na posledńım řádku. Dostáváme:

U(N) · TN,N−1 · TN,N−2, . . . , TN,1 =


 U(N − 1) 0

0 eiα


 .

Na tuto posloupnost transformaćı lze pohĺıžet jako na rotaci N-rozměrného vektoru v

N-dimenzionálńım vektorovém prostoru. Jinými slovy, experimentálńı realizace rotace v

N-rozměrném prostoru je dána následuj́ıćım operátorem:

R(N) = TN,N−1 · TN,N−2, . . . , TN,1.

T́ım ale můžeme inovovat interpretaci výše nast́ıněného algoritmu. Zaṕı̌seme-li p̊uvodńı

unitárńı matici jako vektor tvořený ortonormálńımi řádkovými vektory v N-rozměrném

Hilbertově prostoru:

U(N) =




〈1|
〈2|
...

〈N |




V tomto prostoru bude operace reprezentovaná matićı R(N) otáčet zvolený bázový vektor

následovně:




0

0
...

1




T

·R(N)−1 =




e−iΦ1 cosω1

−e−iΦ2 cosω2 sinω1

...

± sinωN−1 sinωN−2 . . . sinω1




T

,

kde parametry ωi,Φi jsou souřadnice na N-rozměrné sféře. Tyto již mohou být
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D. ZEILINGEROVA METODA

implementovány pomoćı dělič̊u paprsk̊u a fázových posun̊u. A z rovnice

U(N)TN,N−1 · TN,N−2, . . . , T2,1 ·D = I(N).

již vyplývá požadované tvrzeńı.
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Př́ıloha E

GHZ stavy

GHZ souviśı s experimentem uskutečným za účelem vytvořit daľśı argument proti

teorii skytých proměnných (viz. EPR paradox a snaha popsat kvantovou mechaniku jako

teorii, která nemá pravděpodobnostńı charakter [33]) - v experimentu jsou jasně dané

výstupy, jež mohou nastat s pravděpodobnost́ı 0 nebo 1. Uvažujme tři systémy rozdělené

mezi Alici, Boba a Charlese. Účastńıci experimentu mohou měřit veličiny XA, Y A, resp.

XB, Y B resp. XC , Y C . Všechny mohou nabývat pouze hodnot 1 nebo -1. Korelace je

následuj́ıćı: pro jedno měřeńı na systémech X a dvě měřeńı na systémech Y plat́ı, že

produkt výsledk̊u je vždy roven 1 (to pro naměřitelné hodnoty znamená: [(1,1,1)], [1,-

1,-1]). Tuto podmı́nku nazveme XYY.

(XAY BY C)(Y AXBY C)(Y AY BXC) = (XAXBXC).

Plat́ı totiž (Y A)2 = (Y B)2 = (Y C)2 = 1 ⇒ (XAXBXC) = 1. Čili naměř́ıme-li veličinu

X na všech třech systémech, produkt źıskaných hodnot muśı být roven 1 = podmı́nka

XXX.

Celkem tedy máme, že je-li za předpokladu existence skrytých proměnných splněna

podmı́nka XXY, je pak vždy splněna podmı́nka XXX.

Maj́ı-li nyńı všechny zúčastněné osoby qubit, s t́ım, že společný stav systému je GHZ,

přičemž na každém qubitu můžeme měřit pozorovatelné X,Y. Plat́ı

X ⊗ Y ⊗ Y |GHZ〉 = |GHZ〉
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E. GHZ STAVY

čili GHZ je vlastńı stav uvedeného tenzorového produktu s vlastńı hodnotou 1. Kromě

toho je vlastńım stavem operátor̊u Y ⊗X ⊗Y a Y ⊗Y ⊗X (s toutéž vlastńı hodnotou).

Jinými slovy systém ve stavu GHZ splňuje podmı́nku XXY. Přitom ale

X ⊗X ⊗X|GHZ〉 = −|GHZ〉. (E.1)

Měřeńı XXX tedy vždy vede k výsledku -1 (operátory ale splňuj́ı identitu [5]:

X ⊗ Y ⊗ Y )(Y ⊗X ⊗ Y )(Y ⊗ Y ⊗X) = (X ⊗X ⊗X)), což je ve sporu s výše uvede-

nou implikaćı (tři GHZ qubity odporuj́ı XXX podmı́nce) a tedy korelace v rámci takto

definovaného systému nikdy nemohou být lokálně popsány teoríı, která obsahuje skryté

proměnné.
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Př́ıloha F

Poznámky k experimentálńı realizaci

Galtonovy desky

V této př́ıloze uvedeme dvě možnosti experimentálńı realizace optické Galtonovy

desky, prvńı využ́ıvá modulaci frekvence (jedná se o podrobněǰśı rozbor př́ıstupu, který

jsme v 4.9 použili pro vysvětleńı principu Galtonovy desky). Druhá varianta je založena

na využit́ı polarizace světla.

F.1 Modulace frekvence

Mějme lineárńı optický rezonátor s ekvidistantńım rozděleńım rezonančńıch frekvenćı.

Omeźıme-li naši pozornost pouze na podélné mody (ozn. m = ±1,±2 . . . ), kde m

je relativńı index modu zvolený relativně k libovolně zvolenému ’centrálńımu’ modu.

Každý mod je polarizačně nezávislý, tj. má dvojnásobnou degeneraci. Tato degener-

ace je zvýšena vložeńım dvojlomného krystalu - ve formě elektrooptického modulátoru

(EOM1) do rezonátoru. Zvyšováńı dvojlomnosti jako funkce času (prakticky proveditelné

zvyšováńım napět́ı). Druhý dvojlomný krystal (EOM2) umı́stěný uvnitř rezonátoru

necht’ má osy pootočené o π/4 vzhledem k osám prvńıho.

Původńı stav Galtonovy optické desky je připraven pomoćı laserového paprsku na

specifické rezonančńı frekvenci a jeho polarizaćı v rezonátoru. Jakmile intenzita v re-

zonátoru dosáhne učité hodnoty, laser se vypne a napět́ı na prvńım elektrooptickém

modulátoru se začne lineárně zvětšovat, zat́ımco na druhém je udržováno konstantńı

(viz. Obr. (F.1)).
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F. POZNÁMKY K EXPERIMENTÁLNÍ REALIZACI GALTONOVY DESKY

Obrázek F.1: Schéma experimentálńı realizace: EOM1,2 jsou elektrooptické modulátory,
BS dělič paprsku, převzato z [23]

Maticový formalismus pro Galtonovu desku: polarizace populace v jednotlivých mod-

ech je reprezentována vektorem ~E(x(t), y(t)), kde x(t), y(t) jsou amplitudy x-ové a y-ové

polarizačńı složky a měńı se pomalu vzhledem k frekvenci laserového paprsku. Každý

optický element odpov́ıdaj́ıćı změně polarizace je reprezentován matićı p̊usob́ıćı na vektor

~E. Tranformace vstupńıho stavu uskutečněná elektrooptickými modulátory v maticové

reprezentaci (viz. [22]):

B1(t) =


 eiΦ1/2 0

0 e−iΦ1/2


 ,

B2(t) =


 cos(Φ2/2) −i · sin(Φ2/2)

−i · sin(Φ2/2) cos(Φ2/2)


 ,

přičemž Φ1,2 jsou fázové rozd́ıly, které źıskaj́ı dvě ortogonálńı polarizace pr̊uchodem

oběma EOM (vzhledem k ose dvojlomnosti). Pro transformaci uskutečněnou při jednom

pr̊uchodu modulátory uspořádanými podle Obr. (F.1) dostáváme:

M(t) = B2B1B1B2. (F.1)

Předpokládejme, že M(t) je přibližně konstantńı při jedné periodě (ozn. T). To zna-

mená, že změna v dvojlomnosti při jedné periodě bude minimálńı (vzhledem ke 2π).
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Časový vývoj vektoru pak vzhledem k této podmı́nce lze zapsat jako

~E(t+ T ) = M(t) ~E(t). (F.2)

Změnu ~E v čase pak můžeme zapsat ([22]):

d ~E

dt
= − i

T
H ~E, (F.3)

kde elementy H jsou vyjádřeny ve fázových posunech za čas T (očekáváme, že existuje

vztah mezi maticemi H a M). Dosazeńım (F.2) do (F.3) dostáváme:

~E(t+ T ) = exp
( i
T

∫ t+T

t
H(t′)dt′

)
~E(t).

V př́ıpadě, že H je běhěm času T přibližně konstantńı tedy máme

M(t) = exp(−iH(t))

Posledńı dvě rovnice představuj́ı tedy zobrazeńı klasického systému na kvantově me-

chanický. Pro matici (F.1) obdrž́ımě následuj́ıćı Hamiltonián:

H(t) =
ϕ(t)

sinϕ(t)


 sin Φ1 cos Φ1 sin Φ2

cos Φ1 sin Φ2 − sin Φ1


 ,

kde ϕ(t) = arccos(cos Φ1 cos Φ2). Vlastńı hodnoty Hamiltoniánu jsou ±ϕ(t) (pro

konstantńı hodnotu Φ2). V př́ıpadě, že Φ1 = αt a Φ2 = ∆ (pro př́ıpad, že oba úhly jsou

malé vzhledem k 2π) se model redukuje na tzv. Landau-Zener̊uv hamiltonián (viz. např.

[34]):

HLZ(t) =


 αt ∆

∆ −αt


 .
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LASER

ND

PBS

HWP QWP

Coin-HWP
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Obrázek F.2: Experimentálńı uspořádáńı (podle [35]): ND - filtr (maximálńı sńıžeńı
intenzity svazku, BS - symetrický dělič paprsku, HWP - p̊ulvlnová destička, QWP -
čtvrtvlnová destička, PBS - polarizačńı děliče paprsku, APD - fotodioda).

F.2 Polarizace světla

Daľśı možnou realizaćı Galtonovy desky je varianta popsaná v [35], která využ́ıvá

polarizaci fotonu jako vnitřńı stupeň volnosti. Poṕı̌seme ho v bázi

|H〉 =

(
1

0

)
a |V 〉 =

(
0

1

)
. (F.4)

Evolučńı operátor po n kroćıch je dán

Û = (ŜĈ)n,

kde Ĉ je operátor hodu minćı (viz. 4.9), jehož akce bude v našem př́ıpadě simulována

právě polarizaćı fotonu. Operátor Ŝ odpov́ıdá operátoru chodce a plat́ı

Ŝ =
∑

x

|x− 1〉〈x| ⊗ |v〉〈V |+ |x+ 1〉〈x| ⊗ |H〉〈H|.

V této implementaci poloze chodce odpov́ıdaj́ı časy, ve kterých foton doraźı na de-

tektor, a akci operátoru mince simuluje p̊ulvlnová destička. Maticová reprezentace této
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Obrázek F.3: Prvńı dva kroky náhodné procházky, šipkami je znázorněna polarizace
fotonu.

transformace v bázi (F.4)

C =


 cos(2θ) sin(2θ)

sin(2θ) − cos(2θ)


 ,

kde θ odpov́ıdá relativńımu pootočeńı p̊ulvlnové destičky vzhledem k jedné z optických

os. Časový vývoj je pak simulován pomoćı smyčky na Obr. F.2. Laserové pulzy jsou zes-

labeny filtrem až na jednofotonovou intenzitu. Počátečńı polarizace fotonu je připravena

pomoćı p̊ul- a čtvrtvlnové destičky. Hod minćı je simulován p̊ulvlnovou destičkou zařazenou

v horńım rameni za děličem paprsku a pohyb chodce dvěma polarizačńımi děliči paprsku

a smyčkou z optického vlákna. Po pr̊uchodu prvńım polarizačńım děličem paprsku, je

pomoćı smyčky uměle prodloužena trajektorie pro fotony s vertikálńı polarizaćı, které

jsou na výstupu opět rekombinovány s horizontálně polarizovanými. Výsledný stav pak

projde zpět do děliče a může být realizován daľśı krok. Jak je podrobně rozebráno v

[35], už při druhém kroku docháźı k interferenci s fotonem procházej́ıćım děličem př́ımo

k fotodiodě (schématicky znározněno na Obr. F.3).
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