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Abstrakt:

Cilem této préce je seznamit ¢tenafe s problematikou optickych siti. Po struéném tdvodu
do kvantové teorie a kapitole vénované kvantovému provazani nésleduje piehled lo-
gickych hradel a moznosti jejich skladani pfi tvorbé siti. Dale jsou uvedeny fyzikalni
realizace téchto logickych operaci, pfedevsim s durazem na vyuziti nelinedrnich elementu,
zejména v pripadé vice excitaci. Tento piehled je zakonéen kapitolou, ktera podrobné
rozebird vlastnosti Isingova typu optické sité véetné rozdéleni provazani pro jedno- a
dvou fotonovy piipad. Zavérecna kapitola se zabyva formulaci konkrétni tlohy tykajici
se nahodné pozice nelinearniho elementu v siti a jejim feSenim pro ptripad koherentnich
stavil.
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Abstract:

The main purpose of this thesis is to acquaint the reader with the optical networks.
There is a brief introduction to quantum theory and particulary quantum entanglement
in the first part. The overview of the logical gates, stated in the next chapter, is fol-
lowed by a list of their possible physical realizations (especially nonlinear elements with
several excitations are introduced). This overview is concluded by the chapter aiming
to the description of the Ising-type of network, entanglement distribution for the single-
and two-particle states included. The last chapter is the formulation of the particular
problem on the random position of the nonlinear element in the network with the solu-
tion for the coherent state case.
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Kapitola 1
Uvod

Tato préace je ivodem do problematiky kvantovych optickych siti. Prvni kapitola je
struénym prehledem postulatu kvantové mechaniky, které budou uvedeny pouze jako
soubor pravidel a aplikovany v nésledujicich kapitoldch (pro rozsdhlejsi matematickou
diskuzi lze zvolit napiiklad [1]). Druha kapitola popisuje fenomén provazéni, specidlni
druh kvantovych korelaci, které nemaji zadny klasicky ekvivalent. Tteti kapitola slouzi
jako prehled kvantovych hradel, tedy elementarnich transformaci, jejichz vhodnou kom-
binaci lze sestavit vyslednou operaci, kterou ma sit realizovat. Ctvrts kapitola je pak
vénovéana optickym elementiim ve smyslu realizace logickych operaci navrzenych
v predchozi kapitole. Pozornost je vénovana realizacim (zejména nelinedrnim) s vice
excitami. Konecné pata kapitola se zabyva konkrétni aplikaci pfedchozi resersni ¢ésti.
Jejim cilem je popsat, alespon v nékterych specidlnich pripadech, feSeni linedrni kvan-
tové optické sité, ve které je ndhodné umistén nelinearni prvek. Pfripojené prilohy se

vztahuji k pouzitym metodam a nejcastéji zminovanym aplikacim.
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1.1 Kvantova mechanika

Kvantova mechanika je teorie, kterd vznikla na pfelomu 19. a 20. stoleti za ticelem
fyzikalni interpretace experimentalnich fakt, které nebylo mozné vysvélit pomoci ’kla-
sické’ teorie jako je tvar spektra zafeni absolutné c¢erného télesa, fotoelektricky jev
nebo stabilita atomu (viz. napt. [2]). Pro popis objektu, pro které je klasické teorie
nedostacujici (vykazuji vlnové i édsticové vlastnosti a nékteré fyzikalni veli¢iny (napft.
energie) misto klasického spojitého charakteru nabyvaji diskrétnich hodnot), byla zfor-
mulovana teorie, kterd ma statisticky charakter a je zalozena na postulatech uvedenych

v nasledujicim textu.

1.2 Stavovy prostor

Prvni postulat ustanovuje prostor, kterym jsou v kvantové mechanice nahrazeny
fazovy resp. konfiguraéni prostor, znamé z klasické mechaniky:

Kazdému izolovanému fyzikdInimu systému je pritazen komplexni vektorovy prostor
se skaldrnim soucinem (tj. Hilbertiv prostor, viz. [1]), ktery je nazgvdn také stavovym
prostorem systému. Systém je pak uplné popsdn jedinym jednotkovym vektorem z Hilber-
tova prostoru H (tzv. stavovym vektorem,).

Jsou-li |Wy), |Wy) dva mozné stavy uvazovaného systému, potom superpozice
W) = c1|W1) + 2 ¥2), (1.1)

kde ¢1,co € C, také popisuje mozny stav systému. Ekvivalentni reprezentaci (ve smyslu

kanonické antiliendrni bijekce H > H*, viz. [3] ) stavu (1.1)) je tzv. bra vektor
(W] = c1 (W] + 3V,

kde cj, ¢5 € C jsou ¢isla komplexné sdruzend k ¢y, co.

Piekryv mezi dvéma navzdjem ruznymi stavy |¥), |®) je dén jejich skaldrnim souc¢inem
(¥|®). Pokud je tento roven nule, fekneme, ze stavy |¥), |®) jsou ortogonalni. Skaldrni
soucin stavu se sebou samym je vzdy striktné pozivni: (U|¥) > 0 (pokud neni roven

nule), pricemz v piipadé (V|¥) = 1 nazveme stav normalizovanym.
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1.3 Casovy vyvoj

Nasledujici postuldt objastuje, jak se stavovy vektor systému |¥) méni v Case:

Vyvoj uzavireného kvantového sytému je popsdn unitdrni transformaci, coZ znamend,
Ze stav systému |V) v case t1 je svdzdn se stavem systému |¥') v case ty pomoct unitdrniho
operdtoru U: |’y = U|W) resp. |U(ts)) = U(ty, t2)|¥(t1)).

Uzavienost systému pozadovana v postulatu, znamena, ze systém béhem svého
casového vyvoje neinteraguje s jinymi systémy. Casovy vyvoj takového systému jsme
popsali pomoci dvou pevné zvolenych ¢ast. Ekvivalentni formulace, jejimZz autorem je
Schrodinger, je vyjadfit ¢asovy vyvoj pomoci spojité zmény casové proménné (dvojice
¢asu t1,te z formulace postulatu byla volena naprosto libovolné, lze tedy jeden z nich
zafixovat a druhy chéapat jako proménnou):

Casovyj vijvoj statového vektoru uzavieného kvantového systému je ddan Schrédingerovou
rovnici:

L d A
ih— [¥(8)) = H¥(t)), (1.2)

kde h je tzv. redukovand Planckova konstanta a H je hermitovsky operator, ktery
nazyvame Hamiltonidnem systému.

Rozebereme-li toto tvrzeni podrobnéji, muzeme tvrdit toto: obecné plati, Ze pro kazdy
unitérni operstor U (t,to) existuje hermitovsky operdtor H, takovy, 7e ¢asovy vyvoj lze

vyjadiit jako (Stoneuv teorém, viz. [1])

Ot to) = exp[—if(t — to)), (1.3)
z ¢ehoz plyne
d -~ oA
aU(t,to) = —iHU(t,tg). (1.4)

Rikdme, Ze operator ¢asového vyvoje (I.3) je generovén hermitovskym operatorem H.
Lze ukézat ([3]), ze H je tmérné Hamiltonové funkei systému. Vyjadifme-li tedy H
v jednotkéach energie, muzeme jej nazvat Hamiltonidnem systému.

Diky hermitovskosti operatoru je vzdy zarucena existence spektralniho rozkladu

(viz. [1]): BiE) E|
Z JEE)
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kde FE jsou vlastni hodnoty odpovidajici vlastnim vektorum |E), v tomto piipadé je E

e~/

1.4 Mé&Feni

Vyse uvedené postulaty objasnovaly otazky matematického popisu a ¢asového vyvoje
uzavieného systému. Déle je tfeba popsat, jak se bude systém chovat v piipadé, ze na
ném budeme realizovat méfeni, tedy prestane-li byt uzavieny.

Uskute¢nime-li na systému méfeni, ziskame tak informace o néjaké (méfitelné) velicineé.
Takové veli¢iny nazveme pozorovatelnymi. Kazdé pozorovatelné pak odpovida hermi-
tovsky operator na Hilbertové prostoru:

Kvantové méreni je popsdno mnoZinou operdtori {Mm} definovangch na Hilber-
tové prostoru mérencho systému. Index m probihd pocet vsech mozngch experimentdlnich
vystupnu méreni. Pokud je systém pred uskutecnénim mérent ve stavu |¥V), pak je

pravdépodobnost, Ze obdrZime m-ty mozny vysledek ddna vztahem:
p(m) = (U| M, M| )

a stav systému po mereni:

(T MM, | ©)

pricemz operdtory {Mm} splriugi ndsledujict relact uplnosti:
> MM, =1. (1.5)
m

1.5 Projekéni méreni

Toto méfeni je popsano pozorovatelnou M, hermitovskym operatorem na stavovém

prostoru pozorovaného systému. Pozorovatelna mé spektralni rozklad

N =Y mby,
m

10
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kde P, jsou projektory na vlastni podprostory operdtoru M piislusejici vlastnimu &fslu

m. Pti uskutecnéni méfeni na stavu |¥) je pravdépodobnost, ze obdrzime vysledek m
p(m) = (V[P |¥).

Pokud tato situace nastane, systém se okamzité po méfeni bude nachéazet ve stavu

P
)= W),
W)= )

Jednd se tedy o specialni piipad situace popsané tietim postulatem: kromeé relace tiplnosti
(1.5)), navic hermitovské operdtory M,, spliuji podminku, Ze se jednd o ortogonalni
projektory (tj. M, M,y = 5mm/Mm). Tim jsme tieti uvedeny postuldt zuzili na tridu
operatoru, kterd ma, predevsim diky ortogonalité v aplikacich mnoho uziteénych vlast-
nosti.

Naprtiklad pro vypocet sttedni hodnoty plati:

B(T) = mp(m) = 3 m(¥| P, ¥) = (9] (Z mﬁm> W) = (W|NL]w) 2 ().

V nékterych situacich je nicméné vyhodnéjsi provadét méfeni, které pomoci pro-
jekénich operdtoru popsat nelze. Toto se nazyva POVM (z Positive Operator Valued
Measurement) a kazdému vysledku v tomto piipadé odpovidd jeden z mnoziny pozi-
tivnich operatoru, které nejsou ortogonalni, ale spliiuji pouze podminku Prikladem

pouziti je napiiklad rozlieni neortogonalnich stavu popsané v [4].

11



Kapitola 2

Provazani

Uvazujme kvantovy systém AB slozeny ze dvou podsystému A, B. Tyto muzeme
individudlné popsat stavovymi vektory |U4) a |®5). Déle piedpokladejme, Ze oba sub-
systémy byly pfipraveny nezdvisle, stav slozeného systému muzeme tedy popsat vektorem
w4 [95),

Systémy A,B nazveme neinteragujicimi, jestlize jejich Hamiltoniany komutuji: [fI A HB | =
0 (operace, kterd je pro kazdé dva operatory fl, B definovéna:

[121, E] — AB - EA) Pokud byly systémy pfipraveny nezavisle, svym vlastnim casovym
vyvojem nikdy nemohou dospét do entaglovaného stavu. Aby se tak stalo, musi dojit k
interakci nebo méieni.

Uvazujme jako piiklad dva systémy - ¢éstice se spinem 1/2, jez spolu interaguji. Jako
priklad interakce zvolime podle [5] HAB — ¢Z®Z, € je interakéni konstanta, Z je Pauliho
operdtor. Systémy ale nemusi interagovat piimo, aby doslo k provazani, staci
zprostiedkovand interakce se tietim spoleénym systémem.

Uvazujme slozeny stav obou systému jako direktni produkt:
= A\ B
2) = [¥5)|@7). (2.1)
Takto je slozeny stav zapsan jiz ve faktorizovaném stavu, lze jednoznacéné oddélit kom-

ponenty popisujici jednotlivé systémy. Ale napiiklad stav

1

T) = —=(10%)07) + 1) [17),

S

2

12



2. PROVAZANI

ktery je superpozici dvou slozenych stavi, neni mozné zapsat jako souc¢in stavu prislusejicich
jednotlivym systémum. Na tomto faktu je zalozena definice provazani. Stav |¥) nazveme
provazanym (entanglovanym), neni-li mozné jej faktorizovat na souéin vlnovych funkef
prislusejici podsystémum tvoticim uvazovany systém.

Vyse uvedend formalni definice provazani je ale nedostacujici v praktickych ap-
likacich, uz jen kvuli skutecnosti, ze ¢asto neni mozné ziskat stav popsany jedinym vek-
torem |¥) (oznacujeme jej jako Cisty stav), ale statistickou smeés takovychto stavu (stav
pak nazyvame smiSenym a vznikne napiiklad tak, ze zafizeni urcené k pfipravé stavu
muze s urcitou pravdépodobnosti generovat nékolik navzdjem ruznych ¢istych stavi).
Abychom mohli tyto stavy popsat, zavedeme obecnéjsi objekt, ktery budeme nazyvat

operatorem hustoty a definujeme jej
p= Epn’\lfn><“1/n|,
n

kde p, je pravdépodobnost toho, ze systém se bude nachézet ve stavu |¥,). Takto
definovany operdtor je hermitovsky a pozitivni.

Operétor hustoty pro vinovou funkei maé tvar pap = |¥)(¥|®|P)(P|. Provedeme-
li ¢dstecnou stopu (viz. napi. [6]) pres stavy piislusejici systému B, dostame tzv. reduko-

vany operator hustoty (p4 = Trppap) pro slozeny systém
pa = 0)(0].

Je ztejmé, 7e plati p4 = pa a Tr(p?) = 1. Jakykoli neprovézany stav, jelikoz jej lze zapsat
ve tvaru rovnice , vyhovuje podmince, Ze stopa jeho kvadratu je rovna jedné. Pro
Cisté stavy plati, Ze jind hodnota implikuje, Ze stav je entanglovany.

Entaglovany stav dvou systému s ortonormélnimi bézemi |¥,), |®,) lze zapsat ve

tvaru

0) =) anl¥7)[@7).

V tomto piipadé je kazdy stav |¥,,) systému A jednoznaéné pfirazen stavu |®,,) systému
B. Tato forma zapisu se nazyva Schmidtuv rozklad (viz. [6]) a plati, Zze ortonormé&lni
stavy jsou vlastnimi vektory redukovanych operatoru hustoty pro jednotlivé systémy,

tji. pa = >, an| V) (Wnl, pB = D, an|Pn)(Py|. Tyto dva operatory maji zjevné tytéz

13



2. PROVAZANI

vlastni hodnoty, plati tedy Tr(p%) = Tr(p%).

Mezi vSemi moznymi entaglovanymi stavy maji velky vyznam nasledujici tzv. Bellovy
stavy (jednd se o maximélné provazané dvouqubitové stavy [5], které hraji klicovou
roli napf. v kvantové teleportaci, coz je prenos neznamého kvantového stavu, pomoci

zndmého entanglovaného stavu a klasické komunikace, viz. [7]):

_ 1
) = (0 1)~ ) 9 [0),
o) = \g<|o>®1>+|1>®|o>>, »
_ 1 ’
) = (0@ o)~ [} & 1)
®+) = L (1) @ [1) + [0) ® |0)).

S

Bellovy stavy jsou spole¢nymi vlastnimi stavy operdtort 6, ® 64, 6y ® 6y, 6, ® 6, (maji
vlastni hodnoty £1; operatory 6., 6,0, nazyvame Pauliho operdtory a budeme se jimi
podrobnéji zabyvat v dalsim textu, viz. )

Provézéani neni samoziejmé omezeno pouze na dvojice kvantovych systému. V souvis-
losti s vicequbitovymi systémy je uzitetné zminit GHZ (Greenbeerger-Horne-Zeilinger)

stav
1
V2

pomoci kterého lze dokazat, ze pravdépodobnostni charater je neooddélitenym rysem

GHZ) = —=(|000) — [111)),

kvantové teorie, nikoli jenom dusledkem existence skrytych proménnych. Pomoci GHZ
stavu lze provést experiment [§], kterym lze i bez pouziti Bellovych nerovnosti ([9])
dokézat neexistenci zminénych skrytych proménnych (viz. Pfiloha .

Vyse jsme prodiskutovali faktorizovatelnost maticové reprezentace operatoru hustoty
vzhledem k vlastnosti provazani. Nicméné ne kazda korelace dvou systému musi nutné
indikovat provazani. Jinymi slovy, terminem entanglement se rozumi vyhradné kvantovy

efekt a nikoli nekvantové statistické korelace. Obecné muzeme tvrdit néasledujici:
e Vsechny korelované ¢isté stavy jsou provézané.

e Pokud je operédtor hustoty smiseného stavu faktorizovatelny (tj. p = pa ® pB),

potom jsou systémy A, B nekorelované (jak v kvantovém, tak v klasickém smyslu).

e SmiSeny stav nenf entanglovany, pokud existuje rozklad 3, P(a;, b;) Pa’ @ py’, kde

14
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{P(a;,bj)} je mnozina sdruzenych pravdépodobnosti (tedy kladnych cisel).
A naopak, o smiSeném stavu fekneme, Ze je entanglovany, pokud uvedeny rozklad

neexistuje.

Abychom mohli formulovat postacujici podminku pro provézanost smiSeného stavu,

uvedeme pojem ¢astecné transpozice matice hustoty. Transpozici matice hustoty:

p= Z Prmn|m) (0]

definujeme jako zobrazeni |m)(n| + |n)(m|. Céstecné transpozice sytému dosdhneme
tak, ze takto definovanou operaci provedeme pouze na jeden z dvojice systému. Napiiklad
pro systém A najdeme ¢dstectné transponovanou matici hustoty nésledujicim zpusobem.

Zapiseme-li ij-ty element matice hustoty p
pij = (Wil p|¥;) = (Vi A[(Vi Blp| ;A ¥; B),
potom ij-ty element ¢asteéné transponované matice (znacime p?4) je dén vztahem
it = (W5 al(; Bl Wi 4| V; ).

Pak muze nastat situace, kdy ¢dsteéné transponovand matice neni pozitivné definitni,
tj. neni matici operdtoru hustoty - to je postacujici podminka, aby byl smiSeny stav
entanglovany.

Na zavér této kapitoly uvedeme nékteré moznosti, jak urcit miru entanglementu

daného systému. Za tim tcelem nejprve zavedeme pojem von Neumannova entropie:

S(p) = ~Tr(plnp),

kde p je matice hustoty daného systému. Pro jednoduchost budeme opét uvazovat systém
tvoreny pouze dvéma podsystémy (oznacime je A,B). Miru provazani nazyvanou index
korelace definujeme [10]:

IC:SA+SB_57

kde S4 resp. Sp je von Neumannova entropie stavu podsystému A resp. B, S je en-

tropie celkového stavu systému. Index korelace nabyva pouze nezapornych hodnot a pro

15



2. PROVAZANI

neprovazané systémy je roven 0.

Mira provazani ve dvouhladinovych systémech, kterou budeme v této praci vyuzivat
se nazyva concurrence C(p), kde p je operdtor hustoty a jeji definice je nasledujici.
Uvazujme operator

A~

R =p(6y®6y)p*(6y ® Gy). (2.3)

Jeho vlastni hodnoty usporadané od nejvyssi oznac¢ime: Aq, ..., A4. Concurrence je potom

definovéna vztahem

C(p) = max{0,v/A1 = vAe = v/As — v/} (2.4)

Tato veli¢ina nabyva hodnot mezi nulou a jedni¢kou, kde hodnota jedna indikuje maximalni

provazani.

Touto definici ukonéime sezndmeni s elementy kvantové teorie potiebné v dalsim
textu a zaCneme se zabyvat otazkou, jak lze kvantovou teorii vyuzit pii prenosu infor-

mace.
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Kapitola 3

Kvantové obvody

Budeme-li chtit vyuzit jisty stav kvantového systému jako nositele informace, po-
tom jeho dynamicky vyvoj musime povazovat za zpracovani této informace (nebo prosté
manipulaci s nf). Pravé to je zdkladni myslenka kvantovych siti. Kvantovy obvod je
prostiedek, kterym muzeme manipulovat se vstupni informaci. Tuto manipulaci budeme
v souladu se zakladnimi postuldty kvantové mechaniky (teoreticky, pii zanedbani disi-
pace) reprezentovat jistou unitérni tranformaci.

Pro adekvatni popis logickych proménnych v kvantové mechanice zavedeme vhodnou
t¥idu dvouhladinovych systému. Vhodnou tfidou rozumime systém, ktery muze nabyvat
dvou od sebe jednoznacné experimentélné odlisitelnych stavu (tém pfifadime logické
proménné) i vSech superpozic (viz. (L.1))).

Jednotlivé proménné pak lze asociovat systémum, které lze povazovat za klasické -
kazdému bitu budeme chtit jednoznacéné piipsat urcity systém, tzn. kazdému bitu jed-
nozna¢né piifadime ortonormalni tzv. vypocetni bazi {|0), |1)}. Obecny stav dvouhladi-

nového systému pak zapiSeme jako
W) = |0) + B[1), (3.1)

coz pro nas bude analogem klasického bitu - qubit. Koeficienty «a, 8 jsou komplexni &isla,
jinymi slovy kazdy stav |¥) qubitu je vektor ve dvourozmérném komplexnim prostoru.
Vzhledem k faktim uvedenym v paragrafu je nyni jasné, ze pii méfeni obdrzime

vysledek 0 s pravdépodobnosti |a|? nebo vysledek 1 s pravdépodobnosti |3[2. Suma
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3. KVANTOVE OBVODY

Obrazek 3.1: Blochova sféra, prevzato z [11].
pravdépodobnosti musi byt rovna jedné, ¢ili v naSem pripadé:
o) + 18] = 1, (3:2)

coz znamena normalizaci stavového vektoru. Vzhledem k podmince (3.2)) muzeme rovnici

(3.1)) prepsat jako [11]
i 4 ip i 0
|W) = e cos§]0)+e¢sm§\1> , (3.3)

kde 0,p,v € R. Faktor v oviem odpovidd globalni fazi a nema zadny pozorovatelny

efekt (viz. napf. [12]), muzeme jej tedy vhodné predefinovat a misto (3.3) psat
0 , 0
) = <cos §\O> + e'¥ sin 2]1)) ,

pricemz parametry 6, p udavaji souradnice bodu na jednotkové sfére. Tuto pak nazyvame
Blochova sféra a kazdy jeji bod tedy odpovida jistému stavu qubitu (viz. Obr. .
Uvazujme nyni systém dvou qubiti. Pro dva klasické bity by takovy systém mohl byt
ve Ctyfech ruznych stavech: 00, 01, 10, 11. Rozvineme-li tedy vySe uvedené zobecnéni
bitu na systém dvou qubitl, dojdeme k zavéru, ze vypocetni baze bude tentokrat tvorena

¢tyfmi vektory, které oznac¢ime |00), |01),]10), |11). Pro obecny stavovy vektor popisujici
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3. KVANTOVE OBVODY

systém dvou qubiti tak dostavame
‘\I/> = a00|00) + 0601’01> + a10\10> + 0411‘11>.

Kvantové mechanicky stav tedy nese informaci vSech moznych linedrnich kombinaci
dvou bitu v linearni superpozici. Pfipravenému kvantovému stavu nyni ptifadime jis-

tou linearni transformaci. Tim definujeme kvantovy vypocet:
K :|AB) = |f(A, B)),
kde f(A, B) je booleovskd funkce, kterou chceme vypoctem implementovat. Dostavame:

R’\Ij> = aOO’f(()?O» + a01|f(07 1)> + alO‘f(LO)) + all’f(lv 1)>

Tato transformace je kvantovym zobecnénim logickych funkef {0,1}2 ~ {0,1}.

Méjme dva systémy:
e 1 - vstupni systém ve stavu |z)1, kde z je 2"-¢lenné bindrni ¢islo
e 2 - vystupni systém v tzv. zékladnim stavu, napf. |0)2

Uvazujme |U;;,) = > |2)1]0)2. Vypocetni transformaci potom zapiSeme:
Ky |2)1l0)2 = Y [a)ilf(2))e,
x x

s tim, ze f(z) je ndmi realizovand logickd funkce. Chceme-li, aby byl vypocet vratny, je
tfeba pozadovat, aby hodnoty {f(z)} byly néjakou permutaci vstupnich hodnot. Z toho
plyne, ze mnozina {|f(x))} tvoii bézi 2"-rozmérného stavového prostoru ({|z)1} je baze).
Zobrazili jsme tedy jednu bazi na jinou, tzn. nami definované zobrazeni je unitarni.

3.1 Jednoqubitové kvantové operace

Obecnou operaci aplikovanou na jeden qubit Ize zapsat ve tvaru

Ul(col0) + c1]1)) = agl0) + a1[1),
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3. KVANTOVE OBVODY

¢ili jedna se, jak bylo uvedeno vyse, o unitarni transformaci aplikovanou na vstupni stav.

vvvvvv

3.1.1 Pauliho hradla

Pauliho logicka hradla 1, 62, 73:

o1 = |0)(1] +[1)0],
69 = —i|1)(0] +4]0)(1], (3.4)

&5 = 0)(0] — [1){1].

V maticové reprezentaci:

0 1

o1 = , (3.5)
10
0 —i

o9 = , (3.6)
i 0
1 0

g3 = . (37)
0 -1

Tyto matice spoleéné s jednotkovou matici tvofi bazi prostoru matic 2 x 2. Je patrné,
ze o1 by alesponn v dobfe znamém klasickém piipadé odpovidala zdméné obsahu bitu, v
pripadé obecného kvantového stavu je ale toto tfeba zobecnit, ¢imz se budeme zabyvat

v kapitole [3.1.3] Ze stejného intuitivniho pohledu bude o3 otoceni faze a, protoze plati

[O’Z',O'j] = 2i€ijk0-k:a (38)

je oo kombinaci pfedchoziho. Determinant Pauliho matic je roven -1 a jejich stopa je
nulova. Piislusné exponenciely navic generuji spojitou tfidu jednoqubitovych rotaci, jak
bude podrobnéji rozebrano nize.

Aplikujeme-li libovolné z predchozich rotaci na jisty stav, generujeme tak stavovy
prostor, ktery je reprezentovan Blochovou sférou. Kazdy bod na sféfe odpovida urc¢itému
stavu a toto pfifazeni je, az na globdlni fazi, jednozna¢né. Vlastni stavy kteréhokoli

Pauliho operatoru, budou protilehlymi pély Blochovy sféry.
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3. KVANTOVE OBVODY

0)

Obrazek 3.2: Geometrickd interpretace Hadamardovy transformace, prevzato z [11].

3.1.2 Hadamardovo hradlo

V terminech Pauliho matic zadefinujeme Hadamardovu transformaci nasledovné

He Loitoy=L[" " (3.9)
= —(01 +03) = — .
2 V21 1

cili

IA{(C()‘O> + 61‘1>) = Co(m)\_/‘_;l» +c1 (’0>\;§‘1>) = \}i[(Co + Cl)‘0> + (Co - Cl)|1>].

Jednd se o specialni pripad diskrétni Fourierovy transformace (viz. [12]). Vztah Hadamar-

dovy transformace k Pauliho maticim:
Hoi =o03H resp. Ho1H = o3 a HosH = 01

a navic

HO’QH = —01.

Transformace popsand rovnici je realizovatelnd pomoci jediného optického prvku,
symetrického délice paprsku, kterym se budeme podrobné zabyvat v nasledujici kapitole.
Charakter samotné transformace muzeme vizualizovat pomoci Blochovy sféry (viz. Obr.
: jednd se o rotaci o § kolem osy y, ndsledovanou symetrickym pienesenim daného

bodu vzhledem k roviné xy.
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3. KVANTOVE OBVODY

3.1.3 NOT hradlo

Jedna se o operaci dobte zndmou z klasického kontextu, kterd je definovana jednoduse
jako pfitazeni bitu opa¢né hodnoty, nez je jeho stavajici. Odpovidajici pravdivostni tab-
ulka je tato: 0 +— 1, 1 — 0. Lze si snadno rozmyslet, ze se jednd o jediny netrividlni
prvek mnoziny klasickych operaci aplikovanych na jeden bit (v klasickém smyslu slova).

V kvantovém kontextu je tieba rozsitit tuto definici i na mozné superpozice bazovych

stavu (viz. (1.1)):
01(60’())4-61’1)) 260‘1>+61‘0>. (3.10)

To ale znamend, ze maticovd reprezentace této transformace odpovida, pravé Pauliho
o1 (viz. (3.5))). Navic je vhodné si uvédomit, ze uvedend analogie plati jen do jisté miry,
v rovnici (3.10]) operator (3.5)) sice zaméni kety, nicméné relace ortogonality se na rozdil

od klasického pripadu nezachovava.

3.1.4 Fazovy posun

Cilem operace je zménit fazi vstupujiciho paprsku ve smyslu
a|0) + BI1) > a|0) + Be'?|1).

Tomu odpovida maticova reprezentace:

Ptsobeni operdtoru:
S(col0) + c1]1) = coe /2|0 + c1€/2|1) = e /% (¢o|0) + c1€7?]1))

Transformaci lze priblizit jako ¢asovy vyvoj, ktery ale v daném optickém prvku bude
probihat s jinou rychlosti. V praxi se jedna o aplikaci prostorové anizotropie vzhledem

k indexu lomu, 1ze tedy pouzit desticku z klasického dvojlomného materialu.

Jak bylo fe¢eno vyse, pomoci Pauliho matic (3.5)), (3.6)), (3.7) lze zadefinovat tiidy
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3. KVANTOVE OBVODY

unitarnich matic, které odpovidaji rotacim kolem jednotlivych os:

Ru(8) = e~ — cos(8/2)] — isin(0/2)oy = | /2 TEmOZN
—isin(0/2)  cos(0/2)

Ry(8) = ¢972 = cos(6/2)] — isin(6/2)02 = cos(0/2) —sin(®/2) ) 5 )
sin(0/2)  cos(6/2)

e—i9/2 0
R.(0) = e7%73 = cos(0/2)I — isin(0/2)o3 = . (3.13)
0 €i9/2

Operatory rotace jsou zasadni pro popis libovolného jednoqubitového unitarniho operdtoru.
Plati totiz nasledujici:
Rozklad jednoqubitového unitarniho operatoru: Pro kazdy jednoqubitovy unitarni

operator U existujf redlnd ¢isla a, S, v, 6 takova, ze plati

U = €“R.(8)Ry(7)R-(0).

Diikaz se provede pomoci definic (3.11), (3.12]), (3.13]) a je uveden napi. v [I1]. Dusledkem

existence tohoto rozkladu je nasledujici obecnéjsi tvrzeni:
Pro kazdy jednoqubitovy unitdrni operator U existuji unitarni jednoqubitové operatory

A, B, C takové, ze plati ABC =1 a
U =e“A61B6.C, (3.14)

kde a € C je celkovy fazovy faktor.
V souvislosti s rotacemi jesté uvedeme nésledujici zajimavou analogii mezi symetriemi

grupy SU(2) a déli¢i paprsku: Definujme néasledujici zobrazent
ata — btb — 6,
dT[; — .Z/+,

abt — I_.
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3. KVANTOVE OBVODY

c >
In Out
X — U EE—

Obrazek 3.3: Schématické znazornéni libovolné podminéné unitarni transformace U,
prevzato z [12].

L4 jsou posunovaci operatory definované

. Gt 6y
o
+ 2

a 01,23 jsou operatory definované relacemi (3.4)). Z komutacnich relaci (4.2)) zjistime, ze
vyhovuji vztahum (3.8). Navic vzhledem k faktu, ze operétor celkového poctu kvant

N =a'a+ b

komutuje se 63 i s L+, je tedy invariantem vzhledem k rotacim v SU(2). Polozime-li

pak pravé rotacni operator

R(ﬁ79) _ 671’9&6/2

presné odpovida unitarnimu operatoru ¢asového vyvoje pro déli¢ paprsku s hamiltonidnem
(4.4). Podrobné se timto hamiltonidnem a jeho vlastnostmi budeme zabyvat v nésledujici

kapitole.

3.2 Vicequbitové operace

Hilbertuv prostor dvou qubitt ziskame jako tenzorovy sou¢in Hilbertovych prostora
prislugejicich jednotlivym qubitim: Hio = H1 ® Hs. Standartni bazi na tomto prostoru
zavedeme jako |00), |01), |10}, |11), kde |00) = |0) ® |0) atd.

Uvazujme nejprve dvouqubitové operace. V tomto piipadé jeden bit slouzi jako kon-
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Obrézek 3.4: K odvozeni vztahu (3.15) - ekvivalence podminéného fizového posunuti
v obou modech a fazovym posuvem pouze pro druhy mod dodefinovanym identickou
transformaci na modu prvnim, prevzato z [12].

trolni a na druhém chceme uskutecnit pozadovanou transformaci U, (jenom v piipadé,

zZe je prvni qubit v ur¢itém pozadovaném stavu):
le)1lz)a = [)1Ue|a)s.

viz. Obr. (3.3)). Jak uvidime v dalsim textu, mit k dispozici alespon jednu dvouqubitovou
transformaci je naprosto esencidlni pro vytvoreni obecné transformace na prostoru vice

qubitu.

3.2.1 CNOT hradlo

Na vyse zavedeném dvouqubitovém prostoru je tato operace definovana jako

1® |0)(1] + o1 @ [1)(1]. Cili

1 0 0 0

01 0 0
Uenor =

0 0 01

0 010

Lze ukazat [0], ze kazdou obecnou qubitovou transformaci lze slozit z jednoqubitovych
a CNOT operace. Rikdme, Ze se jedna o univerzalni mnozinu logickych operaci.

CNOT hradlo lze vyuzit, v jistém smyslu, k vytvofeni kopie informace. Vime, ze kvan-
tovd mechanika nedovoluje vytvorit kopii libovolného ndhodného kvantového stavu (viz.

(A])). Nicméné nyni jsme v situaci, kdy mame dopiedu pevné zvolenou bazi (=vypocetni
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U] V—vi—v]

Obrazek 3.5: Konstrukce obecné podminéné unitarni operace z prvka univerzalni
mnoziny logickych hradel, prevzato z [12].

baze). Pomoci CNOT hradla realizujeme transformaci:

(2|0)1 + B1)1)|0)2 = a]0)1]0)2 + B[1)1[1)s,

pomoci které jsme stav zakédovali do vicedimenzionédlniho prostoru. Informaci {a, 5} tak
mame uchovanu pomoci obou systému a do sporu s no-cloning teorémem se nedostavame
z toho duvodu, ze v naSem piipadé nemdme na konci procesu dva objekty va stejném
stavu, ale dva ruzné stavy uchovavajici tutéz informaci.

CNOT operaci muzeme samoziejmé implementovat i pro vice qubiti - jeden kon-
trolni bude podminovat provedeni NOT operace na vice systémech najednou. CNOT
Je zFejmé, ze pro provedeni operace jsou tieba dva vstupni qubity (control a target qubit).
Jimi tvofenou (vypocetni) bazi oznacime |c), |t). Akci operdtoru lze potom zapsat jako:
)t} > [l @ c).

Toto 1ze zobecnit na libovolny unitarni operator U. Pokud je prvni qubit
v pozadovaném stavu, na druhy je aplikovdna operace U , neni-li tomu tak, je druhy
qubit ponechan beze zmény ¢ili [c)|t) — |¢)U°|t).

Nyni nas bude zajimat, jak popsat obecnou podminénou unitadrni operaci pomoci
vyse zminéné univerzalni mnoziny logickych operaci. K tomu vyuzijeme vztah .
Prvnim krokem je aplikace fdzového posunu e’® na prvni qubit. To je totéz jako stejnd
operace aplikovand na dvouqubitovy systém, pro nas piipad: fazovy posun bude ap-
likovdn na druhy pouze v piipadé, ze prvni je napiiklad ve stavu |1). Schematicky

zndzornéno, viz Obr. [3.4]
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[ | A .

(1
L L

Obrézek 3.6: Schématické zndzornéni SWAP hradla a jeho konstrukce ze tii CNOT
hradel, prevzato z [12].

Déle vyuzijeme skutecnosti, ze mame zarucenou existenci rozkladu U = e’ Ag, B61C,
ABC = I. V pripadg, ze kontrolni qubit je ve stavu |1), U je aplikovdno na druhy qubit.
Naopak pro situaci, kdy kontrolni qubit je ve stavu |0), je na druhy qubit aplikovdno
ABC = I. Vysledné schéma je na Obr. .

Déle budeme uvazovat zobecnéni na hradla, obsahujici libovolné mnozstvi qubitu,
ozna¢ime jej n+k. Déle bud U k-qubitovy unitarni operator. Operaci cnU definujeme
nasledovné:

C™U|x12y ... 2p) | W) = |z129 . . . 2, ) UZ1E2%0 | T), (3.15)

kde exponent x1xs ...z, ma smysl produktu. Dany unitarni operator je aplikovan na
poslednich k qubitu tehdy a jen tehdy, je-li n predchozich ve stavu |1). Ve viech ostatnich

piipadech ziustava systém beze zmény.

3.2.2 SWAP hradlo

SWAP hradlo odpovida nasledujici operaci:

|a, by — |b, a) (3.16)
Maticova reprezentace:
10 00
00 10
Uswap =
0100
0 001

Jiz vime, ze akci operatoru Uoyor muzeme zapsat jako : |a,b) = |a,a @ b). Operaci
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SWAP lze vytvorit vhodnym slozenim ti{ operaci CNOT (viz. Obr. (3.6]). Plati:
la,b) = la,a®b) = |a® (a®b),adb) =|b,a®b) = |b,(a®b)®b) = |b,a).

3.2.3 Toffoliho hradlo

Toffoliho hradlo je tfiqubitovy systém, ktery v notaci (3.15) odpovidé operaci C2U.
Funguje vlastné jako dvojité CNOT hradlo. Bazové stavy zistavaji nezménéné s praveé

dvéma vyjimkami:
|110) — |111) a |111) — |110).

7Z toho je zfejmé, zZe se jednd o vratnou logickou operaci, aplikujeme-li toto hradlo dvakrat
za sebou, dostaneme puvodni uspotrddani (tj. Toffoliho hradlo je samo sobé inverznim
prvkem:

(a,b,¢) = (a,b,c ® ab) — (a,b,c).

Maticova reprezentace ve vypocetni bézi vypadd nasledovné:

100 00O0O0O
01 00O0O0O00QO0
0010O0O0O00@O0
T 00 0100O0O0O0
000O0T1O0TO0OQ 0
000O0OT1TT 0O
00 0O0O0O0O01
000O0O0OO0OT10QO0

3.2.4 Fredkinovo hradlo

Budeme-li Toffoliho hradlo chapat, jako podminénou CNOT operaci, pak Fredkinovo
je podminénou SWAP operaci (viz. (3.16))) ve smyslu, ze operace SWAP je aplikovana

na druhy a tfeti qubit, pokud je prvni ve stavu |1). Je-li prvni qubit ve stavu |0), jsou
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M
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Obrazek 3.7: Konstrukce Fredkinova hradla z Toffoliho a dvou CNOT hradel.

zbylé dva ponechdny beze zmény [6]:
Urredrin|A) ® |B) ® |C) = |A) @ |[UnorA- B+ A-C) & |UyorA-C + A B),

kde jsme Unor oznaéili operaci definovanou vztahem (3.10)).

Maticova reprezentace Fredkinova hradla je tato:

1000 0O0O0O0
01 000O0O0O
0010O0O0O00Q 0
Upvogir = 0001O0O0O0O0
00 0O01O0O0O0
000O0O0OO0OT1@PO0
000O0OT1TT OO0
00 0O0O0O0TO0T1

Schématické zndzornéni Fredkinova hradla je na Obr. Toto hradlo je mozné
sestavit s Toffoliho a dvou CNOT hradel, coz je rovnéz zndzornéno na Obr. pricemz
ovéreni prislusné rovnosti snadno ziskdme vynasobenim matic reprezentujicich operace

na pravé strané.

3.2.5 Generace Bellovych stavii

Hledejme nyni obvod, ktery bude uskuteénovat transformaci vypocetni béze
v dvouqubitovém prostoru na Bellovy stavy (viz. (2.2)). Uvazime-li, ze chceme jistou

linedrni kombinaci bazovych stavi: |00), |01), |10), |11), bude zjevné tieba pouzit realizaci
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a —— H

|\Pin> = ‘”b> |Lpoul>

Obrézek 3.8: Hradlo, které transformuje vypocetni bazi na Bellovy stavy, prevzato z [12].

Hadamardovy transformace a k dosazeni ’spravné’ linedrni kombinace pouzijeme praveé
operaci CNOT. Uvazujme napiiklad, ze mame vstupni stav |00) a chceme z néj vytvorit
stav |®T) = %(|00> + |11)). Navrhnuty obvod je na Obr. (3.8). Operatorové: CNOT -

H ® 1. Ovéifme spravnost ve vypocetni bazi:

1 0 0 0 1 0 1 O 1
11 01 00 01 0 1 0_
V2|00 01 10 -1 0 0|

0 1 0 01 0 -1 0

1
- 5| | = 5tom

_

Aplikaci takto definovaného operatoru na ostatni bazové stavy obdrzime ostatni Bellovy
stavy. V principu ale pro jejich generaci staci jediny bazovy stav. Naptiklad zobrazeni:
|00) + |10) bude realizovat tfeba operator |0)(1|®d1+]1)(0]®1 nebo vhodné kombinace
SWAP a CNOT, tj. koneétnym poctem CNOT transformaci muzeme pfechdzet mezi

jednotlivymi bézovymi stavy a pak uz pouze pouzit obvod ({3.8]).
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a ¢ a

. ) c®(anb) ‘
' \L/ >

Obrézek 3.9: Hradlo realizujici operaci bindrniho s¢itani (kombinace Toffoliho a CNOT
hradla), prevzato z [12].

3.2.6 Obvod realizujici bindrni s¢itani

Na zavér tohoto piehledu uved' me obvod realizujici bindrni s¢itani (Obr. (3.9)), ktery

je kombinaci vySe popsanych Toffoliho a CNOT hradla. Realizovand operace:

T=a®b,

y=0¢& ab = ab,

kterd odpovida transformaci (3.2.3)), kde jsme polozili ¢ = 0.

Tim ukon¢ime piehled logickych operaci. Podrobné jsme rozebrali zakladni jedno-
qubitové operace a operaci CNOT, pficemz uz mame k dispozici tvrzeni o jejich univerza-
lité. Navic jsme uvedli nékolik jednoduchych piikladu propojeni téchto zakladnich ele-
nost nebo alesponn navrh fyzikdlni realizace téchto teoretickych modelta. Jako piehled

nékterych moznosti poslouzi nasledujici kapitola.
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Kapitola 4

P¥ehled zakladnich optickych elementi

V této kapitole se budeme zabyvat fyzikalnimi realizacemi diive popsanych logickych
operaci. Fyzikalni prakticky vyuzitelnou reprezentaci qubitu je foton. Spliiuje totiz
podminky, které jsme kladli na vhodny dvouhladinovy systém, ktery bychom chtéli jako
qubit pouzit (jednozna¢né rozliitelné stavy mohou byt napiiklad navzajem kolmé
polarizace), nicméné, jak uvidime, s pouzitim fotonu souvisi i fada experimentalnich
komplikaci (jako absorbce pii interakei s prostiedim). Kvantovy obvod, ktery jsme vyse
popsali jako prostiedek manipulujici se vstupnim stavem, nyni budeme chapat jako sit
slozenou z jednotlivych optickych prvkua, které budou realizaci popsanych qubitovych

operaci.

4.1 Deéli¢ paprsku

Jedna se o opticky element, ktery rozdéli vstupni paprsek na dva paprsky s mensi in-
tenzitou (polopropustné zrcadlo). PopiSeme situaci z hlediska pravdépodobnostnich am-
plitud pro jediny foton vstupujici do délice. Jak je ziejmé z Obr. [4.1]existuji dvé moznosti
vstupu paprsku do délice. Pro kazdy oznac¢ime amplitudu pravdépodnosti odrazu a
pruchodu podle Obr. Uvazujme dale symetrii v tom smyslu, ze pravdépodobnost,
ze se foton odrazi nebo projde, je tataz. Oznacime-li amplitudy pro foton vstupujici do
délice o, B a vystupujici o', 8, z principu superpozice dostdvame

o =wa +yB, (1)

8 =xa+ 28,
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1 W N
BS BS
b'e 1 v/
«@ o =wa+yps
BS
B B =xa+ 2

Obrazek 4.1: Déli¢ paprsku - ozna¢eni amplitud pravdépodobnosti odrazu a pruchodu.

(5)-(G)=( O0)

Nejjednodussi pripad délice paprsku je symetricky (nebo vyvazeny) takovy, pro ktery

cili

maticova realizace jim provedené transformace vypada nasledovneé

p=Jslao)

Snadno ovérime, ze pro takto realizovand transformace spliiuje normovaci podminku
(suma pravdépodobnosti = kvadratu amplitud na vystupu je rovna jedné). Praktickd
realizace této transformace vlastné odpovida tomu, ze je-li ”spodni”vstupni paprsek
odrazen, zméni se jeho fdze o m, projde-li délicem, faze zustdva zachovana.

Déle uvedeme podrobnéjsi popis délice paprskiu pomoci krea¢nich a anihila¢nich

operdtoru (viz. [1]), které vyhovuji témto komuta¢nim relacim:

[a,a’] = [b,bT] =1,  [a,b] = [af,b]] =0, (4.2)

kde a, b jsou anihilaéni, af, bl kreaéni operdtory.
Vztahy (4.1]), které jsme obdrzeli z intuitivni predstavy chovéani paprsku na polopro-

pustném optickém elementu a principu superpozice, muzeme piepsat v terminech vyse
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zminénych operatoru jako transformaci mezi vstupnimi a vystupnimi mody néasledovné:

b,y = onal, + Bab]

out wmn’
Bc];ut = Bldjn + OQBT

mn?

z ¢ehoz plyne, ze piislusnd unitarni matice ma tvar

U ar B

B1

Z pozadavku na unitaritu transformace a platnost relaci (4.2)) obdrzime podminky, které

musi spliiovat koeficienty pruchodu a odrazu:

a1 + a3fB2 = 0,

laa? + |Be]? = 1 = |ao|® + |81/,

ze kterych plyne

joa| = [az],

81| = |Bal.

Ptejdeme nyni v popisu délicu paprsku ke Schrodingerové reprezentaci. Pro jednodu-
chost nejprve uvazime situaci kdy jeden mod je excitovany a druhy je ve vakuu - vstupni

dvoucdsticovy stav tedy oznacime: [10). Potom

1a00) = [B) = U(0)|1.0,) = U(0)a'|00) = U(9)a'UT(6)|00) =

= (cosfa' + isin0b")|00) = cos0]01) + isin6]01).
Pi tipravé rovnice vyuzivame skuteénosti U[00) = [00) a identit
Ut(0)aU (0) = cosba + i sin 0b a UT(0)bU (0) = i sin fa + cos 0b, (4.3)

kde U = e~ je operétor ¢asového vyvoje odpovidajici Hamiltonidnu

H = —\ab + a'b), (4.4)
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ktery na pole pusobi po dobu ¢t = 0/\. Souvislost mezi vztahy (4.3) a (4.4) odvodime
pomoci Baker-Hausdorffovy identity [13]

R . R i292 R R nem
exp(i[GO)a exp(—i|GO) = a+ib|[G, d]—{_THG’ G, all+ -+

(4.5)
kde polozime G = —(dlA)T + dTl;). Komutatory na pravé strané budou pro sudé ¢leny
rozvoje mérné b, pro liché éleny a (protoze [é, al = b [[G’, [[G’, al] = a). Koeficienty u a
resp. b pak dévaji Tayloruv rozvoj funkei sinx resp. cos .

Jinak se 1ze k vysledku (4.3|) dostat fesenim Heisenbergovych pohybovych rovnic:
ia =la,H],  ib=[b,H].

Analogicky budeme postupovat pii hledani vysledného stavu pro vice fotont. Mé&jme

tedy n fotonti v prvnim modu. Obdobné jako v pfedchozim dostavame:

- (ahm
(0)na0s) = ()2 —
1

-l

naOp) = |) = N

_ U(0)(aa’)"U'(6)00) =

(cos fat)™ + i sin 657)00) =

S

I
Ms

(Z) %(cos 0)"P(isin)P|n — p, p).

o

hS]

Vysledna superpozice odpovidd binomickému rozdéleni n vstupujicich fotontt mezi mody

a,b.

vvvvvv

koherentnich stavi jsou shrnuty v Ptiloze

U(0)ed 2 a1t (9)|00) =

|a0p) = W)
= exp(afcosba + isin0b'] — a*[cos fa — i sin 0])|00) =

= |acosB),|iasin @)y,
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13
VB!

v

Obrazek 4.2: Experimentalni uspofdddni pro generovéni superpozice typu |n,0) + |0, n),
pomoci dvou nelinedrnich délici paprski s parametry 6 = 7 resp. 0 = 3.

kde jsme pouzili (B.1)), (4.3) a identity [14]

Uf(AUT = f(UAU). (4.6)

Vysledkem je tedy separabilni tenzorovy sou¢in koherentnich stavi.

4.2 Nelinearni déli¢ paprsku

Toto je prvni z paragrafu, ve kterych se budeme zabyvat nelinearnimi optickymi el-
ementy, jejichz vlastnosti se budou vyrazné lisit od uvedenych linedrnich prvki.
V predchozim textu jsme rozebrali vicefotonovy aspekt u linedrniho délice paprsku
a vidéli jsme, jak vice fotonu ovlivni pravdépodobnostni rozdéleni vystupniho stavu,
nicméné u nelinearnich prvkia hraje vicefotonovy aspekt mnohem vyraznéjsi roli, kterd
vede k moznostem realizace transformaci, které by pouze pomoci linearnich prvka nebyly
mozné (napiiklad experimentalni realizace CNOT hradla).

Hamiltonidn nelinendrniho déli¢e paprsku ma tvar [13]:
H, = —h\a(bh" + af (b))
Tomu tedy odpovida transformace jednoho fotonu v modu a na n fotonu v modu b:

[a(d")™ + ' (B)"]|140) = Vn!|0a75),

[@(6")" + a' (6)"]|0anp) = Vn![1405).
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Obrazek 4.3: Schéma Mach-Zehnderova interferometru, prevzato z [5].

Kvuli zdkonu zachovéani energie je tieba, aby kazdy vznikly foton v modu b mél n-krat
mensi energii nez vstupni stav v modu a. Uzitim Baker-Hausdorffovy formule stejné jako

v predchozi sekci dostavame:

explirt(a(bh)™ + at(b)™)]]10) = cos 8]10) + i sin O]0n),

explirt(a(b)” + af(b)™)]|0n) = isin6]10) + cos ]0n),

kde nyni 6 = % Jinymi slovy, teoreticky je mozné ptipravit superpozici fotonu

s n dalsimi, které budou vSechny v tomtéz modu, coz lze vhodnym experimentalnim

uspofaddnim rozsifit i na superpozice typu |n,0) +(0,n) (viz. Obr. |4.2).

4.3 Interferometr

Interferometr je optické zafizeni, jehoz tcelem je méfeni velmi malych fazovych po-
sunu, sestavajici se ze dvou nebo vice délicu paprski. Jednoduchym ptikladem muze byt
napiiklad Mach-Zenderuv interferometr (Obr. : dva symetrické délice paprsku, dveé
zrcadla a fazovy posun o thel ® v jednom z ramen. Uvazime-li, ze i zrcadlo muzeme
chapat jako opticky element, jenz odpovidd zméné fize o m, obdrzime nésledujici mati-
covou reprezentaci:

1(1 1 1 0 -1 0 1 -1

Opét vyjdeme od jednofotonového stavu |10). Aplikace BSy, ®, BSs podle Obr.
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01) - N}2(11o>4z‘yo1>)H \}2u1o>+a¥¢|o1x
— ;(]10>+—ﬂ01>)%—ie;b(ﬂ10>—%]01>):: (4.8)
:%@—é%um+%u+a%mm

Pocet fotonu Sy v detektoru Dy:
1
So o< (TlaTa| W) = (¥]a']00)(00]|a|T) = |(00|a®)|> = 5(1 — cos D). (4.9)
Pocet fotonu S; v detektoru Dy:
1
S1 x 5(1 + cos D). (4.10)

Provedeme nyni znovu zobecnéni na stavy s vice fotony. Sklddal-1i by se Mach-Zehnderuv
interferometr z nelinedrnich délici paprsku, muzeme pomoci vySe uvedeného popisu
ucinit nasledujici zaveéry.
P1i modelu nelinearity pro vystupni stav Mach-Zehnderova interferometru dostavame
(viz. (4.8)):
|@:%a—éwmm+%u+¥”mm,

coz pro pocty detekovanych fotonu na jednotlivych detektorech (viz.(4.9)), (4.10)):

1 —cosn®

So = ——,
1 iiJ

5 = nlteomn?,

4.4 Kerrovsky element

O materialu, jehoz index lomu zavisi na intenzité prochazejiciho paprsku jako:
n(l) =n+nal, (4.11)

fikame, ze vykazuje tzv. Kerruv efekt; n uddvé ’zakladni’ index lomu, ¢ili prvni ¢len

v prislusném Taylorové rozvoji, tedy konstantni hodnotu pro dostate¢né slabou intenzitu,
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ng je konstanta udédvajici rychlost zmény indexu lomu v zavislosti na intenzité.

Kvantové mechanicky tento efekt muzeme popsat Hamiltonidnem [11]:
H = ya'ab'd, (4.12)

kde a,b odpovida dvéma modim §ificim se médiem a x je interakéni konstanta.

Odpovidajici unitdrni transformace (pro krystal délky L):

K= eideTdI;TB

Tuto nelinearitu lze vyuzit ke konstrukci CNOT hradla, které lze sestavit pomoci
dvou déli¢u paprsku a kerrovského elementu. Pokud pii prichodu kerrovskym médiem

dojde k relativnimu fazovém posunu ”spodniho” paprsku o 7. Snadno ovéiime, ze plati:
UCNOT:f®fI-K-f®fI,
kde definice K prepsand v terminech akce na bazické vektory vypada nasledovné:

K00) = |00),

101),

) =
K|01) =
(4.13)
) =
)

K[10) = [10),

K[11) = eXE|11) (tj. pro xL =7 : K[11) = —|11)).

Skutecna realizace tak velkého fazového posunu je experimentalné problematicka.
Pozadavky na nizkou intenzitu a zaroven vysoky fazovy posun si odporuji v tom smyslu,
ze nelinearni optické elementy maji vysokou schopnost absorbovat prochéazejici elek-
tromagnetické zafeni, proto je pravdépodobnost priuchodu jediného fotonu kerrovskym
médiem o dostateéné tloustce velice nizka.

Kerrovské médium se také vyuziva pfi tzv. QND méfenich, kterd nenarusuji méfeny
systém v tom smyslu, ze je mozné opakované méfit hodnotu pozorovatelné, kterad pii

tomto méfeni zustava nezménéna (podrobnéji viz. Piiloha |C]).
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Obrazek 4.4: Cross-Kerr element - schéma, prevzato z [15]

4.5 Cross-Kerr element

Schématicky model tohoto optického prvku je na Obr. (4.4). Budeme-li uvazovat dva
vstupni mody a, b, pak interakéni Hamiltonidn mé tvar ¢emuz odpovidé ndsledujici
transformace anihilaénich operatoru (opét vyuzivame Baker-Hausdorffovy identity, viz.

napt. [15]):

a(t) = exp(—iHt)ay exp(iHt) =
(—i0)”
2!

A~

=a—iflata, albth + lata, [ata, &) (btb)2 + - - =

= aexplifb'h],
kde 0 = xt, kde t je doba interakce. Celkem tedy
a(t) — aexplixb'd] a  b(t) — bexpliyatal. (4.14)

Féazovy posun modu a zévisi na intenzité pole v modu b. Pro x = 7 a dva vstupujici
fotony v modech a, b tak dostdvame CZ hradlo (podminénd transformace dand Pauliho

o3 matici), tj. v maticové reprezentaci

1 0 0 O

01 0 O
Ucz =

001 0

00 0 -1

Opét tedy narazime na vyznam zkoumadni vicefotonového aspektu v souvislosti s ne-
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linedrnimi optickymi prvky: bude-li tedy n fotoni v modu a, dojde v modu b k fazovému
posunu ¢ = nf.

Obecné dojde v fazovému posunu vertikalné polarizované ¢asti modu b, pricemz ve-
likost tohoto fazového posunu zavisi na poctu vertikalné polarizovanych fotont v modu a.
Jak uz ale bylo feceno v paragrafu [£.4] pro konstantu x, kterd je imérnd piislusné slozce
susceptibility daného materidlu,v materidlech vykazujicich Kerruv efekt plati y < m,
coz je problém, na ktery jsme narazili pfi rozboru praktické realizace CNOT hradla (po-

drobny popis realizace vétsiho fdzového posunu lze najit napt. v [10]).

4.6 Nelinearni Mach-Zehndertv interferometr

Vyse popsané schéma Mach-Zehnderova interferometru je nyni modifikovano
nelinearitou - Kerrovo médium v jednom z ramen. Odpovidajici unitarni transformace

[17):
U = BKB,
kde
B =explir(alb+ab')] a K =exp[—ix(a'a)?.
Bud |U;n:) = |@)a|B)s(koherentni stav). Potom
@)out = Ulcw)al B)s.

Transformace dand délicem paprsku

Blaya|B)s (o +iB))al — (B + i)

_ 1 1
V2 V2
Vidime, ze vystupni stav je také produktem koherentnich stavi. Transformace

koherentniho stavu dand unitarnim operdtorem odpovidajicim Kerrovu elementu:

Kla) = exp(—T) Z Wi exp(—ixn?)|n). (4.15)
‘ Vn!
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€ C
Kerr medium

b b

a a’

Obrazek 4.5: Opticka realizace Fredkinova hradla
Pro specidlni volbu x = % dostavdme [1§]

l)al8h = (e~ Fja) + 7] - ).

Tato konkrétni volba mé vyznam zejména v experimentélnich aplikacich (optickd analo-
gie tzv. Schrodinger-cat stavi, viz. [19]). Navic, jak je rozebrano ve [18], tvar feSeni nenf
obecné stejny pro vsechny hodnoty, jichz muze exponent ve (4.15)) nabyvat. Kombinace

Kerrova média a dvou délicu paprsku celkem dava:

. 1, _x .
Ula)alB)y = \ﬁ(eﬂz\i@a/!iﬂ)y i —a)a|By)

Jednd se tedy o superpozici dvou koherentnich stavi v riznych médech, které ovsem

nejsou ortogonélni (viz. (B.2)). Pro 8 # +a se jedna o entanglovany stav.

4.7 Opticka realizace Fredkinova hradla

Hradlo popsané v paragrafu Ize realizovat pomoci dvou délicu paprsku a ker-
rovského elementu (viz. Obr. [4.5)). Takovéto uspofadani predstavuje unitarni transfor-
maci U = BTKB, kde B je vyvazeny délic paprsku, K cross-kerr element (viz.(4.14) ,

Obr. :
K= exp[iflA)TlA)éTé],

kde znaceni modu odpovida Obr. a & = xL je soucin interakéni konstanty x a

interakéni vzdalenosti L.
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Pro U celkem dostévame

. bt —at\ (b—a
U= icete —

isbtb, sete(atv—bla) —igbib iTatacte ,isblhete

e (&

Prvni a tfeti ¢len odpovidaji konstatnimu fazovému posunu, posledni dva ¢leny vzajemné
modulaci modu b, ¢ podle (4.14]). Tyto ¢leny ale nejsou pro tcely Fredkinova hradla rozho-
dujici a mohou byt vykompenzovany vhodnym experimentdlnim usporadanim. Zbylé

poslouzi k nésledujici definici Fredkinova operdtoru:
F(€) = exp [géTé(aTz} - iﬂa)] .

Rozebere takto posanou situaci pro & = m: neni-li v modu ¢ foton, plati tedy @’ = a a
b = b. Je-li na vstupu c foton, pak se mody pravé zaméni: a’ = b a b’ = a. Jinymi slovy
dostédvame podninénou operaci s parametrem £¢7é. Pro tuto specidlni volbu parametru

£ tedy dostavame CNOT hradlo.

4.8 Symetricky 2N-port

Symetrickym 2N-portem nazyvame zafizeni, které vstupni foton v jakémkoli vs-
tupnim modu pretransformuje v jakykoli vystupni se stejnou pravdépodobnosti % Muzeme
je chapat jako zobecnéni (symetrického) délice paprsku. Podle predchézejici definice
tento totiz neni nic jiného nez 4-port.

Vzhledem k pozadavkum na symetrii vzhledem k zdméné jak vstupnich tak vystupnich

modt, volime hamiltonidn ve tvaru
H=X> dla,, (4.16)
S,r

kde A je inteakéni konstanta a lze ji volit redlnou (viz.[20] ) Vzhledem k symetrii lze

Hamiltonidn (4.16)) zapsat pomoci tplné symetrickych bosonovych operatori:

H=)NATA, kde Al= \/1N D it (4.17)
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Jeho vlastnimi ¢isly potom jsou AN a 0 s algebraickou nésobnosti 1 resp. N-1 (vypocet
viz. [20]).

Méjme N modu v pocdtecnim stavu | ¥y, ). Vystupni stav ma potom tvar
|Wout) = exp(—iHt)|¥,,),

kde H je hamiltonién (£.16)). Pro vstupni stav s fotony v modech {ili € C}, kde C je

podmnozina mnoziny vstupnich portu, dostdvame vystupni stav ve tvaru

|Wout) = exp(—iI:It) H ds”O) = H aAsT(t)‘O>a

seC seC

kde

_iX)2 . .
(N A A AT AL +

a5t (t) = exp(—iHt)d, " exp(iHt) = d,' — M[ATA, d,T] +

2!
(4.18)
kde navic pro komutatory na pravé strané plati
[ATA,[ATA, .. [ATA,d,1]...] = N¥F AT, (4.19)
k
Cili dostavame
ar(t) a1'(0)
ot ot
as'(t as' (0
2'(t) | _ vl @ © ] _
an'(t) an'(0)
d'(0)
R d' (0 A
= exp[—iH{] expliHt]
an'(0)

kde M je hledana transformaéni matice.

Na zakladé znalosti vlastnich éisel, vyjadreni (4.17) a komutdtoru (4.19) muzeme
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rovnici (4.18) zapsat ve tvaru

1 . 1 .
P ) = @t f f ANT) —
ds' (t) = as' — —=A" + —= AT exp(—iANt) =
(1) = 1 — AT 4 Al exp(—iAN)
gt (N1t exp(—iAND | (exp(=iANt) — 1 S (4.20)
= 0As N N ]#S aj )

z ¢ehoz jiz dostavame transformaéni matici ve tvaru

L) ) 10

| 0 s s
ONI0 10
(OO RN F 10

pro f(t) = (SR,

Pravdépobnost, ze nalezneme foton v po¢ateénim modu, spo¢teme pomoci (4.20)):

(d;'d; N =1+2

>:‘N—l—|—exp(—i)\Nt) N_2[cos()\Nt)71].

Dtlezitym rysem symetrického délice paprsku je jiz difve zminény fakt, ze bude-li v
obou vstupnich modech jeden foton, budou tyto nalezeny ve vSech vystupnich portech se
stejnou pravdépodobnosti. Chceme-li najit analogii tohoto jevu pro symetricky 2N-port,

budeme uvazovat vstupni stav ve tvaru
Win) = [T all0),
S

s tim, ze budeme chtit zjistit, zda je mozné ziskat vystupni stav ve tvaru

W) = = > expligy) 220
out \/N - pPltys \/ﬁ

10).

Z (4.20) zjistime, Ze tento pozadavek je ekvivalentni podmince [20]:

2_1

1 2N
<> [[N — 14 exp(—iANt)] - [exp(—iANt) — 1]N’1] = NN

N

Tato podminka je ale splnéna pouze pro N = 2 a pro zadné vyssi N jiz rovnost ne-
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nastava, jinymi slovy diskutovand situace s rovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti

vystupnich modu je vyluéné vlastnosti délice paprsku a u symetrického portu s vice

4.9 Galtonova deska

Galtonova deska je zafizeni, pomoci kterého muzeme simulovat klasickou ndhodnou
prochazku: koliky ekvidistantné rozmisténé na desce, mezi kterymi nechdvame propadavat
kulicku jenom piisobenim gravitaé¢niho pole. Koneéné rozlozeni pozic kulicek pod deskou
pak odpovida binomickému rozdéleni.

Nahradime-1i koliky déli¢i paprsku muzeme simulovat kvantovou prochazku (rozdil
mezi vlnovym a kvantovym podénim je v tom, Ze vlnové verze je klasickd (ve smyslu
optické viny), zatimco kvantové interpretace uziva amplitudy vlnové funkee).

Standartni kvantova prochazka (QW) koresponduje s diskrétnim ¢asovym vyvojem
jednodimenzionalniho systému (chodec) propojeného s vyvojem dvoudimenziondlniho
systému (mince). Oznac¢ime Hyy Hilbertuv prostor chodce, Heo Hilbertuv prostor mince.
Prislusné béze definujeme jako {|m),m € Z} a {|u), |d)}. Stav celého systému patii do

prostoru H = Ho ® Hy a v Case t jej lze vyjadiit jako (viz. napi. [21])

(U(0) =Y [tmtlu,m) + dpmgld, m)],
m
ktery lze zapsat jako U = UgU., tj. |U(t)) = UsU.|¥(t — 1)). U, je zde operdtor
hodu minci, Uy operator podminéné zmény polohy. Hlavnim kvantitativnim popisem
prochazky je pravdépodobnostni rozdéleni pozice chodce podél mrizky, po které se mize
pohybovat.

Realizace kvantové prochdzky muze vypadat nésledovné. Mé&jme optickou dutinu, do
které vstupuje kvazimonochromatické svétlo skrz polopropustné zrcadlo. Rozdélime-li
svazek délicem paprsku, ma svétlo dvé moznosti pohybu. Toto simuluje qubit a déli¢ pa-
prski odpovidé unitdrni transformaci, kterd realizuje akci operatoru hézeni minci. Roli
chodce (tedy operatoru U'd) hraje frekvence svétla, jeji zména o fixn{ hodnotu je zajisténa
elektrooptickymi modulédtory - to je prvni krok prochézky. Svétlo je pak pomoci zrcadel

odrazeno zpatky do délice a muze byt implementovan novy krok atd.
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V) = |H) +|T)

1

1
2 2

1) —|T) 1) +|T)

1
2 4

a(1h) w0 T

Obrazek 4.6: Piiklad: |¥) = |H) + |T) pii pruchodu optickou Galtonovou deskou
(tvofenou symetrickymi déli¢i paprsku). Ciselné hodnoty uvedené pii piechodech
odpovidaji pravdépodobnostem ptrechodu do nasledujiciho stavu. Vidime tedy, ze jiz
pii pouziti Sesti dochazi k odchylce od klasického binomického rozdéleni, kterym se fidi
klasickd Galtonova deska.

V této situaci QW zapiic¢ini frekvencni rozdéleni vysledného pole tak, ze intenzita prislusna
kazdé frekvenci hraje roli pravdépodobnosti nalezeni chodce v dané pozici. Jinymi slovy,
po m pruchodech délicem, spektrum vysledného pole udava pravdépodobnostni rozdéleni
QW.

Podrobnéjsi rozbor této myslenky (podle [22]) je uvedena v Piiloze Dalsi moznou

variantu experimentdlni realizace uvddime v Pifloze
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Obréazek 4.7: Schématické zndzornéni sité analogické s Isingovym modelem, kde AB
jsou transformace predstavované jednotlivymi uzly, rAmeckem je oznaceny tzv. zakladni
motiv, ktery se bude obecné M-krat opakovat, prevzato z [24]

4.9.1 Modifikace modelu Galtonovy desky pro nelinearity

Staci predpokladat, ze svétlo ziskava néjaké, na intezité zavislé, fize pfi pohybu
po jedné ¢i druhé dréze umoznéné v experimentu. Nicméné nyni nebudou tyto drdhy
v linedrnim prostiedi (vakuum), ale v nelinedrnim médiu (kerrovsky element, opticka
vldkna apod.). Nyni potiebujeme operator navic, ktery ndm dovoli popsat ziskédni na
intezinté zavislé faze pfi pruchodu Kerrovym médiem. Unitarni operator zobecnime

nasledujicim zpusobem (viz. [23])

kde F.(m,t), (¢ = u,d) je libovolné funkce pravdépodobnosti (resp. intenzit v klasickém
kontextu).
4.10 Kvantova sit analogicka s Isingovym modelem

Dalsim piipadem nekonecné sité vzdajemné propojenych kvantovych systému je tzv.

nearest-neighbour network. Sit slozena z déli¢ti paprski, z nichZz kazdy je propojen se
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¢tyfmi sousednimi. Snadno si povS§imneme jisté analogie s experimentem na binomické
rozdéleni a jak uvidime zkoumané experimentalni uspofadani pouze jinou interpretaci
konfigurace popsané v predchozi kapitole (Galtonova deska).

Nasi 1dlohou nyni je najit matici, kterd da jednoznaéné do souvislosti operatory
popisujici stav fotonu na vstupu a vystupu kazdého délice paprsku. Zakladni myslenkou
je rozdélit celou sit do opakujicich se podstrusktur (viz. Obr. . Budeme-li obecné
uvazovat 2N ve vertikdlnim sméru a 2M uzll v horizontalnim, transformaéni matice pro
cely systém je pak jednodusSse M-tou mocninou této diléi transformacni matice, kterd

bude mit tvar (viz. napt. [25]):

A 88 B220 00 ---
U = 88 A X 00 B ,
kde
cosf sinf cos® sind
A: 5 B= )
—sinf cosf —sin® cos®

pricemz uvazujeme periodické hrani¢ni podminky (toroiddlni topologie sité).

Matice odpovidaji transformaci, kterou realizuje celd sitf je pak W (M) = UM. Diky
tomu, ze matice U je unitdrni, mizeme matici W zapsat ve tvaru W (M) = X 'DM X,
kde D je diagonalni matice s vlastnimi ¢isly exp(£i\,) a X je unitdrni. Tato vlastni ¢isla

ddvaji konkrétni informaci o typickych rysech dané optické sité (viz. [26]). Budeme-li

uvazovat vyvazené délice paprsku, tzn. § = ® = 7, dostdvdme pro vlastni hodnoty
rovnici
1 2mn
A== |1 — . 4.21
cos Ap, 2[+COS<N>] (4.21)

Z rovnice (4.21) 1ze usuzovat na nékteré obecné rysy vlastnich ¢isel pro libovolné N.
Podle [26] plati, Ze vSechny vlastni hodnoty exp(£\,) jsou dvakrét degenerované
(s vyjimkou =i, je-li N liché). Uvedeme nyni explicitné mnozinu vlastnich ¢isel pro sité

sN=2aN =4:

= 2. {1,1,+i Ane{o,g},
T T 27

1 1
= 4: 1,1, 44, +13,+173 A - =, —
{, , LT, 3, 3} n€{073’27 3

}.
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Bude-li se tedy zakladni motiv v siti opakovat M-krat, ¢ili trasformaéni matice pro celou
sit bude mit tvar UM | implikujf vyse uvedena vlastni ¢isla periodicitu transformaci. Pro
N = 2 se transformaéni matice stane jednotkovou po opakovani 4 motivii, tj. U* = 1, pro
N = 4 se totéz stane po 12 motivech, tj. U'? = 1. Naopak napi. pro N = 3 se ukazuje,
ze jisté A, musi byt nevyhnutelné iracionalnim nasobkem m. Pro dostate¢né vysoka N

a mald n plati pro exponenty \,, nésledujici aproximace
A A i\/i%. (4.22)

4.10.1 Rekurence a zakazané vystupy

Jiz vime, ze ve specialnich piipadech nam znalost vlasnich ¢isel poskytuje tiplnou in-
formaci o chovani systému, nicméné v ptipadé iracionalnich exponentii vlastnich ¢isel
toto neni pravidlem. Uvazujme funkci W (M), kterd bude popisovat zavislost trans-
formaé¢ni matice na M - poctu opakovani zdkladniho motivu v Isingové siti. Uvazujme
jednofotonovy stav na i-tém vstupnim portu, tj. diT|0>. Pro vystupni krea¢ni operator

pak plati [20]
2N

b (M) = S W (M)dr'
=1

Tedy pro foton v i-tém modu vstupujici do sité plati, ze v j-tém vystupnim modu bude
nalezen s pravdépodobnost{ |W (M);;|?. Lze snadno dojit k zvéru, ze v klasickém pifpadé
bude pravdépodobnostni rozdéleni vyskytu fotonu ve vystupnich modech binomické. V
kvantovém ptipadé je situace nasledujici.

Pro N = 2 se matice W(M) chové takto [26]

1 1 1 -1 0010
-1 1 1 1 , | 0001
1 -1 1 1 1000
1 1 -1 1 0100
1 -1 1 1 1 0 00
1 1 -1 1 A 0100
W) =U= : W(4) =U"=
1 1 1 -1 0010
-1 1 1 1 00 0 1
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Sit tedy vykazuje periodické chovani s periodou 4 (po &tyfech opakovéanich elementarniho
motivu plati |¥;,) = U?4¥;,)). Pii pouze dvou opakovanich motivu méme nicméné
zaruceno, ze foton se s pravdépodobnosti 1 objevi na jediném vystupu (ale v jiném
nez vstupnim modu). Tato periodicita ukazuje spojeni mazi vlastnosti vlastnich ¢isel
matice diskutovanych vyse a fyzickym usporddanim sité. Muzeme si také vsimnout,
ze matice W(1) je matici Hadamardovy transformace (pouzijeme-li znaceni plati
W(l)=H®H).

Pro N = 3 je ve [26] ukdzana existence zakdzaného vystupu, konkrétné diky destruk-
tivni interferenci ma kazdy i+3 vstup nulovou pravdépodobnost, ze by se néjaky foton
objevil ve kterémkoli z vystupnich modt.

Pro N = 4 je sit presné periodické (jedné se o ¢tyfi délice paprsku v fadé) a plati
W(12) = 1.

Pro obecné N Ize vyslovit nasledujici zavéry. Je-li N liché, bude existovat praveé jeden
vystup s nulovou populaci. Pokud jde o periodické vlastnosti, z odhadu muzeme
usozovat, ze usporadani s N = 2, resp. N = 4 budou jediné piipady vykazujici presnou
periodocitu.

Fakt, ze se ndm podafrilo popsat transformaci danou fadou déli¢u paprsku umisténych
za sebou muZzeme vyuZzit k nalezeni maticové reprezentace transformace realizované
Galtonovou deskou, diskutovanou vyse. Tuto lze zapsat rekurentné tak, ze zname-li trans-
formaci Uy odpovidajici prvnim N radam délicu paprsku, transformaci realizovanou po

pridéani N+1-ni fady obrzime jako produkt

1 1 0 O .0 0 1 0 0 0
-1 1 0 O .0 0 0 0
0 01 1 .0 0
1
UNJFI:E 0 01 -1 0 0 UN
0 00 O 1 1 0 0
0O 00 O ... 1 -1 0 0 01

Méme-li nékolik izolovanych systému popsanych pravdépodobnostnimi veli¢inami,
mohou tyto, propojime-li je, vykazovat kritické chovani. Tim rozumime prudkou zménu

fundamentéalnich vlastnosti systému na zakladé zmény vnéjsich parametrua. Toto chovani
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mé v kvantovych sitich svou analogii. Ke kritickym jeviim ale nedochazi na zakladé
zmény vnéj§ich parametri, nybrz jsou zapiicinény kvantovou povahou sité.

Uvazujme sit, kde jednotlivé uzly vzajemné interaguji pouze s nejblizsim sousedem
(Isinguv model), jak uz bylo popsdno vyse. Abychom nasli bod pfechodu, je tieba
zkoumat nespojitosti v globalnich parametrech sité. Vlastni hodnoty vyse uvedenemé

unitéarni transformace pro Isingovu sit muzeme zapsat v integralnim tvaru jako [27]:

1 ™
y(v) = — / dv' log[2 cosh 2® coth 2@ — 2(cos v + cos V)],
T Jo

kde @ je parametr urcujici reflexivitu, resp. refraktivitu pouzitych déli¢u.

4.10.2 Provazani v Isingové typu optické sité

Vyvoj pravdépodobnostniho rozdéleni jednocasticového stavu v pasivnich optickych
sitich velice tizce souvisi s vyvojem provazéni v dané siti (existence kvantové korelace
mezi vystupnimi mody), a to nize popsanym zpusobem. Uvazujme obecny jednocasticovy
stav v ramci obecné sité. Obecné pasivni optickd sit je charakterizovdna jedinym unitdrnim

operatorem, ktery udava transformaci mezi vstupnimi a vystupnim krea¢nimi operatory:

bl a}
0| 5 b
bl ah

Uvazujme ¢éstici ve stavu

N N N
[Win) =D ailli) = > aiai0), Y ol =1,
=1 =1 =1

kde |1;) je vektor, ktery ma, az i-tou, kterd je rovna jedné, vsechny slozky nulové, ¢ili se

jednd o i-ty modd s jednou excitaci. Po aplikaci unitdrni transformace, pro vystupni stav

dostavame:
N N N
Wout) = UW3) = > iUl UT010) = 3 (Z Ukzal) 1)
=1 =1 1=1
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Pro pravdépodobnost nalezeni v n-tém vystupnim modu dostavame:

N
2
P(n) = [(LalWoun) 2 = | > Unicr
i=1

Budeme-li se zabyvat dvou ¢asticovym pripadem, musime uvazit efekt provazani.
Jak jiz bylo uvedeno v kapitole 2] pro popis entaglementu ve dvouhladinovych systémech
se uziva tzv. concurrence C(p), kde p je operator hustoty, definované vztahem
Pomoci concurrence nyni muzeme urcit provazani mezi i-tym a j-tym modem |[W,,).

Najdeme redukovany operator hustoty [12]:

Pij = Trrestyéi,jq‘l}out) <‘1}out|)

s jedinou nenulovou vlastni hodnotou. Celkem dostavame

Clpij) = 2v/ P@)P(j)- (4.23)

Tento vysledek plati pro libovolny typ pasivni optické sité a vystupniho jedno-
¢asticového stavu. V podstaté jsme zjistili, ze vSechny mody (s nenulovou pravdépo-
dobnosti P(n)) jsou vzdjemné provdzany a mira jejich provézani nezavisi na jejich re-
lativni fazi. Tim jsme vyfeSili otdzku, jakd mira provéazani se muze vyskytnout v libo-
volné zvolené pasivni optické siti. Prakticky dilezitéjs{ je nicméné feseni obracené ilohy.
Mgjme zadanou uréitou miru provéazéani, kterou chceme pii pruchodu siti dosdhnout,
hledejme odpovidajici sit, kterd bude pozadované provézani realizovat.

Vime, ze vS§echny mozné vystupni vystupni médy jsou navzajem provazané. Bez ijmy
na obecnosti predpokladejme, Ze foton se muze s nenulovou pravdépodobnosti vyskyt-
nout pouze v prvnich n < N mddech, ke kterym mame uréenu mnozinu concurrenci
Cij, (Cij # 0),Cs5 = Cj; pro i # j. VSechny stavy generované pasivni optickou siti

muzeme psat

N N
) =) AL, Y=t (4.24)
i=1 i=1
a concurrenci zapsat ve tvaru
Cij = 2|Adl [ Az (4.25)
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Pro pravdépodobnosti pak plati:

i £k # . (4.26)

Cili C;; musi spliovat podminku

CijCrj _ CajChy

Cz' Cab ’

pro v8echna i, j, k, a, b € n. Zafixujeme-li nyni tfi navzdjem ruzné indexy i, j, k, plati pro

a,b# i
GGy

C, Cip. 4.27
b Czyczk J ( )
Specialné pro b = j
Cik
Coj = Cig——.
J Cj

Pomoci vztahu (4.25) a (4.26) preformulujeme podle [24] vztah (4.24]) jako

CijCik  Cik .
2= 2" 4 =1"C%, 4.28
Cj " CiiCik Za 7 ha e (4.28)
Rovnici (4.28)) nyni zapiSemem ve tvaru

K C..C n

2=2x+ —, kde z=—27% o K= Z Cc2. (4.29)
x Cik ,
a#i,a=1

Rovnice (4.29) ma dvé feseni
r=1+V1—-K,

kde

n
0<K= Y C<1 (4.30)
a#i,a=1

Po dosazeni ze (4.29) dostavame
Ci;Cik

Cip = —97%k _ hebo Cjp = ——9 7% 4.31
LIy - L N e (4:31)

Obé tato feSeni maji fyzikaln{ vyznam, protoze vysledné concurrence vyhovuji podmince

0<Cjk<1.
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Navic pomoci (4.31) muzeme prepsat (4.27)):

CiaCip

O,y = —2aib
PTIEVIZK

(4.32)

Podle [24] vyjadiime koeficienty ze vztahu (4.24) v terminech concurrenci jako

P
201+ V1-K) ’

Ziskané vysledky shrnuje nésledujici véta:

Véta: Méjme mnozinu Cy;, C;; # 0, ktera zadava vzajemné provazani pro vsechny indexy
i,j vystupnich modu pasivni optické sité. Tato mize byt popsdna jedinym Cistym stavem
tehdy a jen tehdy, je-li pro libovolné, ale pevné zvoleny index (mod) i splnéna
podminka, a pro vSechny indexy a,b (a,b # i) je soucasné splnéno . Jsou-li
obé podminky splnény lze tedy provazani charakterizovat pomoci , kde \)\j]2 =
20%\}2{77[()7]' #Fia|\|= %(1 - V1-K).

Provéazani je generovano mnozinou concurrenci {C;;} mezi i-tym vybranym modem a
zbylymi moZnymi vystupnimi mody. Sit generujici pozadovany stav ale neni uréena jed-
noznac¢né. Hledali jsme sit, kde na vstupu bude jediny foton v jistém vybraném mdédu -
tim jsme vybrali jediny fddek matice unitdrn{ transformace, kterd danou sit bude charak-
terizovat, jedinou podminkou na ostatni matickové elementy je tedy nenaruseni vyse
zminéné unitarity. Tuto nejednoznacnost lze (viz. [24]) vyuzit ke zjednoduseni schématu
hledané sité (viz. napiiklad Zeilingerova metoda pro sit slozenou jen z délicu paprsku a

fazovych posuni, coz je podrobnéji okomentovano v Piiloze @[)

4.10.3 Optimalizace rozdéleni provazani v pasivni siti s jednou excitaci

Nejprve zavedeme nasledujici oznacenii: Cy; = C(p;j,i # j) a Cy = 0. Déle definu-

jeme funkei, kterd bude danou sit charakterizovat z hlediska celkového provézani systému:

T(p) =Y CF,
7
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kde v sumé s¢itame pies vSechny dvojice indext. Optimalizaci provazani budeme tedy

déle chapat maximalizaci této funkce. Ze vztahu (4.23) po vyséitani pies j dostdvame

Z C? = 4P(i)[1 — P(i)],

protoze
205,
CiC C:iC
Z cz = X4 ik (2 - =2 Zk) (normaliza¢n{ podminka)
| Cj Cj
a=1l.a#1,j
a tedy

> Ch =401 - P>i)?).
]

Je ovSsem tieba uvédomit si, ze vySe popsanym postupem, jsme vSechny dvojice in-

dext zahrnuli do sumy dvakrét. Cili pro soucet kvadrati udané mnoziny concurrenci

dostavame
> Ch=2(1-PG)),
]
coz je funkce jejiz maximum hledame, ovSem s ohledem na podminku ) . P(i) = 1.

ReSenim této ulohy na vézané extrémy je

1 .
Tmaz (V) = 2(1 — N) pro P(i) = ¥

Vsechny dvojice modt jsou tedy provézany stejné a pro concurrenci plati
C=Cy = %

4.10.4 Rozdéleni provazani v pasivni siti se dvéma excitacemi

Budeme uvazovat limitni piipad sité - sit dostateéné velkou na to, aby pravdépodobnost

detekovat dva fotony na tomtéz vystupu byla prakticky nulovéa. Pro popisované stavy to
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znamena tvar
0:)[15) - [1k) ... [0)  pro j#k.
Dvoucasticovy vstupni stav
Zawalajm Zafw\()
= Zaij’1i1j> + Zai|2i>.
ij i

Tricasticovy bude vypadat:

_ . at24 T AT3
Vin) = § 0‘1112%3‘%1@22‘1@3’0 \[E Qiyig Ay 12 E :04%1

11,12,13 11,12

(4.33)

Zobecnéni pro vice fotonu, které by se nabizelo, ale rozhodné nebude pfimocaré, protoze

uz u ¢tyt fotonu formule budovand rekurentné na zdkladé piedchozich dvou vztahu

neobsdhne naptiklad moznost aT T atd.

Nicméné pro vstupni stav tvaru (4.33) bude vystupni stav vypadat
’\Ilout Z Z Uszl]aU + Z Uk‘lUl’La’L b bT‘O>
k=1 | (3 f
)
kde v sumé s indexem (ij) s¢itdme pres vSech (Z) dvojic indexii. Oznacime

Bri = Z 2UklUl]aZj + Z \[Uszlzaz

(25)

B = Z [UkZUkjaZ] + Z UriUkicv
(5)

diky ¢emuz se vztah redukuje na

Wout) Z Brallkle) + Z Br|2k),

(4.34)
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ktery je diky limitnimu pfedpokladu tohoto odstavce po provedeni normalizace roven
1 2 2
|Wout) = K;ﬁmllkll% kde — K*= zkz: |Bra|”

Dalsi postup je analogicky vySe uvedenému pro jednocasticovy stav. Pro dva pevné
zvolené mody a,b opét vypocteme redukovanou matici hustoty (jeji explicitni tvar lze
nalézt v [24]) a ji asociovanou matici (2.3)), pro niz najdeme vlastni hodnoty a podle

(2.4) zjistime, Ze pro concurrenci mezi témito zvolenymi mody plati

Cap = 2max || > BarBir| = 1Bl [ D 1Bul?0].
kZab (ki) Zab
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Kapitola 5

Reseni optické sité s ndhodnou pozici

nelinearniho elementu

V piedchozich kapitolach jsme probrali funkci logickych hradel a jejich fyzikalni
realizace, zejména pokud §lo o vyuziti nelinedrnich prvkiu, jejichz vlastnosti zacnou
byt zajimavé ve vicefotonovych ptripadech. Dospivame tak k néasledujicimu zobecnéni:
zaclenéni nelinearniho prvku do rozsahlejsi sité s vice excitacemi s tim, Zze jeho poloha
bude ndhodnd (Obr. [5.1]).

Necht je studovani sif tvoiena N déli¢i paprsku s tim, Ze na k-tém misté se nachdzi
cross-kerr element. Budeme uvazovat n vstupnich a n vystupnich modu. Hamiltonidn

bude tedy mit tvar
n n
~ N . ~ -|- A~
H = Zaifaiﬂ + ZXi(bi bi)*.
i=1 i=1

Zacnéme s jednoduchym piipadem stavu se dvéma moznymi mody, které oznac¢ime
a,b.
Podle (4.12)) a (4.14) zjistime, ze pro jednofotonovy stav se nelinearita neprojevi

BS BS C-K BY

Obrazek 5.1: Schéma optické sité s ndhodnou pozici nelinedarniho elementu (C-K) mezi
delici paprsku (BS) v radé.
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5. RESENI OPTICKE SITE S NAHODNOU POZICI NELINEARNIHO ELEMENTU

(explicitné viz. (4.13])). Tim muZzeme sit poklddat za vyfesenu pro libovolny vstupni
jednofotonovy stav. Vzhledem k periodicité fady délictu paprsku (kterd bude objasnéna v
nésledujicim paragrafu, viz. a faktu, ze pro jednofotonovy stav se unitarni operator
piislusejici akci kerrovského elementu bude chovat prosté jako identita, staci spocist N
mod 8 a vybrat z prislusny stav.

Nicméné uz pro dva fotony v siti, bude situace komplikovanéjsi. Vime, ze akce

operatoru (4.12) na dvoufotonovy stav je
K[1,13) = eX[1,1,), (5.1)

coz nés, uvazime-li definici koherentniho stavu platnost identity (4.6]) (kterou podle
[14] spliuji vSechny funkce rozvinutelné do fady) a Baker-Hausdorffovu identitu (4.5)),
vede k myslence piimocarého feSeni sité pro dvojici koherentnich stavi, ¢imz bychom

navic mohli rozsifit jejich vyuziti uvedené v paragrafu [£.6]

5.1 Koherentni stavy

Oznacime-li B unitdarni transformaci realizovanou délicem paprski, K unitdarni trans-
formaci realizovanou kerrovskym elementem, snadno zjistime, ze pro dvojici koherentnich

stavu plati

B%la)|B) = |o)|6) (5.2)
a pro akei kerrovského elementu s hamiltonidnem Hy = y(afa)? plati (viz. napi. [17])

K|a)|B) = Jg[e—iﬁam +eF| = a)|B)]. (5.3)

Vzhledem k faktu, ze vysledkem takovéto transformace jsou koherentni stavy a uvazime-

li navic periodicitu podle (5.4]), muzeme ocekavat analogické chovani i u stavu (5.3).
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5. RESENI OPTICKE SITE S NAHODNOU POZICI NELINEARNIHO ELEMENTU

Explicitni vyjadfeni je nésledujici. Pro déli¢ paprsku:

Bla)|) = rjém +i/3)>\\}§(ﬂ i),
B/0)|8) = [ia)[iB),
L 1

B|o)|B) = |z (—a +if))|—z(=8 +ia)),

V2 V2

B'la)|B) = | — )| = B),

N . o | (5.4)
B10)[8) = |75 (—a = iB) 55 (=5 — o))
B|a)|B) = | —ia)| — iB),
BT -~ oa—1 s {16!
Bl0)[8) = | 7= (0 = i) (8 o).
Ba)|8) = |a)|B)
a pro kerrovsky element:

BR|a)|6) = ji[e“ira +iB)|B+ia) + €% | — a+ i) — ia)],

B2Ra)|8) = \}i[eiirwww + ¢ H[i)] - ia)],

BK|a)|6) = ji[eil'r —a+if)lia - B) + e Fif +a)| — ia — B))
BURI0)I8) = —=[e7%| — a)] — B) + e Fla)] — B),

. e ) (5.5)
BK|a)|B) = \ﬁ[e"ﬂ —a—if)| = B —ia) +e'F|a—if)|B —ia)],
BK]|a)|8) = %[e—"’ir —iB)| - ia) + ¢F| — iB)ia)],

B'K|a)|B) = \2[6"5 o — i) — lia+ B) + €'T| — i — a)lia + B)],
BYK(0)|B) = —= [~ F|) ) + ¢F| — ) |8)] = K]a}|5).

S

Vyuzitim této periodicity muzeme FeSeni sité rozdélit na dva piipady: je-li kerrovsky
element umistén na prvnim misté vypocteme pouze N mod 8 déli¢t paprski, které se
nachéazeji za nim a vysledek uréime podle , pokud kerrovskému elementu m délict
paprski navic predchézelo, opét s vyuzitim periodicity transformace uz jen upravime
vysledny vztah podle (odpovidajici rovnici opét vybereme jako m mod 8).

7 toho uz je zfejmé, ze vyslednd matice hustoty pro dany systém bude soucet 64
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5. RESENI OPTICKE SITE S NAHODNOU POZICI NELINEARNIHO ELEMENTU

moznych matic hustoty odpovidajici jednotlivym konfiguracim. V podstaté jsme ze sumy
p =1 pi|¥:)(¥;| vybrali jenom vSechny mozné navzajem ruzné vystupni funkce. Aby
ale byla soucasné splnéna podminka na normalizaci pravdépodobnosti (soucet koeficientu
p; musi byt roven jedné), je tieba zapocitat degenerace jednotlivych variant kombinaci
poctu délicu paprsku, které predchazi resp. nésleduji kerrovsky element. Budou tedy
samoziejmé zaviset na pravdépodobnostnim rozlozeni vyskytu kerrovského elementu v
siti. Jako nejjednodussi priklad muzeme uvazovat, ze pravdépodobnost bude pro vSechny
pozice v siti tataz: % Vsechny koeficienty pii s¢itdni pres vechny navzajem ruzné matice
hustoty pak musime, kvuli zachovani normalizace, vynasobit koeficientem [%]

Tim jsme zodpovédéli otazku chovani dvojice koherentni stavi v siti Navazali

jsme tak na diskuzi uvedenou v sekcil4.6|a ¢lanku [I7], ¢imz jsme pro tento piipad vytesili

vvvvvv
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Kapitola 6

/avér

V této préaci byl ¢tenar sezndamen s optickymi kvantovymi sitémi jak z teoretického
hlediska skladani jednotlivych unitarnich transformaci do vysledné logické operace, tak z
hlediska moznych fyzikalnich realizaci s dirazem na vicefotonovy aspekt. Podrobné byly
rozebrany zejména moznosti pouzit{ kerrovského média, Galtonova deska a sit analogick4,
s Isingovy modelem.

Bylo uvedeno feseni optické sité s ndhodnou pozici nelinedrniho elementu pro dvo-
jici koherentnich stavu a také nejobecnéjsi mozné formulace tlohy na nadhodny vyskyt
nelinearity v siti, coz je bod, ve kterém lze na tuto praci navazat, klicové je rozsiteni

feSeni na vicefotonové stavy.
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P¥iloha A

The no-cloning theorem

Neni mozné vytvorit pfesnou kopii ndhodného kvantového stavu: |¥) = «|0) + 8]1).
Pii dukazu budeme postupovat sporem podle [I5]. Predstavme si, ze vyvorit pfesnou
kopii je mozné a lze to uskutecnit prostfednictvim unitarni operace U. Tato bude pusobit
na stav |¥); na prvnim qubitu a souc¢asné na druhém na pocétecni stav |i). Vystup takové

procedury musi mit tvar: |¥);|¥)s. To znamend, ze pro stavy |0) a |1) Musi platit

U10)1]i)2 = [0)1]0)2 U[1)1]i)2 = [1)1]1)a.

|
Z linearity pak dostavame

U9)1i)2 = aU|0)1[i)2 + BU L1 fi)2 =

= a[0)1]0)2 + B[1)1[1)2 # [¥)1[¥)s.

Skutecnost, Ze nemuzeme vytvorit presnou kopii nezndmého kvantového stavu, zarucuje
neprolomitlenost procestu pouzivanych v kvantové kryptografii (jako jednoduchy piiklad
muze poslouzit protokol BB84, popsany napt. v [12]).

Na zavér je tfeba poznamenat, ze toto zduvodnéni plné postacujici pro nase ucely, neni

obecnym dukazem (pfedpokldddme Cisty stav, nikoli smiSeny), vice napt. v [28].
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P¥iloha B

/akladni vlastnosti koherentnich stavu

Koherentni stav zvoleného modu je definovén jako vysledek translace stavu |0) ve

fazovém prostoru (viz. Obr. [B.1)). Tato translace je popsdna unitdrnim operdtorem
- ~F * A |Oé’2 ~F * A
D(a) = explaa’ — a™a] = exp — 5" exp(aa') exp(—a*a), (B.1)

kde a € C. Oznaceni: |o) = D()|0). Pro ¢asovy vyvoj (Obr. [B.2) koherentniho stavu

plati
|\I/(t)> _ e—iwt/2|ae—iwt>.

Koherentni stav ve Fockové bézi (viz. [I]):

la) = ZCn(a)]m pro Cr(a) = exp (—’2’) 5%.

/\m
N 72— =

Obrazek B.1: Translace vakua ve fazovém prostoru
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B. ZAKLADNI VLASTNOSTI KOHERENTNICH STAVU

AP

X

Obrazek B.2: Casovy vyvoj koherentniho stavu

Pro skalarni sou¢in dvou koherentnich stava plati:

(a|B) = exp[~laf*/2 — |B]*/2 + a” ],

7 ¢ehoz dostavame

[{alB)[* = exp[~|a — B[], (B.2)

jinymi slovy koherentni stavy nejsou navzajem ortogonalni. Podrobnéjsi diskuzi a odvozeni

viech vyse uvedenych vztahu lze najit napiiklad v [29].
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P¥iloha C

QND mé&Feni

Obecné schéma QND méfeni (nézev z 'Quantum nondemolition measurements’) je
nésledujici: pozorovatelnd Ag sytému S je méfena pomoci detekce zmény pozorovatelné
Ap piislusejici systému P, ktery je propojen se systémem P po ¢as méfeni T'. Diky
tomu lze ziskat sadu presnych méfeni Ag a to tak, ze vysledek kazdého méFeni je tplné
predpovéditelny z vysledku méfeni predchoziho. Hamiltonian S — P systému zapiSeme
jako

H=Hg+ Hp+ Hy, (C.1)

kde Hg je hamiltonidn systému S, Hp je hamiltonidn systému P a H, je interakéni
hamiltonian. Pro ¢asovy vyvoj pozorovatelnych Ag, Ap potom plati:
ZhAS = [1215, ffs + ﬁl],
iﬁfip = [/ip, ﬁp -+ ]ffl]
Pokud chceme aby Ag byla QND pozorovatelna, musi pozorovatelnd Ap a interakénf
hamiltonidn H; spliiovat nésledujici podminky:
e Aby bylo mozné 1215 mérit musi byt interakéni hamiltonidn funkci AS ¢ili

0H,
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C. QND MERENI

s
g > Kerr medium >
M1 M2
ap o
y '
D1
B1 B2
- ; D

Obrazek C.1: Schéma QND méfeni provadéného prostiednictvim Kerrovského elementu
o Ap pouzivame k méfeni 1215, nesmi tedy byt integrialem pohybu:

[Ap, H] #0 (C.3)

e Naopak hodnota Ag nesmi byt ovlivnéna vazbou danou Hi:

[As, Hi] =0 (C.4)
e navic: X
H
a—j =0 (C.5)
dAL

C.1 QND pomoci Kerrovského elementu

Prubéh indexu lomu v nelinedrnich materidlech je dan rovnici (4.11]). Schéma experi-
mentalnfho uspordddni je na Obr. [C.I] Diky zméné indexu lomu v zdvislosti na intenzité
vznikd fazovy posum mezi tzv. fadnym a mimofdadnym paprskem. Faze mimotfadného

paprsku je modulovana intenzitou fadného. Hamiltonidn jejich interakce v kerrovském
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C. QND MERENI

médiu je dan (C.1)), kde

1
Hs = hus(akas + 3):

1
Hp = hus(asas + 5),

Pozorovatelna, kterou chceme zméfit bude operator poc¢tu kvant
Ag = alas. (C.6)

Pozorovatelnd mérend bude vhodny fazovy operator $p. Tento je vhodné definovat

napiiklad [30]

i, = \/abap + 1expli®p],
il = exp[—i®,)\/ahap + 1.

Operatory exp[iiff)p] nejsou hermitovské, nicméné lze z nich hermitovské operatory

vytvorit vhodnou linearni kombinaci:

1 . .
cos®p = i[exp[ifbp] + exp[—i D], (C.7)
. 1 2 2
sin®p = Q—Z_[exp[zq)p] — exp[—i®p]]. (C.8)
Dale zvolime:
Ap =sindp (C.9)

Z (C.7), (C.8) a (C.9) dostdvame

A 1 1
=l

. 1
2 “r )
aba, + 1 Vi, + 1

Nyni snadno ovéfime, ze podminky (C.2) - (C5) jsou pro Ag (viz. (C.6)) a Ap(viz.
(C.10)) splnény.

(C.10)
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C. QND MERENI

Pohybové rovnice pro ap(viz. [3]):
élp = —iXASa,p

a po zdméné proménnych ¢ = —2, kde z je soufadnice v kladném sméru osy z,v je

rychlost sifeni viny v daném prostiedi:

N X 5 .
I = 714
dzap(z) " Sap(z), z € [O, L],

tzn.

ap(L) = exp(%ASL)@p(O).

Operétor XATSL v rovnici tedy odpovidé fazovému posunu v ap.

Podrobnéjsi rozbor této problematiky 1ze najit napt. v [31].
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P¥iloha D

Leilingerova metoda

Vime, ze akci kazdého z vyse popsanych prvkil optické sité lze reprezentovat jistym
unitdrnim operatorem. Otdzkou zustava, zda pro kazdy unitarni operdtor existuje ex-
perimentalni realizace. Zeilingerova metoda je obecny algoritmus, ktery umozinuje tuto
realizaci pro libovolné N x N unitarni matice.

Mégjme nyni vstupni stav s mody (k1, k2). Podle [32] zvolime vystupni stav s mody (kll, k;)

ve tvaru:
k;’l e®sinw  e®cosw kq
1) = 7 (D.1)
ky Ccos w —sinw ka2

kde w je parametr, ktery popisuje jak reflexivitu (vR = sinw), tak transmisivitu

(\/T = cosw) délice, parametr ® udava fazovy posun. Tento stav tedy vznikl pruchodem
délicem paprsku s moznosti fazového posunu na jednom z vystupu (realizaci déli¢i pa-
prsku s proménnou reflexivitou je Mach-Zehnderuv interferometr se symetrickymi délici,
popsany v sekci [4.3).

Nyni budeme chtit ukézat, ze pro kazdou U(N) matici existuje ekvivalentni usporadani
vyuzivajici pouze matice U(2) (tedy transformaci na N-rozmérném Hilbertové prostoru
rozlozime na diléi kroky realizované na jeho dvourozmérnych podprostorech).

Vzhledem k faktu, ze postupné aplikace optickych prvka odpovida produktu ptislusnych
unitarnich matic, 1ilohou je vlastné faktorizovat puvodni matici na produkt blokovych
matic takovych, ze realizovand unitarni transformace bude zahrnovat pravé jeden opticky
element - v nasem ptipadé jediny déli¢c paprsku s prislusnym fazovym posunem.

Definujeme matici T}, N-rozmérnou identitu s tim, ze elementy I, Ipq, Igp, 144 jsOu
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D. ZEILINGEROVA METODA

nahrazeny prvky matice (D.I)). Pravé ta odpovid4 unitérn{ transformaci

na dvourozmérném podprostoru a zbytek H-prostoru ponechdva nezménén. Metodou
podobnou Gaussové elimina¢ni vynulujeme vSechny mimodiagondlni elementy matice
U(N). Puvodni unitdrni matici budeme postupné zprava ndsobit maticemi predstavujici
unitarni transformace na dvoudimenziondlnim podprostoru Ty,,q = N —1,...,1. Tim

se vynuluji vSechny mimodiagonalni elementy na poslednim fadku. Dostavame:

UN-1) 0

U(N)'TN7N_1-TN’N_2,...,TN71: '
0 e

Na tuto posloupnost transformaci 1ze pohlizet jako na rotaci N-rozmérného vektoru v
N-dimenzionalnim vektorovém prostoru. Jinymi slovy, experimentélni realizace rotace v
N-rozmérném prostoru je dana nasledujicim operatorem:

R(N)=TnnNn-1-TnnN-2,---sIN1.

)

Tim ale muzeme inovovat interpretaci vyse nastinéného algoritmu. Zapiseme-li puvodni
unitarni matici jako vektor tvofeny ortonormalnimi fadkovymi vektory v N-rozmérném

Hilbertové prostoru:

V tomto prostoru bude operace reprezentovand matici R(N) otacet zvoleny bazovy vektor

néasledovné:
T . T
0 e "1 coswy
0 1 —e~®2 cog wy sin wy
“R(N)™ = ;
1 +sinwy_1sinwy_s...sinw;

kde parametry w;, ®; jsou soufadnice na N-rozmeérné sfére. Tyto jiz mohou byt
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D. ZEILINGEROVA METODA

implementovany pomoci déli¢t paprskt a fazovych posuni. A z rovnice

U(N)TNJV_l . TN,N—Q, N ,Tg’l -D = I(N)

jiz vyplyva pozadované tvrzeni.
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P¥iloha E

GHZ stavy

GHZ souvisi s experimentem uskuteénym za ucelem vytvofit dalsi argument proti
teorii skytych proménnych (viz. EPR paradox a snaha popsat kvantovou mechaniku jako
teorii, kterd nemd pravdépodobnostni charakter [33]) - v experimentu jsou jasné dané
vystupy, jez mohou nastat s pravdépodobnosti 0 nebo 1. Uvazujme tii systémy rozdélené
mezi Alici, Boba a Charlese. Utastnici experimentu mohou méfit veliciny X4, Y4, resp.
XB YB resp. X¢, Y. Viechny mohou nabyvat pouze hodnot 1 nebo -1. Korelace je
nasledujici: pro jedno méfeni na systémech X a dvé méfeni na systémech Y plati, ze
produkt vysledku je vzdy roven 1 (to pro naméfitelné hodnoty znamend: [(1,1,1)], [1,-

1,-1]). Tuto podminku nazveme XYY.
(XAYBY O (vAXBY O (vAY B XC) = (XAXBXC).

Plati totiz (Y4)? = (YB)? = (Y9)? = 1 = (X4XBXY) = 1. Cili naméifme-li veli¢inu
X na vsech tfech systémech, produkt ziskanych hodnot musi byt roven 1 = podminka
XXX.

Celkem tedy méame, ze je-li za predpokladu existence skrytych proménnych splnéna
podminka XXY, je pak vzdy splnéna podminka XXX.
Maji-li nyni vSechny zucastnéné osoby qubit, s tim, ze spoleény stav systému je GHZ,

pricemz na kazdém qubitu muZeme méfit pozorovatelné X,Y. Plati

X®YQY|GHZ) = |GHZ)
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E. GHZ STAVY

¢ili GHZ je vlastni stav uvedeného tenzorového produktu s vlastni hodnotou 1. Kromé
toho je vlastnim stavem operatort Y @ X @Y a Y ® Y ® X (s toutéz vlastni hodnotou).

Jinymi slovy systém ve stavu GHZ spliuje podminku XXY. Pfitom ale

X®X®X|GHZ) = —|GHZ). (E.1)

Méieni XXX tedy vzdy vede k vysledku -1 (operédtory ale spliuji identitu [5]:

XYeY)(YXeY)(YY®X)=(X®X®X)), coz je ve sporu s vyse uvede-
nou implikaci (tfi GHZ qubity odporuji XXX podmince) a tedy korelace v rdmci takto
definovaného systému nikdy nemohou byt lokalné popsany teorii, kterd obsahuje skryté

proménné.
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P¥iloha F

Poznamky k experimentalni realizaci

Galtonovy desky

V této ptiloze uvedeme dvé moznosti experimentdlni realizace optické Galtonovy
desky, prvni vyuzivd modulaci frekvence (jednd se o podrobnéjsi rozbor piistupu, ktery
jsme v pouzili pro vysvétleni principu Galtonovy desky). Druhd varianta je zalozena

na vyuziti polarizace svétla.

F.1 Modulace frekvence

Méjme linearni opticky rezonator s ekvidistantnim rozdélenim rezonanénich frekvenci.
Omezime-li nasi pozornost pouze na podélné mody (ozn. m = +1,42...), kde m
je relativni index modu zvoleny relativné k libovolné zvolenému ’centralnimu’ modu.
Kazdy mod je polarizacné nezavisly, tj. ma dvojnasobnou degeneraci. Tato degener-
ace je zvysSena vlozenim dvojlomného krystalu - ve formé elektrooptického moduldtoru
(EOM1) do rezonétoru. Zvysovani dvojlomnosti jako funkce ¢asu (prakticky proveditelné
zvySovanim napéti). Druhy dvojlomny krystal (EOM2) umistény uvnitt rezondtoru
necht ma osy pootocené o 7/4 vzhledem k osém prvniho.

Puvodni stav Galtonovy optické desky je pripraven pomoci laserového paprsku na
specifické rezonanc¢ni frekvenci a jeho polarizaci v rezonatoru. Jakmile intenzita v re-
zonatoru dosahne ucité hodnoty, laser se vypne a napéti na prvnim elektrooptickém

modulatoru se za¢ne linedrné zvétsovat, zatimco na druhém je udrzovédno konstantni

(viz. Obr. (F.1)).
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F. POZNAMKY K EXPERIMENTALNI REALIZACI GALTONOVY DESKY

output
input

Obréazek F.1: Schéma experimentalni realizace: EOM1,2 jsou elektrooptické modulatory,
BS deéli¢ paprsku, prevzato z [23]

Maticovy formalismus pro Galtonovu desku: polarizace populace v jednotlivych mod-
ech je reprezentovana vektorem E (z(t),y(t)), kde x(t), y(t) jsou amplitudy x-ové a y-ové
polarizaéni slozky a méni se pomalu vzhledem k frekvenci laserového paprsku. Kazdy
opticky element odpovidajici zméné polarizace je reprezentovan matici ptisobici na vektor
E. Tranformace vstupniho stavu uskutecnéna elektrooptickymi modulatory v maticové

reprezentaci (viz. [22]):

6’5‘191/2 0

0 e—i<1>1/2

cos(P2/2)  —i-sin(P2/2)
—i-sin(®9/2)  cos(P2/2)
pficemz @12 jsou fazové rozdily, které ziskaji dvé ortogondlni polarizace prichodem
obéma EOM (vzhledem k ose dvojlomnosti). Pro transformaci uskuteénénou pii jednom

pruchodu modulétory usporddanymi podle Obr. (F.1)) dostdvame:
M(t) = ByB1 By Bs. (F.1)

Predpokladejme, ze M(t) je piiblizné konstantni pti jedné periodé (ozn. T). To zna-

mend, ze zména v dvojlomnosti pfi jedné periodé bude minimdalni (vzhledem ke 27).
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Casovy vyvoj vektoru pak vzhledem k této podmince lze zapsat jako
E(t+T) = M(t)E(t). (F.2)

Zménu E v case pak miuzeme zapsat ([22]):

—

dE i
— = - _HE F.3
o = pHE (F.3)

kde elementy H jsou vyjadfeny ve fazovych posunech za ¢as T (ocekdvame, ze existuje

vztah mezi maticemi H a M). Dosazenim ([F.2)) do (F.3|) dostavame:

. i [T .
Bt +T) = exp <T | H(t’)dt')E(t).

V ptipadé, ze H je béhém ¢asu T priblizné konstantni tedy mame
M(t) = exp(—iH(1))

Posledni dvé rovnice ptedstavuji tedy zobrazeni klasického systému na kvantové me-

chanicky. Pro matici (F.1)) obdrzimé nasledujici Hamiltonian:

o(t) sin @4 cos O sin ®y

H(t) =

sing(t) \ cos ®1 sin @9 —sin @

kde ¢(t) = arccos(cos ®; cos P3). Vlastni hodnoty Hamiltonidnu jsou £¢(t) (pro
konstantni hodnotu ®3). V piipadé, ze &1 = at a 3 = A (pro piipad, ze oba thly jsou
malé vzhledem k 27) se model redukuje na tzv. Landau-Zeneruv hamiltonidn (viz. napf.

[34]):
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PBS-&PBS-Q

R

ND HWP QWP APD

PBS |"|
LASER D
| ]5s

Coin-HWP

Obrazek F.2: Experimentdlni uspofaddni (podle [35]): ND - filtr (maximdln{ snizeni
intenzity svazku, BS - symetricky déli¢ paprsku, HWP - pulvinova desticka, QWP -
¢tvrtvinova desticka, PBS - polariza¢ni délice paprsku, APD - fotodioda).

F.2 Polarizace svétla

Dalsi moznou realizaci Galtonovy desky je varianta popsand v [35], kterd vyuziva

polarizaci fotonu jako vnitini stupen volnosti. PopiSeme ho v bézi

\H>:((1)> . yv>:®. (F.4)

Evoluéni operator po n krocich je dén

A

U= (80),

kde C je operator hodu minci (viz. , jehoz akce bude v naSem pripadé simulovana

pravé polarizaci fotonu. Operator S odpovidé operatoru chodce a plati
S = "le—1)(z[@o)(V]+ |z + 1)(z| @ |H)(H]|.
x

V této implementaci poloze chodce odpovidaji ¢asy, ve kterych foton dorazi na de-

tektor, a akci operdtoru mince simuluje pulvlnova desticka. Maticova reprezentace této
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1. krok C
] — SN
_1 1
HWP
S 2. krok
P
j \ ¢/<_>
> - >
2 0 2 ¢

PBS-1 PBS-2

Obréazek F.3: Prvni dva kroky ndhodné prochazky, Sipkami je zndzornéna polarizace
fotonu.

transformace v bazi (F.4))

cos(20)  sin(26)
sin(20) — cos(20)

kde 6 odpovida relativnimu pootoceni pulvinové desticky vzhledem k jedné z optickych
os. Casovy vyvoj je pak simulovan pomoci smycky na Obr. Laserové pulzy jsou zes-
labeny filtrem az na jednofotonovou intenzitu. Po¢atecni polarizace fotonu je pripravena
pomoci pul- a ¢tvrtvinové desticky. Hod minci je simulovan pulvlnovou destickou zafazenou
v hornim rameni za délicem paprsku a pohyb chodce dvéma polariza¢nimi déli¢i paprsku
a smyckou z optického vldkna. Po priuchodu prvnim polariza¢nim délicem paprsku, je
pomoci smycky uméle prodlouzena trajektorie pro fotony s vertikalni polarizaci, které
jsou na vystupu opét rekombinovany s horizontalné polarizovanymi. Vysledny stav pak
projde zpét do délice a muze byt realizovan dalsi krok. Jak je podrobné rozebriano v
[35], uz pii druhém kroku dochézi k interferenci s fotonem prochézejicim délicem pifmo

k fotodiodé (schématicky zndroznéno na Obr. |F.3)).
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