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Uvod

Cilem této prace je seznamit se s obdobou nahodnych prochazek v kvantovém svété,
tedy s prochazkami kvantovymi. Tato problematika kvantové fyziky by se mohla stat velice
dilezZitou, nebot’ se predpoklada, Ze mutzZe poskytnout novy nahled na kvantové algoritmy
realizované v zatim pouze teoreticky fungujicich kvantovych pocitacich.

V prvni kapitole se zabyvame klasickou nahodnou prochazkou a jejimi vlastnostmi v
jednorozmérném a dvourozmérném pripadé. Prevazna cast kapitoly je zamérena na ukazku
vyuZiti teorie nahodné prochazky v jinych védeckych oborech. Mimo vyjmenovani rady
vyuZiti jsou nekteré aplikace nahodné prochazky popsany detailnéji. Jedna se o popis
Brownova pohybu, aplikaci ve financni sféfe jako teorii popisujici vyvoj cen akcii na burze.
Posledni z aplikaci bude ve fyzice polymert popis idealniho fetézce.

V kapitole druhé prejdeme od ndhodné prochazky ke kvantové. PopiSeme jak je
realizovana, a také se podivame na jeji vlastnosti a rozdily oproti prochazce klasické.
Speciadlné se zaméfime na kvantovou prochazku po pfimce a rozebereme moZnosti FeSeni
casového vyvoje prochazky za pomoci Fourierovy transformace a metody stacionarni faze.

Treti kapitola je prevazné prakticka. Zkoumame vlastnosti kvantové prochazky po
pfimce, pricemz v kazdém kroku mtze chodec jit o krok doleva, doprava nebo zistat stat.
Zajimame se, zda existuje tfida matic minci takova, aby propagator s prisluSnou matici mél
alespon jedno vlastni ¢islo konstantni. Z poZadavku unitarity matice a konstantniho vlastniho
Cisla propagatoru najdeme omezujici podminky pro tvar. Na zakladé téchto podminek
vytvorime klasifikaci.

V praci je pouZito nékolik zadkladnich pojmi z linearni algebry a také z funkciondlni
analyzy. Vzhledem k tomu, Ze tyto pojmy jsou pomérné znamé, nejsou v textu definovany,
avSak kaZzdému z pojmu prislusi odkaz na publikaci, ve které si jej ¢tenar miZe vyhledat.

Text obsahuje jednu prilohu. V té je vysvétleno nékolik dalSich pojmii obsaZenych v
textu. Neznalost téchto poojmiti vSak nebrani pochopeni textu, hraji zde roli dodatecnych
informaci, jeZ by mohly ¢tenare zajimat.



1 Klasickd nahodna prochazka

Klasickd nahodna prochazka je déj nepodléhajici deterministickému vyvoji. Kazdy
nésledujici stav objektu (chodce) je uréen nahodné. Casto se misto nazvu ndhodna prochazka
setkdme s nazvem chiize opilého. UvazZujeme-li, Ze se presun chodce déje po krocich, pak
mluvime o takzvanych disktérnich prochazkach. Kroky byvaji obvykle stejné délky a jejich
smér je nahodny. Z matematického hlediska pod pojmem nahodna prochazka nejcastéji
uvazujeme Markovského proces (pfiloha A) Existuje vSak mnoho dalSich typli prochazek.
Jsou to napfiklad ndhodnda prochazka na grafu nebo ndhodna prochéazka ve vyssich dimenzich.
Dale muze prochazky délit na spojité a diskrétni v Case. Ve vétSiné pripadii uvazujeme
prochazku pro diskrétni Cas {t;; i€N} a k nému prislusné pozice chodce {x;; i€N}. Pfi spojité
prochézce je pozice chodce dana hodnotou x=x(t) definovana pro t > 0.

Na chodce mutzZeme klast riizné omezujici podminky popisujici bliZze jeho pohyb.
Chodec se mtiZze pohybovat po jednorozmérné piimce, kde s urcitou pravdépodobnosti vykona
krok vlevo ¢i vpravo. MiiZe se pohybovat v roviné, kde ur¢ime mozné sméry pohybu a jejich
pravdépodobnosti. Jako priklad pohybu v roviné miiZzeme vzit nekonec¢nou plochu v niZ
vytvofime pomyslnou ¢tvercovou sit. Chodec se tak v kazdém kroku ocitne na kfiZovatce,
kde se mtiZze rozhodnou mezi ¢tyfmi cestami urCenymi ¢tvercovou siti, pficemz kazda z téchto
cest je stejné pravdépodobna. VétSinou se také omezujeme na prochazky diskrétni v Case.

Nahodné prochazky se daji klasifikovat na zakladé jejich asymptotického chovani.
Prikladem muze byt schopnost chodce vratit se do pocatku kde prochazku zapocal. Timto
problémem se zabyval madarsky védec George Pélya. OznaCime p(d) pravdépodobnost
navratu do pocatku, pficemz d je dimenze prostoru. V roce 1921 Pdlya dokazal, Ze pohybuje-li
se chodec v dimenzi d={1, 2}, pak je pravdépodobnost navratu chodce do pocatku p(d)=1.
Pro dimenzi d>2, je p(d)<1. Pozdéji Watson [17], McCrea a Whipple [20], Domb [19],
Glasser a Zucker [18] ukazali, Ze pro dimenzi d=3 je

——=0,34053... . (1.1)

Pravdépodobnostj p(3) je uvadéna v on-line encyklopedii (The On-Line Encyclopedia of
Integer Sequences [15]) jako sekvence Cislo A086230. Konstanta u(3) je definovana jako

3 T dx dy dz
U(B)_(ZTT)3J;J;fn?)—cosx—cosy—cosy . (1.2)



Je to takzvany Watsoniiv trojny integral. Jeho Ciselnou hodnotu (hodnotu konstanty u(3))
najdeme v on-line encyklopecii [15] pod Cislem sekvence A086231. Pro dalSi dimenze byly
také zjiStény pravdépodobnosti pro navrat do pocatku. Montroll (1956) ukazal, Ze pro dimenzi
d > 3 a k ni prisluSnou pravdépodobnost p(d) plati

p(d)=1 d) (1.3)
kde
u(d)= d d} ]1 ...}(d—zd: Cosxk)fldxldxr..dxd (1.4)
(ZTT) -T-m - k=1
w .
= {(10(5)) e'dr .

Funkce Iy(z) je modifikovana Besselova funkce prvniho druhu (pfiloha A). Pravdépodobnost
p(d) navratu do pocatku byla spoctena i pro vyssi dimenze neZ d=3. V tabulce je uveden
prehled hodnot pravdépodobnosti u riiznych dimenzi a k nim prislusna ¢isla sekvenci z online
encyklopedie [15].

d Cislo p(d)
sekvence

3 A086230 0,340537
4 A086232 0,193206
5 A086233 0,135178
6 A086234 0,104715
7 A086235 0,0858449
8 A086236 0,0729126

Tabulka 1: Cisla sekvenci v on-line encyklopedii [15] a jim odpovidajici hodnoty
pavdépodobnosti navratu chodce do pocatku pro dimenze d = 3, 4, ... ,8.

Se zvysujici se dimenzi prostoru ma chodec v kaZzdém kroku o dvé moZnosti posunu vice, nez
v dimenzi o jedna niZsi. Z tabulky 1 je vidét, Ze pravdépodobnost opétovného nalezeni chodce
v pocatku pro zvysujici se dimenzi prostoru pomérné rychle klesa.



Obrazek 1: Nahodna prochazka v roviné po 300 krocich [1] a v prostoru po 200 krocich [2]

1.1 Jednorozmérna prochazka

vvvvv

kazdém kroku mtize posunout o krok pouze vpravo nebo vlevo, pricemz kroky maji stejnou
délku. Vybér sméru posunu chodce se déje se stejnou pravdépodobnosti. Jako jednu z
moznych realizaci tohoto vybéru mtizeme uvazovat hazeni minci. Podle toho zda padne rub
nebo lic urCujeme, kdy se chodec posune vpravo nebo vlevo. Krok vpravo budeme brat jako
krok kladnym smérem, krok vlevo jako krok zdpornym smérem. Dale budeme uvaZovat, Ze
krok vpravo se déje s pravdépodobnosti p, krok vlevo s pravdépodobnosti 1-p. Zajima nas
vysledna pravdépodobnost P(k,), tedy pravdépodobnost nalezeni chodce ve vzdalenosti k,
krokti vpravo od pocatku po vykonanych n krocich. Obecné pro pravdépodobnost P(X)
urcitého jevu X plati

P(X)=%, (1.1.1)

kde k je pocet vysledkid priznivych jevu X a m je celkovy pocet vysledki. V piipadé
jednorozmérmé prochazky bude jev X nalezeni chodce ve vzdalenosti k, od pocatku. Cislo k
odpovida poctu cest k zjiSovanému cili, tedy poc¢tu cest do bodu k,. Cislo m udavé celkovy
pocet vSech moznych cest. V pripadé jednorozmérné prochazky to povede na binomické



rozdéleni pro pravdépodobnost P(k,). Ziskame vztah

P(k,)= ,f‘

p“-(1—p)" . (1.1.2)

p

Pokud nas zajima pravdépodobnost P(k;) nalezeni chodce po n krocich ve vzdalenosti k; kroki
vlevo od pocatku dospéjeme k podobnému vztahu

P(k)=|"|p" " (1-p)". (1.1.3)

Celkovy pocet krokti n je soucet krokii vpravo k, a krokti vlevo k..

Dale bude platit, Ze:

Stfedni pocet kroki vpravo je (k,)=p.n
Stfedni pocet krokt vlevo je (k;)=n—(k,)=(1—p).n
Variance stfedniho poctu kroki je o’=(k,’)—(k,’=np(1—p)
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Obrazek 2: Pravdépodobnost P nalezeni nahodného chodce v urcité vzdalenosti
od pocatku pro pocet krokli n = 50 a pravdépodobnosti
p =0, 2 (modre); 0, 5 (Cervené); 0, 7 (Zluté).



Z grafu je zfejmé, Ze pri pravdépodobnosti p = 0, 5 bude graf symetricky rozprostfen
okolo pocatku. Takova prochazka se nazyva symetricka. Stfedni hodnota symetrické
prochazky bude p = 0 a stfedni kvadraticka odchylka (variance) o = Vn. Hodnota o vyjadiuje
jak se pravdépodobnostni rozdéleni chovéa okolo jeho stfedni hodnoty p. Z grafu (Obrazek 2)
je vidét, Ze pravdépodobnost nalezeni chodce v urcitém misté bude se zvysujici se vzdalenosti
od stfedni hodnoty rychle klesat.

1.2 Dvourozmérna prochazka

Pro dvourozmérnou diskrétni prochazku si miZeme predstavit nekonecnou plochu
(mésto), protkanou Ctvercovou siti. Chodec se ve mésté mize pohybovat pouze po této siti
vzdy o krok stejné délky z jedné kriZovatky sité na libovolnou ze Ctyt kfiZzovatek prilehlych.
MiiZeme Fict, Ze dvourozmérna prochazka je kombinace dvou jednorozmérnych prochazek po
primce, jeZ jsou na sebe kolmé. Pokud u jednorozmérné prochazky urcujeme posun vlevo ¢i v
pravo podle toho, zda padne rub nebo lic mince, da se fict, Ze u dvourozmérné prochazky
musime tento hod provést dvakrat na kazdy vykonany krok chodce. V prvnim hodu minci
rozhodneme, po které z dvou na sebe kolmych pfimek se budeme pohybovat. Pfi druhém
hodu minci ur¢ime, zda provedeme krok vlevo nebo vpravo (tomu u svislé pfimky odpovida
krok nahoru nebo doli). Pokud bude mince vyvazena, rub i lic pada se stejnou
pravdépodobnosti p=%2, bude prochazka opét symetricka. Kazda ze Ctyt cest probéhne také se
stejnou pravdépodobnosti p=%4. Nastaveni mince mtizeme riznymi zplisoby meénit a ziskavat
tak prochazky, které jiz symetrické nebudou. Bude-li napfiklad pfevaZovat posun vpravo nad
posunem vlevo a posun nahoru nad posunem dolli, najdeme chodce po libovolném poctu
kroku s nejvétsi pravdépodobnosti ve Casti mésta ohraniCené polopfimkou smérujici od
pocatku smérem doprava a polopfimkou smeéfujici od pocatku smérem nahoru tj. prvni
kvadrant.

Obecnéjsim pripadem je nasledujici situace. Uvazime, Ze se chodec miZe pohybovat
libovolné do vSech smérti. Pohyb tak obecné miiZeme popsat vektorem o dvou komponentach
F(0)=(x(t),y ()"
odpovidajicich pohybu do navzajem kolmych smért. Déle
F(t)=F(t—At)+n(t)

kde 7(t) je nezavisly pfirustek. Omezime se opét na diskrétni priib&h a kroky stejné délky 1.

b

Kroky r=(x;,y,),[rjj=1, jEN miZeme vyjadfit za pomoci fize jako r;=Le™, kde
@;€[0,2n]. Z poZadavku nahodnosti vektoru budou faze ®@; ndhodné. PoloZme nejprve pro

jednoduchost délku kroku [=1. Po n provedenych krocich pak bude pozice chodce 7 déana



jako

F=an L (1.2.1)

Vyjadiime-li vztah (1.2.1) za pomoci faze ziskame vztah

r=y e®. (1.2.2)
j=1

Z toho pro ¢tverec absolutni hodnoty a pro stfedni hodnotu budou platit vztahy

=3 o Ze bmps Y el (1.2.3)
Jj=1

j.k=1j#k

(Irfy=n+( Z (hmo0y (1.2.4)

Jj.k=1j#k

Nebot' z nadhodnosi fazi plyne i ndhodny rozdil fazi, bude ¢ Z (o) )=0. Stfedni

j, k=1 j#k
vzdalenost od pocatku tedy bude |r|=Vn. Nebude-li délka kroku I jednotkova, bude platit
Ir|=1.Vn.

1.3 Aplikace

Teorie popisujici ndhodnou prochazku se da vyuzit v fadé riznych védeckych obort.
Napiiklad v ekonomii existuje Nahodna prochazkova hypotéza [10], kterd zvaZuje nahodny
vyvoj cen aktiv na trhu. Ve fyzice se dd ndhodna prochazka vyuZzit jako zjednoduSeny model
transportnich jevi (napriklad Brownova pohybu [4], [31]) a jinych. V psychologii vysvétluje
vztah mezi dobou jakou ¢lovék potfebuje k ucinéni urcitého rozhodnuti a pravdépodobnosti,
Ze rozhodnuti bude ucinéno. V genetice nahodna prochazka popisuje vlastnosti genetickych
odchylek. V matematice se pouZiva k vypoctu feSeni Laplaceovy rovnice A®=0. Ve



2. svétové valce byla nahodna prochazka pouZita jako model pro uniklého valecného zajatce.
V ekologii miize byt ndhodna prochazka vyuZita k popisu pohybu zvitat, prilezitostné i jako
model pro pohyb lidi. Vyuziva se také ke studiu polymeri, kde popisuje idealni fetérec [21],
[22]. V informatice se vyuZiva k odhadovani velikosti webu. Pfi vyzkumu mozku se za
pomoci nahodné prochazky daji modelovat kaskddy neuront startujici mozek. V oblasti
hazardu se vyuZiva k modelovani hazardnich her. Bylo zjiSténo, Ze také pohybujici se bakterie
konaji nahodnou prochazku, a to asymetrickou.

1.3.1 Wiener(v proces (Brownuv pohyb)

Wienerovym procesem nazyvame nahodnou prochazku s infinitezimalné malymi
kroky. Pro tento proces se miZeme setkat i s jinym nazvem, a to Browntiv pohyb. Browntv
pohyb je neustdly ndhodny pohyb castic v kapalinach a plynech, jenZ byl poprvé pozorovan
biologem Robertem Brownem [4], [31]. Z matematického pohledu je Wieneriv proces
stochasticky proces, a jeden z nejlépe znamych Léviho procest (proces stochasticky kde
prirtistky jsou nezavislé na poloze).

Wienertiv proces hraje dtlezitou roli jak v Cisté tak aplikované matematice. V
aplikované matematice je vyuZivan k reprezentaci integralu Gaussovského bilého Sumu
(priloha A), jehoZ vyuziti najdeme v elektrotechnice k modelovani Sumu. V Cisté matematice
hraje dtlezitou roli ve stochastickém pocitani nebo také pfi studiu harmonickych funkci.
Wieneriv.  proces je také Ticicim procesem pro Schramm-Loewneriv vyvoj
(pravdépodobnostni teorie, druh nahodnych rovinnych kiivek zaloZenych na TfeSeni
Lownerovy diferencialni rovnice s Brownovym pohybem jako vstupem), znamy pod zkratkou
SLE (Schramm-Loewner evolution). Z pouZziti ve fyzice miiZeme mimo popisu Brownova
pohybu zminit, Ze Wienertv proces tvori zédklad pro formulaci drdhového integralu v kvantové
mechanice.

Wienertiv proces W(t), je charakterizovan tfemi zdkladnimi vlastnostmi:
1) W(0)=0
2) t—W(t) (trajektorie procesu)je skoro viude spojita

3) W(t) ma na poloze nezévislé prirtistky s rozdéleni W(t)—W(s)~N(0,t—s) ,
pro 0<s<t

Kde W(t) jsou pfirustky (infinitezimalné malé kroky), N(u, ¢°) zna¢i normalni rozdéleni se
stfedni hodnotou p a o® je rozptyl. Treti podminka na nezavislé prirstky na poloze znamena,
Ze W(t)-W(s;) a W(t)-W(s) jsou nezavislé pro0 < s <t<s; <t



Pro hustotu pravdépodobnosti normalniho rozdéleni plati vztah

(1.3.1.1)

Hustota pravdépodobnosti pro fixni ¢as t > 0 u Wienerova procesu je (z vlastnosti 3) normalni
rozdéleni se stfedni hodnotou p = 0 rozptylem o° = t, plati tedy vztah

e . (1.3.1.2)

1.3.2 Nahodna prochazkova hypotéza

Nahodna prochéazkova hypotéza je financni teorie popisujici vyvoj akcii na trhu. UZ na
prelomu 20. stoleti se francouzsky matematik Louis Jean-Baptiste Alphonse Bachelier ve své
disertacni praci s nazvem ,Teorie Spekulace“ publikované roku 1900 zabyval vyuZitim
Brownova pohybu ke studiu akciovych trhi. Byla to viibec prvni prace vyuZivajici vyssi
matematiku ke studiu financi. Louis Bachelier je diky své praci oznaCovan za prvni osobu,
kterd modelovala Browntiv pohyb.

Prvni samostatny koncept vytvoril profesor Massachusettského technického instututu
Paul Cootner roku 1964 v knize , The Random Character of Stock Market Prices“ [11].
Ackoliv byla hypotéza znama uZz dfive, popularni se stala teprve roku 1973 kdy profesor
ekonomie z Princetonské University Burton Malkiel napsal knihu ,,A Random Walk Down
Wall Street” [10]. Hypotéza uvadi, Ze minulé a nynéjsSi ceny akcii nemaji Zadny vliv na
predpovéd’ cen budoucich. Pohyb ceny se vyviji jako nahodna prochazka, proto vyvoj cen
akcii nemiZe byt predvidan. To podle Malkiela plati hlavné pro kratka casova obdobi. Podle
této hypotézy jsou jakékoliv analyzy pokousejici se predpovédét budouci cenu akcii zbytecné.

Profesor Malkiel testoval hypotézu s pomoci svych student. Kazdému dal pomyslny
balicek akcii s pocatecni hodnotou padesat dolard, pfiCemz vysledna hodnota balicku po
kazdém uplynulém dni byla zavisla na hodu minci. Pokud padl lic mince cena Sla o stupefl
nahoru, pokud padl rub mince Sla cena o stupeni dolti. Jako pri symetrické nahodné prochéazce
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byla stejna pravdépodobnost pro mozZnost, Ze se cena zvysi €i naopak sniZi. Vysledna data
nechal burzovnim analytikem vynést do grafu. KdyZ analytik graf vidél, fekl profesorovi, Ze
musi okamZité nakoupit akcie. Malkiel mu povédél, Ze data pro graf jsou zaloZena pouze na
hazeni minci. Analytik byl z toho zjiSténi velice nestastny, avSak Malkiel usoudil, Ze to znaci
nicemu nepodléhajici ndhodny vyvoj akciovych trhi. Podle Malkiela je nejvyhodnéjsi
dlouhodoba investice, akcie nakoupit a drzet.

Tato hypotéza naSla uplatnéni i mimo finan¢ni trhy, a to na sportovnim poli. Ve
Philadelphijském basketbalovém tymu NBA (National Basketball Association) psychologové
zkoumali u vSech hract kazdy koS béhem jedné a pil sezény. Vysledkem bylo, Ze neexistuje
Zadny kladny vztah mezi koSem a vysledkem nasledujiciho pokusu o kos.

Kritikové této teorie vsak tvrdi, Ze se ceny akcii vskutku fidi podle specifickych znaki
a tyto znaky lze s dobrou presnosti predpovidat. K potvrzeni tohoto faktu existuje jak nékolik
ekonomickych studii, tak i kniha dvou profesori ekonomie (Andrew W. Lo a Archie Craig
MacKinlay) s nazvem ,Non Random Walk Down Wall Street“ [28]. V knize se dvojice
profesorti snazi dokazat nespravnost nahodné prochazkové hypotézy.

Je pravdou, Ze s vyvojem techniky ma kazdy k aktudlnim informacim z trhu p¥istup
mnohem dfive, neZ tomu bylo v roce 1973, kdy wvySla Malkielova kniha o nahodné
prochazkové hypotéze. Mnoho lidi se proto domniva, Ze hypotéza popisuje spiSe tehdejsi
akciové trhy, které neodpovidaji tém dneSnim. Investice se dnes staly zabavou pro kazdého.
Vzhledem k faktiim argumentujicim pro hypotézu i proti ni je na kazdém investujicim jedinci
zda je ji naklonén Ci neni.

1.3.3 Idealni retézec

Dalsi z aplikaci nahodné prochazky je idealni retézec, znamy také pod nazvem volné
pripojitelny fetézec (freely-joined chain). Je to nejjednodu$si model slouZici k popisu
polymeri, nebot’ jako u idealniho plynu se zde zanedbavaji vSechny interakce mezi casticemi
tvorici Fetézec, coZ jsou monomery. Model popisuje monomery jako tuhé tycinky s pevnou
délkou. Kazda tyCinka je pripojena k predchazejici libovolné, neni Zadny vztah mezi orientaci
tyCinky a tycinek k ni priléhajicich.

Reknéme, Ze polymer je sloZen z n monomert, kde délka kaZdého z nich je I. Pokud
neuvazujeme zZadné pasobeni sil mezi monomery, bude d=n.I celkova délka polymeru po jeho
rozvinuti. TyCinky (monomery) jsou orientovany nahodné, necht’ kazdé z nich odpovida jeden
z vektorti T,;1<i<n, pficem? vektory jsou stejné délky I. Zavedeme vektor R jako

spojnici pocatku a konce Tetézce. Z nahodnosti rozmisténi monomerd vzhledem k
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monomerdm okolnim plati, Ze
(R)=Y_ (F,)=0. (1.3.3.1)
i=1

Pro druhou mocnitu spojnice bude platit nasledujici:

(R*)=(R,R,)

Il
—
o
o~
(]
o
(9]
o
~

(1.3.3.2)

ProtoZe mezi thly otoceni neni Zadny vztah, musi platit (cos 9,-j>=0 pro i#j .Pro kvadrat
spojnice dostavame

(R*)=nl. (1.3.3.3)

Mo Wewrs

ale fegitelna. Da se dokazat, Ze pro vektor R plati nasledujici pravdépodobnostni rozdéleni:

3/2 iﬁz

3 e2nlz
271 nl’

p(R)=( (1.3.3.4)

Odvozeni tohoto vztahu je popsano naptiklad v [22].
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Obrazek 3: Kratky idealni fetézec s vyznaCenym vektorem spojnice R

Misto vektoru spojnice pocatku a konce fetézce se ve fyzice polymera Castéji uziva
poloméru rotace makromolekuly Rg. Tento tdaj je mnohem intuitivnéjsi, dava dobrou
predstavu o velikosti titvaru a navic jej lze i experimentalné ovérit. Kvadrat poloméru rotace
R¢ je definovéan jako

R:Z2Y (R-F,,)’ (13.35)
i=1
kde
1% 5
R, ==Y (R)). (1.3.3.6)
nig
Z toho pro polomér rotace mame
1 n n N —_
Ré:i (R,—R). (1.3.3.7)

V naSem pripadé volné pripojitelného fetézce plati

Rs=4/=1. 1.3.3.8
=1 (13.38)
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Kvadrat poloméru rotace je primér kvadratu vzdéalenosti libovolného bodu fetézce. Polomér
rotace neni roven klasickému fyzikalnimu poloméru. Da se o ném vsak fict, Ze je to amplituda
fluktuace systému.

owr

Jako dalsi, sloZit€jsSi modely polymerti zanedbévajici interakce mezi monomery
miZeme uvést napriklad volné rotujici fetézec. V tomto modelu uvazujeme jak stejnou délku
tyCinek tak i uhel 6 mezi tycinkami stejny. V pripadé velmi tuhych fetézct se pouziva modelu
Cervovitého fetézce. Zde mame stejné délky tyCinek a stejny tihel 8 jako pro volné rotacni
fetézec, jen valencni uhelbereme 6 velmi maly. Proto miiZeme cos@ aproximovat. Pro tyto
modely obecné plati stejné vztahy pro vypocet kvadratu vektoru spojnice pocatku a konce
fetézce R (1.3.3.2) a rotacniho poloméru R; (1.3.3.5-7).
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2 Kvantova prochazka

Kvantova prochazka je analogii nahodné prochazky pro kvantovou castici. Chova se
vSak jinak neZ klasicka prochazka, tedy jinak neZ bychom ocekavali, coZ je velice zajimavy
namét ke studiu. Kvantovou prochdzku miZeme stejné jako prochazku klasickou délit na
diskrétni a spojitou.

U diskrétni kvantové prochazky uvaZujme, Ze polohu Castice na prfimce popiSeme
pomoci bazickych vektorti |i), i€Z. Nahodny krok u klasické prochazky zde nahradime
superpozici moznych kroka

liY—ali—1)+b|i+1). 2.1)

To znamena, Ze se chodec s pravdépodobnosti a posune vlevo a s pravdépodobnosti b vpravo.
PoZadujeme pfitom unitaritu, symetrii vi¢i posunuti a aby obraz bazového vektoru tvorila
superpozice danych dvou prilehlych vektorti. Témto podminkam ale budou vyhovovat pouze
trivialni pfipady a to pro pohyb v jednom sméru (tedy bud’ plati b = 0 a |a| = 1, nebo se naopak
a=0a|b| =1). ReSenim tohoto problému je dany prostor rozsifit o takzvany prostor ,,mince.
Bazi prostoru He tvofi vektory |1),|4), které odpovidaji pohybu vpravo padne-li lic mince,
vlevo padne-li rub. To znamena, Ze v kaZzdém kroku délame dvé operace. Hozeni mince C a
nasledny posun S. Kvantova prochazka je tedy definovana na tenzorovém soucinu téchto dvou
prostorai H=H ® H. ptisobenim transformace U.

U=5.(C®I) (2.2)

Operator S ptisobi na bazické vektory tenzorového soucin nasledujicim zptisobem:

Yo Sli+1)e|T) (2.3)

iy ®[L)>]i-1)®T) 24)

A C je unitarni transformace, takzvana ,, mince“.

iY®[1)S]i)e|1)+]i)e|l) (2.5)

iY®[L)S]i)e[1)+i)e|l) (2.6)
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2.1 Kvantova prochazka po pfimce

Podle toho, jakou zvolime minci C, miiZeme ovlivnit vlastnosti prochazky. Castou
volbou mince CeC** je Hadamardova mince H, nebot patii mezi mince, u kterych miZeme
pozorovat vlastnosti analogické klasické prochazce a navic ma jednoduché vyjadreni. Pokud
se rozhodneme pro méfeni po jedné iteraci (hod minci a nasledny posun) obdrZzime stejné
pravdépodobnostni rozdéleni jako u klasické prochazky probihajici s pravdépodobnosti p =
1/2 (krok vlevo stejné pravdépodobny jako krok vpravo). Je to dano faktem, Ze absolutni
hodnoty prvki mince budou stejné (a to 1/V2). Hadamardova mince bude tvaru

=71(1 1) 2.7)

Podivame se jak ptisobi operator U, kde jako minci C uvazujeme Hadamardovu minci H, na
pocatecni stav [0)®[L).

|0>®|l>5%(|0>®(|T>—Ii>)) =(Velt)-=pelb) @28

i

Jde vid&t, Ze po prvni iteraci kazdy ze stavi |1)®|7),|-1)®|l) nastane s pravdépodobnosti
1. Minci s touto vlastnosti se Fikd vyvazena. Plsobeni operitoru U ve vice po sobé
nésledujicich iteracich na po¢ate¢ni stav |[0)®[{) bude vypadat

0)8l1) 4= (D)8l 1)~ -1)elL) 2.9)
B=2(2)8I1)=10)8(n)—|1)+-2)8]L)) 2.10)
U’ 1
=3l ell) +-1)elT)-2l-els)~|-3)elL)

(2.11)

Zde uz je vidét rozdil oproti klasické prochézce Pravdépodobnostni schérna této prochézky

vvvvvv

pozicich |1) (probéhne s pravdépodobnosti 1/8) a |-1) (probéhne s pravdépodobnosti
5/8). Pravdépodobnostni rozdéleni této kvantové prochazky tedy nebude symetrické, Castice
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ma tendenci jit doleva. Je to proto, Ze Hadamardova mince nasobi Cislem -1 pouze v pripadé

vektoru |!). Kdybychom za pocate¢ni stav zvolili |0)®|T) chovala by se prochazka

stejné, jen bychom ji v pocatku museli oto¢it okolo pravdépodobnostni osy. Céstice v tomto

pocatecnim stavu by méla tendenci jit doprava.

n12t
0.0}
n.0ak

0.06

pravid&podobnost

0.04F

0.02}

(V] ——,

|
|
|
k
| ||'|i
|J |||||I|ﬁ| | 1 "
JII ” 1 !

| NRTAVAT 'l
NN e A AN

L]
Il‘_________.___"_.

=100

Obrazek 4: Graf pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v urcité vzdalenosti pfi pocatecnim

—-a0 0 50

vzddlenost

stavu |0)®|!) po provedenych 100 krocich

—
=
=

Lze ziskat i symetrické pravdépodobnostni rozdéleni. Napfiklad zvolime-li za

pocatecni stav superpozici vektorti |7),[!)

1

V2

([0)@[T)+il0)e L)),

(2.12)

ktery spojuje oba vySe popsané pocatecni stavy. Z obrazku 5 je vidét, Ze pri této pocCateCni

podmince bude ziskané pravdépodobnostni rozdéleni opravdu symetrickeé.
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Obrazek 5: Graf pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v urcité vzdalenosti pfi symetrickém

1 .
pocate¢nim stavu Eﬂ 0)®[1)+i[0)®[L)) po provedenych 100 krocich

Kvantova prochazka po pfimce je jednoduchy ptiklad, na kterém je dobre vidét mnoho

vlastnosti prochézky. Casto také slouZi jako nastroj k popisu prochdzky na komplikovanéjsich
grafech.

V [9] Fahri a Gutman definovali spojitou kvantovou prochazku v Case. Neni zde nutné

zavadét minci, misto toho vezmeme soubor stavi |i), i€Za definujeme Hamiltonian H
jako

Hl|i)=—]i—1)+2[i)—|i+1). (2.13)

Prochazka ve spojitém Case je pak jen aplikaci operatoru U™,

2.2 Pohybova rovnice kvantové prochazky

Jak jsme jiZ uvedli, chovani chodce pfi klasické symetrické nahodné prochazce po
pfimce miiZeme popsat jako situaci, kdy hazime minci. Pfedem urCime ktera strana mince

bude odpovidat kroku vpravo ¢i vlevo. Tedy podle toho, zda padne rub nebo lic, ptijde chodec
doprava nebo doleva.
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U kvantové cCastice je tfeba, jak bylo zminéno v predchozi kapitole, zavést jeSté prostor
mince. MiZeme uvazovat, Ze tento prostor bude tvorit dalSi stupeni volnosti Castice. Tento
novy stupenl volnosti bude fidit pohyb castice 'vlevo' a 'vpravo', cemuZ odpovidaji vlastni
vektory |{) a |7). V jakémkoliv daném case bude ¢astice ve stavu popsaném superpozici
téchto dvou stavi |1),|T), proto je i vysledny stav popsan dvouslozkovou vlnovou funkci,
kde jedna slozka odpovida pohybu 'vlevo', druhd pohybu 'vpravo'. V kazdém kroku minci
odpovida jista unitarni transformace a Castice se pak pohybuje bud’ krok doprava (pro |T)
stav) nebo krok doleva (pro |{) stav).

UvaZujme opét Hadamardovu minci (2.4)

=i

jejiz plisobeni na pocate€ni stav je popsano v predchozi kapitole viz (2.5). Nyni se budeme
snaZit najit FeSeni vlnové funkce v Case. Vlnova funkce ¢ (n,t) bude popisovat pozici
castice n v Case t, a jak jsme se jiZ zminili, bude mit 2 konponenty. Tyto komponenty
odpovidaji amplituddm nalezeni ¢astice v bodé n a ¢ase t ve stavu |!) (znamenajici pohyb
vlevo) nebo |T) (znamenajici pohyb vpravo).

@, (n,t)
g(n,t)=|"" 2.1.1
. (n,t) S
Casovy vyvoj vinové funkce (n,t) bude nasledovny:
wini+1)=—2% Oymn-1,0+—21 Hom+r @12
V21 -1 V210 0
Kde oznacime
1/0 0 Y[ )
— =M — =M 1.
\/2(1 _1) up a \/F( ) down (213)

Necht’ pocate¢ni podminky pro tento vztah pro stav [{) jsou:

1

clf(0,0)=O a y(n,-)=

) pro n nenulové

Hadamardova prochéazka se za pomoci této formulace redukuje na feSeni dvoudimenzionalni
linearni diferencni rovnice.
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2.2 Kvantitativni analyza prochazky, Fourierova transformace,
metoda stacionarni faze

K tomu, abychom zjistili vyvoj kvantové prochazky v Case, vyuZijeme Fourierovy
transformace. Vzhledem k tomu, Ze ¢asovy vyvoj je unitarni, miZeme jej vyjadfit za pomoci
vlastnich ¢isel a vlastnich vektord. Toto vyjadieni vSak byva pomérné sloZité a tedy ne zcela
vhodné pro dalsi vypocet. PouZijeme proto Fourierovu transformaci ke zjednoduSeni tohoto
vyjadieni a dalSi vypocet budeme provadét ve Fourierové obrazu, pficemZ kdykoliv se
provedenim inverzni Fourierovy transformace mtiZzeme dostat zpét k ptivodnim proménnym.

UvaZzujme Ze se pohybujeme ve Schwarzové prostoru S(IR). Pro danou f ze
Schwarzova prostoru definujeme vztahem (2.2.1) funkci f :

fly)=—m=] e flx)dx .2.1)

Pritom bude platit Ze f bude také ze Schwarzova prostoru (dikaz napi v [24]). Toto
zobrazeni budeme zna¢it .7 ,:S(R")—S(R") ,tedy .7 ,f :=f. K zobrazeni -7, existuje

inverzni. Ozna¢me jej -7 ,' a je dané vztahem

(yo’f)(x)=ﬁj e™f(y)dy. (2.2.2)

Vzhledem k tomu Ze Schwarziv prostor je husty v prostoru integrabilnich funkci L' a plati
.7 ofll.<const-||f|l, kde ||, je norma v prostoru L!, miiZeme zobrazeni -7, spojité

rozSifit z prostoru L' do prostoru spojitych funkci s kompaktnim nosi¢em C.

Fourierovou transformaci tedy nazveme zobrazeni .7 :L'—C,. Mé&me funkci

f € L', pak pro Fourierovu transformaci funkce f bude platit:

f(y)=(7f)(y)=ﬁ [ e f (x)dx (2.23)

RR"

V naSem pripadé funkce neni spojité zavisla na vzdalenosti (na proménné n), proto zde

Fourierova transformace ve sméru od proménné n k proménné k nebude dana integralem.
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Méjme funkci f:Z—C, jeji Fourierova transformace f:[—m,m|—=C je definovana jako

fk)=2f(n)e"". (2.2.4)

Inverzni Fourierova transformace bude

f(n)==— [ f(k)e ™ dk. (2.2.5)

Fourierova transformace, kterou pouZijeme k feSeni pohybové rovnice kvantové
prochdazky na pfimce, je izomorfismus z prostoru F(C) [24] do prostoru kvadraticky
integrabilnich funkci na intervalu (-rt, n), tj. L?(-m, m). Z vinové funkce w(n,t) (2.1.1) tak
ziskdme funkci @ (k,t) ve Fourierové obrazu, kterd je pro analyzu chovéani v case
jednodussi. Zpétnou transformaci pak ziskame hledané feSeni v proménnych pozice n a Casu t.
Funkce @¢(k,t) pro k€(—m,m) bude dana jako

@(k,t)=2 w(n,t)e™. (2.2.6)

A pro viechna k a pocate¢ni stav 'vlevo' bude platit ¢(k,0)=

(1)). Ze vztahit (2.1.1), (2.1.2),

(2.2.6) odvodime ¢asovy vyvoj vinové funkce §(k,t) ve Fourierové obrazu.

@k, t+1)=D (My,w(n—1,t)+ Mg, w(n+1,t))e"™

n

eikMupz w(n—1,t)e"" Ve My, >, wn+1,t)e "™
n n

= ("M, +e " My ¥ (k,t) (2.2.7)
Oznacime
ik —ik 1[le™ e ™|_[e™ 0
M,=(e M, +e Mdown)=ﬁ(eik ot =( 0 eik).H (2.2.8)

a dostaneme jednoduchy tvar rovnice (2.2.7):

@k, t+1)=M, ¢(k,t) (2.2.9)
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Timto mame rekurentni vzorec ve Fourierové obrazu. Z néj a ze znalosti pocatecniho stavu

plyne vztah ¢ (k,t)=M, ¢ (k,0).

K dalSimu zjednoduSeni popisu vyuZijeme toho, Ze M je unitarni matice z prostoru

C*>*. Pak ji mGZeme napsat jako

Mk=)\k1|vkl><Vk1|+)\k2|vk2><vk2|: (2.2.10)

kde A, AZ jsou vlastni Cisla a |vk1>,|vk2> vlastni vektory matice Mi . Ze znalosti vlastnich
Cisel a vlastnich vektori matice My obdrzime pro M\ z rovnice (2.2.9) pro ¢asovy vyvoj
jednoduché vyjadreni

Mkt=(Ak1)t| Vk1><vk1|+(}\k2)t| Vk2> <Vk2|- (2.2.11)

Vlastni hodnoty matice My jsou A=exp(-icwx) a A,=exp(i(m+wx)), kde wyi je definovano
vztahem wi=(sinwy)/V2, tedy wy je tihel z intervalu (-/2, n/2). Po vypocteni vlastnich vektort
bychom ziskali vlnovou funkci ve Fourierové obrazu ve tvaru:

N 1 cosk i, (—1) cosk it
g (k,t)=—(1+ ——=)e ™'+ (I——=)e 2.2.12
' 2 V1+cos’k 2 V1+cos’k ( )
ieik iw, t t iwt
gk, t)=——==(e "= (=1)'e™) 2.2.13
! 241 +cos’k ( )

Zpétnou Fourierovou transformaci se dostaneme zpét do redlnych proménnych, pro vinovou
funkci tak ziskame tvar:

1+<_1)n+t us ﬁ
2 e 2T

cos k orilant i

(1+—
\/1+cos2k

W, (n,t)= (2.2.14)
LH(=1)"™ T dk e ) i)

(I/ (n)t)= - EEEE——
! 2 5% 270\ 14 cos’k

(2.2.15

Budeme-li se zajimat o to, jak se prochazka bude chovat v dlouhém ¢asovém obdobi,
tedy kdyZ Cas t poSleme do nekonecna, vyuZijeme metodu znamou jako metoda stacionarni
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faze. Metoda stacionarni faze popisuje asymptotické chovani oscilujicich integrala tvaru:.
I(a,t)=zif g(k)e~ #ha g (2.2.16)

Studium chovani prochazky pro cas t jdouci do nekonecna odpovida studiu chovani
oscilujiciho integralu, to je vidét porovname-li vztahy (2.2.13-14) pro feSeni pohybové
rovnice v realnych proménnych s tvarem oscilujiciho integralu (2.2.15). Z teorie [25], [27]
plyne, Ze exponenciala v integralu je pro vysoké casy rychle oscilujici funkce, a pokud je
funkce g hladka, prispévky k hodnoté integralu se v prilehlych intervalech budou navzajem
ruSit. Proto ma cenu zkoumat pouze takové body, kde k oscilaci nechochazi. Tomu budou
odpovidat stacionarni body faze ®.
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3 Klasifikace minci pro kvantovou prochazku na pfimce o
tfech moznych stavech

Zkusime se podivat na kvantovou prochazku po pfimce, kdy ma chodec v kazdém
kroku tfi mozZnosti posunu. Bud se posune doleva nebo ziistane na misté nebo se posune
doprava. Prostor mince ma tedy tfi bazické stavy, oznacme je jako |L), (vlevo) |S),
(stat) |R), (vpravo).V kaZdém kroku na tyto stavy piisobi unitarni transformace takto:

|L>=C11|L>+C12|S>+C13|R> (3.1)
|S>=C21|L>+C22|S>+C23|R> (3.2)
|R>=C31|L>+C32|S>+C33|R> (3.3)
Plati

Cii Cp Ci3 0 0 O 0 0 O

C,={0 0 0] Cs=lcy €y cnl, Cr=[0 0 0

0 0 0 0O O 0 C31 C3»p Cg
(3.4)

Matice mince C = C, + Cs + Cg. Pro vinovou funkci pak v analogii se vztahem (2.1.2) plati:

w(n,t+1)=C, ¢ (n+1,t)+Csyp(n,t)+Cryp(n—1,t) (3.5)

Po provedeni Fourierovy transformace (viz (2.2.8)) ziskdme pohybovou rovnici ve tvaru:

-Cyl(k,t), (3.6)

0
1 0 |C. (3.7)
0
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Vektory {(e*, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, e™)} jsou vlastni vektory prochizky. Odpovidaji moZnym
posuntim chodce (vpravo, zlistane na misté, vlevo) ve Fourierové obrazu. Hleddme tvar
mozné unitarni transformace C, aby propagator U, mél alesponi jedno vlastni ¢islo nezavislé
na proménné k, nebot’ lokalizace chodce je s touto vlasnosti (nezavislosti vlastniho ¢isla na
proménné k), uzce spojena. Ocekavame, Ze s rostoucim poctem kroki se bude i
pravdépodobné nalezeni chodce pohybovat smérem doprava a doleva, jak je vidét na
obréazcich 4 a 5. Avsak v pripadé, Ze alespon jedno vlastni Cislo neni zavislé na k, miZzeme
oCekavat zajimavéjsi pravdépodobnéjsi rozdéleni. Kromé dvou vln jdoucich doprava a doleva
exponencialné klesat. V trividlnich pripadech se chodec miZe napfiklad nachéazet jen v
nékolika bodech rozloZenych okolo pocatku. Jak konkrétné se bude pravdépodobnostni
rozdéleni chovat je vSak zavistlé na prisluSném tvaru mince a dovolenych pohybech chodce.
Vime, Ze alesporn jedna mince pro kterou propagator bude mit vlasni Cislo konstantni existuje.
Inui, Konno a Segawa [33] zjistili Ze pravé matice mince tvaru

1 -1 2 2
G=§ 2 -1 1
2 2 -1

bude poZadavku vyhovovat.

3.1 Provedeni

Pokusime se tedy najit omezujici podminky na matici C tak, aby vyhovovala
poZadavku unitarity [24], [32] a operator Ux mél jedno vlastni cislo [24], [32] konstantni. Bez
Ujmy na obecnosti toto vlastni ¢islo miZzeme poloZit rovno jedné. Vzhledem k tomu, Ze se
jedna pouze o matici 3x3, nebudeme ji parametrizovat ale pouZijeme obecny tvar C = {c;},

kde prvky c;; jsou obecné komplexni.

Cin Cp Cp3
C=lcy €y Cy (3.1.1)

C31 Czp Cg
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Potom

ik

ik ik ik
e 0 O e, ecCp €Cpy
U=l0 1 0 |C= ¢, Cyy Cyy (3.1.2)
0 0 e ecy e ey e ey

Kvili poZadované unitarité musime zavést podminku na determinant |detC|=1. My se vsak
omezime na detC = 1.

Charakteristicka rovnice [32] propagatoru Uy daného vztahem (3.1.2) bude

detC —A(sub33+sub22+sub11)+Tr(U,)A’—A°=0, (3.1.3)

kde A je vlastni Cislo propagatoru, sub(ij) odpovidad subdeterminantu operatoru Ui s
vyskrtnutym i-tym fadkem a j-tym sloupcem. Tr(Uj) je stopa [24], [32] operatoru Uy. Diky
poZadavku na determinant mince detC = 1 a vlastni ¢islo propagatoru A =1 se charakteristicka

rovnice zjednodusi na

sub33+sub22+sub11=Tr(U,). (3.1.4)

Hledame feSeni rovnice (3.1.4). Ta obsahuje tfi subdeterminanty a stopu, kterda je dana
souctem tii diagonalnich ¢lenti. PoZadujeme, aby matice C méla vSechny prvky konstantni.
Rovnice (3.1.4) je vSak zavisla na proménné k. Otazkou je, jak ziskat z této rovnice
podminky na tvar koeficienti matice C, které jsou konstantni, tedy nezavislé na proménné k.
Zkusime proto rozdeélit rovnici (3.1.4) na rovnice tfi tak, Ze kazdému ze tfi subdeterminantti na
levé strané rovnice priradime jeden clen stopy propagatoru na strané pravé. Takovychto trojic
rovnic bude celkem Sest, podle toho, jak na pravé strany rovnic nakombinujeme ¢leny stopy.
Resime-li kazdou trojici rovnic vzhledem ke koeficientfim matice C zjistime, Ze pouze jedna
kombinace Cleni stopy na pravé strané da pro koeficienty hodnoty nezavislé na proménné k.
Konkrétné to bude kombinace kdy volime:

subll=e "c,, (3.1.5)
sub22=c,, (3.1.6)
sub33=e"c, (3.1.7)
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ReSenim rovnic (3.1.5-7) dostaneme omezujici podminky pro matici C. Ty jsme ziskali pouze
na zakladé vyuZiti jednickového determinantu matice C v charakteristické rovnici
propagatoru. Proto musime zpétnym dosazenim do matice C ovéfit, zda podminky opravdu
vyhovuji poZadavku determiantu rovného jedné. AC se timto krokem nékolik ziskanych
podminek vyrusi, nebot’ podmince pro determinant nevyhovuji, vétSina z nich se rozstépi na
nékolik dalSich pripadd vyhovujicich tomuto pozZadavku. Mame veliky pocet podminek, které
jsou vSak stale zavislé na mnoha parametrech. DalSi omezeni ziskdme poZadavkem unitarity.
Kazdou ze ziskanych podminek dosadime opét do piivodni matice a ovéfime zda nebo kdy se
soucin se sdruZenou matici rovna matici jednotkové, tedy kdy CC* = I. Timto se pocet
moznych tvari matice C zna¢né redukuje.

3.2 Klasifikace

Pokusime se ziskané podminky na tvar matice C rozdélit podle poctu nul v matici.

Unitarni matice rozméru 3x3 pfitom mtiZe obsahovat nejvyse Sest nul.

3.2.1 Sest nul

Matice mince C obsahuje Sest nul. Podminkam unitarity a determinantu rovnému jedné
bude v nejjednodussim pripadé vyhovovat jednotkova matice.

specl
C6nul

(3.2.1.1)

1l
S O
o - O
=]

Obecné ale koeficienty v matici bereme komplexni, tedy (3.2.1) je pouze specialnim pfipadem
matice:

Ci 0 0
Coni= Sl (3.2.1.2)
0 0 cqy
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Plati |cs3) = 1. Vlastni hodnoty a k nim ve stejném poradi prislusné vlastni vektory propagatoru
Uk (3.1.2) s minci (3.2.2) jsou:

VL. hodnoty: 1, ce™ e*/cs;
VL. vektory: (1,0, 0),(0,1,0),(0,0,1)

To vypovida o trivialnim vyvoji prochazky, stavy mince se navzdjem nemichaji.

Podobné bude poZadavkiim vyhovovat matice s prvky umisténymi pouze na vedlejsi
diagonale

0 0 -1
crl=lp 1 ol (3.2.1.3)
10 0
ktera bude specialnim pripadem matice:
0 0 —Ci
Coni= o 1 o'l (3.2.1.4)
c;; 0 O

kde opét musi platit |c3;| = 1. Vlastni honoty a vlastni vektory (ve stejném poradi k vlastnim
hodnotam) propagatoru s minci (3.2.4) budou:

VL. hodnoty: i,-i, 1
VL. vektory: (ie*/cz1, 0, 1), (-ie*/cz, 0, 1), (0, 1, 0)

V matici (3.2.4) neni zahrnut jeSté jeden pripad s prvky pouze na vedlejsi diagonale, a to
vezmeme-li v matici ¢len c,; = -1. Zbytek matice zistene stejny, pouze kvili determinantu v
prvnim fadku matice zmizi minus. Vlastni Cisla a vlastni vektory budou podobné, pouze
imaginarni jednotka zmizi.

VL. hodnoty: -1,-1,1
VL. vektory: (-e*/c31, 0, 1), (0, 1, 0), (e*/c31, 0, 1)
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Predposledni moZnost pro unitarni matici obsahujici Sest nul jsou:

i} 00 1 1| 0 0 C1C
Comi =1 0 0| tesp. Cons=|, o 7| (215)
010 21
0 c, 0

Pro hodnoty ¢z, c32 plati |c2i| = |c32| = 1. Vlastni hodnoty a vlastni vektory propagatoru s minci
(3.2.5) budou:

VL. hodnoty: 1, -(-1)", (-1)*
V1. vektory: (e"/caiCa1, €"/c32, 1), ((-1)*%e"/caicar, -(-1) e/, 1),
(-(-1)"Pe*/caic31, (-1)*%€™/c3, 1).

Posledni moZnosti bude matice, kde nenulové prvky budou umistény na mistech matice
transponované k matici (3.2.5), tedy:

1
010 y 0 —(— 0
Com"={0 0 1| resp. Comi= e (3.2.1.6)
0 0 Cyy
10 0
Cyy 0 0

Plati |c31| = |c23| = 1. Vlastni hodnoty propagatoru s minci (3.2.6) budou stejné jako v ptipadé

mince predchozi:

VL. hodnoty: 1, -(-1)"", (-1)*°
VL. vektory: (e™/ca1, €23, 1), (-(-1)"e*/ca1, (-1)*3ca3, 1), ((-1)**e™/c31, -(-1)"3c23, 1)

S vyjimkou prvni diagonalni matice jsme pro pripad matice mince s Sesti nulami dostali
vSechna vlastni ¢isla propagatoru nezavisla na k. V takovémto systému ale nebude Zadna

dynamika.
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3.2.2 Ctyfi nuly

Podivame se na pripad, kdy jsou v minci Ctyfi nuly. Tomuto poZadavku pro unitarni
matici s determinantem rovnym jedné urcité odpovidaji matice (3.2.7-9), kde r je volitelny
parametr. Umistime-li nuly do druhého fadku a druhého sloupce dostaneme:

Jr 0 1-r
Comy=| 0 1 0 (3.2.2.1)
Vi-r 0 —r

Matice (3.2.7) oddéluje stav, kdy castice zistane stat, od posunu doprava €i doleva. VSe co
zacinad ve stavu 'stat' zlistane stat uz napotrad. Pro zajimavost uvedeme i vlastni hodnoty a
vlastni vektory propagatoru s minci (3.2.7):

V1. hodnoty: 1,172e ¥ (=Vr+e?™ Vr—Vae* +r—2e"* r+e**r),

12e ™ (—r+ e Vr+Vae®™ +r—2e r+e'r)

Vr+er r—Vae*™ +r—2e" r+e**r
2N1-r

V1. vektory: (0,1,0),( ,0,1)

Jr+e* Vr—vae*™+r—2e*"r+e'’*r
2V1-r

( ,0,1)

Umistime-li nuly do tfetiho fadku a prvniho sloupce a do do prvniho fadku a tfetiho sloupce

dostaneme tvary matice mince:

Vi-r

0 r

Chiv=l0 Vi—r —r (3.2.2.2)
1 0 0
0 0 1

Cimy =| Vr  J1i-r of , (3.2.2.3)
1-r —Jr o0

Vzhledem k pomérné rozsahlému vyjadreni pro vlastni vektory uvedeme pouze jak vypadaji
vlastni hodnoty. Ty jsou pro obé matice (3.2.8), (3.2.9) stejné:
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VI hodnoty:  —1,1/2(14+V1—r—y—24+2V1—r—r),1/2(1+V1—r+—-2+2J1—-r—r)

VSechny vlastni hodnoty jsou konstantni, opét tedy v pripadé pouZiti propagatoru s mincemi
(3.2.8) a (3.2.9) neziskame dynamicky systém. Tvary matic (3.2.7-9) se daji zjistit bez pouZiti
postupu popsaného v kapitole 3.1. Postupujeme-li vSak jak je v kapitole 3.1 popsano,
dostaneme tvar:

c _H'|C11|2
11
i Scy,+V1—|c,,f—(3c,,)
c .= i3 1-ley, 2| (3224
4nuly 0 1 0 ( )
iSC31i\/1_|C11|2_(SC31)2 0 Ci

Prvky matice (3.2.10) jsou obecné komplexni, vSe znamena to co obvykle.

—_ e
cij—iRcijJrl\scij

Vyjadreni pro vlastni vektory bude opét pomérné prostorové narocné, uvedeme proto pouze
vlastni hodnoty:

V1. hodnoty: 1,1/2e (e + ¢, e +2 Ve (—1+(R c,,cosk—Jc,,sink)’))

1/2e (e +c, e =2\ e™ (= 1+ (R, cosk— T c,sink)?))

Pro umisténi nul v prvnim sloupci a tfetim fadku bude mit matice tvar:

1—(Rcyp)
R +\1 SRZZ (R, ez
Cfnuly_ —i3cpytV1=(Rey,) —(Rey)
Ry, i3C23i\/1_(§RC22)2_(3C23)2
-1 0 0

(3.2.2.5)

Pro vlastni hodnoty propagatoru s minci (3.2.11) bude platit:
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V1. hodnoty: 1,1/2(—1+NR CZZ—\/—3—25RC22+(9%C22)2),
1/2(=14Rcp+V—3-2R ¢y +H(R ¢y, )

Posledni tvar s nulami v prvnim fadku a tfetim sloupci bude, jak by se dalo ocekavat, velice
podobny tvaru (3.2.11), jen budou symetricky podle diagonaly pfehozené prvky, tedy:

0 0 -1
1-(Rcyy)’
co = (Rey,) : : Re,, 0
i —iSC23i\/l—(§RC22)—(ﬂRC23)
mCZZ IS C23i\/1_(m C22)2_<SC23)2 0
(3.2.2.6)

Vlastni ¢isla pfitom zlistanou stejna jako v pripadé (3.2.11).

Mezi tvary (3.2.7-9) a tvary (3.2.10-12) lze vidét mnoho podobnosti. A¢ jsme
neuvadéli vlastni vektory, napfiklad matice (3.2.7) a (3.2.10) maji jeden stejny vlastni vektor,
a to (0,1,0). Zbylé dva vlastni vektory jsou si také podobné, a to zvlasté zvolime-li imaginarni
Casti vystupujici v matici (3.2.10) nulové. Podobnost vlastnich vektort plati i v pfipadé matice
(3.2.8) resp. (3.2.9) a matice (3.2.11) resp. (3.2.12). Pokud zvolime imaginarni cast v (3.2.11-
12) nulovou, dostaneme prakticky stejny tvar jako v pripadé (3.2.8-9).

3.2.3 Méné nez ¢tyfi nuly

Dale bychom se méli zajimat, jak by méla vypadat mince obsahujici dvé nuly. BohuZel
zadné takové feSeni se timto zplisobem nepodarilo nalézt. Zajimavé vsak je, Ze vySlo jedno
feSeni obsahujici pouze jednu nulu na vedlejsi diagonale. Vzhledem ke sloZitosti vyslednych
rovnic a velkému poctu proménnych se bylo potfeba k ziskani tohoto feSeni omezit pouze na

realné prvky v matici. ReSeni je zavislé pouze na jednom realném parametru ca..
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_(1_C22)2@ (1_(322)3/2\/?22

1—c
(_1+C22)2 _1+C22 -
Cloua= _JiZe . (—1+cy) ey (3.2.3.1)
22 22 \/ﬁ
22
0 _\/1_C22 _\/sz

Takovychto FeSeni bude prakticky osm, nebot’ libovolnd kombinace znamének plus a minus
pred prvky na pozicich ¢z, c3, ¢33 bude také feSenim. Uvedeme alespon vlastni hodnoty

propagatoru s minci (3.2.13).

VL. hodnoty:

1,%(—1 +C22—2\/C;ZZCOSk—eiik\/—3+C§2—4(—1+e)\/C722COS k+2c,,cos 2k (cos 2k +isin 2k))

%(—1+C22—2\/C_22COS k+e_ik\/—3+ co,—4(=1+e)+/c,,cosk+2c,,cos 2k (cos 2k +isin 2k ))

Posledni piipad je, kdy mince neobsahuje ani jednu nulu. Ze stejného dtivodu jako v
predchozim pripadé jsme se museli omezit pouze na redlné prvky matice. Vysledné feSeni je

zavislé na dvou realnych parametrech, tedy:

A
(=\4c,+ch)V—A \/C_Y((_\+Crr)crr+cxrvr)
T Cpy ¥y

—V—A
VA —\+cptopy
A
C.=|(—V+cy)Cmy—
e C:r —(=V+c,)V—A
v Cyy
_\+Cr_r+c\"v Cyy
A
\/—v Crv —V-A
Cyy

(3.2.3.2)

C:r(_ \ +C\‘:\’+C\‘:v)

.
(=V+cyy)

Jako A jsme oznacili vyraz: A=
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Matice (3.2.14) nebude jedinym feSenim, prvky czi, c31, €33, kde pro tyto prvky plati

A _
(—1+C22)C32 N A
Céz , €=, cp=—V—A,

C
2 32
—1+cy+0;,

€=

nahradit prvky -c.i, -cs1, ¢33 nebo ¢z, €31, -C33 popfipadé -ci, -Cs31, -C33. Propagator s minci
(3.2.14) ma jedno vlastni cislo rovné jedné, zbyla vlastni Cisla a vlastni vektory maji velmi
dlouhé a komplikované vyjadreni, proto je uvadét nebudeme.

Na zacatku kapitoly 3 jsme se zminili o takzvané Groverové matici tvaru

12 2
G=3 2 -1 1, (3.2.3.3)
2 2 -1

u niZ bylo dokazano [33], Ze propagator s minci tohoto tvaru ma jedno vlastni ¢islo nezavislé
na k, konkrétné rovno jedné, navic prochazka s touto minci je netrivialni, nebot” vlastni vektor

odpovidajici tomuto vlastnimu ¢islu na k zavisi. Vlastni vektory matice G jsou
(—1,0,1),(—1,1,0),(1,1,1),

pricemZ prvni dva vektory prislusi vlastnimu ¢islu -1, posledni pfiSlusi vlastnimu cislu 1.
Provedeme ortonormalizacni proces, tim ziskame vektory

-1 1 -1 |2 1 1
(_ 0:_)’( =

1 1
22w w e
Zavedeme projektor na vektor v vztahem (P(v));; = viv; a matici G predefinujeme za pomoci
projektoru a pridani faze ¢ jako:

O T T BN RN ENURTRS S N
Gl—P((\/g:\@,\@)) P((\/E’O’\/E))+e P((\/g»\/;: \/6)) (3.2.3.4)

34



Matice G, pak bude tvaru

1

1.¢e”
6 6
1_e”
3 3
5, ¢7
6 6

1_e?
3 3
1,e”
3 3
1_e”
3 3

(3.2.3.5)

Zaménime-li v propagatoru matici G za matici Gj, zlstane jedno vlastni ¢islo rovno jedné, a
prislusny vlastni vektor zavisi na proménné k. Bude se tedy stale jednat o netrivialni

prochazku.
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4 Zaveér

Cilem prace bylo seznamit se s pojmy nahodna prochazka, kvantova prochazka,
zvlasté pak kvantova prochazka po ptimce. V prvnich dvou kapitolach je shrnut teoreticky
uvod k této problematice, u klasické nahodné prochazky vcetné aplikaci. Ve treti kapitole je na
zadaném typu kvantové prochazky po pfimce zkoumana problematika matic minci. Jedna se o
prochazku kdy ma chodec v kazdém kroku moZznost jit doleva, doprava nebo ztistat stat.

Zajima nas, jaky tvar musi mit matice mince C, pokud poZadume alesponi jedno vlastni
Cislo propagatoru Uy konstantni. Toto vlastni ¢islo poloZime rovno jedné. Déle z poZadavku
unitarity a omezeni se na determinant matice C rovny jedné ziskame tvar charakteriskické
rovnice propagatoru, v ménz jiz vystupuji pouze tfi subdeterminanty propagatoru a jeho stopa.
Z této charakteriskické rovnice budeme pti hledani omezujicich podminek na tvar matice C
vychazet.

Ziskali jsme podminky pro tvary matice, nasledné provedli klasifikaci. Tu jsme
provedli na zakladé poctu nul v matici. Z vypoctenych podminek jsme ziskali tvary mince s
Sesti, Ctyfmi, jednou a Zadnou nulou. VetSina téchto matic povede na trivialni nebo Zadnou
dynamiku systému. Ziskali jsme vSak i matice které maji maly pocet nul a povedou na
dynamicky systém. Jedna se o matici s jednou nulou. Ta je zavisla na dvou realnych
parametrech. A matici s Zadnou nulou, zavislou pouze na jednom redlném parametru. Dale
jsme zjistili, Ze pridanim faze v Groverové minci zistane vlastni ¢islo propagatoru rovno

jedné, navic se bude stale jednat o netrivialni prochazku.
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6 Priloha

Markovského proces:

Poskytuje matematicky nahled v procesech rozhodovani, a to v situacich kdy jsou
vysledky z Casti nahodné a z Casti pod kontrolou uZivatele.

Modifikovana Besselova funkce prvniho druhu:

Modifikovana Besselova funkde prvniho druhu I,(z) je definovéana jako kiivkovy
integral:
z)t+1

G
In(z)=ﬁ4§e2 Cenlae

Bily Sum:
Bily Sum je ndhodny signal, ktery ma stejny vykon v jakémkoli frekvencnim pasmu
stejné Sifky. Je Casto pouZivan napriklad v sirénach pohotovostnich vozidel pro jeho
schopnost proniknout ostatnimi zvuky, ale nezptisobovat ozvénu.
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