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1. Uvop

Tato prace se pfedev8im zabyva tzv. orbitami Weylovy grupy. Tyto orbity souvisi s konenymi grupami W
geometrickych symetrif, generovanych transformacemi r; (takovych, ze r? = 1, i = 1,2,...,n) n—dimenzionalniho
Eukleidova prostoru E,,, vic¢i n — ldimenzionalnimu podprostoru obsahujiciho pocatek. V této praci se budeme také
vénovat funkcim na orbitech symetrickych grup W, které jsou Weylovymi grupami z t¥idy tzv. polojednoduchych
(poloprostych) Lieovych grup. V zavéru se stru¢né zminime o jejich aplikaci.

Nyni nastinime postup, ktery budeme dale podrobné rozebirat. Vezmeme bod A € E,, (v ur¢ité bazi) a zapusobime
na néj prvky grupy W. Ozna¢ime orbitu bodu A vici grupé W jako O(X), coZ je v podstaté mnozina vech bodd,
navzajem ruznych, ve tvaru w\, w € W,,. Funkce na orbité jsou definoviany jako

<l5/\(9€): Z 627”’(#,90)’

peO(X)

kde (u, z) je skalarni soucin na E,. Tyto funkce jsou invariantni vzhledem ke grupé W : ¢, (wz) = ¢r(z),w € W
a to je vlastnost, diky niz mohou byt funkce na orbité chapany jako symetrické exponencialni funkce.

Jak znamo n—dimensionalni exponencialni funkce e2™ (™1 mnTn) bro celodiselng my, ..., my, urcuji rozklad
funkei do Fourierovych fad. Symetrické a antisymetrické orbit-funkce maji souvislost s exponencialnimi multidimen-
ziondlnimi symetrickymi a antisymetrickymi funkcemi. Ukdzeme piiklad rozkladu t¥i dvoudimenzion8In9 funkce do

tzv.funkci na orbité.

2. LIEOVA ALGEBRA

Abychom mohli definovat orbitu Weylovy grupy a nasledné funkci na orbité, je tfeba uvést nékteré pojmy z
oblasti Lieovych algeber a jejich klasifikaci pies kofenové systémy.

Definice 1. Lieova algebra nad télesem F' je vektorovy prostor L nad télesem F' spolu se zadanym bilinedrnim
zobrazenim



(1) LxL— L, (v,y) — [z,9],

vyhovujici nésledujicim vztahum:

(2) ['Ta Z‘] =0,

(3) [33, [y,z]] [y7 [z,xﬂ [Zv [x,y]] =0, z,y,2€L,
odkud dostaneme jednoduchy vztah

(4) [x,y] :7[y7x]a ZL’,y,ZGL.
Priklad 1. Piikladem struktury Lieovy algebry v prostoru R? miize byt napi. vektorovy souéin (z,y) — x Ay, kde

ANy = (T2y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1) -
Dalsimi piiklady Lieovych algeber jsou:

(1) gl(V) (mnozina linearnich zobrazeni V' — V tzv. obecné linearni algebra), kde [z,y] =z oy —y oz, kde o
znadi slozené zobrazeni.

(2) gl(n, F) (vektorovy prostor vSech matic n x n, pro které je [z, y] = zy — yx).

(3) sl (n, F) (vektorovy prostor matic s nulovou stopou, ktery je podprostorem prostoru gl (n, F')).

Definice 2. Pod Lieovou podalgebrou algebry L rozumime vektorovy prostor K C L takovy, Ze

[xvy]eKa $7y6K~

Pod pojmem idedl Lieovi algebry L, rozumime podprostor I, pro ktery plati

[x,y]el, xze€L, yel.

Rekneme, Ze Lieova algebra je fesitelné, pokud pro néjaké piirozené m > 1 plati:

(5) L —o, Lo — [Lonfl),L(mfl)}

(6) [L(mfl),L(mfl)} = {[x,y} | z,y € L(mfl)}.

Lemma 1. Necht L je koneénédimenziondlni Lieova algebra. Potom v L existuje pravé jeden tesitelny idedl, ob-
sahugici vSechny Tesitelné idedly z L.

Necht R je feSitelny idedl s nejvétsi moznou dimenzi, a necht I je jiny feSitelny idedl. R + I je feSitelny ideal.
Protoze R C R+ I, plati dim R < dim (R + I). Ale my jsme vybrali R s maximalni moZnou dimenzi a proto musi
platit dim R = dim (R + I), z ¢ehoz dostavame R = R + I, takZze I je obsaZen v R.

Definice 3. Takovy ideal R z lemmatu 1 nazveme radikilem algebry L a znacime rad L . Nenulové Lieové algebie
budeme fikat, Ze je poloprosta pokud nemé nenulové fesitelné idedly. To je ekvivalentni s podminkou, ze rad L = 0.

Lemma 2. Necht L je Lieova algebra, potom faktorovd algebra L/ rad L je poloprostd.



Definice 4. Dolni centralni posloupnost Lieovy algebry L definujeme jako
(7) LF =L, LF], k=2, L'=1
kde L' je tzv. derivovana algebra definovana jako L' = [L, L].

Z definice je ziejmé, ze plati L O L' D L%. A protoze soucin idealt je ideal, je L* ideéal L. Nazev centralni posloupnost
7 definice plyne z faktu, ze L*/LF*'je obsazen v centru L/LF*1.

Pozndmka 1. Abychom byli schopni popsat libovolnou Lieovu algebru L, musime byt schopni popsat

(1) libovolnou fesitelnou Lieovu algebru (k tomu vyuZijeme tzv. Liovu vétu viz. déle).
(2) libovolnou poloprostou Lieovu algebru (ukaZeme, ze kazd4 poloprosté Lieova algebra je direktnim sou¢tem
prostych Lieovych algeber).

Definice 5. Lieovu algebru L nazveme jako prostd, pokud neobsahuje jiné idealy nez 0 a L a pokud sama neni
abelovska.

Nyni potfebujeme nalézt v8echny Lieovy algebry nad C. To nam umozni nasledujici véta, kterou uvedeme bez
dukazu.

Véta 1. Kazdd konecné-dimenziondlni prostd Lieova algebra nad C je (aZ na pét vyjimek oznacovanych jako
€6, €7, €8, f1,g2) izomorfni s jednou ze t7i tzv. klasickijch Lieovijch algeber:

si(n,C), so(n,C), sp(n,C).
Priklad 2. V piikladé 1 jsme uz zavedli algebru sl(n,C). Dale dodefinujeme so(n,C), a sp(n,C). Pokud S €
gl(n,C), definujeme Lieovu podalgebru
(8) glg(n,C) := {z € gl(n,C) | 2'S = —Sz}.
Vezmeme-li n = 2] a matici S s bloky [ x [, kde

(0 I
9) 5= ( L 0 ) 7
definujeme so(2l,C) = glg(21,C).
Pokud n = 2] + 1 vezmeme

10 0
(10) sS=10 0 I
0L 0

a definujeme so(2! + 1, C) = glg(214+1,C).
Lieovy algebry sp(n,C) jsou definovany pouze pro suda n. Vezmeme

_ 0 I
- = (1)
a definujeme sp(2[,C) = glg(2,C).
Definice 6. Vahou Lieovy podalgebry A algebry gl(V') je linearni zobrazeni A : A — F takové, Ze

(12) Ww={veV]|alw)=ANa)v aec A}

je nenulovy podprostor V.
Nasledujici véta ukaze, jak popsat libovolnou Lieovu feSitelnou algebru z poznamky 1.
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Véta 2. (Lieova) Necht V je konecnédimenziondlni komplexni vektorovy prostor a L je FeSitelnd Lieova podalgebra
gl(V'). Potom existuje bize prostoru V, ve které kazdy prvek L je vyjddien horni trojuhelnikovou matici.

Definice 7. Necht L je Lieova algbra nad télesem F. Reprezentace L Lieovy algebry je homomorfismus ¢ :
L —gl(V). Definujeme sdruZenou reprezentaci ad pro Lievu algebru L jako reprezentaci L. ad: L —gl(L), kde

(ad z)(y) = [z,y], z,y € L.
Déle se budeme zabyvat rozkladem libovolné poloposté Lieovy algebry z poznamky 1.

Ptiklad 3. Vezméme si konkrétni piiklad na kterém predvedeme rozklad Lieovy algebry: s1(3, C), tzn.

aix a2 aig
(13) S1(37 (C) = a21 Q23 Q23 | aij € C,a11 +ass +azz3 =0
asz1 asz as3

a ozna¢me tzv. Cartanovu podalgebru (podalgebru vSech diagonalnich matic) H:

ail 0 0
(].4) H = 0 a292 0 | a; € C,a11 +as +azz3 =0
0 0 ass

Tato Cartanova podalgebra méa tu vlastnost, Ze kdyZz sestrojime zobrazeni ad (h) pro h € H, jsou diagonalizo-
vatelnd. A protoZze komutuji, jsou tzv. soucasné diagonalizovatelné.
Oznacme e;; matice, které maji jednicku na pozici (i, j) a jinde nuly. Plati nasledujici:

(15) ad h(eu) = [h, eij] = heij - eijh = (aii — ajj)eij.

To znamend, ze matice e;j, ¢ # j je vlastnim vektorem ad h.
Ozna¢me €;; : H — C linearni funkcional, ktery je definovan pfedpisem

aill 0 0
(16) En(h) = Eis 0 a22 0 = Qjj-
0 0 ass
Pak mame
(17) ad h(eij) = (ei — €j;)(h)ei;.

Tyto linearni funkciondly (e,; —€;;) jsou naSe vahy z definice 6. V nasem konkrétnim piipadé pro sl(3, C) je jich
Sest (oznaCme je ay;, ¢ #j, 14,j=1,2,3) a odpovidajici vahové prostory oznatme

(18) Lij ={z €5l (3,C) | ad h(z) = (€5 —€j;)(h)(z) he H},

pro které plati L;; = lin {e;;}, tj. jsou jednodimenzionalni.
Dostali jsme tak rozklad algebry sl(3,C) ve tvaru:

(19) sl (3,C) = Ho @PLi;.
i#£]



Definice 8. Mnozinu linearnich funkcionalé z rovnosti (17) oznac¢me jako

(20) ¢={aij € H |i#j, aij #0A La,, #0},

kde jednotlivd o € ¢ jsou tzv. kofeny L a odpovidajici L;; z rovnosti (18) (oznac¢ime je L,) jsou odpovidajici
korenové prostory.

Pomoci znaceni 7 mizeme (19) prepsat jako

(21) sl (3,C) = H® PLa.

aEp

Definice 9. Podmnozinu R redlného vektorového prostoru E nazveme kofenovym systémem, pokud spliiuje nasle-
dujici podminky:

(1) R je kone¢na a linearni obal R tvoii E. Navic R neobsahuje 0.
(2) Pokud « € R, potom +a € R.
( 2(z,q)

)
3) Pokud a € R, potom zrcadleni (kde ro(x) =2 — Wa) permutuje prvky R.
(4) Pokud «, 8 € R, potom {3, a) € Z.

Prvky z R jsou tzv. kofeny.
V naSem konkrétnim piipadé sl (3,C) z prikladu 3 bude kofenovy systém ¢ vypadat takto

(22) ¢ = {12, 213, a21, @23, 031, 32} .

V bazi H*, kterou zvolime jako (11,22, €33) , piepiSeme ¢ jako

(23) {(1,-1,0),(1,0,-1),(0,1,-1),(-1,10),(-1,0,1),(0,—-1,1)},

zde je linedrni obal ¢ = F, prvky ¢ tedy tvoii system kofent z definice 8.
Déle v systemu kofent zavedeme béazi.

Definice 10. Podmnozina B systemu kofeni R je bazi R, pokud

(1) B je bazi vektorového prostoru F,
(2) kazdé § € R lze zapsat jako

(24) 5= koo
acB

tak, ze k. € Z, kde viechny nenulové koeficienty k, mayji stejnd znaménka. Pokud jsou vSechna znaménka koeficientii
v defini¢nim vzorci kladna, je 3 tzv. kladny kofen vuci béazi B, jinak tzv. zaporny kofen vuci bazi B.
Nase ¢ z (22) si tedy lze v bazi zvolené jako a2 = av a 8 = a3 piepsat do tvaru

(25) ¢={a,a+ 5,0, —a,—(a+p),-p}.
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3. KLASIFIKACE LIEOVYCH PROSTYCH ALGEBER

Ke klasifikaci prostych Lieovych algeber je tfeba zavést nékolik dalsich pojmu jako Cartanova matice, Coxeter-
Dynkinovy diagramy.

Lemma 3. Necht R je kofenovy system v prostoru E s vnitfnim redlngm soucinem (.,.), ktery je definovin pro
«, B € E vztahem

_ 2(a,0)
(26) (a,B) := @8

kde (.,.) je klasicky skaldrni soucin, a necht o, 3 € R tak, Ze o # +3. Potom

(o, B) (B, ) € {0,1,2,3}.
Uhel mezi dvéma koteny se klasicky snadno spoc¢itd pomoci vzorce

_ (o, 8)
(27) 0 = arccos m, o, B € R,

v pripadé, kdy chceme spocitat thel mezi bazickymi vektory «, 8 z (25), dostaneme z (27)

(28) ((1,-1,0),(0,1, -1)) o

arccos -

1 —L0)[[[[(0,1,—1)[] ~ 3"

Nésledujici tabulka piehledné ukazuje napocitané («, 5) a (8,a) a odpovidajici ahly mezi bazickymi vektory
ruznych systému kofenti

[(@.8) | (Ba) | 0 [ B2

(@.0)
0 0 [5] -
1 L [5] 1
1 IF L Taba
1 2 [z 2
3m
-1 2 [F] 2
1 3 [ 21 3
-1 EEEIEE

Lemma 4. Necht o, 3 € R.:

(1) Pokud uhel mezi & a f je tupy, potom « + 3 € R.
(2) Pokud thel mezi @ a f je ostry a (3,8) > («,«) potom « — 3 € R.

Priklad 4. Necht je u nds E = R? s Eukleidovskym vnitinim soucinem (26) pouzitim (27) jsme dostali mezi
bazickymi vektory R thel %ﬂ Z lemmatu 4 a definice 8 je vidét, Ze vysledny kofenovy systém ¢ mé skutecné 6
prvka{a, 8, a + B, —a, — 3, —a — 8} . Tento kofenovy system se znaci jako As (obr.1).

Dale si vezmeme thel mezi bazickymi kofeny 6 = %”. Z lematu 4 opét dostaneme, Ze do kofenového systemu
patii i o + [ a zapusobenim s, (def. 8) na 3 zjistime, ze do systemu kofent patii 2« + 3. Tento system se znaci
jako Bs (obr.2).

Pro dalsi dva mozné thly 6 = %’r, 5 dostaneme kofenové systémy na obréazku 3.
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w3

A
L |
=

OBRAZEK 1. Kofenovy systém As.

OBRAZEK 2. Kofenovy systém Bs.

Ke kazdému kofenu o € R mame definovino zrcadleni r,, dané vztahem

(20) ral) = —

ktéré pusobi jako linearni zobrazeni na F.
Proto miizeme uvazovat grupu invertibilnich linedrnich transformaci E generovanych reflexemi r, pro a € R.
Tato grupa je znama jako Weylova grupa W (R) pfislusna Lieové algebfe.
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OBRAZEK 3. Kofenovy systém Gy a Ay x Aj.

Lemma 5. Weylova grupa odpovidajici korenovému systému R je koneénd. Necht B je bize R. Pokud o € B,
potom zrcadleni r, permutuje mnozZinu pozitivnich koteni rizngch od .

Definice 11. Necht B = (ay, ..., ;) je béaze systemu kofent R. Cartanovou matici systemu R je matice [ x [, ktera
na i, j—té pozici ma (o, o), pro ktery plati

2(ay, o
(30) My = T2 — (a.05) = (rples).rolas)

pro libovolny koien S.

Pozndamka 2. Cartanovy matice jednoduchych Lieovych algeber je moZné najit v mnoha publikacich. Uvedeme je
pro hodnosti 2 a 3, které pozdé&ji budeme vyuzivat.

(31) ‘%:<i ;)’(b:<i ;>’(%:<i ;>’

2 -1 0 2 -1 0 2 -1 0
(32) As=| -1 2 -1, 3= -1 2 -1, By=| -1 2 -2
0 -1 2 0 -2 2 0 -1 2

Prosté kofeny «;, i = 1,2...n, tvori bazi prostoru E,, navic se zavadi tzv. w-baze fundamentalnich vah wy,ws, ....w,.
s vlastnosti

2(u, we) o
33) (agrag)

a—béze a w-béaze jsou svaziny Cartanovou matici Mj; takto:

n

(34) a; = ZMjkwk, wj = Z(M_l)jkak-
k=1

Pozndamka 3. Pro rank 2 a 3 jsou inverzni Cartanovy matice

_ 1/2 1 _ 13 _
(35) A21: 3(1 2)7 C121: <1 ]2_>7 G21: <

= N
N W
N———
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1 3 21 2 2 2 2 21
(36) At = 1 2 4 2], C;t= 2 4 4], By'= 2 4 2
1 2 3 1 2 3 2 4 3
Definice 12. Uhly mezi kofeny lze piehledné ur¢it z tzv. Coxeter-Dynkinovych diagrami. Vrcholy diagramu zné-

zoriwji kofeny z baze koienového systému. Mezi vrcholy napf. o, 3 je nakresleno tolik spojnic dng kolik vychazi ze
vztahu

(37) dag = (af) (Ba) € {0,1,2,3}.

Pokud je dng > 1, coz nastene, kdyZz délka « je rizna od 3 a kdyz kofeny nejsou na sebe kolmé, kresli se Sipka
od delsiho kofenu ke krat§imu.
V nasem jednoduchém piikladé 2 by diagram vypadal jako na obr. 4:

OBRAZEK 4. Diagram pro As.
Piehledné jsou Dynkinovy diagramy pro kofenové systémy jednotlivych Liovych algeber vidét na obrazku 5.
Nasledujici pfiklad shrne postup pfi rozkladu Lieovy algebry a vytvoreni Dynkinovych diagrami.
Piiklad 5. Rozklad algebry so (20 +1,C) = B; :
Necht L = glg(20 +1,C) pro I > 1, kde

1 0 0
S=10 0 I |,
0 I, 0O
pak L bude dle piikladu 2
(38) L={zegl (n,C)|az'S=—-Sz}.
Pievedenim Ldo bloku dostaneme
0 & —b
(39) L= b m p
—c q -m

Ozna¢me H mnozinu vSech diagonalnich matic v L a prvky matice o¢islujme 0 az 2. Pro h € H méame diagonalni
prvky 0,aq,...,a;, —a1, ...., —a;, kde miizeme h zapsat jako
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OBRAZEK 5. Dynkinovy diagramy pro kofenové systémy nékterych Lieovych algeber

l

(40) h = Zai(eii — €itlyitl)-

i=1

UvaZzujme podprostor tvofeny maticemi s nenulovymi prvky na pozicich oznacenych ve (39) jako b a ¢. Tyto
podprostory maji bazi tvofenou mnozinou

(41) {[biyci | (bi =ei0—€o4i), (i =€ —er+i0), (1 <i<DI}.

Snadno se ukaze, ze

(42) [h,b;] = aibi, [, ci] = —ac;,

roz§ifime soubor {b;, ¢;} na bazi L, tvofenou prvky

(43) Mij = €35 — €l4j14+i pro 1<i# 5 <,

(44) Dij = €i4j — €51+ pro 1<i<j <,
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(45) Qi = Dij = €iji — €giyy pro 1 <i<j<l,

Je vidét, ze prvky baze m;;,p;;, ¢;; jsou vlastnimi vektory zobrazeni ad(h), protoze

(46) [h,mij] = (ai — aj)mij7
(47) [h, pij] = (ai + a;)pij,
(48) [h, qji] = —(ai + a;)q;i,

Nyni ze vztaha (43-48) zapiSeme seznam kofent do tabulky:

’ koren \Ei\—é‘i\ € —&j ‘ €it+¢&j “(51""5]’)‘
| vlastni vektor | b; [ ¢ [mi; (i # ) [ piy(i <) | ¢5i(i £7) |

Tab.2
Béaze kofenového systemu (definice 9 ) je tedy dédna vztahem

(49) B={a;|1<i<1}U{Bi},
kdeaizsi—siﬂaﬁlzel.Pokud1§i<l,

€ = +oipq + ...+ + 06
apokud 1 <i<j<lI,

€ —€j =Q; + Qg1+ ... + 1,

gtej=a;+ ... t+aj_1+ 2(04]‘ +ajp1+ .+ a1+ ﬂl)
Nyni spoc¢itame prvky Cartanovy matice (def. 10):

2 i=j,
(@i, a5) =9 -1 |i—jl=1,
0  jinak.
-2 i=1-1,
(s, ) = {0 jinak.
-1 i=1-1,
(B, ) = {O jinak.

Toto nam ukazuje ((def 12) a (37)) jak bude vypadat Dynkiniv diagram.
Kotenovy system so(2l + 1,C) se oznaluje jako B.

Pro rank 3 tak dostaneme matici, kterou mame v definici 9 oznacenou jako Bs.
Zmaceni pro dalsi kofenové systémy je nasledujici:
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OBRAZEK 6. Dynkinovy diagramy pro korenovy systém B,,.

(1) sp(2l,C) znac¢ime t&zC;.
(2) sl(I +1,C) znacime tézA;.

Témito kofenovymi systémy se jiz nebudeme podrobné zabyvat.

4. ORBITA WEYLOVYCH GRUP

Definice 13. Necht y je libovolny prvek Eukleidova prostoru E,,. Orbitou Weylovy grupy nazveme mnozinu O(y)
takovou, Ze

(50) O(y) = {wy |weW}.

Pocet prvki v orbité oznacime jako | O(y) | a plati nésledujici: | O(0) |= 1, | O(y) |=| W |, kde y je vnitfnim
bodem Weylovy komory.
Priklad 6. Vratme se nyni k rozkladu z pifikladu 3 a spocitejme orbitu Weylovy grupy generovanou reflexemi

Ta, T3, kde a, 8 tvofi bazi systému kofent danych v (25). Orbity budeme pocitat k prvkim = € E,, zadanych ve
w-bazi (34) o slozkach a, b tzn. (x), = (a,b).

Nyni pro soufadnice s; a A; bodu A Eukleidova prostoru E,, v ortogonalni bazi {e1, es...e, } a v bazi {w1,wsa...wn}
(viz 33) plati:

S1 = nL-i-l/\l +%)\2 —i—%/\g +.. +%/\n—1 —l—ﬁ/\n,
s3 = —mgA RS 423+ +i/\n—1 +i/\n
S 5 W o 2.5 SO i Vs
(51) 53 . nr1Ml n+1'2 n+1”\3 v n+1/\n—1 n+17"1
Sp = —%Tl/\l —%51& —niéq/\:s — PN
Sn+1 = 7n7+1A1 7,”7_"_1)\2 7n7+1A3 e *%An—l *TLLHAW,,
a inverzni vztah je:
(52) Ai=8;— 841 pro 1<i<l.
Podle definice orbity (50) dostaneme prol =2 :
reflere 7, (A)wi (A)el Ta; (/\)e,; (Tas (A))w;
Tay (avb) (Q?a_’_%’_%_’_%’_%_%b):} (_%4_%)27;4_%,_%_%[))2 <_a”a‘+b)
Ty (a,b) (%+§,—g+g,—g—2—3:)=> (%+Q,—§—§b,—g+§)=> (a+b,—b)
Tay (a+b7_b) (%+§7_%_%b7_%+§):> (_%_%b?Q?a_’_%’_%_’_%): (_a_bva)
T (—a,a+b) (—g+§,%‘l+§,—g— 2%) — (—g+g,—g—§,%‘l+§) —  (b,—a—Db)
Taq (b,—a—b) (—%‘Fg,_%_%b,%“r%)z (_%_%7_%_’_%7%_’_5): (—b,—a)
Ty (—a—ba) (-4-224b o4 — (—g-2 a5 2,8— (—ga+tbd)
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3). Pomoci vztahu (51), jehoZ aplikaci znézornime

(i

O(a’ O) = {(a70)7 (_G’?a)’ (07 _@)}’
0(0,b) = {(0,b), (b, —-b), (—b,0), }.

O(a,b) = {(a,b), (—a,a+b),(a+b,-b),(—a —b,a),(b,—a —0b),(=b,—a)}.
(a,b,c) = (/\)ei

Okamzité je vidét, ze

, Ze

orbita Weylovy grupy ma tedy tvar:
(Mo,

kou, dostaneme

(53)
(54)
(55)
Ptiklad 7. Podobnym zpusobem najdeme orbity pro As
(56)

Sip

N LA LL 111X
Sl I VIR VI OIS G VI Ol
R A S

%i4bi42i42i4bi42i4bi4bi42i4bi42i4

a,4a,4aﬁ4a,_4a,4a,_4a_,4a,4a_,4a,43i4
[ N I I T
1% o1 5| TRl o i4£4£m’c,4£mﬁ3
M IR
B e R R e Rl
N e R

U S
o siwslvsivslsy a74a,437, a74a,4a,4 _,

= O [
o oI a3f4£4c74 - Ol
a C,4C,4C,4C,4 SIS SIS

Sttt
Sl e
o+ |+
j4242474J4E4J4J424j4J4

I I I

94 - 72424 72424 72424
[SIASESTAS STAS (SIS

ST S S S
2i4bi410i42i4b*4 i42i42i4%i4%i4%i4
ST S T S BT B
SIS [SIRS SIS SIS RS < S|
RN ESNIR TSNS

grrrrrrrrrn

AN NN TN TN TN TN TN TN T
O e R R O R N ]

R
%4@4@4&4&4 i42i4bi42i42i42i4
R N N e
sl sl S gl S gy« SIS S|

N e R
N R
+4++ 0+ + 0+
SESESES RS RS RN RSN S

,_,_,+_+__%
W94§4Q424942494£42424_
R R R
3 S It
(\24242424242434 Q< Q<

+H++++++ T+
S e R S B S R TR

+++++ 0+ 4]
STAS 3
a,4a,4a,4a,4a74a,4a74 | a,4a74 |

o OIS T QIFOIF T 240,4
24242424 Ol Ol

+t+++ T+ T
S|l i42i4bi42i42i4bi4%i4%i4
A+ + e
< < S| SIASESTES [SIESTES]
AR ARSI

(Tai (/\))wi
(_a’v a—+ bv C)a
(a+b,—b,b+c),
(a,b+ ¢, —c),

(_a7a+b+ca —C),
(b,—a—b,a+b+c),

(=b,—a,a+b+c),

(a*_b+cfﬂ%_b%
(—a —b,a,+b+ ¢),

(=b,b+c,—a—b—2c),

(a+b,0,*b*6),
(b+c¢,—a—b—ca+b),

Odpovidajici orbity v w-béazi jsou:

(57)
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Do orbity Weylvy grupy pro As patii kromé prvkia z (52) navic v8echny prvky, které maji slozky v opa¢ném

poradi s opaénym znaménkem, tedy

(_Cv _bv —CL),
(—c,—a —b,a),
(=b—c¢,b,—a—b),
(¢, =b—c¢,—a),

(¢,—a—b—c,a),
(—a—b—c,a+b,—b),
(58) (b+e¢,—c,—a—b),
(—a—bya+b+c,—b—c),
(—a—b—c¢b,a),
(b,c,—a —b—c),
(=b—c¢,—a,a+0),
(a+b+c,—b—c,b),

Pro As 1ze snadno najit dalsi orbity:

(59) 0(a,0,0) = {(a,0,0),(—a,a,0),(0,0,—a), (0, —a,a)},
(60) 0(0,b,0) = {(0,b,0), (b, —b,b), (b,0, =b), (—b, b, —b), (0, —b,0), (—b,0,b) },
(61) 0(0,0,¢) = {(0,0,¢), (0,¢,—c), (¢, —¢,0),(—c,0,0) }.

Ptiklad 8. Pro algebru sp(2l,C) (=C}) ur¢ime orbity Weylovy grupy pro ! =2 a 3.
V piikladu 2 jsme definovali algebru L =sp(2,C) = glg(21,C), kde

(0 I
s=( o)

L obsahuje prvky blokové matice ve tvaru:

(62) {(?/_%;>Ip=ﬁ,q=q?-

Oznacime H mnozinu diagonélnich matic algebry L. Prvek h € H bude mit tvar
l

(63) h= Zai(eii — €itlitl)

i=1
a baze algebry L je ve tvaru

(64) Mij = €ij = €pjivi, 1<i#j<I,

(65) Pij = €iltj — €lyi, 1<1<j <,



(66) Qi = Phj = €1gji — €lyig, 1<i<j<lL.

Zapusobenim zobrazeni ad h (viz 15) na tuto bazi ziskame

(67) [h,mij] = (ai — aj)mij,
(68) (h, pij]) = (ai + a;)pij,
(69) [h, qji] = —(ai + a;)q;i,

a pokud se i = j dostaneme, Ze
(70) (h, pij] = (2a:)pij,

(71) [h, qji] = —(2a;)qji-
Podle znagceni (17) ziskdme kofenovy systém shrnuty v nasledujici tabulce:

] kofen [26; [ 26| ei—e; | eite | —(eitey)]
[ vlastni vektor | pi; [ qu [ mi; (0 # ) [pi(i <) | ¢330 <j) |

Tab. 3 Baze kofenového systému (def. 12) je tedy dana

(72) B:{a¢|1§i§l}U{ﬂl},
(73) Qp = E&; — €541, 1<i<l—-1 a [ =2¢.
Nyni pro soufadnice s; a \; bodu A Eukleidova prostoru F,, v ortogonalni bazi {ej, ea, ..., e, } a v bazi {w1, wa, ..
plati:
s51= A+ A 4t Apmr Ay,
So = Ao Fo4+ A1+,
4
(74) = et .
Sp = +An,
a inverzni vztah:
(75) Ai=58;—Si+1, 1<i<l—1 a X =s;.

19

Swn}

n
Reflexe Weylovy grupy (7o, Tass--s"a;_,) DUsoObi na ortogonalni soufadnice vektoru A = > s;e; jako permutace

i=1

i-té a i+1-té soufednice a r,, = rg méni u jedné z téchto souradnic znaménko.

Pokud L = C5 (tj. I = 2 ) vypocteme orbitu Weylovy grupy generované reflexemi (74, ,r3). Vezméme X v bazi w;
pomoci (74) prevedeme do ortogonalni baze a pouzijeme jednu z reflexi (rq,,r3) a pfevedeme zpét do w-baze (75).
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Pro nés je podle (73) a; = (1,—-1),3 = (0,2). (Sipka zna&i zobrazeni pomoci reflexe).

(a.) w, = (a+b,b)e, => (a+b,b) — 2eENE) (o)) —

(76) = (b,a+b) = (—a,a+b,).

Dalsi vypocty shrnuje tabulka:

(N, 7i (A, (ri (A)
(a+b,b) (b,a +b) (—a,a+b,)
(77) (a+b,b) (a+b—b) (a+2b,-b)

(a+b,—b) (=b,a+b) (—a—2b,a+b)

Dalsi 4 prvky orbity lisici se pouze zaménkem od pravé spocitanych bychom ziskali pusobenim reflexi na prvky
s opafnym znaménkem.
Celkova orbita tedy vypada nésledovné:

(78) O(a,b) = {£(a,b) £ (—a,a +b,) £ (a + 2b, —b) £ (—a — 2b,a + b)} .

Piiklad 9. Pro C; (tzn. | = 3), kdyz (A), = (s1,52,53), dostavime 8.3! = 48 moznosti, jak se zméni 8 rizné
oznaménkovanych trojic souradnic:

S1 52 53
—S1 52 S3
S1 —S2 53
S1 52 —S3
—81 —S2 83
—S1 S22 —S83
S1 —S2  —S3
—S51 —S2 —S83

Pro vypocet orbity Weylovy grupy generované reflexemi (rq,,7q,,7g) vezmeme A\ v béazi w; (viz 33), pomoci (74)
prevedeme do ortogonalni baze a pouzijeme jednu z reflexi (rq,,rq,,73) a pievedeme zpét do w-baze (vztah 75).

Baze kofenového systému vypadé (viz 73) takto: a3 = (1,—1,0),2 = (0,1,—1),8 = (0,0,2). (V néasledujicim
schématu Sipka opét znamené zobrazeni prvku pomoci reflexe definované ve vztahu (29))

(a,b,c)=(a+b+c,b+c¢,c) = (a+b+c,b+ec) — 2((a+b(ti’)b(x’)c)(al))(al) =

79
(79) =((b+ca+b+cc)=(—a,a+bc)

Nasledujici tabulka shrne vypocet 24 prvka orbity:



(A,
(a+b+c¢,b+c,c)
(a+b+c¢,b+cc)
(a+b+c,b+c0)
(a+b+e,b+c,—c)
(a+b+e,b+c,—c)
(a+b+c¢,b+c,—c)
(a+b+e,—c,b+¢,)
(a+b+e¢,—c,b+¢,)
(a+b+c,e,b+0)
(a+b+c,eb+0)
(c,a+b+e,b+¢)
(c,a+b+e,b+¢)
(a +b+aq— —d
(a+b+ce,—b—2c)
@+ca+b+c—@
(b+ca+b+c, —c)
(¢,b+c,a+b+c)
(c,a+b+e,—b—c)
(a+b+c,—b—rc,c)
(ca+b+cb+@
(=b—c,a+b+cc)
(¢,b+c,—a—b—c)
(b+c¢,—c,a+b+c)
(¢,b+c,a+b+c)

7i (A,
(b+c,a+b+c,c)
(a4+b+c,e,b+c¢)
(a+b+ce,b+c¢,—c)
(b+c,a+b+c,—c)
(a+b+c¢,b+c0)
(a+b+ec,
(=c,a+b+e,b+c)
(a+b+ec,
(c,a+b+c,b+c¢)
(a+b+c,e,—b—c)
(c,a+b+c,—b—c)
(e,b+c,a+b+c)
(c,a+b+e,—b—2c)
(a+b+c¢,—b—cc)
(b+c¢,—c,a+b+c)
(b+c,a+b+c,c)
(¢,b+c,—a—b—c)

(¢,~b—c,a+b+c,)

(=b—c,a+b+cc)

(—c,a+b+e,—b—c)
(=b—c,a+b+c,—c)
( —a—b—c)
(=e,b+c,a+b+c)

b+c,c,

(b+c,c,a+b+c)

—c,b+ec,)

—c,—b—c¢,)

21

(ri (M),
(—a,a+b,c)
(a+b,=b,b+c)

(a,b+ 2¢,—c)
(—a,a+b+2c,—c)
(a7b,c)
(a+b+42c,—b—2¢,b+c)
(—a—b—2¢c,a,b+¢)
(a+b+2¢,b,—b—c)
(—a—b,a,b+c)
(a+b,2c+b,—b—c)
(—a—b,a+2b+2¢,—b—c)
(=b,—a,a+b+c)
(—a—b,a+2b+2¢c,—b—c)
(a+2b+ 2¢,—b— 2¢,¢)
(b+2¢c,—a—b—2c,a+b+c)
(—a,a+b,c)
(=b,a+2b+2¢,—a—b—c)
(b+2¢,—a—2b—2c,a+b+c)
(—a—2b—2c¢,a+b,c)

(—a—b—2c,a+2b+2¢c,—b—c)

(—a —2b—2c,a+b+2¢,—c)
(by,a+b+2c,—a—b—c)
(=b—2c,—a,a+b+c)

(b,—a—b,a+b+c)

Dalsich 24 prvka orbity lisicich se pouze zaménkem bychom ziskali stejnym ptusobenim reflexi na prvky s opa¢nym
znaménkem.
Dale snadno dostavame prvky specidlnich pfipada orbit:

O(a,b,0)={%£(a,b,0),£(a + b, —b,b), £(—a,a + b,0),£(b, —a — b,a + b), £(—a — b,a,b), £(—b, —a,a + b),
+(—a—2b,0,0), £(—a—b,—b, b) +(a+2b,—a—5,0),£(b,a+b,—a—b),(a+b,—a—2b,b), £(—b,a+2b, —a—b),
0(a,0,0) ={=* (a,0,0) + (a,—a,0) =+ (0,a,—a)},

0(0,6,0) = {£(0,b,0) & (b, =b,b) £ (b,0,—b) £ (2b, —b,0) £ (—b, —b,b) £ (b, —2b,b)},

0(0,0,¢) = {£(0,0,¢) %+ (0, 2c, —c) (20, —2¢,¢) £ (2¢,0,—¢)} .

Piiklad 10. Pro Bs shrnuje vypocet nasledujici tabulka:
(N, = (@,b,c) = (A),, =(a+b+5,b+5,5),

€q



(

(A,
(a+b+S,b+59)
(a+b+5,0+5,5)
(a+b+5,0+5,5)
(b+35,a+b+5,5)
(b+35,a+b+5,5)
(a+b+5,5,b+3)
(a+b+5,5,0+5%)
a+b+5,0+5,-5)
(b+5,5,a+b+5)
(b+5,5,a+b+5)
(5,a+b+5,b+%)
a+b+35,5,-b—35)
a+b+5,-5,0+5%)
a+b+§,f%,b+§)
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= (11 (),
(—a,a+b,c)
(a+b,—b,2b+¢)
(a,b+ ¢, —c)
(b,—a—0b,2a+2b+c)
(—a,a+b+c¢,—c)

(—a —b,a,2b+ c)
(a+b,b+e¢,—2b—c)
(a+b+ec,—b—c2b+¢)
(=b,—a,2a+ 2b+c)
(bya+b+c,—2a—2b—c)
(—a—b,a+2b+c¢,—2b—c)
(a+2b+c¢,—b—c,c)
(—a—b—c,a,2b+c)
(a+b+e¢b,—2b—c)
(=b,a+2b+c¢,—2a —2b—c¢)
(a+2b+c¢,—a—b—c,c)
(=b—c¢,—a,2a+2b+c)
(—a—b—c,a+2b+c¢,—2b—¢)
(a+2b+¢,—b,—c)
(—a—2b—c,a+b,c)
(b+c¢,—a—2b—c,2a+2b+c)
(b+c,—a—b—1c,2a+2b+c)
(b+c¢,a+b,—2a—2b—c)

~—

~— —

Dalsich 24 prvku se lisi od jiz spocitanych pouze ve znaménku.
Snadno ziskame dalsi orbity:

0(a,0,0) = {£(a,0,0) £ (a, —a,0) + (0,a, —2a)},
0(0,b,0) = {£(0,b,0) % (b, b 2b) £ (—b,0,2b) £ (—2b,,0) £ (—b, —b, 2b) £ (b, —2b,2b)},
0(0,0,¢) = {£(0,0,¢) = (¢, —¢,¢) £ (0,¢, —¢) + (—¢,0,¢)} .

5. SOUCIN ORBIT A DEKOMPOZICE SOUCINU ORBIT

Definice 14. Soucin dvou orbit O(\) a O(\') znatime O(A) ® O(A') a definujeme ho jako mnoZina bodu ve tvaru
A1+ A kde A\ € O()\) al € O()\\)

Priiklad 11. Mé&jme orbitu A; pro a # b,

(80)

a,b € E. Pro soucin O(a) ® O(b) dostaneme:

O(a) @ O(b) ={a,—a} @ {b,-b} ={a+b,—a—-b}U{la-b|,—|a=b]} =0(a+b)UO(Ja—>b]).
Pro vys3i dimenze nejprve uvazujme dekompozici soucinu orbit O(A) = {wA | w € W/Wi} aO(p) = {wp | w € W/W,}.

Soutin tedy podle definice (13) bude ve tvaru:

(81)

O\) @ O(pu) ={wA+w'p | we W/Wy,we W/W,} =
={wA+wip|we W/ Wyt U{wA+wap | we W/WrU...U{wA+w,pu|we W/ Wy},

kde wq, wsy.. ws € W/W,.
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Lemma 6. Soucin O(\) @ O(\') obsahuje pouze orbity ve tvaru O(| wA + p |), w € W/Wy, kde | w\ + u | je
dominantni vdéha orbity obsahujici w\+ p. Navic kazdd orbita O(| wA+p |), w € W/Wy, je v soucinu O(X)@O(N).

Pro kazdy dominantni prvek wA + w;u z (78) existuje w” € W takovy, ze w” (wA + w;p) = w' A+ p. To znamena,
ze wA + w;p je ve tvaru | w'A + p |,w’ € W/W,. Naopak vezmeme kazdy prvek wh + p,w € W/Wy, ktery patii do
soufinu O(a) ® O(b).To znamen4, 7e také | wA + u | patii do tohoto sou¢inu. Proto orbita O(| wA+ p |) je obsaZena
v soutinu O(a) ® O(b) a tim je lemma dokazano.

Lemma 7. Necht O(\) a O(u) jsou orbity takové, Ze A # 0, # 0 a necht vSechny proky wA + p,w € W/Wy jsou
striktné dominantni, potom

(82) ON @O0 = H O(wr+p).
weW /Wy
Necht O(N) a O(p) jsou orbity takové, Ze X £ 0, u # 0. Necht vsechny proky wA+ p,w € W/Wy jsou dominanini,
potom

(53) 0N @00 = |8 s, OwA+ ),
weW /Wy

kde NawA+p :| Ww)\_;,_ﬂ | .

Necht A # 0, potom vSechny prvky wA + p,w € W/W) jsou dominantni pravé tehdy, kdyz W, = {1} . Potom
na pravé strané (78) je | W | ¢lent. Pokud wA + p je striktné dominantni, tj. Wyx4, = {1}, potom je tento ¢len
zastoupen pouze jednou. To znamen4, Ze nyx4, = 1. Pokud wA + p je umistén na jedné z Weyelovych stén, potom
je tento ¢len zastoupen nyxt, =| Wirt, |-krat. Proto je v sou¢inu orbit O(X) ® O(u) orbita O(wA + p1) zastoupena
Nuwr+pu-krat. Naésledujici piiklady urci dekompozice soucinu orbit pro jednoduché piipady algebry Cb.

Piiklad 12. O(q,0) ® O(a,0) = 7
Ze (76) je O(a,b) = {£(a,b) £ (—a,a+b,) £ (a +2b,—b) £ (—a —2b,a +b)}, tedy u nas
O(CL, O) = {(CL, —(1)7 (—(1, CL), ((1, 0)7 (_a7 O)} .
Prvky wA a wA + p jsou v néasledujici tabulce:

WA WA+
(a,—a) (2a,—a)
(84) (—a,a) (0,a)
(a,0)  (2a,0)
(—CL, O) (Oa O)
(a,a) = (0,a)
f7g
(2(1, —Cl) = (a7 —Cl)
I 7a
(_aa a) = (—20,,&)
Jrg

(-a,—a) = (0,—a)
Podle lemmatu 8 je nasobnost orbity O(0,a) 2, protoze

(85) 2 = Nudtu = Nu(a,0)4(a,0) = (~a,0)+(0,0) = 7(0,0) =| W(a,0)+(a0) |
kde Wyryp ={w' € W w' (wh+ p) = wA + p} ’
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Podobné pro 0(0,0) ziskdme nasobnost 4. Celkem tedy dostavame rozklad sou¢inu
(86) 0(a,0) ® O(a,0) = O(2a,0) U20(0, a) U40(0,0).

Piiklad 13. O(a,0) ® O(0,a) =? Mame O(a,0) = {(a, —a), (—a, a), (a,0), (—a,0)}. Pro wA a wA + u plati:

WA WA+ [
(a,—a) (a,0)

(87) (—a,a) (—a,2a)
(a,0)  (a,a)

(—a,0) (—a,a)

Zobrazime nedominantni prvky do dominantni Weylovy komory a spo¢itame podle (82) nasobnost prvki orbit
v dekompozici:

(a,0) = (a,0)
f ra
(—a,a) = (0,a)

Irg

(0,—a) = (a,—a)
(2a,a) = (a,a)
ftra

(—a,2a) = (a,2a)

Irg

(a,—2a) = (3a,—2a)

(88) O(a,0) ® O(0,a) = O(a,a) U20(a,0).

Dale postupujeme analogicky jako v pfedchozich piikladech. Jednotlivé kroky uvadime schematicky jiz bez ko-
mentéare.

Piiklad 14. O(a,0) ® O(0,2a) =?

O(a,0) = {(a,—a),(—a,a),(a,0),(—a,0)}. Pro wA a wA + p méame:

WA WA+ W

(a,—a) (a,a)
(89) (—a,a) (—a,3a)
(a,0)  (a,2a)

(_aa 0) (_a72a)



(72&, a)
ftra
(a, —2a)
frrs
(a,2a)
I ra
(2a,a)
s
(2a, —a)
dra
(—a,2a)
Jrg
(—a,—2a)

(—a,2a) =

(90)

!

!

b

Priklad 15. O(2a,0) ® O(0,a) =7
O(a, 0) = {(av _a)7 (_a7 a’)7 (a> 0)7 (_a7 O)}

(91)

(*3@, a)

(3a,—2a)

(a,a)
(3a,—a)
(—3a,2a)

(a,—2a)

(—a,3a)

=

(—3a,2a)
T ra
(2a,—3a)
ftrs
(2a,3a)
dra
(3a,2a)
s
(3a, —2a)
dra
(—2a,3a)
brp
(—2a, —3a)

O(a,0) ® O(0,2a) = O(a,2a) UO(a,a).

WA WA+ W
(2a,0) (2a,a)
(—2a,2a) (—2a,3a)
(2a,—2a) (2a,—a)
(—2a,0) (—2a,a)
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I

(—5a,2a)

I

(5a,—3a)

(a,2a)
(5a, —2a)

(—5a, 3a)

A

(a,—3a)

Zobrazime nedominantni prvky do dominantni Weylovy komory a spo¢itame podle (82) nésobnost prvki orbit v

dekompozici

(92)

Piiklad 16. O(a,b) ® O(a,b)=" Ze (75) mame
O(a,b) = {£(a,b) £ (—a,a +b,) £ (a + 2b, —b) £ (—a — 2b,a + b)} .

(93)

(0,a) €

ffra
(3@, _a)
frrs
(3a,a)
T ra
(a,3a)
s
(a,—3a)
dra
(—361, a)
drp
(—3a, —a)

0(2a,0) ® 0(0,a) = 0(2a,a) U20(0, a).

(—4a, 3a)
—  (4a,—a)
— (2a, a)
N
—  (4a,-3a)
—  (~4a,a)
—  (-2a,—a)



(94)

(a,a)

frrs
(2a,—a) = (a,—a)
ra
(_aa a’)

Irp

(_a7 _a')

(a,—a — 2b)
frra
(a,a + 2b)
ftra
(a+2b,a)
frrs
(2a+2b,—a) = (a+2b,—a)

dra
(—a,a+ 2b)
s
(—a,—a — 2b)
dra
(—a — 2b,—a)
s
(—a—2b,a)

Podobné bychom pokracovali pro (—2b,2b) a (—2b, a + 2b). Vysledny soudin je potom:

(95) O(a,b) ® O(a,b) = (2a,2b) U4(0,0) U (0,a + 2b) U (2a + 2b,0) U (0, ) U (2b,0) U (2b, a).

WA WA+ [
(a,b) (2a,2b)
(—a,—b) (0,0)
(—a,a+Db,) (0,a + 2b)
(CL, —a— b:) (2&, —CL)
(a + 2b, —b) (2a + 20,0)
(—a —2b,b) (—2b, 2b)
(—a—2b,a+b) (2a+ 2b,—a)
(+a+2b,—a—0b) (—2b,a+ 2b)

= (0,a)

= (2a, —a)

= (—2a,a)

e (0, —a)

= (2a+ 2b, —a — 2b)

= (—2b,a + 2b)

= (2b,a)

= (—2a —2b,a + 2b)

= (=2b,—a—2b)

= (—2b,—a)

= (—2a — 2b,a)

Dale jsou 2 piiklady dekompozice soucinu orbit pro algebru A,

0(a,0) ® O(b,0)=?

Z (54) mame O(aa 0) = {(av O)a (_a_a a)v (Oa _a)}

(96)

WA WA+ [

(a,0) (a

+,0)

(7&7,&) (7a+ ba a)
(07 _a) (ba _a)

26
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—a 2(—a —a
( %‘FTv*%* (3 )7%6+T) = (7@7*1)7(1)
M Ty ,
5+ Rr i = (h-g
N Tay
—a —a 2(—a
(b,—a) = (Z+3 -5+ -5-G
“Taz
—a 2(—a —a
(%b+777g7%77§+7) = (bia”a)
, I ra,
- (ga)v%b—’—%aa_g _Ta) = (_b+aab)

(~3

Vysledek je tedy

(97) 0(a,0) ® O(b,0) = O(a+b,0) UO(b — a,a) pro a<b
Piiklad 17. O(aq,0) ® O(a,0) =7

wA WA+ p
(a,0) (2a,0)
(98) (—a—,a) (0,a)
(07 _a') (CL, _a)
(C§+3 -5 - R = (a0
1t 7
(_%+;a’2?a+ 730,7_%_ 2(;(1)) = (—a,O)
7
(a-0) = (F+3-5+3-5- 5
Tas
F+3 -5+ = (00
Y 7o,
(5 -2 E+ 3 5+3) = (09
(99) 0O(a,0) ® O(a,0) = O(2a,0) U 20(0, a).

O(a,a) ® O(a,a) =7
O(a,a) = {(a,a), (—a,2a), (2a,—a), (—2a,a), (a,—2a), (—a, —a)}

(—a,2a)  (0,3a)
(100) (2a,—a)  (3a,0)
(—2a,a) (—a,2a)
((aa —2@)) (2(%7 8)a>
(_a72a) = (%a + 2?(17% + 2?(17% u 4?0‘) = (0,(17 —CL) = (a707 _a) = (a7a)
(2a,—a) = (%’1 + 3, 73?‘1 + 3 —% + %‘l) = (a,—a,0) = (a,0,—a) = (a,a)
(0,3a) = L= = (a,a,—2a) = (a,a,—2a) = (0,3a)
(3a,0) = - = (2a,—a,—a) = (2a,—a,—a) = (3q,0)

(101) O(a,a) ® O(a,a) = O(2a,2a) U O(a,a) U20(0,3a) U20(3a,0) U60(0,0).
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6. POUZITI DEKOMPOZICNICH MATIC

vvvvvv

Lol
pro simple kofeny of,ab,...,a, odpovidajici Weylové grupé W’) podmnozinou vektort wi,ws, ...,wm(J ero které
2(w;,a
((O‘jvo‘jj))

V téchto pripadech lze konstruovat tzv. dekompoziéni matice pro W/ C W a pro zobrazované vahy A =
(A1; A2, .os Ap) v w-bézi do vah A = (AN, A5, ..., \) v w'-béazi.

Rozmér matice je dan jako m x n, kde m je rank podalgebry a n je rank algebry. Dekompozi¢ni matice je
matice zuZeni linedrniho zobrazeni pfislusného dualniho homomorfismu k homomorfismu, ktery popisuje vnoreni
algeber. Matici lze zkonstruovat tak, Ze zrealizujeme pozadovanou algebru jako algebru matic, v ni najdeme danou
podalgebru, sestrojime explicitné vnoiujici homomorfismus a jeho dudl a zuZeni tohoto dudlu na prostor koteni
algebry pak zobrazuje do prostoru kofent dané urcené podalgebry. K tomu tedy musime explicitné znat vnofeni.

Tvar matice lze do jisté miry ( rozumné rozdilnych a rozumné velkych ranki algeber) uhodnout postupnym
vklddanim do sloupcii matice vyssi a vySsi dominantni vahy.

2wl o,
algeber L' C L ). V téchto vnofeni neni soubor vektorta wj,wj, ...w,, ( tedy takovych pro které plati ((w aJ>) =0;j

= 0;; kde prosté kofeny o, o, ..., am odpovidaji Weylové grupé W).

Piiklad 18. A3 C Cs. Hledame matici 2 x 3. Rozmér fundamentalni orbity O(1,0,0) v As je 4, protoze O(1,0,0) =
{(1,0,0),(-1,1,0),(0,0,—1),(0,—1,1)} (viz. 59). Rozméry orbit v C5 jsou (viz 78):
(102) | O(a,b) [=8, [0(1,0)[=4, [0(0,1)[=4.

V prvnim sloupci dekompozi¢ni matice tak musi byt alespoii jedna 0. Rozméry dalsich fundamentélnich orbit v
Aj jsou
(103) 10(0,1,0) |=6, ]0(0,0,1) |=4.

(103) a (102) davaji omezeni na kazdy sloupec, kde musi byt alesponr jedna nula. Celkem mame 8 piipustnych
variant dekompozi¢ni matice.

1.sloupec 2.sloupec 3.sloupec 1.sloupec 2.sloupec 3.sloupec

(v) = () ) ()

SO

N
o o
~_

(%) (o) (5)

Misto pismen budeme vpisovat co nejmensi nezédporna celé ¢isla (tzn. nejmensi vahy do sloupct) a kontrolujeme
podminku dekompozi¢ni matice tj. pro kazdou celo¢iselnou véhu («, 3,7) z As pocitame sou¢in dekomp. matice se
v8emi prvky orbity O(a, 3,7). Z vysledka vybereme dominantni vahy, z Cy a seCteme rozméry jejich orbit. Soucet
by mé&l byt stejny jako rozmér O(a, 3, 7).

. o Do (1 .

Prvni pokus (ve sméru §ipek ® nahradit pismena jednickami) nam da < 0 (1) (1) ) Dale
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/N
O =
= O
=)
"
)
—~
[l
=
(an)
S—
N
O =
= o
—= O
N~

| O(1,0) | +] O(0,0) |=4+1 =54 = O(1,0,0) | .

Po chvili zkouSeni vytvoiime matici ( ve sméru §ipek ¥ ndhradou pismen jednickami ) < (1) (1) (1) ) Zkontrolu-
jeme:
11 -1 1] 0 | ©
1 01 ) 1 01 1| -1 | -1 ] 1
0(1,0,0) = ( ) o| 1 | o0 | -1 |= ( —
( 010 010 0] 0 | -1 | 1 o| 1 | 0o | -1
(104) 1 0(1,0) [=4=]0(1,0,0) | .

Priklad 19. B3 C A3

Podle (ptikladu 10) je

0(1,0,0) = {(1,0,0),(-1,0,0),(1,-1,0),(-1,1,0),(0,1,-2), (0, —1,2)},

z toho tedy velikosti orbity z Bs jsou | O(1,0,0) |= 6, dale | O(0,1,0) |= 12, , | 0(0,0,1) |=8

Velikosti orbit v Az jsou obecné | O(a,b,c) |= 24, | O(a,b,0) |= 12, stejné jako | O(a,0,¢) | a | O(0,b,c) | .

Déle | O(a,0,0) |=|] O(0,0,c) |=4 a | 0O(0,b,0) |=6

To tedy klade na prvni sloupec pozadavek alespon dvou nul a na druhy sloupec alesponi jednu nulu a na tieti
sloupec alespon dvé nuly.

Moznosti jsou naledujici:

1.sloupec 2.sloupec 3.sloupec 1.sloupec 2.sloupec 3.sloupec
0 d 0 d
b 2 0 b 0
c 0 c 0
¢
a b 0 0 b 0
0 0 d a 2 0 d
0 c 0 0 c 0
b 0 b 0
c 0 c 0
0 d 0 d
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1.sloupec 2.sloupec 3.sloupec
0 d
b 0
c 0
0 b 0
0 0 d
a c 0
b 0
c 0
0 d

Celkem tedy mame 27 moZnych matic. Ted budeme vpisovat misto pismen co nejmensi nezédporna ¢isla a kon-
trolovat podminku dekompozi¢ni matice pro dominantni vahu z Bs, napf. (o, 8,v) = (1,0,0) :

0
Do matice vznikajici ve sméru Sipek ® dosadime misto pismen jednicky a dostavame 1
1

O O =

1

0

0

Z prikladu 9, O(1,0,0) = {(1,0,0), (-1,0,0),(1,-1,0),(-1,1,0),(0,1,-2), (0, —1,2)}, na kazdy bod orbity z Bs
aplikujeme nasi moznou dekompoziéni matici:

10 1 1| =1 ] 1 | =1 1] 0 | o0 1| -1 | 1 | =1 | =2 | 2
01 0 o] o | -1 ] 1 | 1 | -=1]=|lo] o0 | -1] 1] 1 ] -1
01 0 o] o | 0o | 0o | -2 2 o] o | -1 1 | 1 | -1

Jedina dominantni vaha je (1,0,0) (€ As) =] O(1,0,0) |= 4# 6 =| O(1,0,0) € Bs | . Nerovnitko naznacuje,
ze jsme tentokrat neuspéli a je tieba zkusit jinou moZznou matici. Po mnoha pokusech ziskame matici s jednickami
misto pismen (ve sméru §ipek ¥) ve tvaru

0 1 1
(105) 100
0 1 0
Ovérime podminku dekompozi¢ni matice
0 1 1 1] -1 1 | -1 ] 0 | O o] o | -1 1] 1 | -1 ] 1
1 00 o| o | -1} 1] 1 | -1)={11]-11] 1 1] -11] 010
01 0 o] o | o | 0 | =2 ] 2 o] o | -1 1] 1 | 1 | -1

jedinou dominantni vahou patfici do As je (0, 1,0), pro kterou

(106) [ 0(0,1,0)en; |= 6= O(1,0,0)es; | -

Tim jsme dostali dekompozi¢ni matici pro By C As.
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7. GENERUJICI FUNKCE

Pomoct tzv. generujicich funkci lze urcovat nasobnosti orbit v rozkladech soucinu orbit a nésobnosti pro restrikce
W-orbity na W'-orbity. Rada generujicich funkci je sepsédna v préci [6]. Nasobnosti orbit O(py, ..., in) v orbité
O(M1, ..., Am) jsou koeficienty v rozvojich generujicich funkci do mocninnych fad u ¢lentt A .... A\ Bi .. Bln .

Priiklad 20. Napf. pro restrikci Go —C As vypada generujici funkce takto

1 1 b
107
(107) 1—a1wa2+1—@>’

kde a1 =A1B1B2, by = A3B;, b5 = A3Bs jsou tzv. elementarni orbity.
Po dosazeni dostaneme

(108) u—m&&% Az B L ).

1-— A2B2 1-— A2B1
Po rozvinuti do mocninné fady do prvnich 5 ¢lent pro kazdou proménnou dostavame
(109) 1+ AgBy + A2B2 + A3B3 + A3B3 + ASBS + AyBy — A1 BoBy — A1 Ay B2B, — AyA3B1BS — AJA3SB3 By + ..

—AYAB3B) + A2B? — AyA\BoB? + ASB} — A2A,ByB} + A3B} — A3A1ByB} + ASB} — AYA By B}

Priklad 21. Generujici funkce pro restrikci B3 —C A3 vypada nésledovné:

1 1 ;
(110) (1mx1@)<1%_%1%>’

kde a1 = A1By, by =A3B1B3, c;=A3B3 c3= A3B; po dosazeni a pravé dostaneme

(1 - AlB2) (11431?1%3 + 1—2331)
(1 - AyB,B3) ’

(111)

rozvoj do mocninné fady do prvnich dvou ¢lenu v kazdé proménné vypada nasledovné:

(112)
1+ A3B; +A§B% —A1By—A{A3B1 By _AlAgB%BQ +A333+A23133+A2A33%Bg—A1A3B2B3 —A1A>3B1ByB3+....

—A1AyA3B?ByBs + A2B2 4+ Ay A3sB1 B2 + A3BiB2 — A1 A2ByB2 — Ay Ay A3B1ByB2 — Ay A2B? By B2

Mnoho dalsich generujicich funkci je uvedeno v praci [5].
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8. FUNKCE NA ORBITECH WEYLOVY GRUPY

Funkce na, orbité jsou symetrické (viici Weylové grupé), obdoby exponencialnich funkei e>7(™*) umotnujicich
provadét Fourierovu transformaci na F,,. Funkce na orbité jsou definovany takto:

Definice 15. Necht W je Weylova grupa transormaci Eukleidova prostoru E,,. Kazdému prvku A € E,, z dominantni
Weylovy komory ( véetné hranic ) odpovida funkce na orbité

(113) o (z) = Z e?mide) z e kb,
HEO(X)
A
kde O () je W — orbita prvku A. (Nékdy je funkce na orbité definovana jako) ¢, (z) =| Wy | éx (x), kdy je
A
oA (0) =W .
Pocet s¢itanct v (113) odpovida velikosti | O(A) |, ktera se shoduje s | W | /| Wy |.

Pfiklad 22. Funkce na orbité pro A;. V tomto piipadé existuje pouze 1 (prosty) kofen a. Protoze (a,a) = 2, je
2 (w,a) / (a, ) = 1, to znamena (w,a) =1, jeiw = /2 a (w,w) = 1/2. Prvky z P lze zapsat jako A = mw , kde
m € Zy a x € Ey jako z = fw. Spocitame r,, :

2(0
(114) raa::m—guj’)a)a:x—Ha:x—%::—m,
a,«
funkce na orbité ¢, (z) je tedy
(115) ¢>\ (LE) — e27ri(mw,0w) + 627ri(mw,70w) — eﬂ'im& + efmimO — 2COS(7TTTZ9),

kde m # 0. Pokud m = 0 potom ¢, (z) = 1.

Priklad 23. Funkce na orbité ¢, (z) pro As.
Budeme uvazovat A v w -bézi tedy (), = (a,b), kde a > b > 0. Podle (53) dostaneme

(116) O (2) = P(ap) () = e2mil(ab)@) 4 p2mi((—a,a+b),m) 4 27i((atb,—b),2) 4 2mi((b,—a—b),x) |

_~_e27ri((7a7b,a),a:) + e27ri((7b,fa),m)

Pro skalarni soucin vektoru v w-bazi plati

1 n
(117) ((E,y) = § Z LYk (M_l)jk (Olk,Oék) = xM_lDyT7
jk=1
kde D=diag (% (o1,01),.cecvene o, ).

Vezmeme-li tedy = = 6w + 6ow a (), = (a,b), pomoci (35) a (117) dostaneme

(118) Bany (@) = o B ((2a+b)01,(a+2b)02) 4 2 ((—atb)01,(a+20)02) | o 25 ((2a+b)01,(a—b)62) |

+67§”i((a7b)91,(2a+b)92) +6*3’”’((a+2b)01,(7a+b)92) +6’23"i((a+2b)61,(2a+b)02)

Shrneme nékolik dulezitych vlastnosti funkei na orbité:
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e Invariance vici W: Jednou z vlastnosti funkci na orbité je jejich invariance vaci Weylové grupé W a déle
pokud bereme A\ € P (P = Zwy + ... + Zws) , jsou funkce na orbitech invariantni vaéi tzv. afinni Weylové

grupé.
ProtoZe skalarni soucin (.,.) je invariantni na E,vaéi W tzn.
(wx’wy) = (I’y) )
plati ¢ (wz) = ¢y (x), coz plyne z

Z 627” pwz) Z 6271'1(0.) ) Z eQﬂ'z(u z) _ qzﬁ)\( )

neO(N) neO(N) neEO(N)
e Spojitost: Protoze funkce ¢y jsou kone¢né sumy exponencialnich funkci, jsou spojité a maji spojité derivace
vech radu.
e Plati ¢y () = ¢y (cx): Protoze plati w(c\) = cw(A) pro kazdé ¢ € Raprow € W, O(cA) je orbita obsahujici
cwA. Tedy

(119) bor ()= 3 mens) = § 2 — g, (ex).

cp€O0(e) HEO(N)

AN
o Dualita: Vezmeme-li ¢, (z) z definice 14 miZeme psét

(120) by (@) = S emiera)

weWw

a protoze skalarni soucin (.,.) je invariantni na F,va¢i W tzn.

(W, wy) = (1,9),
dostavame

A ) . . A
(121) ¢A (m) — Z €2m(/\,w x) _ Z eQm(A,wx) _ (bw ()\) )

weWw weW

Piiklad 24. Jako piiklad pouziti funkci na orbitdch budeme pomoci nich aproximovat charakteristickou funkci
jistého kruhu v R2. Vezméme algebru Co = sp(4, C). Tato algebra mé v kofenovém systému tyto kotfeny (v bézi
H*):

¢ = {(_27 O)a (_]-7 _]-)v (_17 ]-)v (07 _2)7 (07 2)a (17 _1)1 (17 1)7 (2a 0)}

Prosté kofeny jsou a; = (1,—1) a s = (0,2), prvni kofen je kratsi, kvadrat délky volime roven 1, druhy kofen
delsi, méa kvadrat délky roven 2. Fundamentalni vahy (w;, ;) = 0;; jsou wi = (1,0) a wa = (1,1). Dale plati
2« 2w
m = (2,-2), ay = (0,2), wy = <a1’;1> = (2,0), wy’ = (1,1). Pak (w;,af) = d;;. Pouzijeme téz
oznaceni QY = Zay + Zavy .

Orbity Cs jsme jiz vypocetli v prikladu 8.
Bud nyni M € N. Fundamentélni oblast algebry Co ma tvar

ay =

1
F:{(x,y)6R2|O§x§§ayzmaygl—x}.

Definujme nyni funkei f(x,y), kterd nabyva hodnoty 1 na mnozing
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0.5
P4
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L n L
-1.0 -05 05 1.0

OBRAZEK 7. Kofeny (plng) a vahy (Garkovang) Co

o (=0) (-2 < ()}

a je nulova jinde. Mnozina bodu mfizky ve fundamentalni oblasti F', na kterych budeme srovnavat pivodni funkci

s aproximovanou, je definovana vztahem

s S
Fy = {lel/ + M2w¥|80’1,2 €7, 50,1,2 >0, sop+ 281+ 82 = M} .
Pro hodnotu M jsou body miizky zndzornény na obrazku. Je zde také vyznacena kruhova oblast, na které nabyva

funkce f hodnoty 1.

OBRAZEK 8. Body miizky F); pro M = 24 a oblast, kde je f rovna 1

Funkci f aproximujeme ve fundamentalni oblasti pomoci linedrni kombinace funkei na orbité s vdhami z mnoziny
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Ay = {tiwr + towslto 12 € Z, to1,2 >0, to+1t1 + 2ty = M}.
Aproximac¢ni funkce méa tvar

v = Z CADA,

ANEA N

kde koeficienty c) jsou dany vztahem
ey = <f7 ¢>\>

(P, )’

kde pro skalarni soucin plati
(f.9) =Y el@)f(x)g(x),
x€Fr

kde ¢(z) je pocet prvkii v mnoziné {wz € R"/Q|w € W}.
Pro funkci f vypoéteme piiklady aproximaci pro hodnoty M = 8 M = 16 a M = 24. Jsou znézornény na
obrazcich. Je vidét, ze pro vySsi hustotu miizky M aproximagni funkce fj; ¢im dal lépe aproximuje puvodni funkei

I

04 e

OBRAZEK 9. Aproximace pro M =8

04

OBRAZEK 10. Aproximace pro M =8



04

OBRAZEK 11. Aproximace pro M =8
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