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1. Úvod

Tato práce se p°edev²ím zabývá tzv. orbitami Weylovy grupy. Tyto orbity souvisí s kone£nými grupami W
geometrických symetrií, generovaných transformacemi ri (takových, ºe r2

i = 1, i = 1, 2, . . . , n) n−dimenzionálního
Eukleidova prostoru En, v·£i n−1dimenzionálnímu podprostoru obsahujícího po£átek. V této práci se budeme také
v¥novat funkcím na orbitech symetrických grup W , které jsou Weylovými grupami z t°ídy tzv. polojednoduchých
(poloprostých) Lieových grup. V záv¥ru se stru£n¥ zmíníme o jejich aplikaci.

Nyní nastíníme postup, který budeme dále podrobn¥ rozebírat. Vezmeme bod λ ∈ En (v ur£ité bázi) a zap·sobíme
na n¥j prvky grupy W . Ozna£íme orbitu bodu λ v·£i grup¥ W jako O(λ), coº je v podstat¥ mnoºina v²ech bod·,
navzájem r·zných, ve tvaru wλ,w ∈Wn. Funkce na orbit¥ jsou de�novány jako

φλ(x) =
∑

µεO(λ)

e2πi〈µ,x〉,

kde 〈µ, x〉 je skalární sou£in na En. Tyto funkce jsou invariantní vzhledem ke grup¥ W : φλ(wx) = φλ(x), w ∈ W
a to je vlastnost, díky níº mohou být funkce na orbit¥ chápány jako symetrické exponenciální funkce.

Jak známo n−dimensionální exponenciální funkce e2π(m1x1+...+mnxn)
n pro celo£íselné m1, ...,mn ur£ují rozklad

funkcí do Fourierových °ad. Symetrické a antisymetrické orbit-funkce mají souvislost s exponencialními multidimen-
zionálními symetrickými a antisymetrickými funkcemi. Ukáºeme p°íklad rozkladu t°í dvoudimenzion8ln9 funkce do
tzv.funkcí na orbit¥.

2. Lieova algebra

Abychom mohli de�novat orbitu Weylovy grupy a následn¥ funkci na orbit¥, je t°eba uvést n¥které pojmy z
oblasti Lieových algeber a jejich klasi�kací p°es ko°enové systémy.

De�nice 1. Lieova algebra nad t¥lesem F je vektorový prostor L nad t¥lesem F spolu se zadaným bilineárním
zobrazením
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(1) L× L→ L, (x, y) 7→ [x, y] ,

vyhovující následujícím vztah·m:

(2) [x, x] = 0,

(3) [x, [y, z]] [y, [z, x]] [z, [x, y]] = 0, x, y, z ∈ L,

odkud dostaneme jednoduchý vztah

(4) [x, y] = − [y, x] , x, y, z ∈ L.

P°íklad 1. P°íkladem struktury Lieovy algebry v prostoru R3 m·ºe být nap°. vektorový sou£in (x, y)→ x∧y, kde

x ∧ y = (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1) .
Dal²ími p°íklady Lieových algeber jsou:

(1) gl(V ) (mnoºina lineárních zobrazení V → V tzv. obecná lineární algebra), kde [x, y] = x ◦ y − y ◦ x, kde ◦
zna£í sloºené zobrazení.

(2) gl(n, F ) (vektorový prostor v²ech matic n× n, pro které je [x, y] = xy − yx).
(3) sl (n, F ) (vektorový prostor matic s nulovou stopou, který je podprostorem prostoru gl (n, F )).

De�nice 2. Pod Lieovou podalgebrou algebry L rozumíme vektorový prostor K ⊆ L takový, ºe

[x, y] ∈ K, x, y ∈ K.
Pod pojmem ideál Lieovi algebry L, rozumíme podprostor I, pro který platí

[x, y] ∈ I, x ∈ L, y ∈ I.
�ekneme, ºe Lieova algebra je °e²itelná, pokud pro n¥jaké p°irozené m ≥ 1 platí:

(5) L(m) = 0, L(m) =
[
L(m−1), L(m−1)

]
,

(6)
[
L(m−1), L(m−1)

]
=
{

[x, y] | x, y ∈ L(m−1)
}
.

Lemma 1. Nech´ L je kone£n¥dimenzionální Lieova algebra. Potom v L existuje práv¥ jeden °e²itelný ideál, ob-
sahující v²echny °e²itelné ideály z L.

Nech´ R je °e²itelný ideál s nejv¥t²í moºnou dimenzí, a nech´ I je jiný °e²itelný ideál. R + I je °e²itelný ideál.
Protoºe R ⊆ R+ I, platí dim R 5 dim (R+ I). Ale my jsme vybrali R s maximalní moºnou dimenzí a proto musí
platit dim R = dim (R+ I), z £ehoº dostáváme R = R+ I, takºe I je obsaºen v R.

De�nice 3. Takový ideál R z lemmatu 1 nazveme radikálem algebry L a zna£íme rad L . Nenulové Lieov¥ algeb°e
budeme °íkat, ºe je poloprostá pokud nemá nenulové °e²itelné ideály. To je ekvivalentní s podmínkou, ºe rad L = 0.

Lemma 2. Nech´ L je Lieova algebra, potom faktorová algebra L/ rad L je poloprostá.
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De�nice 4. Dolní centrální posloupnost Lieovy algebry L de�nujeme jako

(7) Lk =
[
L,Lk

]
, k = 2, L1 = L8,

kde L8 je tzv. derivovaná algebra de�novaná jako L8 = [L,L].

Z de�nice je z°ejmé, ºe platí L ⊇ L1 ⊇ L2. A protoºe sou£in ideál· je ideál, je Lk ideál L. Název centrální posloupnost
z de�nice plyne z faktu, ºe Lk/Lk+1je obsaºen v centru L/Lk+1.

Poznámka 1. Abychom byli schopni popsat libovolnou Lieovu algebru L, musíme být schopni popsat

(1) libovolnou °e²itelnou Lieovu algebru (k tomu vyuºijeme tzv. Liovu v¥tu viz. dále).
(2) libovolnou poloprostou Lieovu algebru (ukáºeme, ºe kaºdá poloprostá Lieova algebra je direktním sou£tem

prostých Lieových algeber).

De�nice 5. Lieovu algebru L nazveme jako prostá, pokud neobsahuje jiné ideály neº 0 a L a pokud sama není
abelovská.

Nyní pot°ebujeme nalézt v²echny Lieovy algebry nad C. To nám umoºní následující v¥ta, kterou uvedeme bez
d·kazu.

V¥ta 1. Kaºdá kone£n¥-dimenzionální prostá Lieova algebra nad C je (aº na p¥t vyjímek ozna£ovaných jako
e6, e7, e8, f4, g2) izomorfní s jednou ze t°í tzv. klasických Lieových algeber:

sl(n,C), so(n,C), sp(n,C).

P°íklad 2. V p°íklad¥ 1 jsme uº zavedli algebru sl(n,C). Dále dode�nujeme so(n,C), a sp(n,C). Pokud S ∈
gl(n,C), de�nujeme Lieovu podalgebru

(8) glS(n,C) :=
{
x ∈ gl(n,C) | xtS = −Sx

}
.

Vezmeme-li n = 2l a matici S s bloky l × l, kde

(9) S =
(

0 Il
Il 0

)
,

de�nujeme so(2l,C) = glS(2l,C).
Pokud n = 2l + 1 vezmeme

(10) S =

 1 0 0
0 0 Il
0 Il 0


a de�nujeme so(2l + 1,C) = glS(2l+1,C).
Lieovy algebry sp(n,C) jsou de�novány pouze pro sudá n. Vezmeme

(11) S =
(

0 Il
−Il 0

)
a de�nujeme sp(2l,C) = glS(2l,C).

De�nice 6. Vahou Lieovy podalgebry A algebry gl(V ) je linearní zobrazení λ : A→ F takové, ºe

(12) Vλ = {v ∈ V | a(v) = λ(a)v a ∈ A}
je nenulový podprostor V .
Následující v¥ta ukáºe, jak popsat libovolnou Lieovu °e²itelnou algebru z poznámky 1.
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V¥ta 2. (Lieova) Nech´ V je kone£n¥dimenzionální komplexní vektorový prostor a L je °e²itelná Lieova podalgebra
gl(V ). Potom existuje báze prostoru V, ve které kaºdý prvek L je vyjád°en horní trojuhelníkovou maticí.

De�nice 7. Nech´ L je Lieova algbra nad t¥lesem F. Reprezentace L Lieovy algebry je homomor�smus ϕ :
L →gl(V ). De�nujeme sdruºenou reprezentaci ad pro Lievu algebru L jako reprezentaci L. ad: L →gl(L), kde
(ad x)(y) := [x, y], x, y ∈ L.

Dále se budeme zabývat rozkladem libovolné poloposté Lieovy algebry z poznámky 1.

P°íklad 3. Vezm¥me si konkrétní p°íklad na kterém p°edvedeme rozklad Lieovy algebry: sl(3,C), tzn.

(13) sl(3,C) =


 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 | aij ∈ C, a11 + a22 + a33 = 0


a ozna£me tzv. Cartanovu podalgebru (podalgebru v²ech diagonálních matic) H:

(14) H =


 a11 0 0

0 a22 0
0 0 a33

 | aii ∈ C, a11 + a22 + a33 = 0

 .

Tato Cartanova podalgebra má tu vlastnost, ºe kdyº sestrojíme zobrazení ad (h) pro h ∈ H, jsou diagonalizo-
vatelná. A protoºe komutují, jsou tzv. sou£asn¥ diagonalizovatelná.

Ozna£me eij matice, které mají jedni£ku na pozici (i, j) a jinde nuly. Platí následující:

(15) ad h(eij) = [h, eij ] = heij − eijh = (aii − ajj)eij .

To znamená, ºe matice eij , i 6= j je vlastním vektorem ad h.
Ozna£me εij : H → C lineární funkcionál, který je de�nován p°edpisem

(16) εii(h) = εii

 a11 0 0
0 a22 0
0 0 a33

 = aii.

Pak máme

(17) ad h(eij) = (εii − εjj)(h)eij .

Tyto lineární funkcionály (εii − εjj) jsou na²e váhy z de�nice 6. V na²em konkrétním p°ípad¥ pro sl(3,C) je jich
²est (ozna£me je αij , i 6= j, i, j = 1, 2, 3) a odpovídající váhové prostory ozna£me

(18) Lij = {x ∈ sl (3,C) | ad h(x) = (εii − εjj)(h)(x) h ∈ H} ,

pro které platí Lij = lin {eij}, tj. jsou jednodimenzionální.
Dostali jsme tak rozklad algebry sl(3,C) ve tvaru:

(19) sl (3,C) = H ⊕
⊕
i6=j

Lij .
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De�nice 8. Mnoºinu lineárních funkcionál· z rovnosti (17) ozna£me jako

(20) φ =
{
αij ∈ H? | i 6= j, αij 6= 0 ∧ Lαij 6= 0

}
,

kde jednotlivá α ∈ φ jsou tzv. ko°eny L a odpovídající Lij z rovnosti (18) (ozna£íme je Lα) jsou odpovídající
ko°enové prostory.

Pomocí zna£ení 7 m·ºeme (19) p°epsat jako

(21) sl (3,C) = H ⊕
⊕
α∈φ

Lα.

De�nice 9. Podmnoºinu R reálného vektorového prostoru E nazveme ko°enovým systémem, pokud spl¬uje násle-
dující podmínky:

(1) R je kone£ná a lineární obal R tvo°í E. Navíc R neobsahuje 0.
(2) Pokud α ∈ R, potom ±α ∈ R.
(3) Pokud α ∈ R, potom zrcadlení rα

(
kde rα(x) = x− 2(x,α)

(α,α) α
)
permutuje prvky R.

(4) Pokud α, β ∈ R, potom 〈β, α〉 ∈ Z.
Prvky z R jsou tzv. ko°eny.

V na²em konkrétním p°ípad¥ sl (3,C) z p°íkladu 3 bude ko°enový systém φ vypadat takto

(22) φ = {α12, α13, α21, α23, α31, α32} .

V bázi H?, kterou zvolíme jako (ε11, ε22, ε33) , p°epí²eme φ jako

(23) {(1,−1, 0) , (1, 0,−1) , (0, 1,−1) , (−1, 10) , (−1, 0, 1) , (0,−1, 1)} ,

zde je lineární obal φ = E, prvky φ tedy tvo°í system ko°en· z de�nice 8.
Dále v systemu ko°en· zavedeme bázi.

De�nice 10. Podmnoºina B systemu ko°en· R je bází R, pokud

(1) B je bází vektorového prostoru E,
(2) kaºdé β ∈ R lze zapsat jako

(24) β =
∑
α∈B

kαα

tak, ºe kα ∈ Z, kde v²echny nenulové koe�cienty kα mají stejná znaménka. Pokud jsou v²echna znaménka koe�cient·
v de�ni£ním vzorci kladná, je β tzv. kladný ko°en v·£i bázi B, jinak tzv. záporný ko°en v·£i bázi B.

Na²e φ z (22) si tedy lze v bazi zvolené jako α12 = α a β = α23 p°epsat do tvaru

(25) φ = {α, α+ β, β,−α,− (α+ β) ,−β} .
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3. Klasifikace Lieových prostých algeber

Ke klasi�kaci prostých Lieovych algeber je t°eba zavést n¥kolik dal²ích pojm· jako Cartanova matice, Coxeter-
Dynkinovy diagramy.

Lemma 3. Nech´ R je ko°enový system v prostoru E s vnit°ním reálným sou£inem 〈., .〉, který je de�nován pro
α, β ∈ E vztahem

(26) 〈α, β〉 :=
2 (α, β)
(β, β)

,

kde (., .) je klasický skalární sou£in, a nech´ α, β ∈ R tak, ºe α 6= ±β. Potom

〈α, β〉 〈β, α〉 ∈ {0, 1, 2, 3} .

Úhel mezi dv¥ma ko°eny se klasicky snadno spo£ítá pomocí vzorce

(27) θ = arccos
(α, β)
||α||.||β||

, α, β ∈ R,

v p°ípad¥, kdy chceme spo£ítat úhel mezi bazickými vektory α, β z (25), dostaneme z (27)

(28) arccos
((1,−1, 0) , (0, 1,−1))
|| (1,−1, 0) ||.|| (0, 1,−1) ||

=
2π
3
.

Následující tabulka p°ehledn¥ ukazuje napo£ítané 〈α, β〉 a 〈β, α〉 a odpovídající úhly mezi bazickými vektory
r·zných systém· ko°en·
〈α, β〉 〈β, α〉 θ (β,β)

(α,α)

0 0 π
2 -

1 1 π
3 1

-1 -1 2π
3 1

1 2 π
4 2

-1 -2 3π
4 2

1 3 π
6 3

-1 -3 5π
6 3

Tab.1

Lemma 4. Nech´ α, β ∈ R.:

(1) Pokud uhel mezi α a β je tupý, potom α+ β ∈ R.
(2) Pokud úhel mezi α a β je ostrý a (β, β) ≥ (α, α) potom α− β ∈ R.

P°íklad 4. Nech´ je u nás E = R2 s Eukleidovským vnit°ním sou£inem (26) pouºitím (27) jsme dostali mezi
bazickými vektory R úhel 2π

3 . Z lemmatu 4 a de�nice 8 je vid¥t, ºe výsledný ko°enový systém φ má skute£n¥ 6
prvk·:{α, β, α+ β,−α,−β,−α− β} . Tento ko°enový system se zna£í jako A2 (obr.1).

Dále si vezmeme úhel mezi bazickými ko°eny θ = 3π
4 . Z lematu 4 op¥t dostaneme, ºe do ko°enového systemu

pat°í i α + β a zap·sobením sα (def. 8) na β zjistíme, ºe do systemu ko°en· pat°í 2α + β. Tento system se zna£í
jako B2 (obr.2).

Pro dal²í dva moºné úhly θ = 5π
6 ,

π
2 dostaneme ko°enové systémy na obrázku 3.



11

Obrázek 1. Ko°enový systém A2.

Obrázek 2. Ko°enový systém B2.

Ke kaºdému ko°enu α ∈ R máme de�nováno zrcadlení rα, dané vztahem

(29) rα(x) = x− 2(x, α)
(α, α)

α,

ktéré p·sobí jako lineární zobrazení na E.
Proto m·ºeme uvaºovat grupu invertibilních lineárních transformací E generovaných re�exemi rα pro α ∈ R.

Tato grupa je známá jako Weylova grupa W (R) p°íslu²ná Lieov¥ algeb°e.
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Obrázek 3. Ko°enový systém G2 a A1 ×A1.

Lemma 5. Weylova grupa odpovídající ko°enovému systému R je kone£ná. Nech´ B je báze R. Pokud α ∈ B,
potom zrcadlení rα permutuje mnoºinu pozitivních ko°en· r·zných od α.

De�nice 11. Nech´ B = (α1, ..., αl) je báze systemu ko°en· R. Cartanovou maticí systemu R je matice l× l, která
na i, j−té pozici má 〈αi, αj〉, pro který platí

(30) Mij =
2(αi, αj)
(αj , αj)

= 〈αi, αj〉 = 〈rβ(αi), rβ(αj)〉

pro libovolný ko°en β.

Poznámka 2. Cartanovy matice jednoduchých Lieových algeber je moºné najít v mnoha publikacích. Uvedeme je
pro hodnosti 2 a 3, které pozd¥ji budeme vyuºívat.

(31) A2 =
(

2 −1
−1 2

)
, C2 =

(
2 −1
−2 2

)
, G2 =

(
2 −3
−1 2

)
,

(32) A3 =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

 , C3 =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −2 2

 , B3 =

 2 −1 0
−1 2 −2
0 −1 2

 .

Prosté ko°eny αi, i = 1, 2...n, tvo°í bázi prostoru En navíc se zavádí tzv. ω-báze fundamentálních vah ω1, ω2, ....ωn.
s vlastností

(33)
2(αi, wk)
(αj , αj)

= δjk.

α−báze a ω-báze jsou svázány Cartanovou maticí Mjk takto:

(34) αj =
n∑
k=1

Mjkωk, ωj =
n∑
k=1

(M−1)jkαk.

Poznámka 3. Pro rank 2 a 3 jsou inverzní Cartanovy matice

(35) A−1
2 =

1
3

(
2 1
1 2

)
, C−1

2 =
(

1 1
2

1 1

)
, G−1

2 =
(

2 3
1 2

)
,
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(36) A−1
3 =

1
4

 3 2 1
2 4 2
1 2 3

 , C−1
3 =

1
2

 2 2 2
2 4 4
1 2 3

 , B−1
3 =

1
2

 2 2 1
2 4 2
2 4 3

 .

De�nice 12. Úhly mezi ko°eny lze p°ehledn¥ ur£it z tzv. Coxeter-Dynkinových diagram·. Vrcholy diagram· zná-
zor¬ují ko°eny z báze ko°enového systému. Mezi vrcholy nap°. α, β je nakresleno tolik spojnic dαβ kolik vychází ze
vztahu

(37) dαβ = 〈αβ〉 〈βα〉 ∈ {0, 1, 2, 3} .

Pokud je dαβ > 1, coº nastene, kdyº délka α je r·zná od β a kdyº ko°eny nejsou na sebe kolmé, kreslí se ²ipka
od del²ího ko°enu ke krat²ímu.

V na²em jednoduchém p°íklad¥ 2 by diagram vypadal jako na obr. 4:

Obrázek 4. Diagram pro A2.

P°ehledn¥ jsou Dynkinovy diagramy pro ko°enové systémy jednotlivých Liových algeber vid¥t na obrázku 5.
Nasledující p°íklad shrne postup p°i rozkladu Lieovy algebry a vytvo°ení Dynkinových diagram·.

P°íklad 5. Rozklad algebry so (2l + 1,C) = Bl :

Nech´ L = glS(2l + 1,C) pro l ≥ 1, kde

S =

 1 0 0
0 0 Il
0 Il 0

 ,

pak L bude dle p°íkladu 2

(38) L =
{
x ∈ gl (n,C) | xtS = −Sx

}
.

P°evedením Ldo blok· dostaneme

(39) L =

 0 ct −bt
b m p
−c q −mt

 .

Ozna£me H mnoºinu v²ech diagonálních matic v L a prvky matice o£íslujme 0 aº 2l. Pro h ∈ H máme diagonální
prvky 0, a1, ..., al,−a1, ....,−al, kde m·ºeme h zapsat jako
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Obrázek 5. Dynkinovy diagramy pro ko°enové systémy n¥kterých Lieových algeber

(40) h =
l∑

i=1

ai(eii − ei+l,i+l).

Uvaºujme podprostor tvo°ený maticemi s nenulovými prvky na pozicich ozna£ených ve (39) jako b a c. Tyto
podprostory mají bázi tvo°enou mnoºinou

(41) {[bi, ci | (bi = ei,0 − e0,l+i) , (ci = e0,i − el+i,0) , (1 ≤ i ≤ l)]} .

Snadno se ukáºe, ºe

(42) [h, bi] = aibi, [h, ci] = −aici,

roz²í°íme soubor {bi, ci} na bázi L, tvo°enou prvky

(43) mij = eij − el+j,l+i pro 1 ≤ i 6= j ≤ l,

(44) pij = ei,l+j − ej,l+i pro 1 ≤ i < j ≤ l,
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(45) qji = ptij = el+j,i − el+i,j pro 1 ≤ i < j ≤ l,
Je vid¥t, ºe prvky báze mij ,pij , qji jsou vlastními vektory zobrazení ad(h), protoºe

(46) [h,mij ] = (ai − aj)mij ,

(47) [h, pij ] = (ai + aj)pij ,

(48) [h, qji] = −(ai + aj)qji,

Nyní ze vztah· (43-48) zapí²eme seznam ko°en· do tabulky:

ko°en εi −εi εi − εj εi + εj −(εi + εj)
vlastní vektor bi ci mij (i 6= j) pij(i � j) qji(i � j)

Tab.2
Báze ko°enového systemu (de�nice 9 ) je tedy dána vztahem

(49) B = {αi | 1 ≤ i ≤ l} ∪ {βl} ,
kde αi = εi − εi+1 a βl = εl. Pokud 1 ≤ i < l ,

εi = αi + αi+1 + ...+ αl−1 + βl

a pokud 1 ≤ i < j < l,

εi − εj = αi + αi+1 + ...+ αl−1,

εi + εj = αi + ...+ αj−1 + 2(αj + αj+1 + ...+ αl−1 + βl).
Nyní spo£ítáme prvky Cartanovy matice (def. 10):

〈αi, αj〉 =


2 i = j,

−1 |i− j| = 1,
0 jinak.

〈αi, βl〉 =

{
−2 i = l − 1,
0 jinak.

〈βl, αi〉 =

{
−1 i = l − 1,
0 jinak.

Toto nám ukazuje ((def 12) a (37)) jak bude vypadat Dynkin·v diagram.
Ko°enový system so(2l + 1,C) se ozna£uje jako Bl.
Pro rank 3 tak dostaneme matici, kterou mame v de�nici 9 ozna£enou jako B3.
Zna£ení pro dal²í ko°enové systémy je následující:
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Obrázek 6. Dynkinovy diagramy pro korenový systém Bn.

(1) sp(2l,C) zna£íme téºCl.
(2) sl(l + 1,C) zna£íme téºAl.

T¥mito ko°enovými systémy se jiº nebudeme podrobn¥ zabývat.

4. Orbita Weylových grup

De�nice 13. Nech´ y je libovolný prvek Eukleidova prostoru En. Orbitou Weylovy grupy nazveme mnoºinu O(y)
takovou, ºe

(50) O(y) = {wy | w ∈W} .
Po£et prvk· v orbit¥ ozna£íme jako | O(y) | a platí následující: | O(0) |= 1, | O(y) |=| W |, kde y je vnit°ním

bodem Weylovy komory.

P°íklad 6. Vra´me se nyní k rozkladu z p°íkladu 3 a spo£ítejme orbitu Weylovy grupy generovanou re�exemi
rα, rβ , kde α, β tvo°í bázi systému ko°en· daných v (25). Orbity budeme po£ítat k prvk·m x ∈ En zadaných ve
ω-bázi (34) o sloºkách a, b tzn. (x)ω = (a, b).

Nyní pro sou°adnice si a λi bodu λ Eukleidova prostoru En v ortogonální bázi {e1, e2...en} a v bázi {ω1, ω2...ωn}
(viz 33) platí:

(51)

s1 = n
n+1λ1 +n−1

n+1λ2 +n−1
n+1λ3 +.. + 2

n+1λn−1 + 1
n+1λn,

s2 = − 1
n+1λ1 +n−1

n+1λ2 +n−1
n+1λ3 +.. + 2

n+1λn−1 + 1
n+1λn,

s3 = − 1
n+1λ1 − 2

n+1λ2 +n−1
n+1λ3 +.. + 2

n+1λn−1 + 1
n+1λn,

...
... ... ... ... ... ... ...,

sn = − 1
n+1λ1 − 2

n+1λ2 − 3
n+1λ3 −... −n−1

n+1λn−1 + 1
n+1λn,

sn+1 = − 1
n+1λ1 − 2

n+1λ2 − 3
n+1λ3 −... −n−1

n+1λn−1 − n
n+1λn,

a inverzní vztah je:

(52) λi = si − si+1 pro 1 ≤ i ≤ l.
Podle de�nice orbity (50) dostaneme pro l = 2 :
reflexe rαi (λ)wi (λ)ei rαi (λ)ei (rαi (λ))wi

rα1 (a, b) ( 2a
3 + b

3 ,−
a
3 + b

3 ,−
a
3 −

2b
3 ) =⇒ (−a3 + b

3 ,
2a
3 + b

3 ,−
a
3 −

2b
3 ) =⇒ (−a, a+ b)

rα2 (a, b) ( 2a
3 + b

3 ,−
a
3 + b

3 ,−
a
3 −

2b
3 ) =⇒ ( 2a

3 + b
3 ,−

a
3 −

2b
3 ,−

a
3 + b

3 ) =⇒ (a+ b,−b)
rα1 (a+ b,−b) ( 2a

3 + b
3 ,−

a
3 −

2b
3 ,−

a
3 + b

3 ) =⇒ (−a3 −
2b
3 ,

2a
3 + b

3 ,−
a
3 + b

3 ) =⇒ (−a− b, a)
rα2 (−a, a+ b) (−a3 + b

3 ,
2a
3 + b

3 ,−
a
3 −

2b
3 ) =⇒ (−a3 + b

3 ,−
a
3 −

2b
3 ,

2a
3 + b

3 ) =⇒ (b,−a− b)
rα1 (b,−a− b) (−a3 + b

3 ,−
a
3 −

2b
3 ,

2a
3 + b

3 ) =⇒ (−a3 −
2b
3 ,−

a
3 + b

3 ,
2a
3 + b

3 ) =⇒ (−b,−a)
rα2 (−a− b, a) (−a3 −

2b
3 ,

2a
3 + b

3 ,−
a
3 + b

3 ) =⇒ (−a3 −
2b
3 ,−

a
3 + b

3 ,
2a
3 + b

3 ) =⇒ (−a, a+ b)
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orbita Weylovy grupy má tedy tvar:

(53) O(a, b) = {(a, b), (−a, a+ b), (a+ b,−b), (−a− b, a), (b,−a− b), (−b,−a)} .

Okamºit¥ je vid¥t, ºe

(54) O(a, 0) = {(a, 0), (−a, a), (0,−a)} ,

(55) O(0, b) = {(0, b), (b,−b), (−b, 0), } .

P°íklad 7. Podobným zp·sobem najdeme orbity pro A3 (l = 3). Pomocí vztahu (51), jehoº aplikaci znázorníme
²ipkou, dostaneme, ºe

(56) (λ)ωi = (a, b, c) =⇒ (λ)ei = (
3a
4

+
2b
4

+
c

4
,−a

4
+

2b
4

+
c

4
,−a

4
− 2b

4
+
c

4
,−a

4
− 2b

4
− 3c

4
).

(λ)wi rαi rαi (λ)ei
( 3a

4 + 2b
4 + c

4 ,−
a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 + c

4 ,−
a
4 −

2b
4 −

3c
4 ) → (−a4 + 2b

4 + c
4 ,

3a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 + c

4 ,−
a
4 −

2b
4 −

3c
4 ),

( 3a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 + c

4 ,−
a
4 −

2b
4 −

3c
4 ) → ( 3a

4 + 2b
4 + c

4 ,−
a
4 −

2b
4 + c

4 ,−
a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 −

3c
4 ),

( 3a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 + c

4 ,−
a
4 −

2b
4 −

3c
4 ) → ( 3a

4 + 2b
4 + c

4 ,−
a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 −

3c
4 ,−

a
4 −

2b
4 + c

4 ),
( 3a

4 + 2b
4 + c

4 ,−
a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 −

3c
4 ,−

a
4 −

2b
4 + c

4 ) → (−a4 + 2b
4 + c

4 ,
3a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 −

3c
4 ,−

a
4 −

2b
4 + c

4 ),
(−a4 + 2b

4 + c
4 ,

3a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 + c

4 ,−
a
4 −

2b
4 −

3c
4 ) → (−a4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 + c

4 ,
3a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 −

3c
4 ),

( 3a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 + c

4 ,−
a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 −

3c
4 ) → ( 3a

4 + 2b
4 + c

4 ,−
a
4 −

2b
4 + c

4 ,−
a
4 −

2b
4 −

3c
4 ,−

a
4 + 2b

4 + c
4 ),

(−a4 + 2b
4 + c

4 ,
3a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 −

3c
4 ,−

a
4 −

2b
4 + c

4 ) → (−a4 + 2b
4 + c

4 ,−
a
4 −

2b
4 −

3c
4 ,

3a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 + c

4 ),
(−a4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 + c

4 ,
3a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 −

3c
4 ) → (−a4 −

2b
4 + c

4 ,−
a
4 + 2b

4 + c
4 ,

3a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 −

3c
4 ),

( 3a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 + c

4 ,−
a
4 −

2b
4 −

3c
4 ,−

a
4 + 2b

4 + c
4 ) → ( 3a

4 + 2b
4 + c

4 ,−
a
4 −

2b
4 −

3c
4 ,−

a
4 −

2b
4 + c

4 ,−
a
4 + 2b

4 + c
4 ),

(−a4 −
2b
4 + c

4 ,
3a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 −

3c
4 ,−

a
4 + 2b

4 + c
4 ) → (−a4 −

2b
4 + c

4 ,
3a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 −

3c
4 ),

(−a4 + 2b
4 + c

4 ,−
a
4 −

2b
4 + c

4 ,−
a
4 −

2b
4 −

3c
4 ,

3a
4 + 2b

4 + c
4 ) → (−a4 −

2b
4 + c

4 ,−
a
4 + 2b

4 + c
4 ,−

a
4 −

2b
4 −

3c
4 ,

3a
4 + 2b

4 + c
4 ),

Odpovídající orbity v ω-bázi jsou:

(57)

(rαi (λ))wi

(−a, a+ b, c),
(a+ b,−b, b+ c),

(a, b+ c,−c),
(−a, a+ b+ c,−c),

(b,−a− b, a+ b+ c),
(a+ b, c,−b− c),

(b+ c,−a− b− c, a+ b),
(−b,−a, a+ b+ c),
(a+ b+ c,−c,−b),
(−a− b, a,+b+ c),

(−b, b+ c,−a− b− c),
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Do orbity Weylvy grupy pro A3 pat°í krom¥ prvk· z (52) navíc v²echny prvky, které mají sloºky v opa£ném
po°adí s opa£ným znaménkem, tedy

(58)

(−c,−b,−a),
(−c,−a− b, a),

(−b− c, b,−a− b),
(c,−b− c,−a),

(c,−a− b− c, a),
(−a− b− c, a+ b,−b),

(b+ c,−c,−a− b),
(−a− b, a+ b+ c,−b− c),

(−a− b− c, b, a),
(b, c,−a− b− c),

(−b− c,−a, a+ b),
(a+ b+ c,−b− c, b),

Pro A3 lze snadno najít dal²í orbity:

(59) O(a, 0, 0) = {(a, 0, 0), (−a, a, 0), (0, 0,−a), (0,−a, a)} ,

(60) O(0, b, 0) = {(0, b, 0), (b,−b, b), (b, 0,−b), (−b, b,−b), (0,−b, 0), (−b, 0, b)} ,

(61) O(0, 0, c) = {(0, 0, c), (0, c,−c), (c,−c, 0), (−c, 0, 0)} .

P°íklad 8. Pro algebru sp(2l,C) (=Cl) ur£íme orbity Weylovy grupy pro l = 2 a 3.
V p°íkladu 2 jsme de�novali algebru L =sp(2l,C) = glS(2l,C), kde

S =
(

0 Il
−Il 0

)
,

L obsahuje prvky blokové matice ve tvaru:

(62)
{(

m p
q −mt

)
| p = pt, q = qt

}
.

Ozna£íme H mnoºinu diagonálních matic algebry L. Prvek h ∈ H bude mít tvar

(63) h =
l∑

i=1

ai(eii − ei+l,i+l)

a báze algebry L je ve tvaru

(64) mij = eij − el+j,l+i, 1 ≤ i 6= j ≤ l,

(65) pij = ei,l+j − ej,l+i, 1 ≤ i ≤ j ≤ l,
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(66) qji = ptij = el+j,i − el+i,j , 1 ≤ i ≤ j ≤ l.
Zap·sobením zobrazení ad h (viz 15) na tuto bázi získáme

(67) [h,mij ] = (ai − aj)mij ,

(68) [h, pij ] = (ai + aj)pij ,

(69) [h, qji] = −(ai + aj)qji,

a pokud se i = j dostaneme, ºe

(70) [h, pij ] = (2ai)pij ,

(71) [h, qji] = −(2ai)qji.

Podle zna£ení (17) získáme ko°enový systém shrnutý v následující tabulce:

ko°en 2εi −2εi εi − εj εi + εj −(εi + εj)
vlastní vektor pii qii mij (i 6= j) pij(i < j) qji(i < j)

Tab. 3 Báze ko°enového systému (def. 12) je tedy dána

(72) B = {αi | 1 ≤ i ≤ l} ∪ {βl} ,

(73) αi = εi − εi+1, 1 ≤ i < l − 1 a βl = 2εl.

Nyní pro sou°adnice si a λi bodu λ Eukleidova prostoru En v ortogonální bázi {e1, e2, ..., en} a v bázi {ω1, ω2, ..., ωn}
platí:

(74)

s1 = λ1+ λ2 +...+ λn−1 +λn,
s2 = λ2 +...+ λn−1 +λn,
... = ... ... +...+ ... ...,
sn = +λn,

a inverzní vztah:

(75) λi = si − si+1, 1 ≤ i < l − 1 a λl = sl.

Re�exe Weylovy grupy (rα1 , rα2 ,...,rαi−1) p·sobí na ortogonální sou°adnice vektoru λ =
n∑
i=1

siei jako permutace

i-té a i+1-té sou°ednice a rαl = rβ m¥ní u jedné z t¥chto sou°adnic znaménko.
Pokud L = C2 (tj. l = 2 ) vypo£teme orbitu Weylovy grupy generované re�exemi (rα1 ,rβ). Vezm¥me λ v bázi ωi

pomoci (74) p°evedeme do ortogonální báze a pouºijeme jednu z re�exí (rα1 ,rβ) a p°evedeme zp¥t do ω-báze (75).
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Pro nás je podle (73) α1 = (1,−1), β = (0, 2). (�ipka zna£í zobrazení pomocí re�exe).

(76)
(a, b) wi = (a+ b, b)ei =⇒ (a+ b, b)− 2((a+b,b)(α1))

(α1)(α1) (α1) =
= (b, a+ b) = (−a, a+ b, ).

Dal²í výpo£ty shrnuje tabulka:

(77)

(λ)ei ri (λ)ei (ri (λ))wi
(a+ b, b) (b, a+ b) (−a, a+ b, )
(a+ b, b) (a+ b,−b) (a+ 2b,−b)

(a+ b,−b) (−b, a+ b) (−a− 2b, a+ b)

Dal²í 4 prvky orbity li²ící se pouze zaménkem od práv¥ spo£ítaných bychom získali p·sobením re�exí na prvky
s opa£ným znaménkem.

Celková orbita tedy vypadá následovn¥:

(78) O(a, b) = {±(a, b)± (−a, a+ b, )± (a+ 2b,−b)± (−a− 2b, a+ b)} .

P°íklad 9. Pro C3 (tzn. l = 3), kdyº (λ)ωi = (s1, s2, s3) , dostáváme 8.3! = 48 moºností, jak se zm¥ní 8 r·zn¥
oznaménkovaných trojic sou°adnic:

s1 s2 s3

−s1 s2 s3

s1 −s2 s3

s1 s2 −s3

−s1 −s2 s3

−s1 s2 −s3

s1 −s2 −s3

−s1 −s2 −s3

Pro výpo£et orbity Weylovy grupy generované re�exemi (rα1 , rα2 ,rβ) vezmeme λ v bázi ωi (viz 33), pomocí (74)
p°evedeme do ortogonalní báze a pouºijeme jednu z re�exí (rα1 , rα2 ,rβ) a p°evedeme zp¥t do ω-báze (vztah 75).

Báze ko°enového systému vypadá (viz 73) takto: α1 = (1,−1, 0), α2 = (0, 1,−1), β = (0, 0, 2). (V následujícím
schématu ²ipka op¥t znamená zobrazení prvku pomocí re�exe de�nované ve vztahu (29))

(79)
(a, b, c) = (a+ b+ c, b+ c, c) =⇒ (a+ b+ c, b+ c, c)− 2((a+b+c,b+c,c)(α1))

(α1)(α1) (α1) =
= (b+ c, a+ b+ c, c) = (−a, a+ b, c)

.

Následující tabulka shrne výpo£et 24 prvk· orbity:
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(λ)ei ri (λ)ei (ri (λ))wi
(a+ b+ c, b+ c, c) (b+ c, a+ b+ c, c) (−a, a+ b, c)
(a+ b+ c, b+ c, c) (a+ b+ c, c, b+ c) (a+ b,−b, b+ c)
(a+ b+ c, b+ c, c) (a+ b+ c, b+ c,−c) (a, b+ 2c,−c)

(a+ b+ c, b+ c,−c) (b+ c, a+ b+ c,−c) (−a, a+ b+ 2c,−c)
(a+ b+ c, b+ c,−c) (a+ b+ c, b+ c, c) (a, b, c)
(a+ b+ c, b+ c,−c) (a+ b+ c,−c, b+ c, ) (a+ b+ 2c,−b− 2c, b+ c)
(a+ b+ c,−c, b+ c, ) (−c, a+ b+ c, b+ c) (−a− b− 2c, a, b+ c)
(a+ b+ c,−c, b+ c, ) (a+ b+ c,−c,−b− c, ) (a+ b+ 2c, b,−b− c)

(a+ b+ c, c, b+ c) (c, a+ b+ c, b+ c) (−a− b, a, b+ c)
(a+ b+ c, c, b+ c) (a+ b+ c, c,−b− c) (a+ b, 2c+ b,−b− c)
(c, a+ b+ c, b+ c) (c, a+ b+ c,−b− c) (−a− b, a+ 2b+ 2c,−b− c)
(c, a+ b+ c, b+ c) (c, b+ c, a+ b+ c) (−b,−a, a+ b+ c)

(a+ b+ c, c,−b− c) (c, a+ b+ c,−b− c) (−a− b, a+ 2b+ 2c,−b− c)
(a+ b+ c, c,−b− c) (a+ b+ c,−b− c, c) (a+ 2b+ 2c,−b− 2c, c)
(b+ c, a+ b+ c,−c) (b+ c,−c, a+ b+ c) (b+ 2c,−a− b− 2c, a+ b+ c)
(b+ c, a+ b+ c,−c) (b+ c, a+ b+ c, c) (−a, a+ b, c)
(c, b+ c, a+ b+ c) (c, b+ c,−a− b− c) (−b, a+ 2b+ 2c,−a− b− c)

(c, a+ b+ c,−b− c) (c,−b− c, a+ b+ c, ) (b+ 2c,−a− 2b− 2c, a+ b+ c)
(a+ b+ c,−b− c, c) (−b− c, a+ b+ c, c) (−a− 2b− 2c, a+ b, c)
(−c, a+ b+ c, b+ c) (−c, a+ b+ c,−b− c) (−a− b− 2c, a+ 2b+ 2c,−b− c)
(−b− c, a+ b+ c, c) (−b− c, a+ b+ c,−c) (−a− 2b− 2c, a+ b+ 2c,−c)
(c, b+ c,−a− b− c) (b+ c, c,−a− b− c) (b, a+ b+ 2c,−a− b− c)
(b+ c,−c, a+ b+ c) (−c, b+ c, a+ b+ c) (−b− 2c,−a, a+ b+ c)
(c, b+ c, a+ b+ c) (b+ c, c, a+ b+ c) (b,−a− b, a+ b+ c)

Dal²ích 24 prvk· orbity li²ících se pouze zaménkem bychom získali stejným p·sobením re�exí na prvky s opa£ným
znaménkem.

Dále snadno dostáváme prvky speciálních p°ípad· orbit:
O(a, b, 0)={±(a, b, 0),±(a+ b,−b, b),±(−a, a+ b, 0),±(b,−a− b, a+ b),±(−a− b, a, b),±(−b,−a, a+ b),
±(−a−2b, b, 0),±(−a−b,−b, b),±(a+2b,−a−b, 0),±(b, a+b,−a−b),±(a+b,−a−2b, b),±(−b, a+2b,−a−b),
O(a, 0, 0) ={± (a, 0, 0)± (a,−a, 0)± (0, a,−a)} ,
O(0, b, 0) = {± (0, b, 0)± (b,−b, b)± (b, 0,−b)± (2b,−b, 0)± (−b,−b, b)± (b,−2b, b)} ,
O(0, 0, c) = {± (0, 0, c)± (0, 2c,−c)± (2c,−2c, c)± (2c, 0,−c)} .

P°íklad 10. Pro B3 shrnuje výpo£et následující tabulka:
(λ)wi = (a, b, c) =⇒ (λ)ei = (a+ b+ c

2 , b+ c
2 ,

c
2 ),
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(λ)si =⇒ ri (λ)si =⇒ (ri (λ))wi
(a+ b+ c

2 , b+ c
2 ,

c
2 ) (b+ c

2 , a+ b+ c
2 ,

c
2 ) (−a, a+ b, c)

(a+ b+ c
2 , b+ c

2 ,
c
2 ) (a+ b+ c

2 ,
c
2 , b+ c

2 ) (a+ b,−b, 2b+ c)
(a+ b+ c

2 , b+ c
2 ,

c
2 ) (a+ b+ c

2 , b+ c
2 ,−

c
2 ) (a, b+ c,−c)

(b+ c
2 , a+ b+ c

2 ,
c
2 ) (b+ c

2 ,
c
2 , a+ b+ c

2 ) (b,−a− b, 2a+ 2b+ c)
(b+ c

2 , a+ b+ c
2 ,

c
2 ) (b+ c

2 , a+ b+ c
2 ,−

c
2 ) (−a, a+ b+ c,−c)

(a+ b+ c
2 ,

c
2 , b+ c

2 ) ( c2 , a+ b+ c
2 , b+ c

2 ) (−a− b, a, 2b+ c)
(a+ b+ c

2 ,
c
2 , b+ c

2 ) (a+ b+ c
2 ,

c
2 ,−b−

c
2 ) (a+ b, b+ c,−2b− c)

(a+ b+ c
2 , b+ c

2 ,−
c
2 ) (a+ b+ c

2 ,−
c
2 , b+ c

2 ) (a+ b+ c,−b− c, 2b+ c)
(b+ c

2 ,
c
2 , a+ b+ c

2 ) ( c2 , b+ c
2 , a+ b+ c

2 ) (−b,−a, 2a+ 2b+ c)
(b+ c

2 ,
c
2 , a+ b+ c

2 ) (b+ c
2 ,

c
2 ,−a− b−

c
2 ) (b, a+ b+ c,−2a− 2b− c)

( c2 , a+ b+ c
2 , b+ c

2 ) ( c2 , a+ b+ c
2 ,−b−

c
2 ) (−a− b, a+ 2b+ c,−2b− c)

(a+ b+ c
2 ,

c
2 ,−b−

c
2 ) (a+ b+ c

2 ,−b−
c
2 ,

c
2 ) (a+ 2b+ c,−b− c, c)

(a+ b+ c
2 ,−

c
2 , b+ c

2 ) (− c
2 , a+ b+ c

2 , b+ c
2 ) (−a− b− c, a, 2b+ c)

(a+ b+ c
2 ,−

c
2 , b+ c

2 ) (a+ b+ c
2 ,−

c
2 ,−b−

c
2 ) (a+ b+ c, b,−2b− c)

( c2 , b+ c
2 , a+ b+ c

2 ) ( c2 , b+ c
2 ,−a− b−

c
2 ) (−b, a+ 2b+ c,−2a− 2b− c)

(b+ c
2 ,

c
2 ,−a− b−

c
2 ) (b+ c

2 ,−a− b−
c
2 ,

c
2 ) (a+ 2b+ c,−a− b− c, c)

(− c
2 , a+ b+ c

2 , b+ c
2 ) (− c

2 , b+ c
2 , a+ b+ c

2 ) (−b− c,−a, 2a+ 2b+ c)
(− c

2 , a+ b+ c
2 , b+ c

2 ) (− c
2 , a+ b+ c

2 ,−b−
c
2 ) (−a− b− c, a+ 2b+ c,−2b− c)

(a+ b+ c
2 ,−

c
2 ,−b−

c
2 ) (a+ b+ c

2 ,−b−
c
2 ,−

c
2 ) (a+ 2b+ c,−b,−c)

(a+ b+ c
2 ,−b−

c
2 ,

c
2 ) (−b− c

2 , a+ b+ c
2 ,

c
2 ) (−a− 2b− c, a+ b, c)

( c2 , a+ b+ c
2 ,−b−

c
2 ) ( c2 ,−b−

c
2 , a+ b+ c

2 ) (b+ c,−a− 2b− c, 2a+ 2b+ c)
(− c

2 , b+ c
2 , a+ b+ c

2 ) (b+ c
2 ,−

c
2 , a+ b+ c

2 ) (b+ c,−a− b− c, 2a+ 2b+ c)
(b+ c

2 ,−
c
2 , a+ b+ c

2 ) (b+ c
2 ,−

c
2 ,−a− b−

c
2 ) (b+ c, a+ b,−2a− 2b− c)

Dal²ích 24 prvk· se li²í od jiº spo£ítaných pouze ve znaménku.
Snadno získáme dal²í orbity:
O(a, 0, 0) = {± (a, 0, 0)± (a,−a, 0)± (0, a,−2a)} ,
O(0, b, 0) = {± (0, b, 0)± (b,−b, 2b)± (−b, 0, 2b)± (−2b, b, 0)± (−b,−b, 2b)± (b,−2b, 2b)} ,
O(0, 0, c) = {± (0, 0, c)± (c,−c, c)± (0, c,−c)± (−c, 0, c)} .

5. Sou£in orbit a dekompozice sou£inu orbit

De�nice 14. Sou£in dvou orbit O(λ) a O(λ8) zna£íme O(λ)⊗O(λ8) a de�nujeme ho jako mnoºina bod· ve tvaru
λ1 + λ2 kde λ1 ∈ O(λ) a λ2 ∈ O(λ8).

P°íklad 11. M¥jme orbitu A1 pro a 6= b, a, b ∈ E. Pro sou£in O(a)⊗O(b) dostaneme:

(80) O(a)⊗O(b) = {a,−a} ⊗ {b,−b} = {a+ b,−a− b} ∪ {| a− b |,− | a− b |} = O(a+ b) ∪O(| a− b |).

Pro vy²²í dimenze nejprve uvaºujme dekompozici sou£inu orbitO(λ) = {wλ | w ∈W/Wλ} aO(µ) = {wµ | w ∈W/Wµ} .
Sou£in tedy podle de�nice (13) bude ve tvaru:

(81)
O(λ)⊗O(µ) = {wλ+ w′µ | w ∈W/Wλ, w ∈W/Wµ} =

= {wλ+ w1µ | w ∈W/Wλ} ∪ {wλ+ w2µ | w ∈W/Wλ} ∪ ... ∪ {wλ+ wnµ | w ∈W/Wλ} ,

kde w1, w2...ws ∈W/Wµ.
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Lemma 6. Sou£in O(λ) ⊗ O(λ8) obsahuje pouze orbity ve tvaru O(| wλ + µ |), w ∈ W/Wλ, kde | wλ + µ | je
dominantní váha orbity obsahující wλ+µ. Navíc kaºdá orbita O(| wλ+µ |), w ∈W/Wλ, je v sou£inu O(λ)⊗O(λ8).

Pro kaºdý dominantní prvek wλ+wiµ z (78) existuje w′′ ∈W takový, ºe w′′(wλ+wiµ) = w′λ+µ. To znamená,
ºe wλ+ wiµ je ve tvaru | w′λ+ µ |,w′ ∈W/Wλ. Naopak vezmeme kaºdý prvek wλ+ µ,w ∈W/Wλ, který pat°í do
sou£inu O(a)⊗O(b).To znamená, ºe také | wλ+µ | pat°í do tohoto sou£inu. Proto orbita O(| wλ+µ |) je obsaºena
v sou£inu O(a)⊗O(b) a tím je lemma dokázáno.

Lemma 7. Nech´ O(λ) a O(µ) jsou orbity takové, ºe λ 6= 0, µ 6= 0 a nech´ v²echny prvky wλ+ µ,w ∈ W/Wλ jsou
striktn¥ dominantní, potom

(82) O(λ)⊗O(µ) =
⊎

w∈W/Wλ

O(wλ+ µ).

Nech´ O(λ) a O(µ) jsou orbity takové, ºe λ 6= 0, µ 6= 0. Nech´ vsechny prvky wλ+µ,w ∈W/Wλ jsou dominantní,
potom

(83) O(λ)⊗O(µ) =
⊎

w∈W/Wλ

nwλ+µO(wλ+ µ),

kde nwλ+µ =|Wwλ+µ | .
Nech´ λ 6= 0, potom v²echny prvky wλ + µ,w ∈ W/Wλ jsou dominantní práv¥ tehdy, kdyº Wµ = {1} . Potom

na pravé stran¥ (78) je | W | £len·. Pokud wλ + µ je striktn¥ dominantní, tj. Wwλ+µ = {1}, potom je tento £len
zastoupen pouze jednou. To znamená, ºe nwλ+µ = 1. Pokud wλ+ µ je umíst¥n na jedné z Weyelových st¥n, potom
je tento £len zastoupen nwλ+µ =|Wwλ+µ |-krát. Proto je v sou£inu orbit O(λ)⊗O(µ) orbita O(wλ+µ) zastoupena
nwλ+µ-krát. Následující p°íklady ur£í dekompozice sou£inu orbit pro jednoduché p°ípady algebry C2.

P°íklad 12. O(a, 0)⊗O(a, 0) = ?
Ze (76) je O(a, b) = {±(a, b)± (−a, a+ b, )± (a+ 2b,−b)± (−a− 2b, a+ b)} , tedy u nás

O(a, 0) = {(a,−a), (−a, a), (a, 0), (−a, 0)} .
Prvky ωλ a ωλ+ µ jsou v následující tabulce:

(84)

wλ wλ+ µ
(a,−a) (2a,−a)
(−a, a) (0, a)
(a, 0) (2a, 0)

(−a, 0) (0, 0)

(a, a) =⇒ (0, a)
⇑ rβ

(2a,−a) =⇒ (a,−a)
⇓ rα

(−a, a) =⇒ (−2a, a)
⇓ rβ

(−a,−a) =⇒ (0,−a)
Podle lemmatu 8 je násobnost orbity O(0, a) 2, protoºe

(85)
2 = nwλ+µ = nw(a,0)+(a,0) = n(−a,a)+(a,0) = n(0,a) =|Ww(a,0)+(a,0) |,

kde Wwλ+µ = {w′ ∈W | w′(wλ+ µ) = wλ+ µ} .



24

Podobn¥ pro O(0, 0) získáme násobnost 4. Celkem tedy dostáváme rozklad sou£inu

(86) O(a, 0)⊗O(a, 0) = O(2a, 0) ∪ 2O(0, a) ∪ 4O(0, 0).

P°íklad 13. O(a, 0)⊗O(0, a) =? Máme O(a, 0) = {(a,−a), (−a, a), (a, 0), (−a, 0)} . Pro ωλ a ωλ+ µ platí:

(87)

wλ wλ+ µ
(a,−a) (a, 0)
(−a, a) (−a, 2a)
(a, 0) (a, a)

(−a, 0) (−a, a)

Zobrazíme nedominantní prvky do dominantní Weylovy komory a spo£ítáme podle (82) násobnost prvk· orbit
v dekompozici:

(a, 0) =⇒ (a, 0)
⇑ rα

(−a, a) =⇒ (0, a)
⇓ rβ

(0,−a) =⇒ (a,−a)

(2a, a) =⇒ (a, a)
⇑ rα

(−a, 2a) =⇒ (a, 2a)
⇓ rβ

(a,−2a) =⇒ (3a,−2a)

(88) O(a, 0)⊗O(0, a) = O(a, a) ∪ 2O(a, 0).

Dále postupujeme analogicky jako v p°edchozích p°íkladech. Jednotlivé kroky uvádíme schematicky jiº bez ko-
mentá°e.

P°íklad 14. O(a, 0)⊗O(0, 2a) =?

O(a, 0) = {(a,−a), (−a, a), (a, 0), (−a, 0)} . Pro ωλ a ωλ+ µ máme:

(89)

wλ wλ+ µ
(a,−a) (a, a)
(−a, a) (−a, 3a)
(a, 0) (a, 2a)

(−a, 0) (−a, 2a)
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(−2a, a) =⇒ (−3a, a) (−3a, 2a) =⇒ (−5a, 2a)
⇑ rα ⇑ rα

(a,−2a) =⇒ (3a,−2a) (2a,−3a) =⇒ (5a,−3a)
⇑ rβ ⇑ rβ

(−a, 2a) =⇒ (a, 2a) (−a, 3a) =⇒ (2a, 3a)
⇓ rα ⇓ rα

(2a, a) =⇒ (a, a) (3a, 2a) =⇒ (a, 2a)
⇓ rβ ⇓ rβ

(2a,−a) =⇒ (3a,−a) (3a,−2a) =⇒ (5a,−2a)
⇓ rα ⇓ rα

(−a, 2a) =⇒ (−3a, 2a) (−2a, 3a) =⇒ (−5a, 3a)
⇓ rβ ⇓ rβ

(−a,−2a) =⇒ (a,−2a) (−2a,−3a) =⇒ (a,−3a)

(90) O(a, 0)⊗O(0, 2a) = O(a, 2a) ∪O(a, a).

P°íklad 15. O(2a, 0)⊗O(0, a) =?
O(a, 0) = {(a,−a), (−a, a), (a, 0), (−a, 0)}

(91)

wλ wλ+ µ
(2a, 0) (2a, a)

(−2a, 2a) (−2a, 3a)
(2a,−2a) (2a,−a)
(−2a, 0) (−2a, a)

Zobrazíme nedominantní prvky do dominantní Weylovy komory a spo£ítáme podle (82) násobnost prvk· orbit v
dekompozici

(a, a) =⇒ (0, a) (−a, 3a) =⇒ (−4a, 3a)
⇑ rβ ⇑ rα

(a,−a) =⇒ (2a,−a) (3a,−a) =⇒ (4a,−a)
⇑ rα ⇑ rβ

(−2a, a) =⇒ (−a, a) (3a, a) =⇒ (2a, a)
⇓ rβ ⇑ rα

(−a,−a) =⇒ (0,−a) (−2a, 3a) =⇒ (a, 3a) =⇒
⇓ rβ

(−a,−a) =⇒ (0,−a) (a,−3a) =⇒ (4a,−3a)
⇑ rβ ⇓ rα

(−a, a) =⇒ (−2a, a) (−3a, a) =⇒ (−4a, a)
⇑ rα ⇓ rβ

(2a,−a) =⇒ (a,−a) (−3a,−a) =⇒ (−2a,−a)
⇓ rβ
(a, a) =⇒ (0, a) ∈

(92) O(2a, 0)⊗O(0, a) = O(2a, a) ∪ 2O(0, a).

P°íklad 16. O(a, b)⊗O(a, b)=? Ze (75) máme

(93) O(a, b) = {±(a, b)± (−a, a+ b, )± (a+ 2b,−b)± (−a− 2b, a+ b)} .
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(94)

wλ wλ+ µ
(a, b) (2a, 2b)

(−a,−b) (0, 0)
(−a, a+ b, ) (0, a+ 2b)
(a,−a− b, ) (2a,−a)
(a+ 2b,−b) (2a+ 2b, 0)
(−a− 2b, b) (−2b, 2b)

(−a− 2b, a+ b) (2a+ 2b,−a)
(+a+ 2b,−a− b) (−2b, a+ 2b)

(a, a) =⇒ (0, a)
⇑ rβ

(2a,−a) =⇒ (a,−a) =⇒ (2a,−a)
⇓ rα

(−a, a) =⇒ (−2a, a)
⇓ rβ

(−a,−a) =⇒ (0,−a)

(a,−a− 2b) =⇒ (2a+ 2b,−a− 2b)
⇑ rβ

(a, a+ 2b) =⇒ (−2b, a+ 2b)
⇑ rα

(a+ 2b, a) =⇒ (2b, a)
⇑ rβ

(2a+ 2b,−a) =⇒ (a+ 2b,−a)
⇓ rα

(−a, a+ 2b) =⇒ (−2a− 2b, a+ 2b)
⇓ rβ

(−a,−a− 2b) =⇒ (−2b,−a− 2b)
⇓ rα

(−a− 2b,−a) =⇒ (−2b,−a)
⇓ rβ

(−a− 2b, a) =⇒ (−2a− 2b, a)

Podobn¥ bychom pokra£ovali pro (−2b, 2b) a (−2b, a+ 2b). Výsledný sou£in je potom:

(95) O(a, b)⊗O(a, b) = (2a, 2b) ∪ 4(0, 0) ∪ (0, a+ 2b) ∪ (2a+ 2b, 0) ∪ (0, a) ∪ (2b, 0) ∪ (2b, a).

Dále jsou 2 p°íklady dekompozice sou£inu orbit pro algebru A2

O(a, 0)⊗O(b, 0)=?
Z (54) máme O(a, 0) = {(a, 0), (−a−, a), (0,−a)}

(96)

wλ wλ+ µ
(a, 0) (a+ b, 0)

(−a−, a) (−a+ b, a)
(0,−a) (b,−a)
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(− b
3 + −a

3 ,−
b
3 −

2(−a)
3 , 2b

3 + −a
3 ) =⇒ (−a,−b− a)

⇑ rα2

(− b
3 + −a

3 ,
2b
3 + −a

3 ,−
b
3 −

2(−a)
3 ) =⇒ (−b, b− a)

⇑ rα1

(b,−a) =⇒ ( 2b
3 + −a

3 ,−
b
3 + −a

3 ,−
b
3 −

2(−a)
3 )

⇓ rα2

( 2b
3 + −a

3 ,−
b
3 −

2(−a)
3 ,− b

3 + −a
3 ) =⇒ (b− a, a)

⇓ rα1

(− b
3 −

2(−a)
3 , 2b

3 + −a
3 ,−

b
3 + −a

3 ) =⇒ (−b+ a, b)
Výsledek je tedy

(97) O(a, 0)⊗O(b, 0) = O(a+ b, 0) ∪O(b− a, a) pro a < b

P°íklad 17. O(a, 0)⊗O(a, 0) =?

(98)

wλ wλ+ µ
(a, 0) (2a, 0)

(−a−, a) (0, a)
(0,−a) (a,−a)

(−a3 + −a
3 ,−

a
3 −

2(−a)
3 , 2a

3 + −a
3 ) =⇒ (−a, 0)

⇑ rα2

(−a3 + −a
3 ,

2a
3 + −a

3 ,−
a
3 −

2(−a)
3 ) =⇒ (−a, 0)

⇑ rα1

(a,−a) =⇒ ( 2a
3 + −a

3 ,−
a
3 + −a

3 ,−
a
3 −

2(−a)
3 )

⇓ rα2

( 2a
3 + −a

3 ,−
a
3 −

2(−a)
3 ,−a3 + −a

3 ) =⇒ (0, a)
⇓ rα1

(−a3 −
2(−a)

3 , 2a
3 + −a

3 ,−
a
3 + −a

3 ) =⇒ (0, a)

(99) O(a, 0)⊗O(a, 0) = O(2a, 0) ∪ 2O(0, a).

O(a, a)⊗O(a, a) =?
O(a, a) = {(a, a), (−a, 2a), (2a,−a), (−2a, a), (a,−2a), (−a,−a)}

(100)

wλ wλ+ µ
(a, a) (2a, 2a)

(−a, 2a) (0, 3a)
(2a,−a) (3a, 0)
(−2a, a) (−a, 2a)
(a,−2a) (2a,−a)
(−a,−a) (0, 0)

(−a, 2a) =⇒ (−2a
3 + 2a

3 ,
a
3 + 2a

3 ,
a
3 −

4a
3 ) =⇒ (0, a,−a) =⇒ (a, 0,−a) =⇒ (a, a)

(2a,−a) =⇒ ( 4a
3 + −a

3 ,
−2a

3 + −a
3 ,−

2a
3 + 2a

3 ) =⇒ (a,−a, 0) =⇒ (a, 0,−a) =⇒ (a, a)
(0, 3a) =⇒ ...− ... =⇒ (a, a,−2a) =⇒ (a, a,−2a) =⇒ (0, 3a)
(3a, 0) =⇒ ...− ... =⇒ (2a,−a,−a) =⇒ (2a,−a,−a) =⇒ (3a, 0)

(101) O(a, a)⊗O(a, a) = O(2a, 2a) ∪O(a, a) ∪ 2O(0, 3a) ∪ 2O(3a, 0) ∪ 6O(0, 0).
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6. Pouºiti dekompozi£ních matic

Oproti kapitole 6 existují mnohem sloºit¥j²í p°ípady vno°ení W ′ ⊂W (a tedy i vno°ení odpovídajících Lieových

algeber L′ ⊂ L ). V t¥chto vno°ení není soubor vektor· ω′1, ω
′
2, ...ω

′
m ( tedy takových pro které platí

2(ω′i,α′j)
(α′j ,α′j)

= δij

pro simple ko°eny α′1, α
′
2, ..., α

′
m odpovídající Weylov¥ grup¥ W ′) podmnoºinou vektor· ω1, ω2, ..., ωm( pro které

2(ωi,αj)
(αj ,αj)

= δij kde prosté ko°eny α1, α2, ..., αm odpovídají Weylov¥ grup¥ W ).
V t¥chto p°ípadech lze konstruovat tzv. dekompozi£ní matice pro W ′ ⊂ W a pro zobrazované váhy λ =

(λ1, λ2, ..., λm) v ω-bázi do vah λ′ = (λ′1, λ
′
2, ..., λ

′
n) v ω′-bázi.

Rozm¥r matice je dán jako m × n, kde m je rank podalgebry a n je rank algebry. Dekompozi£ní matice je
matice zúºení lineárního zobrazení p°íslu²ného duálního homomor�smu k homomor�smu, který popisuje vno°ení
algeber. Matici lze zkonstruovat tak, ºe zrealizujeme poºadovanou algebru jako algebru matic, v ní najdeme danou
podalgebru, sestrojíme explicitn¥ vno°ující homomor�smus a jeho duál a zúºení tohoto duálu na prostor ko°en·
algebry pak zobrazuje do prostoru ko°en· dané ur£ené podalgebry. K tomu tedy musíme explicitn¥ znát vno°ení.

Tvar matice lze do jisté míry ( rozumn¥ rozdílných a rozumn¥ velkých rank· algeber) uhodnout postupným
vkládáním do sloupc· matice vy²²í a vy²²í dominantní váhy.

P°íklad 18. A3 ⊂ C2. Hledáme matici 2×3. Rozm¥r fundamentální orbity O(1, 0, 0) v A3 je 4, protoºe O(1, 0, 0) =
{(1, 0, 0), (−1, 1, 0), (0, 0,−1), (0,−1, 1)} (viz. 59). Rozm¥ry orbit v C2 jsou (viz 78):

(102) | O(a, b) |= 8, | O(1, 0) |= 4, | O(0, 1) |= 4.

V prvním sloupci dekompozi£ní matice tak musí být alespo¬ jedna 0. Rozm¥ry dal²ích fundamentálních orbit v
A3 jsou

(103) | O(0, 1, 0) |= 6, | O(0, 0, 1) |= 4.

(103) a (102) dávají omezení na kaºdý sloupec, kde musí být alespo¬ jedna nula. Celkem máme 8 p°ípustných
variant dekompozi£ní matice.

1.sloupec 2.sloupec 3.sloupec 1.sloupec 2.sloupec 3.sloupec(
0
b

)
Φ→

(
0
c

) (
0
b

) (
0
c

)
Φ↗ Ψ↗(

a
0

) (
0
a

)
Ψ↘

(
b
0

) (
c
0

) (
b
0

) (
c
0

)

Místo písmen budeme vpisovat co nejmen²í nezáporná celá £ísla (tzn. nejmen²í váhy do sloupc·) a kontrolujeme
podmínku dekompozi£ní matice tj. pro kaºdou celo£íselnou váhu (α, β, γ) z A3 po£ítáme sou£in dekomp. matice se
v²emi prvky orbity O(α, β, γ). Z výsledk· vybereme dominantní váhy, z C2 a se£teme rozm¥ry jejich orbit. Sou£et
by m¥l být stejný jako rozm¥r O(α, β, γ).

První pokus (ve sm¥ru ²ipek Φ nahradit písmena jedni£kami) nám dá
(

1 0 0
0 1 1

)
. Dále



29

(
1 0 0
0 1 1

)
O(1, 0, 0) =

(
1 0 0
0 1 1

) 1 | −1 | 0 | 0
0 | 1 | 0 | −1
0 | 0 | −1 | 1

 =
(

1 | −1 | 0 | 0
0 | 1 | −1 | 0

)
=⇒

| O(1, 0) | + | O(0, 0) |= 4 + 1 = 5 6= 4 =| O(1, 0, 0) | .

Po chvíli zkou²ení vytvo°íme matici ( ve sm¥ru ²ipek Ψ náhradou písmen jedni£kami )
(

1 0 1
0 1 0

)
. Zkontrolu-

jeme:(
1 0 1
0 1 0

)
O(1, 0, 0) =

(
1 0 1
0 1 0

) 1 | −1 | 0 | 0
0 | 1 | 0 | −1
0 | 0 | −1 | 1

 =
(

1 | −1 | −1 | 1
0 | 1 | 0 | −1

)
=⇒

(104) | O(1, 0) |= 4 =| O(1, 0, 0) | .

P°íklad 19. B3 ⊂ A3

Podle (p°íkladu 10) je

O(1, 0, 0) = {(1, 0, 0), (−1, 0, 0), (1,−1, 0), (−1, 1, 0), (0, 1,−2), (0,−1, 2)} ,

z toho tedy velikosti orbity z B3 jsou | O(1, 0, 0) |= 6, dále | O(0, 1, 0) |= 12, , | O(0, 0, 1) |= 8.
Velikosti orbit v A3 jsou obecn¥ | O(a, b, c) |= 24, | O(a, b, 0) |= 12, stejn¥ jako | O(a, 0, c) | a | O(0, b, c) | .
Dále | O(a, 0, 0) |=| O(0, 0, c) |= 4 a | O(0, b, 0) |= 6.
To tedy klade na první sloupec poºadavek alespo¬ dvou nul a na druhý sloupec alespo¬ jednu nulu a na t°etí

sloupec alespo¬ dv¥ nuly.
Moºnosti jsou náledující:
1.sloupec 2.sloupec 3.sloupec 1.sloupec 2.sloupec 3.sloupec 0

b
c

 Φ→

 d
0
0

  0
b
c

  d
0
0


Φ↗ Ψ↗ a

0
0

  b
0
c

  0
d
0

  0
a
0

 Ψ→

 b
0
c

  0
d
0


 b

c
0

  0
0
d

  b
c
0

  0
0
d
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1.sloupec 2.sloupec 3.sloupec 0
b
c

  d
0
0


 0

0
a

  b
0
c

  0
d
0


 b

c
0

  0
0
d


Celkem tedy máme 27 moºných matic. Te¤ budeme vpisovat místo písmen co nejmen²í nezáporná £ísla a kon-

trolovat podmínku dekompozi£ní matice pro dominantní váhu z B3, nap°. (α, β, γ) = (1, 0, 0) :

Do matice vznikající ve sm¥ru ²ipek Φ dosadíme místo písmen jedni£ky a dostáváme

 1 0 1
0 1 0
0 1 0

 .

Z p°íkladu 9, O(1, 0, 0) = {(1, 0, 0), (−1, 0, 0), (1,−1, 0), (−1, 1, 0), (0, 1,−2), (0,−1, 2)} , na kaºdý bod orbity z B3

aplikujeme na²í moºnou dekompozi£ní matici:

 1 0 1
0 1 0
0 1 0

 1 | −1 | 1 | −1 | 0 | 0
0 | 0 | −1 | 1 | 1 | −1
0 | 0 | 0 | 0 | −2 | 2

 =

 1 | −1 | 1 | −1 | −2 | 2
0 | 0 | −1 | 1 | 1 | −1
0 | 0 | −1 | 1 | 1 | −1

 .

Jediná dominantní váha je (1, 0, 0) (∈ A3) =⇒| O(1, 0, 0) |= 4 6= 6 =| O(1, 0, 0) ∈ B3 | . Nerovnítko nazna£uje,
ºe jsme tentokrát neusp¥li a je t°eba zkusit jinou moºnou matici. Po mnoha pokusech získáme matici s jedni£kami
místo písmen (ve sm¥ru ²ipek Ψ) ve tvaru

(105)

 0 1 1
1 0 0
0 1 0

 .

Ov¥°íme podmínku dekompozi£ní matice

 0 1 1
1 0 0
0 1 0

 1 | −1 | 1 | −1 | 0 | 0
0 | 0 | −1 | 1 | 1 | −1
0 | 0 | 0 | 0 | −2 | 2

 =

 0 | 0 | −1 | 1 | −1 | 1
1 | −1 | 1 | −1 | 0 | 0
0 | 0 | −1 | 1 | 1 | −1

 .

jedinou dominantní vahou pat°ící do A3 je (0, 1, 0), pro kterou

(106) | O(0, 1, 0)∈A3 |= 6 =| O(1, 0, 0)∈B3 | .

Tím jsme dostali dekompozi£ní matici pro B3 ⊂ A3.
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7. Generující funkce

Pomocí tzv. generujících funkcí lze ur£ovat násobnosti orbit v rozkladech sou£inu orbit a násobnosti pro restrikce
W -orbity na W ′-orbity. �ada generujících funkcí je sepsána v práci [6]. Násobnosti orbit O(µ1, ..., µn) v orbit¥
O(λ1, ..., λm) jsou koe�cienty v rozvojích generujících funkcí do mocninných °ad u £len· Aλ1

1 ....Aλnn Bµ1
1 ...Bµnn .

P°íklad 20. Nap°. pro restrikci G2 →⊂ A2 vypadá generující funkce takto

(107)
1

1− a1

(
1

1− b2
+

b?2
1− b?2

)
,

kde a1 = A1B1B2, b2 = A2B1, b?2 = A2B2 jsou tzv. elementární orbity.
Po dosazení dostaneme

(108) (1−A1B1B2)
(

A2B2

1−A2B2
+

1
1−A2B1

)
.

Po rozvinutí do mocninné °ady do prvních 5 £len· pro kaºdou prom¥nnou dostáváme

(109) 1 +A2B2 +A2
2B

2
2 +A3

2B
3
2 +A4

2B
4
2 +A5

2B
5
2 +A2B1 −A1B2B1 −A1A2B

2
2B1 −A1A

2
2B1B

3
2 −A1A

3
2B

4
2B1 + ...

−A4
2A1B

5
2B1 +A2

2B
2
1 −A2A1B2B

2
1 +A3

2B
3
1 −A2

2A1B2B
3
1 +A4

2B
4
1 −A3

2A1B2B
4
1 +A5

2B
5
1 −A4

2A1B2B
5
1

P°íklad 21. Generující funkce pro restrikci B3 →⊂ A3 vypadá následovn¥:

(110)
1

(1− a1)(1− b2)

(
1

1− c3
+

c?3
1− c?3

)
,

kde a1 = A1B2, b2 = A2B1B3, c?3 = A3B3 c3 = A3B1 po dosazení a úprav¥ dostaneme

(111)
(1−A1B2)

(
A3B3

1−A3B3
+ 1

1−A3B1

)
(1−A2B1B3)

,

rozvoj do mocninné °ady do prvních dvou £len· v kaºdé prom¥nné vypadá následovn¥:

(112)
1+A3B1+A2

3B
2
1−A1B2−A1A3B1B2−A1A

2
3B

2
1B2+A3B3+A2B1B3+A2A3B

2
1B3−A1A3B2B3−A1A2B1B2B3+....

−A1A2A3B
2
1B2B3 +A2

3B
2
3 +A2A3B1B

2
3 +A2

2B
2
1B

2
3 −A1A

2
3B2B

2
3 −A1A2A3B1B2B

2
3 −A1A

2
2B

2
1B2B

2
3

Mnoho dal²ích generujících funkcí je uvedeno v práci [5].
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8. Funkce na orbitech weylovy grupy

Funkce na orbit¥ jsou symetrické (v·£i Weylov¥ grup¥), obdoby exponenciálních funkcí e2πi(m,x), umo¬ujících
provád¥t Fourierovu transformaci na En. Funkce na orbit¥ jsou de�novány takto:

De�nice 15. Nech´W je Weylova grupa transormací Eukleidova prostoru En.Kaºdému prvku λ ∈ En z dominantní
Weylovy komory ( v£etn¥ hranic ) odpovídá funkce na orbit¥

(113) φλ (x) =
∑

µ∈O(λ)

e2πi(λ,x) x ∈ En

kde O (λ) je W − orbita prvku λ. (N¥kdy je funkce na orbit¥ de�novaná jako)
∧
φλ (x) =| Wλ | φλ (x) , kdy je

∧
φλ (0) =|W | .

Po£et s£ítanc· v (113) odpovídá velikosti | O(λ) |, která se shoduje s |W | / |Wλ |.

P°íklad 22. Funkce na orbit¥ pro A1. V tomto p°ípad¥ existuje pouze 1 (prostý) ko°en α. Protoºe (α, α) = 2, je
2 (ω, α) / (α, α) = 1, to znamená (ω, α) = 1, je i ω = α/2 a (ω, ω) = 1/2. Prvky z P+ lze zapsat jako λ = mω , kde
m ∈ Z+ a x ∈ E1 jako x = θω. Spo£ítáme rα :

(114) rαx = x− 2 (θω, α)
(α, α)

α = x− θα = x− 2x = −x,

funkce na orbit¥ φλ (x) je tedy

(115) φλ (x) = e2πi(mω,θω) + e2πi(mω,−θω) = eπimθ + e−πimθ = 2cos(πmθ),

kde m 6= 0. Pokud m = 0 potom φλ (x) = 1.

P°íklad 23. Funkce na orbit¥ φλ (x) pro A2.
Budeme uvaºovat λ v ω -bázi tedy (λ)ω = (a, b) , kde a > b > 0. Podle (53) dostaneme

(116) φλ (x) = φ(a,b) (x) = e2πi((a,b),x) + e2πi((−a,a+b),x) + e2πi((a+b,−b),x) + e2πi((b,−a−b),x)+

+e2πi((−a−b,a),x) + e2πi((−b,−a),x)

Pro skalární sou£in vektor· v ω-bázi platí

(117) (x, y) =
1
2

n∑
j,k=1

xjyk
(
M−1

)
jk

(αk, αk) = xM−1DyT ,

kde D=diag
(

1
2 (α1, α1) , ........., (αn, αn)

)
.

Vezmeme-li tedy x = θ1ω + θ2ω a (λ)ω = (a, b), pomocí (35) a (117) dostaneme

(118) φ(a,b) (x) = e
2πi
3 ((2a+b)θ1,(a+2b)θ2) + e

2πi
3 ((−a+b)θ1,(a+2b)θ2) + e

2πi
3 ((2a+b)θ1,(a−b)θ2)+

+e
−2πi

3 ((a−b)θ1,(2a+b)θ2) + e
−2πi

3 ((a+2b)θ1,(−a+b)θ2) + e
−2πi

3 ((a+2b)θ1,(2a+b)θ2).

Shrneme n¥kolik d·leºitých vlastností funkcí na orbit¥:
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• Invariance v·£i W: Jednou z vlastností funkcí na orbit¥ je jejich invariance v·£i Weylov¥ grup¥ W a dále
pokud bereme λ ∈ P (P = Zω1 + ...+ Zω2) , jsou funkce na orbitech invariantní v·£i tzv. a�nní Weylov¥
grup¥.

Protoºe skalární sou£in (.,.) je invariantní na Env·£i W tzn.

(ωx, ωy) = (x, y) ,

platí φλ (ωx) = φλ (x) , coº plyne z

φλ (ωx) =
∑

µ∈O(λ)

e2πi(µ,ωx) =
∑

µ∈O(λ)

e2πi(ω−1µ,x) =
∑

µ∈O(λ)

e2πi(µ,x) = φλ (x) .

• Spojitost: Protoºe funkce φλ jsou kone£né sumy exponenciálních funkcí, jsou spojité a mají spojité derivace
v²ech °ád·.

• Platí φcλ (x) = φλ (cx): Protoºe platí ω(cλ) = cω(λ) pro kaºdé c ∈ R a pro ω ∈W , O(cλ) je orbita obsahující
cωλ. Tedy

(119) φcλ (x) =
∑

cµ∈O(cλ)

e2πi(cµ,ωx) =
∑

µ∈O(λ)

e2πi(µ,cx) = φλ (cx) .

• Dualita: Vezmeme-li
∧
φλ (x) z de�nice 14 m·ºeme psát

(120)
∧
φλ (x) =

∑
ω∈W

e2πi(ωλ,x),

a protoºe skalární sou£in (.,.) je invariantní na Env·£i W tzn.

(ωµ, ωy) = (µ, y) ,
dostáváme

(121)
∧
φλ (x) =

∑
ω∈W

e2πi(λ,ω−1x) =
∑
ω∈W

e2πi(λ,ωx) =
∧
φx (λ) .

P°íklad 24. Jako p°íklad pouºití funkcí na orbitách budeme pomocí nich aproximovat charakteristickou funkci
jistého kruhu v R2. Vezm¥me algebru C2 = sp(4,C). Tato algebra má v ko°enovém systému tyto ko°eny (v bázi
H∗):

Φ = {(−2, 0), (−1,−1), (−1, 1), (0,−2), (0, 2), (1,−1), (1, 1), (2, 0)}.
Prosté ko°eny jsou α1 = (1,−1) a α2 = (0, 2), první ko°en je krat²í, kvadrát délky volíme roven 1, druhý ko°en

del²í, má kvadrát délky roven 2. Fundamentální váhy 〈ωi, αj〉 = δij jsou ω1 = (1, 0) a ω2 = (1, 1). Dále platí

α∨1 =
2α1

〈α1, α1〉
= (2,−2), α∨2 = (0, 2), ω∨1 =

2ω1

〈α1, α1〉
= (2, 0), ω∨2 = (1, 1). Pak (ωi, α∨j ) = δij . Pouºijeme téº

ozna£ení Q∨ = Zα∨1 + Zα∨2 .
Orbity C2 jsme jiº vypo£etli v p°íkladu 8.
Bu¤ nyní M ∈ N. Fundamentální oblast algebry C2 má tvar

F = {(x, y) ∈ R2|0 ≤ x ≤ 1
2
a y ≥ x a y ≤ 1− x}.

De�nujme nyní funkci f(x, y), která nabývá hodnoty 1 na mnoºin¥
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Obrázek 7. Ko°eny (pln¥) a váhy (£árkovan¥) C2

{
(x, y)|

(
x− 1

4

)2

+
(
y − 1

2

)2

<

(
1
8

)2
}
,

a je nulová jinde. Mnoºina bod· m°íºky ve fundamentální oblasti F , na kterých budeme srovnávat p·vodní funkci
s aproximovanou, je de�nována vztahem

FM =
{ s1

M
ω∨1 +

s2

M
ω∨2 |s0,1,2 ∈ Z, s0,1,2 ≥ 0, s0 + 2s1 + s2 = M

}
.

Pro hodnotuM jsou body m°íºky znázorn¥ny na obrázku. Je zde také vyzna£ena kruhová oblast, na které nabývá
funkce f hodnoty 1.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Obrázek 8. Body m°íºky FM pro M = 24 a oblast, kde je f rovna 1

Funkci f aproximujeme ve fundamentální oblasti pomocí lineární kombinace funkcí na orbit¥ s váhami z mnoºiny
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ΛM = {t1ω1 + t2ω2|t0,1,2 ∈ Z, t0,1,2 ≥ 0, t0 + t1 + 2t2 = M} .
Aproxima£ní funkce má tvar

fM =
∑
λ∈ΛM

cλφλ,

kde koe�cienty cλ jsou dány vztahem

cλ =
〈f, φλ〉
〈φλ, φλ〉

,

kde pro skalární sou£in platí
〈f, g〉 =

∑
x∈FM

ε(x)f(x)g(x),

kde ε(x) je po£et prvk· v mnoºin¥ {wx ∈ Rn/Q∨|w ∈W}.
Pro funkci f vypo£teme p°íklady aproximací pro hodnoty M = 8, M = 16 a M = 24. Jsou znázorn¥ny na

obrázcích. Je vid¥t, ºe pro vy²²í hustotu m°íºky M aproxima£ní funkce fM £ím dál lépe aproximuje p·vodní funkci
f .

Obrázek 9. Aproximace pro M = 8

Obrázek 10. Aproximace pro M = 8



Obrázek 11. Aproximace pro M = 8
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