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Abstrakt: Tato prace jednak shrnuje dosavadni znalosti o palivovych ¢lancich, dale se vSak
zaméiuje na otdzku transportu vody v polymerni elektrolytické membrané palivového
¢lanku. S vyuzitim termodynamickych zakont a znalosti o polymerni membréné jsou na-
lezeny vztahy popisujici pohyb vody v membréné. Nalezené parcidlni diferencidlni rov-
nice pro jednorozmérny model jsou FeSeny metodou separace proménnych. Prace se ome-
zuje pouze na analytické vypocty, vyuziva se proto ruznych zjednoduseni. Vysledkem je
zavislost koncentrace vody v membrané na poloze a ¢ase pro ruzné prubéhy odebiraného

proudu. Z téchto zavislosti jsou vyvozeny pozadavky na parametry membrany.
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Seznam pouzitych symboli a konstant

Matematické znaceni

N prirozena cisla

Ny nezapornd cela cisla

R redlnd cisla

(a,b) otevieny interval

[a, b] uzavieny interval

f(zos) limita funkce f(z) v bodé xg zprava
f(zo-) limita funkce f(z) v bodé xg zleva
\Y% operator gradientu

\% operator divergence

A Laplacetuv operator

oV hranice objemu V

a aktivita

c [mol.m ™3] moldrni koncentrace

D [m2.s71] difdzni koeficient

G [J] Gibbstv potencial

g [J.mol 1] molarni Gibbstv potencial

h [J.mol ™! molarni enthalpie

i [A.m~2] proudova hustota

Jm [kg.m~2s7!]  hmotnostni tok

Jn [mol.m™2.s71] moldrn{ tok

Jjo hustota toku bilancované velic¢iny
Jo celkovy tok bilancované veliciny
ng koeficient elektroosmotického toku
p [Pal] tlak

Ps celkova produkce bilancované veli¢iny
r [Q.m?] plosné rezistivita

T [°C teplota

U [V] napéti

v [m3] objem

w [kg.m 3] hmotnostni koncentrace

We [J] elektrickd préce



Recké symboly

n ucinnost

ur koeficient vyuziti paliva

oo hustota produkce bilancované velic¢iny
Konstanty

e = 1,602.107Y C elementarni naboj

F = 9,648 C.mol™! Faradaytv naboj

N4 = 6,023.100% mol™'  Avogadrova konstanta

p’ = 1,013.10° Pa normalni atmosféricky tlak

R = 8,314 JK 'mol~! molarni plynové konstanta



1 Uvod

1.1 Uvod do problematiky palivovych clanku

V dusledku neustalého rustu spotieby elektrické energie a omezenosti zdroju fosilnich
paliv roste poptdavka po novych zdrojich energie. Duraz je navic ¢im dal vic kladen na
jeji ekologické ziskdvani, snizovani mnozstvi emisnich latek. Tzv. palivové clanky, které
vyuzivaji pfeménu energie chemické na elektrickou, jsou jednou z moznosti, jak nahradit
fosilni paliva a zaroven se vyhnout uniku Skodlivych latek do ovzdusi. Palivem pro tyto
¢lanky muze byt i metanol nebo zemni plyn, avsak jako nejperspektivnéjsi se v soucasnosti
jevi vodik, vodikovym palivovym ¢lankim se bude tato prace vénovat nejvice.

Prvni palivovy ¢lanek zhotovil jiz v roce 1839 Sir William Robert Groove, avSak na
vyznamnéjsi vyuzit{ ¢ekala tato novéa technologie az do 50. let 20. stoleti, kdy ji vyuzila
NASA v projektu Geminy. Pro uzit{ v kosmu jsou palivové ¢lanky diky vysoké spoleh-
livosti a absenci pohyblivych, opotiebitelnych ¢ésti idedlni, avSak jejich cena na dlou-
hou dobu brénila jejich $irsimu vyuziti. Dnes jsou jiz palivové clanky diky své 99,999%
spolehlivosti instalovany jako zalozni zdroje do nemocnic a jinych objektu zavislych na
dodavce elekttiny, uplatnéni by mohly najit i v telekomunikaénich objektech nebo méticich
stanicich, které jsou zpravidla tézko dostupné. Avsak tim vyuziti palivovych ¢lankl ne-
konéi. Témét viechny automobilky jiz predstavily sviij model vodikem pohanéného vozu',
vlady investuji do vybudovani vodikové infrastruktury. I v Ceské republice od roku 2007
vznikd prvni ¢erpaci stanice na vodik, diky niz 25. 6. 2009 v Neratovicich poprvé vyjel
vodikem pohénény autobus MHD (www.h2bus.cz). Dalsi uplatnéni maji palivové ¢lanky
v pienosnych zafizenich jako notebooky nebo mobilni telefony, kterym dokazou dodévat
elektiinu déle nez bézné baterie.

Shrime nyni vyhody palivovych ¢lank.

e Uéinnost. Definici G¢innosti palivového ¢lanku a jeji vypocet je uvedena nize, avSak
obecné lze Tici, ze naptiklad pro vyuziti v automobilech jsou palivové ¢lanky t¢innéjsi
nez spalovaci motory (orientaéné 40% oproti 20% pro benzinovy pohon). V nékterych
aplikacich je navic mozné vyuzit i produkované teplo, takova zafizeni maji potom

ucinnost az 85% (takzvané CHP systémy - combined heat and power systems).

e Jednoduchost. Princip fungovani palivového ¢lanku je velice jednoduchy. Jak uz bylo
vySe zminéno, zaiizeni neobsahuji téméi zadné pohyblivé ¢ésti, a proto dosahuji

vysoké spolehlivosti a dlouhé Zivotnosti.

o Nizké emise. Produktem zékladni reakce ve vodikovém c¢lanku je ¢istd voda, coz
znamena, ze emise by v principu mohly byt nulové. Pro vyuziti ve vozidlech je tento

fakt velice dulezity, protoze by mohl vést k eliminaci emisi ve méstech. Na druhou

! Avsak ne viechny takové automobily vyuzivaji vodikové ¢lanky, v nékterych typech je vodik spalovan

ve spalovacim motoru podobné jako benzin.



stranu je tfeba zminit, ze pfi vyrobé vodiku, nutného jako palivo, je oxid uhlicity

zatim témér vzdy vedlejsim produktem.

e Nehlucénost. Palivové ¢lanky jsou velmi tiché, coz je dulezité jak pro prenosnd zafizeni,
tak pro generatory elektrické energie a tepla, které by mohly byt vyuzivany napiiklad

v rodinnych domech.

Hlavni nevyhodou palivovych ¢lanku zustava jejich cena, dalsim problémem je ziskavéni,
transport a skladovani vodiku. Neustéale je tedy nutné hledat cesty ke snizeni nakladu
na vyrobu a zvySovani ucinnosti palivovych ¢lankt, ¢emuz se vénuje mimo jiné i Ustav

termomechaniky AVCR, v.v.i.

1.2 Cile prace

Jak jsme zminili vySe, vyzkum palivovych ¢lankt neni dokonéen, je tedy tieba stale praco-
vat na lepsim pochopeni procesu v téchto ¢lancich. V kapitole 7?7 shrneme dosavadni zna-
losti o palivovych ¢lancich a zminime se o dosud nevyfesenych otazkach. Palivové ¢lanky s
polymerni elektrolytickou membranou podrobnéji probereme v kapitole 77. Pro tento typ
palivovych ¢ldnkt je jednou z vyznamnych otézek otdzka transportu vody v membrané, na
tuto problematiku se zamétrime. V kapitole 77 najdeme fyzikalni zdkony, které pro pohyb
vody v membréané plati, a v kapitole 7?7 si pripravime matematicky aparat pro nasledné
vypocty. Cilem této prace bude potom najit vztahy pro koncentraci vody v membrané pa-
livového ¢lanku pro ruzné prubéhy odebiraného proudu a vyvodit z téchto vztahu dusledky
pro parametry membrany. To ucinime v kapitole ?7. Budeme provadét pouze analytické
vypocty, a proto budeme nuceni omezit se na jistd zjednoduseni problému, presto se ndm

podaii u¢init nékolik zavéru, které shrneme v zavéreéné kapitole ?77.

2 Soucasny stav znalosti o palivovych ¢lancich

2.1 Princip fungovani palivového ¢lanku

Prvni palivovy ¢lanek vytvoril Sir Groove, kdyz uskutecnil experiment naznaceny na
obrazku ??. V prvnim zapojeni jsou dvé platinové elektrody ponofené do slabé kyselého
vodného roztoku pripojeny ke zdroji elektrického proudu. Na elektrodédch potom vznika
vodik a kyslik, probiha tzv. elektrolyza vody, pii které se spotiebovava elektrickd ener-
gie. Zakladni mys8lenkou palivového ¢lanku je tento proces obratit, privadénim kysliku a
vodiku na jednotlivé elektrody ziskat energii ve formé elektrického proudu prochéazejiciho
obvodem. Skutec¢né, kdyz se v druhém zapojeni na obrazku 7?7 zaménil zdroj elektrického
napéti za ampérmetr a zkumavky byly naplnény piislusnymi plyny, byl naméfen slaby
proud.

Proud produkovany v popsaném pokusu byl velice slaby ze dvou hlavnich duvodu.
Zaprvé byla velice mald styénd plocha mezi elektrolytem a elektrodami, druhym duvodem

byla velkd vzdalenost mezi elektrodami, kterd zvysuje elektricky odpor elektrolytu. V



Elektrolyt
(zredéna
kyselina)

Platinové elektrody___;/

Obrazek 1: Vlevo elektrolyza vody, vpravo schéma prvniho palivového ¢lanku (Sipky na-

znacuji smér pohybu elektront, nikoliv smér proudu). Zdroj: [?].

modernich palivovych ¢lancich se tyto nedostatky fesi plochymi elektrodami a slabou
vrstvou elektrolytu (obrdzek ?7). Spolu s poréznosti elektrod toto vse vede k dosazeni
maximalniho kontaktu elektrod s elektrolytem a plynem.

Pro detailnéjsi porozumeéni reakci, pii které se slucuje vodik a kyslik na vodu, je tfeba
popsat reakce na jednotlivych elektrodach. Ty se lisi pro jednotlivé typy palivovych ¢lankua
(s ruznymi elektrolyty), my popiSeme ten nejbéznéjsi a nejjednodussi, ktery vyuziva stejny
elektrolyt jako Groveuv ¢lanek, slabé kysely vodny roztok.

Na anodé se plynny vodik ionizuje, za uvolnéni elektrontu se vytvoi{ ionty H (protony).
2Hy — 4H™' +4de™ (1)

Pfi této reakci je produkovana energie (avsak podotknéme, Ze tento fakt nezajistuje samo-
volny prubéh reakce, k jejimu spusténi je tfeba jista aktivacni energie). Na katodé kyslik

reaguje s elektrony z elektrody a HT ionty z elektrolytu za vzniku vody.
Og +4e” +4HT — 2H,0 (2)

Je ztejmé, ze aby obé tyto reakce mohly dlouhodobé probihat, musi elektrony produkované
na anodé prochdzet elektrickym obvodem na katodu. Stejné tak ionty H musi prochdzet
elektrolytem, coz umoziiuje fakt, Ze kyselé prostiedi obsahuje volné H* ionty. Podobné
nékteré polymery mohou byt vyrobeny tak, aby obsahovaly pohyblivé HT ionty, tyto
materidly jsou oznacovéany jako PEM (polymerni elektrolytické membrény). Je nutné, aby
elektrolyt propoustél pouze ionty H' a nikoliv elektrony, v opaéném piipadé by elektrony

prochézely elektrolytem a ne vnéjsim obvodem, elektrickou energii bychom neziskali.
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Vodikoveé palivo

H* ionty prochazi elektrolytem Odbér proudu
\f
Katoeda O, + 4e° + 4H* — 2H,0
b
Elektrony proudi
Kyslik. ¢asto ze vzduchu vné&jsim okruhem

Obrézek 2: Redlny palivovy ¢lanek. Zdroj: [?].

V palivovych ¢lancich s alkalickym elektrolytem je zakladni reakce (slu¢ovani vody)
stejnd, ale reakce na elektrodach se lisi. V zasaditych roztocich jsou pohyblivymi nosici
naboje hydroxylové anionty OH™ . Na anodé reaguji s vodikem za uvolnéni energie a

elektronu a produkuji vodu.
2H' + 40H™ — 4H,0 + 4e”

Na katodé kyslik reaguje s elektrony z elektrody a vodou z elektrolytu za vzniku novych
OH™ iontu.

Oz +4e™ + 2H20 — 40H™
Opét musi ionty OH™ prochazet elektrolytem a elektrony vnéjsim obvodem, stejné jako
u predchoziho prikladu je tfeba pro zachovani rovnovahy dodéavat dvakrat vice molekul
vodiku nez kysliku.

Existuji i dalsi typy ¢lanku s ruznymi elektrolyty (nékteré budou zminény nize), reakce
na elektrodach jsou v principu stejné jako u pfedchozich piikladu (viz [?]).

Kviuli ¢etnym ztratdm, o kterych se zminime nize, je napéti na jednom éldnka pii
odebirdni proudu pomérné nizké, pohybuje se okolo 0,7V. Proto je nutné spojovat vzdy
nékolik ¢lanku za sebou, coz je mozné napiiklad tak, ze spojime vodi¢em hrany jednot-
livych elektrod. V tomto ptipadé by vS8ak musel prochazet proud elektrodami k mistum
spojeni a odpor elektrod by zpusoboval dalsi ztréty. Proto se pouZzivaji tzv. bipolarni desky
(bipolar plates), které jsou spojeny s celou plochou elektrody a navic jesté zajistuji diky

svému specidlnimu tvaru (viz obrézek ?7?) piivod paliva.
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Vertikalni kandlky v bipoldrni desce zajistuji doddvku vodiku do jednoho ¢lanku, ho-
rizontalni doddvaji kyslik (nebo vzduch) do ¢ldnku vedlejsitho. Aby bylo odebirani proudu
co nejefektivnéjsi, je zapotiebi co nejvétsi dotykové plochy mezi bipolar plate a elektrodou.
Na druhou stranu je vSak tieba dodédvat palivo a vzduch dostateé¢nou rychlosti a kanéalky
musi byt dostatecné Siroké. Také sila bipolarni desky by méla byt pro snizeni jejich odporu
co nejmensi, na druhou stranu jsou tyto soucdstky ¢asto oporou celého zafizeni a zeslabeni
opét zmensuje piivodni kandlky. Je tedy vidét, ze optimalizace stavby bipolarni desky neni

jednoduchou otazkou.

Vodik je na anody
dodavan vertikalnimi
kanaly

Zaporny pol

Kladny pal

Kanaly pro rozvod
kysliku nebo
vzduchu na katody

Obrézek 3: Nekolik palivovych ¢lanki spojenych do série pomoci bipolarnich desek. Zdroj:

7).

2.2 Typy palivovych ¢lankt

Jestlize ponechame stranou praktické otazky jako vyroba nebo cena materialu, jsou hlavnimi

dvéma technickymi obtizemi palivovych ¢lanku:
e pomaly prubéh reakce, ktery ma za nésledek slabé proudy a maly vykon,
e vodik neni snadno dostupné palivo.

Aby se vyftesily tyto problémy, bylo vyzkouseno mnoho typu palivovych ¢lanku, které se
lisily zejména elektrolytem, ale i jinymi dulezitymi parametry. Vhodnymi pro vyuziti v

soucasnosti a blizké budoucnosti se ukazalo Sest t¥id palivovych ¢lanku (viz tabulka ?7?)

27 anglického combined heat and power, tedy systémy kombinujici vyrobu elektrické energie a tepla
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Typ palivového ¢lanku Nosic Operaéni Aplikace a poznamky

naboje teplota

Alkalické OH~ 50-200 °C Pouziva se ve vesmirnych apli-
kacich (Apollo, Shuttle).

S polymerni elektrolytic- HT 30-100°C Vozidla a pohyblivé aplikace,

kou membranou CHP?systémy s niz§im vykonem.

Metanolové H 20-90°C Vhodné pro prenosné elek-
tronické systémy s nizkym
vykonem, které maji byt v
chodu dlouhou dobu.

S kyselinou fosforeénou H 220°C Vysoky pocet 220-kW CHP
systému v provozu.

S tavenymi uhli¢itany CO%‘ 650°C Vhodné pro stiedni a velké CHP

(MCFC) systémy s vykonem az MW.

S pevnymi oxidy (SOFC) 02 500-1000°C  Vhodné pro CHP systémy vsech
velikosti, od 2kW az do nékolika
MW.

Tabulka 1: Udaje o ruznych typech palivovych élankt

Jednoduchost palivovych ¢lankt nejvice podtrhuji ¢lanky s polymerni elektrolytickou
membranou (PEM), jejichz elektrolytem je pevny polymer se schopnosti{ vést protony, che-
mické reakce jsou tedy stejné jako v ¢lancich s kyselym roztokem (obréazek ?7). Tyto ¢lanky
pracuji za pomérné nizkych teplot, proto se musi problém pomalého prubéhu reakci fesit
sofistikovanymi katalyzatory a elektrodami. Jako katalyzator se pouziva platina, avsak
vyvoj v poslednich letech postoupil natolik, Ze je zapotiebi jen velice malého mnozstvi,
cena platiny tvoii tedy jen malou ¢ast z celkové ceny PEM c¢lankt. Pouzity vodik musi
byt velice ¢isty, otdzka jeho ziskavéani zde tedy zustava.

Teoreticky velmi atraktivnim feSenim tohoto problému je pouziti metanolu jako paliva
misto vodiku. U PEM c¢lanka je to mozné a takové palivové ¢lanky oznacujeme jako
DMFC (direct metanol fuel cells®). Velkou vyhodou je fakt, ze metanol méa zhruba 10-
krat vétsi hustotu energie, nez vodik stlaceny na 350 atmosfér, coz usnadiuje skladovani
paliva. Vykon téchto ¢lanki je bohuzel velice nizky, aplikace je mozna jen pro piistroje s
nizkou a stalou spotiebou elektrické energie, existuje tedy potencionalni vyuziti v rychle

se rozvijejici oblasti pfenosné elektroniky.

3anglické direct (pifmy) v ndzvu naznacuje, Ze zpracovani metanolu se déje pifmo v kapalném stavu, v

jinych ¢lancich se metanol pfedem pfeménuje na plynny vodik
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Prvnimi ¢lanky pouzivanymi ve vesmiru byly PEM c¢lanky, avsak programy Apollo
a Shuttle Orbiter vyuzivaly ¢lanky s alkalickym elektrolytem (AFC). Reakce je urych-
lovana vysoce poréznimi elektrodami s platinovym katalyzatorem a nékdy také zvySenim
tlaku. Nejvétsi komplikaci pfi pouzivani téchto ¢lanku je pozadavek nepiitomnosti oxidu
uhli¢itého? v palivu ani v pfivadéném vzduchu, proto je nutné ho odstrafiovat nebo
pouzivat ¢isty vodik a kyslik.

Palivové ¢lanky s kyselinou fosforeénou (phosphoric acid fuel cell - PAFC) byly jako
prvni produkovany ve velkém mmnozstvi a jejich komeréni vyuziti je velmi rozsitené. Ke
zrychleni reakce slouzi nejen porézni elektrody a platinovy katalyzator, tentokrat i zvysena
teplota (~200°C). Vodik se zde ziskdvéd rozkldddnim zemniho plynu na vodik a oxid
uhli¢ity, avsak k tomu potiebné vybaveni pfidavé ¢lanku na velikosti, cené i slozitosti.
Piesto jednoduchost vlastni vSem palivovym ¢léankum zajistuje PAFC ¢lankiam vysokou
spolehlivost a beziadrzbovost.

Palivové ¢lanky SOFC (solid oxide fuel cell) vyuzivaji jako elektrolyt keramické oxidy
v pevném skupenstvi (vétsinou oxid zirkonu s malym piidavkem oxidu yttria) a pra-
cuji pfi teplotdch mezi 600 a 1000°C. Tato vysokd teplota zajistuje vysokou rychlost
reakce bez drahych katalyzatoru a také tu vyhodu, ze zemni plyn muze byt pouzivan
piimo (rozkldda se za uvolnéni vodiku pfimo uvniti palivového ¢lénku, neni zapotiebi
pridavnych zafizeni). S keramickymi materidly, ze kterych jsou tyto ¢lanky vyrobeny, se
v8ak obtizné zachdzi, a proto je jejich vyroba nakladna. Finalni systém navic stdle obsa-
huje mnozstvi piidavného vybaveni jako predehiivace vzduchu a paliva nebo komplexnéjsi
chladici systém, také spusténi zafizeni je zpravidla obtiznéjsi.

Presto, ze teplota v SOFC ¢lancich dosahuje 1000°C, elektrolyt stale zustava v pevném
skupenstvi. To neplati pro ¢ldnky s elektrolytem z tavenych uhli¢itanu (molten carbonate
fuel cell - MCFC), jejichz zajimavou vlastnosti je, ze pro svij chod narozdil od alkalickych
¢lanka piimo vyzaduji pritomnost oxidu uhli¢itého ve vzduchu. Vysoka teplota opét zna-
mena, ze lze dostateéné rychlé reakce dosdhnout za pouziti neprilis drahého katalyzatoru
- niklu, ktery také tvoii zaklad elektrod. Stejné jako SOFC ¢lanky, muze tento typ ¢lanku
pouzivat plyny jako metan nebo koksérensky plyn (smés Ha a CO) pifmo, bez vnéjsiho
upravovani, tato vyhoda je vSak do jisté miry kompenzovana povahou elektrolytu, horké

a korozivni smési uhli¢itanu lithného, draselného a sodného.

2.3 Napéti a tc¢innost nezatizeného palivového ¢lanku

Nejprve jednoduchym vypocétem uréime napéti na palivovém ¢lanku za predpokladu, ze
vSechny procesy probihaji vratné (zadnd energie se neztraci v podobé tepla).

Zakladni chemicka reakce probihajici v palivovém ¢lanku je exotermickd a energii z
ni ziskanou muzeme vyjadrit jako rozdil tzv. Gibbsova potencidlu AG (energie, kterou je

mozné vyuzit pro kondni vnéjsi prace, ne ke zméné objemu ¢i tlaku) reaktantu a produktu.

4oxid uhli¢ity reaguje s hydroxidem draselnym, nejéasté&ji pouzivanym elektrolytem v tomto typu élankt

a tim elektrolyt znehodnocuje.
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Pro snazsi srovnavani je vhodné tuto veli¢inu vztahovat na 1 mol latky, veli¢iny vztazené
na 1 mol budeme znacit malym pismenem. Pro reakci jednoho molu vodiku a poloviny

molu kysliku za vzniku jednoho molu vody
%OQ + Hs — H-O (3)

tak dostaneme vztah
Ag = gH,0 — gH, — 390,

Takto vyjadiend energie ziskand pii reakci vSak neni konstantni, Gibbsuv potencidl zalezi
na teploté a skupenstvi danych latek (viz tabulka 77).

Nyni pokroc¢ime k vypoc¢tu napéti. Za vzniku jedné molekuly vody, tj. pri spotiebé jedné
molekuly vodiku, projdou elektrickym obvodem ¢lanku dva elektrony. Pti ziskani jednoho
molu vody a spotfebovani 1 molu vodiku tedy projde obvodem 2N 4 elektronu (N4 znaci
Avogadrovu konstantu), jejich ndboj je —2N e = —2F (—e je ndboj elektronu a F je tzv.
Faradayuv néboj, ndboj jednoho molu elektronu). Vztah pro vykonanou elektrickou praci
k4

W = ndboj x napéti = —2F - U. (4)

Za predpokladu, ze se vSechna chemicka energie pfeméni na energii elektrickou, ziskavame

ng

Umaw = W (5)

2.3.1 Ucinnost palivového ¢lanku a jeji mezni hodnota

7 termodynamiky zndme vztah pro maximalni i¢innost tepelnych stroju dany teplotami
ohtivace T; a chladice T5:
T —Ts

Ucinnost Carnotova cyklu = i
1

(6)

Palivové clanky vsak nejsou cyklické tepelné stroje, tomuto vztahu proto nepodléhaji.
Uéinnost je mozné dokonce zavést tak, ze lze dosdhnout jeji 100% hodnoty.

Z rovnic (?7?) a (??) je ziejmé, ze kdybychom ué¢innost definovali jako podil ziskané
elektrické energie a zmény Gibbsova potencidlu, pfi nabyti maximéalniho napéti za vyse
uvedenych predpokladu by byla ii¢innost 100%. Ukazuje se vsak, Ze tato definice neni piilis
uzitecnd, protoze limitni G¢innost za libovolnych podminek by byla 100%.

Nabizi se definice Gc¢innosti palivovych ¢lankua jako podil ziskané elektrické energie a
enthalpie. Palivem jsou totiz zpravidla materialy, které lze pro ziskani energie téz palit,
a proto ma smysl elektrickou energii srovnavat s energii ziskanou spalovanim dané latky
(zménou moldrn{ enthalpie Ah pii reakcich spalovéani). Stejné jako Gibbsuv potencidl se
enthalpie zavadi tak, ze pii exotermické reakci je jeji zména zdpornd, dostavame tak vztah
pro uc¢innost palivového ¢lanku v podobé:

_ We
n= AR (7)
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Skupenstvi T Ag Umaz  Mmaz

produkované vody °C  kJ.mol ™! \Y% %
kapalné 25 -237,2 1,23 83
kapalné 80 -228.2 1,18 80
plynné 100 -225,2 1,17 79
plynné 200 -220,4 1,14 77
plynné 400 -210,3 1,09 74
plynné 600 -199,6 1,04 70
plynné 800 -188.,6 0,98 66
plynné 1000 -177,4 0,92 62

Tabulka 2: Molarni zména volné energie, maximalni napéti nezatizeného obvodu a mezni

ucinnost v zavislosti na teploté a skupenstvi produkované vody (vSe za normdlniho tlaku).
Zdroj: [?]

kde We; je ziskana elektrickd energie (viz vztah (77)).

Jistou obtizi je, ze molarni zména enthalpie reakce spalovani vodiku (tzv. spalné teplo)
zévisi na tom, zda vzniké voda (-285,84 kJ.mol 1) ¢ para (-241,83 kJ.mol 1), tento rozdil
odpovida hodnoté zmény enthalpie reakce vyparovani vody. Pii uvadéni Gc¢innosti je tedy
nutné uvést, ke které z téchto hodnot ji vztahujeme.

Ze vztahu (?77), (??) a (??) vidime, Ze tcinnost limituje nésledujici hodnota, kterd je
nékdy oznacovana jako termodynamicka u¢innost:

Nmaz = % x 100% (8)

V tabulce 7?7 jsou uvedeny hodnoty maximalni i¢innosti (zde vztazené ke zméné en-
thalpie reakce spalovani vodiku za vzniku péry), maximalniho napéti (viz vztah (77?)) a
také molarni zmény volné energie pti ruznych teplotach.

Podotknéme jesté, ze v praxi se nikdy nevyuzije vSechno palivo, které vstupuje do
¢lanku, ¢ast z néj projde beze zmény, a tak je jesté tieba i¢innost nasobit tzv. koeficientem

vyuziti paliva
hmotnost paliva, které zreagovalo

ny 9)

~ hmotnost paliva vstupujiciho do ¢lanku

2.3.2 Vliv tlaku a koncentrace plynu

V predchozim jsme zminili, ze Gibbsuv potencial zavisi na teploté. Neméné dulezita, avsak
0 néco slozitéjsi je jeho zavislost na tlaku a koncentraci reaktantu.

Zkoumejme nyni obecnou chemickou reakci tvaru
jJ + kK — mM. (10)

Aktivitu a reaktanti nebo produktu poc¢itame pro idedlni plyn jako podil tlaku ¢i parcidlniho
tlaku a normalniho tlaku (0,1 MPa)
p
a=—. 11
20 (11)
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Vzhledem k tomu, Ze v palivovych ¢lancich reaguji pfedevsim plyny, vystacime si s timto
vztahem.
Lze ukézat, ze zapocitame-li aktivitu reaktantu a produktu, dostaneme pro zménu

Gibbsova potencialu pii reakei (?7)
J ..k
Ag=Ag¢’ — RTIn (aJmaK> .
M

Konkrétné pro reakci (77):

kde hodnota Ag¢® ozna¢uje zménu Gibbsova potencidlu za normalniho tlaku, tedy hodnotu

uvedenou v tabulce ??. Podobné dostaneme opravu maximalniho napéti jako

1 1
~A¢® RT amg, - a} RT ag, - a2
g9 BT, 32 %0, | _ 0 H2 "0, (12)

Unmaz = ln | 2|,
mer = ToF T 9F A0 mar om0

kde U2 .. je opét hodnota maximélnfho napét{ za normélntho tlaku z tabulky ??. Rovnice
(??) a jeji nize uvedené ekvivalentni zapisy se oznacuji jako Nernstovy rovnice, takto
vypocitané napéti jako Nernstovo napéti.

Jestlize dosadime vztahy (?7) pro kyslik, vodik i paru (budeme piedpoklddat vodikové

¢lanky pracujici za vysokych teplot, kde je mozné i paru povazovat za idedlni plyn), do-

staneme
1
PHy i 1
RT P03 R PH, * D¢
_ 770 (r°) _ 770 2 " Po
Uma:c - Umax + ﬁ In W - Umaa: + ﬁ In PH,0 2 (13)

pO

Druh4 rovnost plati, méifme-li tlak v barech (p = 1 bar).

Pii pruchodu vzduchu ¢ldnkem se spotiebovava kyslik, klesd jeho parcidlni tlak, po-
dobné klesa parcialni tlak vodiku v palivu, naopak voda je produkovéna a parcidlni tlak
pary roste. Argument logaritmu tedy klesa a s nim i Nernstovo napéti, ne vSak rovnomérné
ve vSech ¢astech ¢lanku. Pokles bude nejvyraznéjsi v mistech odvadéni vyuzitého paliva.
Protoze se napéti v ruznych ¢astech ¢lanku lisit nemuZze, rozdilng bude proudova hustota.

Dale je zfejmé, ze se zvysenim podilu vyuzitého paliva Nernstovo napéti klesd (tento
pokles se vice projevi u ¢lanku pracujicich za vyssich teplot kvuli faktoru RT'), avsak pfi
zavedeni koeficientu (?7?) jsme vidéli, Ze i¢innost za normélniho tlaku bude tim vyssi, ¢im
vetsi ¢ast paliva bude vyuzito. Proto je vyuziti paliva nutné pec¢livé optimalizovat, a to
zejména u vysokoteplotnich ¢lanka.

Pouzitim vztahu (?7) lze téz ukézat, ze zvyseni celkového operaéniho tlaku zvysi Nern-
stovo napéti (kvuli dalsim efektium je toto zvyseni vyraznéjsi u ¢lanku pracujicich za nizsich
teplot), stejné tak zvysi napéti a tim i u¢innost pouziti kysliku jako paliva misto vzduchu

nebo pouzivani ¢istého vodiku.
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Mapéti ()

2.4 Ztraty v zatizeném palivovém c¢lanku

Napéti zatizeného c¢lanku je zpravidla nizs$i nez to, které jsme vypocitali v predchozi
kapitole. Hodnota napéti klesd s odebiranym proudem, graf této zavislosti se lisi pro

nizkoteplotni a vysokoteplotni ¢lanky (viz obrazek ??). Duvodem poklesu napéti jsou

nevratné procesy v ¢lanku, z nichz nyni popiseme ¢tyii nejdulezitéjsi.

Teoreticka hodnota napéti nezatiZeného obvodu

/ Ani nap&ti nezatiZeného obvodu nedosshuje teoreticke hodnoty

*'________,__——-— Prudky potatetni pokles napéti

1.2

Teoredckd hodnota napst nezatiZeného obvodu

‘?,/TérnéF linedrni pokles napéd

/Nanéﬁ klesd pomalaji, graf je témé&F linedrni

0.8
. velice maly potdteini pokles nap®, napéti
=) nezatiZeného obvodu se blid teoreticke hodnoté
=
S 0.6
= Ffi wySSich proudech napéti klesa rychlei
Ffi vy&8ich proudech nap&ti klesa rychleji / 0.4
0.2F
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Proudov hustota (mA.em2) Proudovd hustota (mA.cm'?)

Obrézek 4: Prubéh napéti v zavislosti na proudové hustoté vlevo u nizkoteplotnich, vpravo

u vysokoteplotnich ¢lanku.

2.4.1 Aktivaéni ztraty

U mnoha elektrochemickych procest byl experimentalné pozorovan pokles napéti na po-
vrchu elektrod pii rostouci proudové hustoté ¢, prubéh poklesu byl logaritmicky. Toto po-
zorovani uvetejnil v roce 1905 Svycarsky chemik Julius Tafel a empiricky nalezeny vztah
pro tento pokles napéti oznacujeme jako Tafelovu rovnici:

AUy = Aln —

. (14)
10

1> 1.

Konstanta A je vyssi pro chemické reakce probihajici pomaleji, konstanta iy je naopak
vys§si pro rychlejsi reakce a je oznacovana jako vymeénny proud. Pro hodnoty proudové
hustoty nizsi nez tato mez je pokles napéti nulovy.

Fyzikalni vyznam konstanty i je nasledujici. Na katodé probiha reakce
Oy +4e~ +4H" — 2H,0,

ktera je spojena s prenosem naboje. Zdélo by se tedy, ze pii nulové proudové hustoté tato

reakce nebude probihat. Skutecnost je ponékud jind. Tato reakce probihd neustale, avsak

18

i
1000



je vyrovnavana reakci protichtidnou. Tuto rovnovahu naznacujeme pozmeénénou rovnici
O3 + 4e™ 4+ 4H' «— 2H,0.

Existuje tedy neustély tok elektronu do elektrody a z ni, jeho hustotu oznac¢ujeme prave ig.
Zvyseni této konstanty tedy znamend zvySeni aktivity na elektrodé a po zapojeni ¢lanku
bude proud v jednom uréeném sméru prochézet snéz, s mensimi ztratami.

Konstanta ig muze nabyvat velmi rozdilnych hodnot, typickd hodnota pro vodikové
¢lanky pracujici za nizké teploty a bézného tlaku na katodé je 0,1 mA.cm™2, kdezto na
anodé se pohybuje okolo 200 mA.cm~2. Tyto hodnoty se jesté lisf pro riizné kovy pouzité
jako katalyzatory, avSak obecné jsou aktivacni ztraty na katodé mnohem vétsi, na anodé
vodikovych élanku je mozné je téméf zanedbat (to vsak neplati pro ¢ldnky s jinym palivem,
napiiklad DMFC).

Existuji ruzné cesty ke zvyseni ig a tim snizeni aktivaénich ztrat zejména na katodeé.
Jednou z nich je zvySeni operacni teploty ¢lanku. Hodnota ig pro katodu uvedenad v
predchozim odstavci plati pro nizkoteplotni palivové ¢lanky, pro ¢lanky pracujici za teploty
800°C je typickd hodnota az 100krat vyssi. Dalsi moznosti je pouziti lepsich katalyzatoru
(hodnoty pro rizné kovy se mohou také lisit o nékolik ddu) nebo zdrsnéni elektrod a
tim zvétseni jejich aktivnitho povrchu. K efektivnéjsimu vyuziti katalyzatort vede zvySeni
koncentrace reaktantu nebo zvyseni operac¢niho tlaku.

Aktivaéni ztraty zpusobuji prudky pokles napéti pro malé proudové hustoty. Na grafech
?? vidime, ze tento pokles je vyrazny pouze pro nizkoteplotni palivové ¢lanky, coz je v

souladu s pfedchozim odstavcem.

2.4.2 Ztraty zpusobené prichodem paliva elektrolytem a vnitinim proudem

Prestoze je materidl pro elektrolyt konstruovan tak, aby neumozioval pfenos elektronu,
jisté mnozstvi elektrolytem prochiazi a zplsobuje tzv. vnitini proud. Dalsim efektem
pusobicim ztraty je difize paliva z anody na katodu, kde diky katalyzatoru zreaguje s
kyslikem, avSak zadny proud touto reakci produkovan neni. Tyto jevy jsou v podstaté
ekvivalentni, protoze pruchod jedné molekuly vodiku elektrolytem a jeji reakce na anodé
zpusobi ztratu dvou elektronu, které mohly ptispét k produkovanému proudu, stejné jako k
nému mohly pFispét 2 elektrony, které prosly skrz elektrolyt. Pro vodikové ¢lanky pracujici
za nizkych teplot tedy pro jednoduchost budeme uvazovat pouze vnitini proud.

Kvuli pruchodu elektronu elektrolytem se v nepatrném mnozstvi spotiebovava palivo
i v nezatizeném obvodu. Prestoze je tato spotieba opravdu mala, je mozné ji méfit po-
moci specidlnich méricich pristroju. Z takto namérenych dat pak vypoctem dostavame,
ze vnitini proud i, u nizkoteplotnich vodikovych ¢lanku se pohybuje v fadu nékolika
mA.cm™2. Uvézime-li, ze iy pro takové élanky je v fadu desetin mA.cm™2, projevi se pii
nulové ,vnéjsi“ proudové hustoté jiz pomérné velka aktivacéni ztrata. Typicky se napéti
,hezatizeného* obvodu snizuje zhruba z 1,2V na 1V. Tento pomérné vyrazny pokles je
zpusoben tim, ze prubéh kiivky popisujici aktiva¢ni ztraty je na jejim zacdtku velmi strmy,

jak jsme zminili jiz v pfedchozi sekci. Pro vysokoteplotni ¢lanky je ¢g vyssi, proto se pfi
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proudu i, aktiva¢ni ztraty jesté neprojevi a napéti ,nezatizeného* obvodu piilis neklesne
(viz grafy 77).
Vzorec pro zavislost aktivacnich ztrat na ,,vnéjsi“ proudové hustoté i se kvuli vnitinimu
proudu 4, zméni na
i+ in S .
AUy = Aln - 141y > 9.
0

2.4.3 Ohmické ztraty

V palivovém ¢lanku vznikaji déle ztraty kvuli elektrickému odporu, jehoz zévislost na
elektrickém proudu zname z Ohmova zdkona. Pievazné je pficinou elektrolyt, avsak i
spoje mezi jednotlivymi ¢astmi ¢lanku nebo bipolarnich talifi mohou hrat roli. Velikost
téchto ztrat je ddna vztahem

AUppm = ir.

2

Je-li proudové hustota i méfena v mA.cm™*, musime potom plosnou rezistivitu r udavat

v kQ.cm?.

Ohmické ztraty hraji roli u vsech typua ¢lankl a je mozné je snizit pouzitim co nej-
vodivéjsich materidlu na vyrobu elektrod, také vybérem vhodného materidlu pro bipolar
plates a jejich vhodnou stavbou. Dalsi cestou pro snizeni ztrat je pouzit co nejtenc¢i vrstvu
elektrolytu, to je vSak muze byt limitovano tim, ze nékdy mé elektrolyt tvorit oporu pro
elektrody, u jinych typua ¢lanka musi byt elektrolyt tak silny, aby tekutina, ze které je
tvofen, mohla spravné proudit. Vzdy musi byt tak silny, aby zabranil zkratu mezi elek-
trodami.

Ohmické ztraty jsou pri¢inou linedrniho poklesu napéti ve stiedni ¢asti obou grafu ?77.

2.4.4 Koncentracni a transportni ztraty

Pokud je na katodu doddavan vzduch, pii chodu ¢lanku se kyslik z néj spotiebovava a jeho
koncentrace a tim i jeho parcidlni tlak klesa. Velikost tohoto poklesu zalezi na odebiraném
proudu a na rychlosti, jakou je vzduch vyménovan. Podobné klesa tlak na elektrodé, kam
je vodik dodavan pfivodnimi kandly omezenou rychlosti.

V obou piipadech zpusobuje pokles tlaku pokles napéti, ktery oznacujeme jako kon-
centracni resp. transportni ztraty. Pro tyto ztraty nelze najit univerzalni vzorec platny pro
vechny typy ¢lanku, avsak uvedeme jeden z moznych piistupu. Ze vztahu (??) vidime,
ze pokud se zméni parcialni tlak vodiku z hodnoty p; na hodnotu ps a parcidlni tlaky

ostatnich plynu zustanou nezménény, rozdil napéti mtizeme vyjadiit jako
RT
AU =" 1n (p?> (15)

Za hodnotu p; zvolime parcidlni tlak vodiku v nezatizeném obvodu. Druhym extrémem je
stav, kdy parcialni tlak klesne na nulu. To nastane pii mezni proudové hustoté 71, kdy se
palivo spotfebovava rychlosti, kterd predstavuje pravé maximalni rychlost jeho privadéni

na elektrodu. Odebirana proudovéa hustota hodnotu ¢; jiz nemuze presdhnout. Jestlize
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uvazujeme, ze parcialni tlak klesa s rostouci proudovou hustotou z hodnoty p; na nulu

linearné, dostavame vztah pro parcialni tlak ps pfi libovolné proudové hustoté ¢ mensi nez

7
P2 =p1 (1—.>-
11

5

{51

Pouzitim vztahu (?7?) ihned dostdvame

RT 1
AUrans = _ﬁ In (1 - Zl) . (16)

Pro transportni ztraty na katodé (pokud je na ni dodavén ¢isty kyslik) dostaneme stejnym
postupem témér stejny vztah, zméni se pouze nasobici konstanta z % na % jak patrno
z rovnice (77).

Tento piistup vsak nelze vyuzit pro nizkoteplotni ¢lénky (vztah (?7?) plati pouze pro vy-
sokoteplotni ¢ldnky, kde muzeme vodni paru povazovat za ideélni plyn), také neuvazujeme,
ze v palivu muze byt kyslik nebo vodik ve smési s jinymi plyny ani vliv produkce vody a

nutnosti jejtho odvadéni. Obecné se tedy pouziva vztah
AUtroms = aeﬂi? (17)

ktery je sice ¢isté empiricky, ale pfi vhodném vybéru konstant o a 8 odpovidd namérenym
hodnotam.

Transportni ztraty jsou vyznamné zejména u ¢lank, kam je vodik dodavan z piipravnych
zafizeni, kterd mohou vodik doddvat omezenou rychlosti, nebo u ¢lanku, kde vzduch
dodavany na katodu nemtize dobfe cirkulovat. U PEM ¢lanku nékdy zpusobuje koncen-
tracni ztraty nedokonalé odvadéni produkované vody, k tomuto problému se jesté vratime.

V grafech 77 se koncentra¢ni a transportni ztraty projevuji prudkym poklesem napéti

pii vysokém odebiraném proudu.

3 Palivové ¢lanky s polymerni elektrolytickou membranou

3.1 Stavba polymerniho elektrolytu

Vyrobou polymernich elektrolytickych membran se zabyvaji nejruznéjsi firmy a jeji pfesny
postup je ¢asto chranén obchodnim tajemstvim. Nejvice pouzivanym materidlem jsou
sulfonované fluoropolymery, nejéastéji fluoroethylen. Nejzndméjsim a nejzavedengj$im je
Nafion (®Dup0nt), ktery se vyrabi jiz od 60. let.

Konstrukce elektrolytu zacina u jenoduchého polymeru, polyethylenu. Déle se vodik
substituuje za fluor, ¢imz vznika polytetrafluoroethylen (PTFE) zvany téz teflon. Vazby
mezi uhlikem a fluorem jsou velice silné, tato slou¢enina vyborné odolava chemickym
vlivam. Navic je silné hydrofobni, proto se vyuziva v elektrodach k odvadéni produkované

vody, coz brani jejich zaplaveni. K pouziti v elektrolytu je vsak tfeba dalsi upravy. K

°Do vztahu (??) jsme pridali minus vzhledem k tomu, Zze doposud byly jednotlivé poklesy v napéti

vyjadieny jako kladna ¢isla a to chceme dodrzet i nyni

21



zakladnimu PTFE se piidd vedlejsi fetézec, ktery tvoii sulfonovou kyselinu (kyselina,
kterou tvoii uhlovodikovy fetézec zakonceny skupinou -HSO3). Jedna z moznych podob

molekuly s postrannim fetézcem je na obrazku 77.

PR rrFEeErEERELRT
T e eeee
FFFFFF FFFFFF

Voda se
shromazd'uje okolo
shlukd hydrofilnich
postrannich retézct
molekul

Obrazek 5: Vlevo strukturni vzorec polytetrafluoroethylenu s postrannim fetézcem za-
konc¢enym -HSOj3 skupinou, vpravo stuktura elektrolytu (vlakna predstavuji fetézce PTFE,
shluky postrannich fetézcu, které obsahuji vodu, jsou naznaceny kruhovymi oblastmi).
Zdroj: [?].

HSO3 skupina obsahuje iontovou vazbu, ve skute¢nosti je tak fetézec zakoncen iontem
SO3 ak nému vdzanym iontem H' | vyslednd struktura je oznacovdna jako ionomer. Ionty
SO3 a H' z ruznych postrannich fetézcu se silné pritahuji a fetézce tak tvoif shluky.
Klicovou vlastnosti sulfonovych kyselin je jejich hydrofilita, shluky postrannich fetézcu
tedy tvoii silné hydrofilni oblasti v jinak hydrofobnim prostiedi, coz dodava materialu
pozadované vlastnosti.

Hydrofilni oblasti okolo shlukti postrannich fetézcu mohou pohltit velké mnozstvi vody
a tim zvysit hmotnost materidlu az o 50%. Uvnitf téchto oblasti jsou ionty HT pomérné
slabé vazdny k ionttim SO, mohou se pohybovat. Toto prostfedi se tak chova jako zfedénd
kyselina. Vysledny material obsahuje dvé faze: kysely roztok v pevné a silné hydrofobni
struktuie (viz obrazek ?7). PrestoZe jsou jednotlivé oblasti s vodou oddélené, ionty HT
se mohou pohybovat po nosné struktuie dlouhych PTFE molekul. Je vSak ziejmé, ze
pro dobrou vodivost je tieba co nejvétsi zavodnéni. V dobie hydratovaném elektrolytu je
zhruba 20 molekul vody na jeden SOj iont postranniho fetézce a vodivost se pohybuje
okolo 0,1 S.cm™!, pii poklesu obsahu vody kles4 i vodivost.

Elektrolyt je tedy odolny chemicky, pii dostate¢né hydrataci je dobrym vodi¢em pro-
tonu a navic je velice odolny i mechanicky, a proto muze byt vyrabén jako tenky film

tloustky pouhych 50 pm.
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3.2 Stavba elektrod PEM ¢lanku

Doposud nejvhodnéjsim a nejpouzivanéj$im katalyzatorem jak pro anodu, tak pro katodu
je platina. V zac¢atcich PEM ¢lanki jeji spotieba dosahovala 28 mg.cm™2, aviak dnes byla
snizena na 0,1 mg.cm ™2, a tak jeji cena tvoif jen maly zlomek vyrobnich nakladi. Céstecky
platiny jsou rozptyleny na povrchu o néco vétsich zrnek uhlikového présku (na obrazku 77?7
predstavuji ¢erné kruhy zrnka uhliku, svétlejsi zrnka na jejich povrchu znazornuji ¢astecky
platiny), jsou tak od sebe dobfe oddéleny a velka ¢ést jejich povrchu je v kontaktu s

reaktanty.

Obrézek 6: Vlevo: stavba elektrody PEM ¢lanka. Na obrézku je zachycena (zleva) diftizni
vrstva, katalyzator a ¢éast elektrolytu. Zdroj: [?]. Vpravo: fotka redlného katalyzatoru za-

chycena elektronovym mikroskopem.

Takto ptipraveny katalyzator se nanasi na dalsi vodivou a pérovitou vrstvu, nejcastéji
tvorenou slisovanim uhlikovych vlaken, kterd ve vysledné struktufe slouzi nejen jako vodivé
spojeni s bipolarni deskou, ale také jako prostiedi pro difdzi reagujicich plynu ke kata-
lyzatoru a je proto oznacovana jako diftizni vrstva (gas diffusion layer). Déle se piiddva
hydrofobni PTFE, ktery produkovanou vodu odvadi na povrch, kde se mize odpaiovat.
Anoda i katoda maji v principu stejnou stavbu, a tak se takto vytvorend struktura (viz
obrazek ?7) pripoji k obéma strandm elektrolytu a vznikd tak vysledna sestava membréany
a elektrod (Membrane Electode Assembly, MEA).
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3.3 Role vody v PEM c¢lancich

7 popisu stavby elektrolytu je zfejmé, Zze pro jeho spravné fungovani palivového ¢lanku
je tfeba dostateény obsah vody v polymernim elektrolytu. Na druhou stranu vSak nesmi
dojit k zaplaveni elektrod. Potom by mohly byt blokovany péry v nich nebo difizni vrstva
a vznikaly by tak koncentra¢ni ztraty (viz sekce ?7). Na katodé je voda neustédle pro-
dukovéana, a v idedlnim pripadé by tedy mohla zajistit dostate¢né zvlhcéeni elektrolytu
(voda se difizi muze dostat skrz slabou vrstvu elektrolytu az na anodu). Prebyte¢nd voda
na katodé by se odpafovala diky proudéni vzduchu. Tohoto stavu je mozné pii vhodném
designu ¢ldanku dosdhnout, avSak nastavaji tu riizné komplikace.

Prvni z nich je tzv. elektroosmotické strhavani (electroosmotic drag). Protony prochézejici
membrénou s sebou totiz kvuli vodikovym mustkum strhavaji i molekuly vody, typicky
1-5 molekul vody na jeden proton. Zejména pii velkych proudech tak muze byt anoda
zcela vysuSena, piestoze na katodé je vody dostatek. Tento efekt zahrneme do vypoctu
nize a presvédsime se o jeho vlivu na zavodnéni membrany palivového ¢lanku.

Dalsim problémem je vysuSujici efekt vzduchu pii vysokych teplotach. Lze ukazat, ze
pii teplotach vyssich nez 60°C se elektroda vzdy vysusi rychleji nez je voda produkovana
chemickou reakci. Resenfm je zvlhéovani vzduchu nebo paliva, které muze vyrazné zefek-
tivnit praci ¢lanku, prestoze pridavani vedlejsiho produktu do reaktanti se muze zdat
kontraproduktivni. Tyto jevy do naSich vypoctu vsak zahrnovat nebudeme.

Pohyb molekul vody je zndzornén na obrazku ??7. Vsechny tyto procesy miizeme
nastésti dobfe popsat a kontrolovat. Jak produkce vody, tak elektroosmotické strhavani
pfimo zavisi na odebiraném proudu, vypafovani vody umime vycislit také. Difize vody
membranou z katody na elektrodu zalezi na sile elektrolytické membrany a na relativni
vlhkosti na obou stranach, budeme se ji jesté podrobnéji vénovat. Samoziejmé muzeme

kontrolovat i mnozstvi vody pfiddavané do vzduchu nebo reaktantt.

4 Diftize v membrané PEM palivového ¢lanku

V této sekci najdeme matematické vztahy pro pohyb vody membrianou PEM ¢lanki.

Vyuzijeme k tomu zdkont bilance a dalsich termodynamickych znalosti.

4.1 Zakony bilance

Zkoumame-li vyvoj néjakého fyzikalniho systému, zavadime pro popis jeho vlastnosti fy-
zikalni veli¢iny, které se v prubéhu ¢asu neméni, tzv. integraly pohybu. Z klasické mecha-
niky zname nékolik takovych invariantich veli¢in, jsou jimi napiiklad celkovd hmotnost,
celkova energie nebo moment hybnosti (v pfipadé hmotného bodu v poli centralni sily).
Najdéme obecny zdkon bilance pro obecnou veli¢inu ®(t) tohoto typu. Definujme objemo-

vou hustotu této veli¢iny ¢(x,t) pomérem

. AD(t
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Anoda Elektrolyt Katoda

Voda je
@ produkovana
na katodé

Voda je "tazena"

z anody na katodu
protony, které se
pohybuii elektrolytem

Voda muze
difundovat z
katody na
anodu, pokud
je na katodé
vice vody
Vzduch proudici na
katodé zpuisobuje
Voda muze odparavani vody
byt dodavana

zvihéovanim
vodikového
paliva

Voda muize byt
dodavana
zvlhéovanim
vstupniho vzduchu

Obréazek 7: Pohyby vody v palivovém ¢lénku. Zdroj: [?].

celkovd hodnota bilancované veli¢iny ®(t) je potom ddna objemovym integralem
O(t) = / o(x,t)dv. (18)
\%
Casové zména celkové velikosti veli¢iny ®(t) ve zkoumaném télese miize nastat dvéma
zpusoby:
a) pritokem (odtokem) veli¢iny ®(¢) do (z) télesa pfes jeho hranici
b) tvofenim veli¢iny ® uvniti télesa (pritomnosti jejtho zdroje).

Tuto skute¢nost vyjadiime vztahem

dod(t .
%=@=J¢+P¢, (19)

ktery je hledanym obecnym zakonem bilance. Zde Jp predstavuje celkovy tok veli¢iny &
povrchem télesa smérem dovniti a Pg je jeji produkce za jednotku ¢asu v celém télese.
Rovnici (??) oznacujeme jako zdkon bilance veli¢iny ® v integralnim tvaru.

Celkovy tok Jp muzeme urcit jako povrchovy integral

Jo = — / jodS, (20)
oV
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kde jo je hustota vtoku veliciny ®. Protoze norméla plochy miii ven, ndsobime integral

minus jedni¢kou. Podobné vyjadiime celkovou produkci Py objemovym integralem

Pq,:/ oo dv, (21)
\%

kde ¢ je hustota produkce veli¢iny ®. Pouzitim rovnic (??), (??), (?7?) a aplikaci Gaussova

zdkona tak muzeme rovnici (??) pfepsat néasledujicim zpusobem:

4 (/ go(x,t)dv) :/ agp(x,t)dv:/ jq;dS+/ U@dU:/ V-jq,dv+/ o dv.
dt \Jv v ot av v v v

Zmensujeme-li v tomto vztahu objem V', pies ktery se integruje, dostaneme v limité V' — 0

zakon lokalni bilance pro libovolny vnitini bod télesa:

0p(x,t)

=_V-j i 22
5 V- jo +0s (22)

4.2 Bilance hmotnosti

Méjme systém dvou neinteragujicich latek, koncentraci (tj. hmotnost vztazenou na jednot-
kovy objem®) sledované komponenty ozna¢me w a predpoklddejme, ze dand litka nikde
uvniti systému neni produkovéna. Aplikujeme-li obecny bilanéni zdkon (77) na hmotnost

této prvni komponenty, dostdvame

ow(x,t)
——+ V. jn=0, 23

ot + Jm ( )
kde j,, je hmotnostni tok prvni komponenty. V nésledujici sekci zjistime, Ze tento tok
zavisi na w a dostaneme tak pro koncentraci sledované komponenty parcialni diferencialni

rovnici.

4.2.1 Fickuv zakon

Jestlize je v systému naruSen stav termodynamické rovnovahy, pak v ném probéhnou
nevratné (relaxacni) procesy, které jej nakonec pfivedou do nového rovnovazného stavu.
V pribéhu téchto procesi dochézi v systému k vyrovndvéani stavovych veli¢in jako je
hustota, koncentrace, teplota apod., coz je spojeno s jistymi makroskopickymi pohyby
(proudy) uvniti systému: proudem hmoty, energie, elektrického néboje atd. Jsou-li tyto
procesy dostateéné pomalé, muzeme v kazdém okamziku rozdélit nerovnovazny systém
na rovnovazné ¢asti, které jsou charakterizovany konstantni hodnotou stavovych veli¢in.
Jednotlivé ¢asti jsou ve stavu vnitini rovnovéhy, avSak mezi sebou navzijem v rovnovaze
nejsou, existuji mezi nimi nenulové gradienty zkoumanych velicin. Tato skutec¢nost vede k

jiz zminénému pienosu hmoty, energie, naboje atd. v prubéhu nestatického procesu.

5V nasem textu zavddime koncentraci jako pomér hmotnosti (pozdéji litkového mnozstvi) dané kom-
ponenty ku objemu, avSak naptiklad v [?] je koncentrace zavedena pouze jako pomér hmotnosti dané

komponenty ku celkové hmotnosti, ve vSech vzorcich je pak toto ¢ ndsobeno objemovou hustotou hmoty p.
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Nejsou-li gradienty jednotlivych makroskopickych veli¢in pfilis velké, 1ze vyjadrit makro-
skopické proudy jako linearni funkce téchto gradient. V obecném piipadé, kdy je narusena
rovnovaha vice veli¢in, dochézi k superponovani jednotlivych jevi a nalezenim obecnych
vztaht mezi jednotlivymi proudy se zabyva fenomenologickd teorie nevratnych procesu
(viz napi. [?], kde je odvozen obecny zakon diftze a vedeni tepla). V nasem piipadé vsak
budeme uvazovat pouze gradient koncentrace, a proto se objevi pouze proud hmoty (tzv.
difizni proud), ktery bude pfimo timérny tomuto gradientu. Kvantitativné to vyjadiuje
Fickav zékon:

jm = —DVuw, (24)

kde D je tzv. difdzni koeficient. Z podrobnéjsiho termodynamického rozboru (viz [?])
plyne, Ze tento koeficient je kladny.

Dosazenim (??) do rovnice (??7) dostavdme hledanou diferencidlni rovnici

ow(x,t)
ot

_ Ow(x,t)

— DAw =0, (25)

kterd je znamd jako difiizni rovnice nebo rovnice vedeni tepla (pro bilanci tepla vychézi

rovnice stejného tvaru, D piedstavuje v tomto piipadé koeficient tepelné vodivosti).

4.2.2 Tok vody membranou PEM ¢&lanku

Jak jsme zminili v sekci 77, v membrané palivového ¢lanku s polymerni elektrolytickou
membranou nepfispiva k pohybu vody jen difuze, ale také elektroosmotické strhavani
zpusobené pohybem protontu v membrané. Kazdy proton s sebou strhava nékolik molekul
vody, jejich pocet znatime ny. Z experimentu vyplyva, ze tento koeficient zavisi na koncen-
traci vody, tato zavislost se vSak v pracich ruznych autoru lisi (¢lanek [?] uvadi po jistou
koncentraci vody ng jako konstantni, dale pak linedrné zavisly na koncentraci, v nagich
vypoctech budeme uvazovat kvadratickou zavislost). Déle jsme v sekci 77 uvedli, ze pohyb-
livost protoni skrz membranu zalezi na jejim zavodnéni. Podobné na zavodnéni membréany
zavisi i pohyblivost molekul vody, a proto v nasem piipadé bude difuzni koeficient D také
zaviset na koncentraci vody v membrané.

Vzhledem k tomu, ze v tomto piipadé ve vztahu pro tok vody bude vystupovat
pocet molekul (tok vody zpusobeny elektroosmotickym strhavéanim budeme pocitat jako
ngXpocet protonu prochézejicich jednotkovou plochou membrény za jednotku ¢asu), bude
pohodlngjsi pocitat molarni tok vody, ktery z hmotnostniho toku ziskdme vydélenim
moldrni hmotnosti a ktery budeme znacit j,,. Podobné zavedeme molarni koncentraci vody,
pocet moli vody v jednotce objemu, a oznacime ji c.

Tok vody membranou je potom dén vztahem (viz [?]):

jn=—-D(c)Vc(z,t) + nd(c)l(;), (26)
kde F' je Faradayuv néboj (kladnd hodnota naboje jednoho molu elektronu) a i(t) je

hustota odebiraného proudu.
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Jestlize obé strany vztahu (7?) vydélime molarni hmotnosti a dosadime (?7?), ziskame
opét parcidlni diferencidlni rovnici:

Oc(x,t)
ot

+V. (—D(C)Vc(m, t) + nd(c)l(;)> =0. (27)

Spolu s okrajovymi podminkami na elektrodach a pocatetnimi podminkami nam tato

rovnice zadava ilohu, kterou budeme fesit v nasledujici sekei.

5 Matematicky aparat

V této kapitole shrneme matematické poznatky, které budeme vyuzivat v dalsich vypoctech.
Nasim cilem nebude podat vyklad o dané problematice, pouze uvést ¢ésti teorie pro nas
nutné, véty proto uvadime vesmés bez diikazu. Cerpali jsme z ucebnic [?] a [?], tam je

mozné dukazy nalézt.

5.1 Funkéni fady

Definice 1 Bud' (fn)" posloupnost redingch funkci definovangch na A C R, F,(z) =
Y reo fu(x) pro vsechna x € A a vsechnan € Ny. Potom usporddanou dvojici ((fn)g > (Fn)g )
nazveme funkéni fadou a znacéime Y o7 o fn.

Pokud fukénd posloupnost (Fy,)g” md na mnoziné A limitnd funkci F, nazveme ji souctovou
funked fady > 07 fn a pisSeme F =% fy

Definice 2 Bud >.°°  fu(z) funkéni fada a F(x) funkce definovand na A. Rekneme, e
rada Y 0" o fn(x) konverguje k F(z) stejnomérné na mnoziné A, jestlize funkéni posloup-
nost F,, splnuje:

Ke kazZdému Kkladnému ¢islu € existuje ng € R tak, Ze pro vsechna ptirozend n > ng a
Fo(x) — F(z)| <e.

vSechna x € A plati

V textu budeme vétsinou fikat pouze, ze ,fada stejnomérné konverguje“, rozumime
tim, ze fada stejnomérné konverguje k néjaké funkei F(x).

Vyslovime nékolik vét, které budeme v nasledujich vypocétech pouzivat. Jak jsme
zminili na zacatku této kapitoly, teorii funkénich rad se zde podrobné zabyvat nebudeme,
proto je uvedeme bez dukazu a bez Sirsich souvislosti.

K ovétovani stejnomérné konvergence funkénich fad budeme pouzivat Weierstrassovo

kritérium:

Véta 3 Bud'te (frn)y a (gn)y dvé posloupnosti funkei definovangch na mnoziné A. Necht

ddle pro vSechna x € A a vSechna n € Ny plati

fn(2)| < gn(x). Potom, konverguje-li tada
> om0 gn(T) stejnomérné na mnoziné A, konverguje stejnomérné na mnoziné A také rada

ZZO:O fn(@).

Rada Yoo 9n(x) se také nékdy nazyva stejnomérné konvergentni majoranta fady

Y n fn(z) na mnoziné A. Pro nés bude vétsinou touto majorantou ¢iselnd konvergentni
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posloupnost. Z definice ?? totiz plyne, ze je-li (gn)g~ posloupnost konstantnich funkei, tj.
gn(x) = ay pro viechna z € A a viechna n € Ny a ¢iselna posloupnost > ° ; a,, konverguje,
pak > > gn(z) konverguje stejnomérné.

Daéle budeme vyuzivat vétu o zaméné fady a derivace.

Véta 4 Bud (f,) posloupnost redlngch diferencovatelngch funkei na omezeném a otevieném

intervalu J C R takovych, Ze plati:
(I) Existuje c € J tak, Ze fada Y " fn(c) konverguje;
(II) Rada 320 f,(z) konverguje stejnomérné na intervalu J.
Potom plati:
(i) Rada > % fu(x) konverguje stejnomérné na intervalu J;
(ii) Souctovd funkce F Tady > . fn je diferencovatelnd na intervalu J;

(iii) Derivace F' je souctovou funkei rady y " f},-

5.1.1 Fourierovy rady

Definice 5 Necht funkce f md absolutné konvergentni zobecnény integrdl na omezeném

intervalu (o, 3), kde  — a = 2a. PoloZme pro vsechna n € Ny

/ f(x) cos —a:d:c / f(x)sin —xdx

Potom trigonometrickou radu

oo
?0 + Z(an Ccos %x + by, sin %m) (28)

n=1

nazyvame Fourierovou tadou funkce f na intervalu (o, 3).

V dalsim se budeme zajimat o specidlni pifipady Fourierovych fad, kdy jsou nékteré
¢leny nulové. VySetfeme proto, za jakych podminek se tak stane.

Uvazujme jako interval («, ) interval (—a, a). V tomto piipadé je ziejmé, zZe je-li funkce
f lich4, je a,, = 0 pro v8echna n € Ny (soucin liché funkce f(x) a sudé funkce cos z je licha
funkce, jeji integral je na symetrickém intervalu nulovy). Integrand ve vzorci pro b, je pro

lichou funkci f funkce sudd, tyto koeficienty muzeme pocitat jako

2 a
=— / f(x)sin ™ da
a Jo a

Podobné je-li f suda, plati b, = 0 pro vSechna n € Ny a pii vypoctu koeficientt a,, mizeme

opét integrovat jen pfes polovicéni interval.
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Omezme se nyni na liché funkce. Specidlni piipad pro né nastane, spliuje-li funkce f

podminku f(x) = f(a — x). Vyuzijeme rovnosti

2 2k 2k 2k
sin <7r(a - x)) = sin 2k - cOS -z — sin — 1 - cos 2k = — sin
a a a a

a pro sudé Fourierovy koeficienty b,, dostaneme

2 [ 2k
bor, = / f(x)sin 2 pde =
a Jo a

2 ( (2 . 2km @ (2T B
= - (/0 f(w)smawdx—/g f(a —x)sin (a(a—x)>dw> =
2 ( (2 . 2km : . 2kr B
= (/0 f(z)sin dea; —/0 f(z)sin axdx) =0. (29)

Pro pocitani lichych koeficientu b,, vyuzijeme rovnost

2k —1 2k —1 2k —1
sin <(a)7r(a - x)) = sin(2k — 1)7 - cos (a)ﬂx — sin (a)ﬂm ~cos (2k — 1)m =
2k —1
= sin Mm
a
a stejnymi dpravami jako v (??7) dostaneme
4 (2 2% — 1
bop_1 = — /2 f(z)sin ut'lcduv. (30)
a Jo a

Opét uvedeme pouze bez diukazu veéty, které vyuzijeme v nasledujicim textu. Prvni
davé do souvislosti funkci f a soucet fady (?7?). Limitu funkce f(z) v bodé xg zprava

znacime f(zo4), limitu zleva f(zq-).

Véta 6 Necht funkce f je po ¢dstech spojitd a md po Edstech spojitou derivaci na intervalu
[, B]. Potom Fourierova tada funkce f na intervalu (o, 8) konverguje na celé mnoziné R

a oznacime-li F' jeji souctovou funkci, plati:
(i) Funkce F je periodickd s periodou [} — «;
(ii) F(z) = 5(f(z4) + f(z_)) pro vdechna x € (a, B);
(iti) F(a) = F(B) = 5(f(as) + f(6-)).
Pro zkoumani konvergence fad vyuzijeme nasledujici vétu.

Veéta 7 Necht md periodickd funkce F(z) k spojitijch derivaci a jeji (k+ 1)-ni derivace je

spojitd po ¢astech. Potom ciselnd Tada

an (lan| + 1bnl])
n=1

kde a, a b, jsou Fourierovy koeficienty, konverguje.
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5.2 Metoda separace proménnych pro diftizni rovnici

Hleddame teSeni diftizni rovnice s pravou stranou

dc 0?c
s nenulovou pocateéni podminkou
c(z,0) = o(x) (32)

a s homogennimi okrajovymi podminkami v x = L Neumannova typu, v x = 0 Dirichletova

typu:

c(0,t) = 0 (33)
Oc
5Lt = 0.

Abychom nalezli feSeni této ulohy, vyfesime postupné nékolik tloh pomocnych.

5.2.1 Difiizni rovnice bez pravé strany s nulovymi okrajovymi podminkami a
nenulovou pocateéni podminkou
V této ¢éasti vyfesime rovnici
b e
ot Ox?
s pocéatecni podminkou (??7) a okrajovymi podminkami (?7). Nejprve nalezneme Feseni

=0 (34)

rovnice (?7), které vyhovuje okrajovym podminkam, a lze ho zapsat ve tvaru
c(z,t) = X(x).T(t),

kde X (x) je pouze funkci x a T'(t) pouze funkei ¢. Dosazenim tohoto pfedpokladaného

feseni do rovnice (??) dostdvame
XT —DX"T =0,

po upravé
17T X"
—_—— = —. (35)
DT X
Vsiméme si, ze v této rovnosti na levé strané vystupuji pouze funkce od ¢, na pravé
strané pouze funkce od z. Uvazme, ze ménime-li napiiklad proménnou x pfi fixnim ¢, pro
zachovani rovnosti je nutné, aby funkce od z byla konstatni. Rovnost (??) tedy lze splnit
pouze za predpokladu
17T X"
= 36
DT = X : (36)
kde A je konstanta obecné s libovolnym znaménkem, avSak uvidime, ze volba —\ na pravé

strané bude pro vypocet pohodlné;jsi.
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Dostavame obycejné diferencidlni rovnice pro urceni funkei X (x) a T'(t)

X"+ AX =0 (37)
.1

T+ —\T =0.

+ AT =0 (38)

Okrajové podminky (??) navic dévaji
X(0)=0, X'(L)=0. (39)
Nejprve budeme Fesit rovnici (?7), toto Feseni se bude lisit pro ruzna znaménka A:

1. A<0

V tomto piipadé ma FeSeni rovnice (??) tvar
X(z) = CreV ™2 4 Che V22, (40)
Okrajové podminky nam davaji

X(0) = C1+Cy=0
X'(L) = Civ=xeV M —Cy/=re VM =0

Tedy
Cy = —C1, Cl\/j)\ <6\/j>\L + 6_\/:[’) =0.

Protoze (e\/TAL + e‘mL) # 0 a zaroven \ # 0, dostavame

C1=—-Cy =0,
tzn. pouze trivalni feSeni.
2.2=0
Pro tento ptipad dostdvame
X(z)=Ax+ B
a pocatecni podminky
X(0)=B=0
X' (L)=A=0

nam fikaji, ze muzeme opét dostat pouze trividlni feSeni. Netrividlni feSeni ziskdme
pouze v pripadé
3. A>0

Funkce X (z) mé tentokrat tvar

X () = Cy sin VAz + Cy cos V Az, (41)
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7 okrajovych podminek dostaneme

X(0) = Cy=0
X'(L) = CicosVAL— Cysin—VAL = Cjcos VAL =0

Druhou podminku splnime bud tak, Ze polozime C; = 0, dostaneme vSak opét

trividlni feseni. Druhou moznosti je zvolit A tak, aby cos VAL = 0:
2n— 1)
Vn = (ZL) n=1,2.. (42)
Netrividlni feseni tak dostavame ve tvaru

on — 1
Xn(x)zsin(nQL)ﬂx n=12.. (43)

(konstantu klademe rovnou jedné).
Hodnotam (??) odpovidaji feseni rovnice (?7)
Tp(t) = Kpe P,

kde K, jsou dosud neurcené koeficienty.

Funkce
(2n — 1)m

2L
jsou tedy fesenim homogenni rovnice (??) spliujici okrajové podminky (?7). Protoze rov-

cn(x,t) = Kye Prlsin x n=12.

nice (??) je linedrni a homogenni, bude jisté fesenim i libovolny koneény soucet téchto
partikuldrnich feseni. Piedpoklddejme nyni, Ze to plati i pro soucet nekoneény (podrobnéji
se 0 tom presvédsime nize) a hledejme Feseni rovnice (??) spliujici poc¢ateéni podminku

(?7) ve tvaru nekonecéné rady

R (2n — 1)m
o(z,t) = nz::l Ky PAntsin —ar (44)
Pocateéni podminka tika
o0
2n —1
c(x,0) = p(z) = T; K, sin (nQL)Tra: x € (0,L). (45)

Rada (??) je Fourierovou fadou (??) na intervalu délky 4L, kde a, = 0 a ba,, = 0. V sekci
77 jsme se takovymi specidlnimi piipady podrobné zabyvali a zjistili jsme, ze uvazujeme-li
symetricky interval (—2L,2L), pak je (?7) Fourierovou fadou liché funkce splaujici f(2L—
x) = f(x). Funkci ¢(z) definujeme pouze na intervalu (0, L), avSak muzeme postupné

polozit

F(z) = ¢(x) z€(0,L) F(z) = F(z) ze(0,2L)
= (2L —x) z € (L,2L) = —F(-z) z¢€(-2L,0)
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a funkce F'(z) potom bude spliovat pozadované podminky. S pomoci (??) muzeme tedy

nalézt koeficienty K, ve vztahu (?7):

. 4/2;17()' (20— Dr _2/L ()5 (20— Dr
n—2L X ) S1n o7, I‘ZU—L ) @\ ) sin o7, rax.

Zde jsme predpokladali, ze funkce p(z) je spojitd a po ¢astech diferencovatelnd na intervalu
(0, L), proto je na tomto intervalu soucet jeji Fourierovy fady roven funkéni hodnoté v
daném bodé (viz véta ?7). Pokud ¢(0) # 0, bude funkce F'(x) v nule nespojitd, souctova
funkce bude mit v nule hodnotu % (¢(04) + ©(0-)) = 3(¢(04) — ¢(04)) = 0 # ©(0).
Vratme se nyni k otdzce, zda je nekoneéné fada tvoiena ndsobky partikuldrnich feseni

dané rovnice také jejim feSenim. Zobecnény princip superpozice fika:

Véta 8 Jsou-li funkce u; (i=1,2,...,n,...) partikuldrnimi reSenimi linedrni homogenni di-
ferencidlni rovnice L(u) = 0 (obycejné nebo parcidlni), je fada u = Y ;o Ciu; rovnéz
resenim této rovnice, je-li mozZno provést viypocet derivaci u, vyskytujicich se v rovnici

L(u) =0, derivovanim tady clen po clenu.

Dikaz: Protoze pro viechny derivace vyskytujici se v linedrni rovnici L(u) = 0 muzeme
zaménit sumu a derivaci, muzeme i cely diferencidlni operator L (diky linearité rovnice)

vtahnout do sumy. Dostavame tak

=L Ca) =Y CiL(u;) =0
=1 =1

Posledni rovnost plyne z faktu, ze u; jsou feSenim rovnice L(u) =0 proi=1,2,...,n,
O
Postac¢ujici podminkou pro zdmeénu libovolné derivace vyskytujici se v rovnici L(u) = 0

je stejnomérna konvergence fady utvofené z derivovanych élenti”

Zc am 8"t (46)

Pro zkoumani stejnomérné konvergence budeme pouzivat Weierstrassova kriteria o kon-

vergentni majoranté (véta ?7). V nasem piipadé vySetiujeme stejnomérnou konvergenci

Zacn 0 SO
Ox? ot’

n=1

rad

avSak ukdzeme stejnomérnou konvergenci fady (?7) zderivované libovolné mnohokrat ¢len
po clenu.

Jestlize predpokldddme omezenost funkce ¢(x), |p(z)| < M, dostdavame pro koeficienty

K,
_ 1)
|Ky| = ‘ ‘ ‘/ Sln 2L ————uxdzx

Tviz véta 77, predpoklad (I) konvergence nezderivované fady v néjakém bodé pokazdé zvlast ovéiovat

< 2M. (47)

nebudeme, d4 se vesmeés zduvodnit konvergenci ¢fselné fady > oo, nle~**n pro néjaké a a g, kterd bude

ukédzdna nize - viz (77)
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Pro derivace funkci ¢, v ¢ase t > tg > 0 (to je libovolné pomocné ¢islo) tak dostavame

Oc om — 1)\ 2 _p(en=n=\* (20— D T\ 2 _
8—: = ‘—D ((21;)> K,e ( 2L ) sm(2L)x <2MD (E) n’e ( 2L
dcn| (2n— 1) _D(W)Qt (2n — 1)m v —D(W)Qto
87 = ‘—MKne COS Tﬂ? < 2an6 N
obecné

8(k+l)cn

2+k _pf@n=Dr\?
< 2MD! (E)( )n(21+k)e D( 2L ) fo pro t >ty

oxkot! L

Je tedy zfejmé, ze Cleny ¢, a jejich derivace obecné muzeme shora omezit vyrazem
(2n71)7r)2t
— 0 . . , 7 7 vz N~ v
Anfle < 2L =: ay, kde A je konstanta a g je nezdporné celé ¢islo. Ukazme, ze fada

<2n—1>w)2t0

Z AnqefD( 2L , (48)
n=1

konverguje dokonce pro libovolné ¢. Vyuzijeme D’Alembertovo podilové kritérium kon-

[e.o]

vergence pro fady s kladnymi cleny. To #ika, ze fada Y >~ ; a, konverguje, plati-li pro jeji

n=1
¢leny vztah lim, oo a"f < 1. V nasem piipadé
w \2 2
o . n 4 1) e—D(i) (4n2+4n+1)tg ' 1\Y o xy2
lim —L = lim ( i - =lim (14+—) e 2D(L)t°"=0,
n—oo n—oo  nd e—D(i) (4n2—4n+1)tg  n—o0 n

tim je konvergence fady (?7) ovéfena. Tato fada nezavisi na x ani t, je tedy stejnomérné
konvergentni majorantou pro derivace fady (?7?) ¢len po clenu. Zderivované fady jsou
potom dle Weierstrassova kritéria stejnomérné konvergentni a fadu (?7) lze tedy v oboru
t > to derivovat ¢len po élenu. Cislo ¢y bylo libovolné, proto tato tvrzeni plati obecné pro
t > 0. Dle véty 7?7 je tedy

(2n — 1)m

o0
c(x,t) = Z Kpe PAntgin T (49)
n=1
kde .
2 2n —1
K, = L/o o(x) sin (nZL)dex (50)

fesenim rovnice (77).

5.2.2 Diftizni rovnice s pravou stranou, s nulovymi okrajovymi podminkami

a nenulovou pocateéni podminkou

Nyni pfistoupime k tloze zadané na zacdtku kapitoly, budeme fesit rovnici (?7) s okra-
jovymi podminkami (?7?) a poc¢ateéni podminkou (??). Budeme piedpokladat, ze funkce
f(x,t) na pravé strané je pro t € (0,7) spojitd a po ¢astech diferencovatelnd vzhledem k

proménné x na intervalu = € (0, L). Opét ji prodlouzime symetricky podle z=L na interval

35

(2n—1)m

2
)t



(0,2L) a potom lise na interval (—2L,2L) a najdeme Fourierovu fadu vysledné funkce na
intervalu (—2L,2L). Obdobné jako v (??) potom plati

f(z,t) = Z fn(t) sin 57 % pro x € (0, L),

koeficienty f,, jsou dany vztahem

2 [t 2n — 1
:L/o f(a:,t)sin(nQL)ﬂxdx.

K feSeni rovnice pouzijeme metodu variace konstant, budeme piedpokladat, ze koeficienty
K, ve vztahu (?7) jsou zavislé na case. Budeme derivovat opét fadu ¢len po ¢lenu (zda to

muzeme udélat, probereme nize), na levé strané rovnice (?7) tedy dostaneme

o (OKa(t) _py.¢. (2n—Dm O ( —pat . (2n—1)7
Z <8te sin ~——7——2 + K, (t) (875 (e sin QL:E) +

n=1
0 ( _praa. @2n—D)m
_Dax2< Sll’lﬂ/fﬁ))).
(2n—1)m

Protoze funkce e~ Pt gin 57—, n € N spliiuji rovnici s nulovou pravou stranou, druhé

dva vyrazy se se¢tou na nulu a na levé strané bude vystupovat pouze ¢len s derivaci K, (t).

Vyuzijeme-li tedy rozkladu funkce f(z,t), dostaneme

0K, (t) _pry . (Cn—Dr & . (2n—1Dr
5 ¢ sin—— 1 = an(t) sin ————«

n=1
Tato rovnost mé platit pro kazdé = € (0, L), Fourierovy koeficienty v obou suméch se tedy
musi rovnat. Pro kazdé n € N musi byt spliiena obycejna diferencidlni rovnice

0K, (t)
ot

eiD)\nt = fn (t)

Jejim feSenim je obecné
t
K(t) = / D27 f ()T + Ko (0).
0

Hodnotu K, (0) ziskdme z poc¢dteéni podminky dané funkei p(z). V ¢ase t = 0 ma platit

= (2n— 1)
c(z,0) ZKn sin TZL‘,

n=1
coz je rovnice totozna s (?7?), proto analogicky s (??7) dostavame

2 [* 2n — 1
K,(0) = L/o @(x) sin (nzL)ﬂ-xdx.

Resenfm rovnice (??) vyhovujici pocéteénim i okrajovym podminkim je tedy funkce ve

tvaru
o0

t n — 7T
cla,t) =) < /0 ePAnT £ (1)dr + Kn(0)> e Prntgin (22L1)x (51)

n=1
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kde

fn(t) = /f$tbln n_l) xdx

K,(0) = L/o gp(;r)sin@nQ_Ll)xdx.

Zbyva vysetiit, za jakych podminek muzeme fadu (??) derivovat ¢len po ¢lenu, tj. kdy
bude fada derivovanych ¢lent stejnomérné konvergentni®. Vyuzijeme opét Weierstrassova
kritéria, avsak nejprve musime ucinit nékteré pomocné odhady. Predpoklddejme opét, ze
funkce ¢(z) je na intervalu [0, L] omezend, [p(x)| < M. Pro éleny K,(0) potom podobné
jako v (?7?) dostdvdme |K,(0)] < 2M,. Pro funkei f(z,t) necht plati |f(z,t)] < M a
2D | = | f(x,t)] < M pro = € [0, L], t € [0,T]. Potom

lfn(t)] = ’ / f(z,t) sm 1) ————xdx| < 2M;
‘8fg£t)‘ = |fa(®) ‘ / flx,t) sm 1) —7—adz| < 2M;
a
t ‘ )
/0 P2 fo(r)dr| < /0 P27 fo(r)ldr < M; / Pl = My (Pt -1) <

1
< M;—eDMt,
DA, €

Budeme odhadovat absolutni hodnoty derivaci ¢lenu fady (??). Nejprve odhadneme

casovou derivaci

N t omn —1
ai - eD)‘”tfn(t)e_D’\"t — DM\, / eDA"Tfn (r)dr + K,(0) e~ DAt ) gin 7( i )Wl'
Ot 0 2L

Clen s integralem upravime integraci per partes

<D)\n /Ot eD)\ann(T)d7_> 6—D>\nt _ ([eDAm—fn(T)}; _ /Ot 6D)\n7fn(7_)d7_> e—D)\nt _
t

= fa(t) — (fn(O) - / ePAnT fn(T)dT) e~ DAnt
0

aproT >t >ty (to > 0 je opét libovolné pomocné ¢islo) odhadneme

t —
Gen) fn(())—i-/ ePAnT £ (7)dT — DAL K, (0) ) e PAnt Sme <
ot 0 oL
t
; -1
< <|fn(0)\ + ’/ ePAnT f (1)dr| + DA, Kn(())o e~ DMt |gin Wm <
0
1
—DAnt
< (2My +2DX,M,)e O+MfD)\

8Ptedpoklad (I) véty 77 opét zvldst ovéiovat nebudeme, vyuzily by se velice podobné odhady, které

budeme délat v nésledujicim
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d%cy,
0x2

Clen s exponencilou miizeme piepsat jako soucet fad typu (??), fada tvofens témito cleny

proto konverguje. V druhém séitanci vyjadiime A,

M: 2
IV 1 _ M 2L
DN, D \(2n—1)7

a protoze floo mdx = % < oo, fada ) o0 | M fﬁ konverguje dle integralniho kritéria.
Nasli jsme tedy stejnomeérné konvergentni majorantu pro » >, %" v Case t > tg. Z

libovolnosti ¢y opét plyne, ze fada y -, 83% je stejnomérné konvergentni pro ¢ > 0.

Dale je t¥eba vySetfit stejnomérnou konvergenci fady (?77) zderivované dvakrat podle

z. Obdobné jako v predchozim odhadneme:

! 2n —1
= ‘—/\n (/ €D>\"Tfn(7')dT—|—Kn(0)> e~ Prntgin @n—Dr n2L )Ww
0

(2n— )7
2L

. (2n -
sin 5T

- ]—gfnu) - <11)fn(0) 5/ P () AnKn<o>> P2 sin rv\ <

SO+ (5 1601+ 5| [ e hurar

+ A \Kn(0)|> e~ DAnt

1
D2\,

1 2 -
D | fa ()] + (DMf + 2)\nM<p) e~ DAnto 4 Mf

A

V druhém kroku jsme opét vyuzili integraci per partes a odhad plati pro T > t > ty.
Vysetifme konvergenci fady élenit (??). Rada > 00 | |f,(t)| konverguje dle véty ?? pro
k = 0. Musime ovsem pozadovat, aby prodlouzeni funkce f(x,t) na interval (—2L,2L)
bylo na tomto intervalu spojité a po ¢astech spojité diferencovatelné vzhledem k x pro
t € (0,T7). To znamend, ze funkce funkce f(z,¢) musi byt vzhledem k z spojitd a po
¢astech diferencovatelnd na [0, L] a zaroven musi platit f(0,¢) = 0, vse pro ¢t € (0,7).
Konvergenci fad utvorenych z dalsich séitancu v (?77?) jsme vysettili vyse. Opét jsme tedy

nalezli konvergentni majorantu pro ¢ > to, z vyse uvedenych duvodu tedy fada > - ; %255

stejnomérné konverguje v ¢ase t > 0.
Oveérili jsme predpoklady véty (??) a suma (?7?) je tedy feSenim rovnice (?7) za

predpokladu, ze
(i) Funkce ¢(x) je omezend na [0, L].
(ii) Funkce f(z,t) a % jsou omezené pro z € [0,L] at € [0,T].

(iii) Prot € (0,T) a = € [0, L] je funkce f(x,t) spojitd vzhledem k z a derivace aféz’t)

existuje a je po Castech spojita vzhledem k z.

(iv) f(0,t) =0prote (0,7).

V nasich vypoctech bude ¢(x) spojitd na [0, L], je automaticky splnén bod (i). Funkce
f(z,t) bude v nasich vypoctech dokonce hladka pro (x,t) € [0, L] x [0, T], to zajist{ splnén{
predpokladu (ii) a (iii). Dodejme jeste, ze T' je koneéné, avsak libovolné velké ¢islo, proto

nam omezeni ¢ € [0, 7] nebude vadit.
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6 ResSeni rovnice pro koncentraci vody v membrané PEM

vodikového ¢lanku

Nyni se pokusime pomoci metody separace proménnych fesit rovnici (??) s danymi okra-
jovymi a pocateénimi podminkami. Vypocet zjednodusime ve vSech ptipadech tim, ze bu-
deme uvazovat pouze jednorozmérny model, budeme pocitat rozlozeni koncentrace vody

na usecce s koncovymi body na katodé a anodé membrany (viz obrézek ?7).

0 L x

anoda katoda
c=0 @ =i
Ew it

Obrazek 8: Schéma membrany vodikového ¢lanku v jednorozmérném modelu.

6.1 Reseni difiizni rovnice s nehomogennimi okrajovymi podminkami

Metodou separace proménnych vypocteme koncentraci vody ve zjednoduseném piipadé,
kdy povazujeme D i ng za konstanty. Rovnice (?77?) se tak zredukuje na difizni rovnici (?7?).
Postup pro feseni difizni rovnice pro = € (0, L) s nenulovymi okrajovymi podminkami jsme
prevzali z [?]. Najdéme nyni tyto okrajové podminky pro membranu vodikového ¢lanku.
Jak jsme jiz zminovali, na katodé vodikového ¢lanku je produkovéna voda. Pro vznik
jedné molekuly vody jsou zapotiebi dva elektrony, které prosly vnéjsim obvodem, molarni
produkei vody tedy ziskdme vydélenim odebiraného proudu (obecné ¢asové proménného)
nabojem dvou molu elektront 2F. Vztah (??7) dava do souvislosti moldrni tok vody a

gradient koncentrace:

i(t 0

i) _ [0

2F ox
Katodu umistime do bodu x = L, kde vnéjsi norméala mifi ven z tsecky. Tok vody vSak
mif{ opa¢nym smeérem, coz ndm do vztahu pfida dalsi minus. Jako okrajovou podminku

na katodé tedy dostdvame

dc i(t)

oo (Lt) = =: j(t).
Ox 2FD
Uvazujme, ze na anodé je vSechna voda odebirdna, okrajovd podminka pro anodu v

(53)

pocatku soutadnic bude mit tvar
c(0,t) = 0. (54)

Koncentrace vody v nulovém case bude konstantni v celé membrané:

c(z,0) = cp. (55)
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Nagim tkolem je tedy vyfesit rovnici
2
gi—Dgxg:O xe(0,L) te(0,7) (56)
s okrajovymi podminkami (?7?) a (??) a pocateéni podminkou (??). Schéma této tlohy je
znézornéno na obrazku ?7.
V sekci 77 jsme nasli postup pro feseni difizni rovnice (??) s nenulovou pravou stranou
a s homogennimi okrajovymi podminkami. Ulohu s okrajovymi podminkami (??) a (?7?)
prevedeme na tento pfipad.

Budeme hledat reSeni rovnice ve tvaru
c(x,t) = u(x,t) + v(zx, t), (57)

kde funkce u(z,t) bude vyhovovat okrajovym podminkam a funkce v(x,t) zajisti splnéni
rovnice a poc¢atecnich podminek. Funkei v(z, t) volime tak, aby spliiovala homogenni okra-
jové podminky, soucet (??) pak bude vyhovovat nehomogennim okrajovym podminkam.
V naSem pfipadé muzeme zvolit

u(z,t) == zj(t),
ziejmé plati u(0,t) = 0, %(L7 t) = j(t). Dosadime-li koncentraci ve tvaru (??) do rovnice

(??7), dostavame

v A(xjt) 0% & (zj(t))

LA pft  pf iy,
ot ot Ox? Ox?
Upravime-li tuto rovnici a oznac¢ime-li navic j'(t) = 8%—(;), dostdvame rovnici pro v
ov 0%v
— —D— = —xj'(t), 58
DY~ () (58)

na kterou uz muzeme aplikovat postup ze sekce 77, protoze v mé spliovat homogenni
okrajové podminky a prava strana bude pro vhodna j(t) spliiovat podminky z konce sekce
?7?. Ze vztahu

c(z,0) = xj(0) + v(x,0) = o
ziskame pocatecni podminku pro v

v(z,0) = ¢o — x7(0).

Z (?7) vime, ze teSeni v(x,t) bude ve tvaru

© t (271.71)271'2 _ (2n71)27r2 2n — 1
v(z,t) = Z (kn(O) +/ fn(T)e ar2 DTdT) e~ az Plgin < T;L 7rx>, (59)
n=1 0
kde
2 [E , . [(2n—1 4c 8Lj(0)
n = — — = — —1 n___—" A7
kn(0) 7 /0 (co — x7(0)) sin < 5T 7T:17> dz Gn=1)r + (1) (@n = 1)272
2 L . . 2n —1 n 8L.7/<T)
fn(T) = LA (—,’L’J,<T)) Sin < o 7T.fL'> dox = (—1) m
Vyslednou koncentraci ziskdme pfi¢tenim funkce u(x,t):
c(x,t) =v(z,t) + xj(t). (60)
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6.2 Konstantni proud

V nejjednodussim piipadé, kdy j(t) = jo = konst., je ¢len f,, nulovy (5'(t) = 0) a ze sumy

(??7) uplné zmizi integral pres ¢as. Dostdvame tak jednoduché feseni

o .
, 4cy 8Ljo _en-1?x 5 (2 —1
£) = jort+ > (ot (1)) e 61
e(@,t) = jox o ((271 — (=1) (2n — 1)2772) « " M\ e ™) (61)

ktery pro ¢ > 1 prechazi v

o(z,t) 23 jor (62)

Tento vysledek neni prekvapivy, fika nam, ze po ustédleni se koncentrace bude rovnomérné

zvySovat od 0 na anodé po joL na katodé, gradient koncentrace bude vSude konstantni.

6.3 Prvni iterace pro nekonstantni ny

V dalsim kroku ponechdme stejné okrajové a poc¢atecni podminky, budeme vSak predpokladat
proménny koeficient elektroosmotického strhavani. Presny analyticky vypocet se ndm
provést nepodafi, ziskdme prvni priblizeni toho, jak zavislost elektroosmotického strhavani
ovlivni rozlozeni koncentrace v membrané.

Z experimentu vime, jak zavisi ng na koncentraci. Rovnici, kde ng zévisi na ¢, v8ak
analyticky TeSit neumime. Budeme proto postupovat tak, ze do zavislosti ng(c) dosadime
za c vysledek (??) a ziskdme tak zdvislost ng na x. Experimentdlné namérend data se u

riznych autoru lisi, v této praci budeme uvazovat zavislost ve tvaru
ng(c) = ngo + ve’. (63)

Uvazujeme-li ¢ = joz a dosadime-li vztah (??) do rovnice (??7) pro jednorozmérny piipad
s konstantnim D, dostavame

de & [ o i)
5% T (‘Dax + (nao + v(jox) )F> =0.

Pfipomenme, ze jsme oznacili j(t) = 211(;,1)7 a ze v tomto piipadé uvazujeme j(t) = jo =

konst. Po upravé tak ziskdvame rovnici

Oc d%c 3

s pocatetnimi a okrajovymi podminkami

Oc

—(L,t) = 7
a$( ’ ) Jo
c(0,t) = 0
c(z,0) = ¢

kterou opét prevedeme na pripad ze sekce 77.
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Funkci ¢(x,t) opét napiSeme jako soucet dvou funkei, z nichz jedna zajisti splnéni

okrajovych podminek a druh& splnéni rovnice.
c(x,t) = u(z,t) + z(z,t) (65)

Funkei u(z,t) opét muzeme zvolit jako u(xz,t) = jox. Funkce z bude spliovat homogenni
okrajové podminky a po dosazeni (??) do rovnice (??) pro ni dostdvame vztah
0z 02,2

s pocatecni podminkou
Z(l’,O) = ¢o — Jox.
Tim jsme opét problém prevedli do tvaru, ktery umime feSit. Dokonce pokud zvolime

§'(t) = 4vj3 D, bude tato rovnice stejného tvaru jako rovnice (??). Mzeme proto pouzit
vysledek (?7), kde

32Lvj3 D
fulT) = (—1)"7(2?1 — ) = konst.
Potom
t (@n-1)222 32Lvj3D AL? @n-12x2 5 7"
5 Td _ 1 n 0 ——5—D7 _
/0 fu(T)e 4z T (-1) (2n — 1)2n2 [D(2n _ 1)271'26 o 0
3 .3 1— T
_ (o 28y enpeor
(2n — 1)474

a pro hledanou funkeci ¢(z,t) dostdvame
8Ljo(—1)" 128L31/jg(—1)” _@n-1)?? o
t - — 2
) = ot Z [( 2n — 1 " (2n —1)272 (2n — 1)474 ¢ T

12(8L3I/j)( " ]s1 <2n—1

7 tohoto slozitého vyrazu chovani soustavy tézko pozndme, abychom si udélali predstavu

o tomto feSeni, podivame se opét na feSeni pro t > 1.

, 8178 16L* C(2n—1

Vsimnéme si, ze vratime-li se k oznaceni ze sekce 77

\/EZQn—lW

2L

dostaneme sumu z vyrazu (?7?) ve tvaru

Z:(—l)")\i2 sin v/ Anz. (68)
n=1 n
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Z predchozich vypoctu znadme rozklad funkce x do nasi Fourierovy fady (pfi stejném

oznageni):
2 S n+1 L.
x = LnZ::l(—l) )\—nsm VA

Tento vztah formalné dvakrat zintegrujeme a dostaneme tak

o

6% +ar+b= 7 ;(—1) X2 sin \/ A\pz,
kde a a b jsou integracni konstanty, které uréime rozvedenim levé strany rovnosti do nasi
Fourierovy fady”. Ziskdvdme

1 1 2 — I

6:1:3 - §L2x =7 Z(—l)"— sin \/ Apz.
Funkce na levé strané vyrazu spliiuje predpoklady véty 77, je dokonce spojita, a proto se
rovna souctu své Fourierovy fady. Vyraz (?7) muzeme tedy napsat v jednoduchém tvaru

— 205 (s 2
clx,t>1) = joxr + —5 (z° — 3L%z) (69)

7 tohoto vysledku bychom mohli vypocitat druhou iteraci atd., pouzitim numerickych
metod bychom se dostali k pifesnéjsimu vysledku. V této praci se vSak spokojime s timto
prvnim priblizenim. Piestoze jsme si védomi jisté nepfesnosti tohoto vysledku, pokusime
se z néj vyvodit nékteré dusledky pro parametry vodikové membrany.

Samoziejmym pozadavkem na koncentraci vody v membrané je, aby méla v§ude nezapornou
hodnotu. Nejprve vysetiime vyraz (??), tj. podivdme se na nerovnost

2053
Jox + % (z* —=3L%z) >0  proz €[0,L].
Tento vztah prepiSeme na tvar
G(x):x(azz—’y)>0 v=3 Lz—L
7 2vj2

Pro v <0 je nerovnost pro x € [0, L] jisté splnéna. V opaéném piipadé plati

G/(w)—3:1:2_7_3<x+ ;) (x_ g>

a tento vyraz je zdporny pro r € (—\/g, \/g) To znamend, ze funkce G(x) je klesajici na

(—\/g, \/g) a vzhledem k tomu, ze G(0) = 0, nemuze byt splnéna nerovnost G(z) > 0

pro vechna z € [0, L]. Musi tedy platit

1
2vj§

9Tim méme na mysli, ze ji vhodné prodlouzime na interval (—=2L,2L) a provedeme rozvoj do Fourierovy

rady.
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Tato nerovnost ndm potom davé vztah mezi odebiranym proudem a tloustkou membrany.

Plati jo = 21@—017, chceme-li tedy odebirat uréity proud ig, musi byt splnéna podminka

FD /2
L<i2./2 (70)

10 v
Chceme-li odebirat proud ig = 0,6 A.cm™2, tak pro hodnoty (ziskané z [?] a [?]) D =
3.107%m?s™ ! a v = 5.10""mol~2.m % dostavame podminku

L <100 pm.

c[mol/m3]

4000
3000
20004

1000 A

™
0,0001

xm]

LE—— L E— L——
0,00002 0,00004 0,00003

Obrazek 9: Ustdlené rozlozeni koncentrace vody na membrané PEM palivového ¢lanku
tloustky L = 100um v prvnim piiblizeni pro proménny koeficient elektroosmotického
strhdvani. Cervend kiivka pifslusi proudu ig = 0,55 A.cm™2, zelend kiivka meznfmu
proudu iy = 0,60 A.cm™? a modra kiivka proudu iy = 0,65 A.cm™2, pro ktery jiz

dostavame nefyzikdlni vysledek. Znamena to, ze tak vysoky proud nelze odebirat.

Naopak, médme-li membranu o urcité tloustce L, dostdvdme omezeni na maximdlni

proud, ktery muzeme odebirat:

. FD |2
W=y

Pro L =100 pm tak pii vySe uvedeném v a D mame podminku
io < 0,6 A.cm™?.

V grafu 7?7 je pro L = 100 um vykreslena koncentrace vody v membrané v zavislosti na x
pro riuzné hodnoty ig. Vidime, ze pro piilis velky proud dostavame nefyzikalni feSeni, kde

koncentrace klesne pod nulu.
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0,0001

Koncentrace vody pro malé ¢asy by mohla v ur¢itém piipadé klesnout pod nulu
(napiiklad zaddme-li nulovou pocateéni koncentraci). Rozbor plného tvaru feseni (77?)
zde nebudeme provddét, avsak uvedme, ze pokud L splituje podminku (?7) a zaddme-
li dostateéné velkou poéateéni koncentraci'®, potom bude koncentrace vzdy kladna. Na
obrazku 7?7 vidime trojrozmérny graf popisujici rozlozeni koncentrace vody v membrané
od ¢asu t = 0 s, kdy je koncentrace v membrané konstantni, do ¢asu t = 10 s, kdy uz
se rozlozeni koncentrace blizi k ustdlenému rozlozeni zachycenému na grafu 77. Graf je
vykreslen pro hodnoty L=100 um, ig = 0,55 A.cm™2 a ¢y = 2000 mol.m™3 (pro tyto
hodnoty L a ig je nutné zadat pocateéni koncentraci ¢y > 700 mol.m™3, aby i pro malé
casy byla koncentrace v§ude kladnd). Pro nédzornost uvadime dvé riznd natoceni tohoto

grafu.

c[mol.m-3]

0 ,DDDD4D ARcRE
0,00006

0,00003 x[m]

Obrazek 10: Rozlozeni koncentrace vody na membrané PEM palivového ¢lanku v prvnim
priblizeni pro proménny koeficient elektroosmotického strhavani. Soufadnice x popisuje

polohu v membréané, soufadnice t ¢asovy prubéh.

6.4 Sinusovy prubéh odebiraného proudu

Vypocitame koncentraci vody v membrané pro okrajové podminky

%(L,t) = Josinwt
c(0,t) = 0

L0Mezni pocateéni koncentraci jsme hledali pomoci matematického programu Maple tak, 7e jsme vykres-
lovali trojrozmérné grafy pro ruzné pocatecni koncentrace a zkoumali, kdy bude koncentrace vzdy a vsude

kladnd. K ¢emu jsme timto postupem dosli v konkrétnim piipadé s danym L a ip uvddime nize

45

c[mol.m-3] .




Zajimat nds bude prvni pilperioda pribéhu proudu, tj. koncentrace v ¢ase t € (0, Z), coz

predstavuje ndhly a ¢asové omezeny odbér proudu. Tato situace pii pouzivani vodikovych

¢lankd muze nastat napiiklad v ptipadé motort vozidel pohdnénych vodikovym ¢lankem.
Opét vyuzijeme vzorec (?7), pro pirehlednost budeme pouzivat znaceni (?7). Pro

2jow cos wT

ulr) = (-1

vypocitame

2jow ! AnD
fnlT )‘"DTd (— )”/ coswTe " Tdr =
/ L, 0

25w (—1)" A D + (wsinwt — A\, D cos wt) ern Dt
LAn (AnD)? + w2

Uvazime-li, ze j(0) = 0, dostavame vysledek

2¢ 2jowD(—1)" ¢—AnDt

c(x,t) = joxsinwt + +
nzl Vi L ((AnD)2 + w2>

+

2jow(—1)" (wsinwt — A, D coswt) | . Vo
sin AT ).
L\, <(>\nD)2 + w2> < )

Opét pozadujeme nezépornost funkce c(x,t), avsak nalézt podminku pro splnéni tohoto
pozadavku neni snadné. Budeme tedy opét vyuzivat matematicky program Maple a hledat
alespon piibliznou podminku na hodnotu w pro zadanou tloustku membrany L, velikost
maximalniho odebiraného proudu iy a poc¢atecni koncentraci cg.

Protoze nas nyni zajima pouze omezeny Casovy interval, nelze jiz zanedbat ¢len s
tlumici exponencielou. Pokud si vSak nechdme nakreslit grafy jednotlivych ¢lenu sumy ve
vyrazu (?77?), zjistime, ze jiz druhy ¢len je kromé oblasti pro ¢asy blizké ¢ = 0 zanedbatelny.
Proto budeme uvazovat pouze prvni ¢len sumy, A\; = (%)2 Dale budeme hledat podminku
nezdpornosti vyrazu (?7?) v case t = Z. K tomuto zjednoduseni nds vede zkoumdni grafii
koncentrace vody pro ruznéd w, koncentrace se totiz do zdpornych hodnot dostala prave

na konci zkoumaného ¢asového tiseku. Budeme tedy zkoumat vyraz

7r 4c 2. 2jowD (e_D(%)Qf + 1)
c(x,—) = 290 ,-D(5%)

T
. an(Ze)
w T L((%)4D2+w2> 2L

€3

Vyraz sin 5yx je na x € (0,L) vsude kladny, budeme tedy zkoumat pouze kladnost

vyrazu stojicim pied nim v zavorce

_ Dn3 3
F(w) = —e 1% — >0 (72)

" L (5t + )

Nerovnost pro w vyjadfit neumime, mezni hodnoty nalezneme z grafu funkce F(w).

Uvazujeme maximalni hodnotu odebiraného proudu ig = 0,3 A.cm™?2 (tento proud je
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Obréazek 11: Prubéh funkce F(w) v zdvislosti na tloustce membrany L a frekvenci w.

T
2w

rozmérném grafu. Na obrazku ?? potom vidime, ze w klesd pro malé hodnoty pod nulu

odebirdn v ¢ase t = ), tloustku membrény vyneseme jako druhy parametr v troj-
(mald hodnota w prestavuje pomaly odbér proudu) a ze zavislost na w je piiznivéjsi pro
tlustsi membrany (vidime, Ze pro L = 1 mm nastava pokles pod nulu pouze v malé oblasti,
pro jesté vétsi L by nenastéval pokles pod nulu vubec).

Typické tloustka PEM membrény se viak pohybuje okolo hodnoty 100 pm, uvazujme
tedy naptiklad membrdnu tloustky 200 ym. Pro tuto hodnotu L je v levé ¢ésti obrdzku 77

vykreslena zavislost funkce F'(w) na frekvenci w. Vidime, ze F'(w) kladnych hodnot nabyva

s

15
se ke zkouméni ptuvodniho vyrazu (?7?), zjistime, Ze mez pro w je o néco vyssi (pro vyse

pfiblizné pro w > 15571, tj. pro odbér proudu, ktery trvd méné nez & s= 0,2 s. Vratime-li
uvedené hodnoty je vyraz (??) vsude kladny pro w > 22 s7!). Jsme si tedy védomi jisté
nepfesnosti dané zpusobem zkouméni vyrazu (?7), avsak charakter podminky na frekvenci
w jsme nagli. Na obrazku ?? vpravo vidime pritbéh koncentrace vody pro w = 25 s™1, tj.
pro puls, ktery trva ptiblizné 0,13 s.

Pokud bychom chtéli odebirat proud i v delsich pulsech (to je velice casto zadouci),
museli bychom vyrobit tlustsf membranu nebo odebirat mensi proud. Uved me jako pifklad,
7e pro maximalni odebirany proud iy = 0,03 A.cm~? by byla mozn4 libovoln hodnota w

jiz pro membranu tloustky 200 pm.

7 Shrnuti vysledka

Nasli jsme feseni rovnice (?77?) pro jednorozmérny model difize vody membranou vodikového
palivového ¢lanku. Nejprve jsme nalezli feSeni této rovnice za predpokladu, ze diftzni koe-

ficient i koeficient elektroosmotického strhéavani jsou konstatntni v celé membrané. Toto
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Obrézek 12: Vlevo: Prubéh funkce F(w) v zavislosti na frekvenci w pro L = 200 pm,

vpravo: rozlozeni koncentrace vody pro L = 200 um a w = 25 s~ L.

fesen{ zavisi na prubéhu odebiraného proudu i(t), obecné jsme koncentraci vody vyjadrili
vztahem (?7) a (?77?). Pro nékteré specidlni pfipady odebiraného proudu jsme tento vyraz
vycislili a vyvodili z vysledku nékteré zaveéry.

Nejprve jsme uvazovali odebirani konstantniho proudu ig. Zjistili jsme, Ze v tomto
pripadé se koncentrace ustali na jednoduchém rozlozeni koncentrace (??). Pro konstantni
odebirany proud jsme se také pokusili zjistit, jaky vliv bude mit proménnost koefici-
entu elektroosmotického strhavani na rozlozeni koncentrace vody. Ukazalo se, ze v tomto
piipadé pro nevhodné parametry membrany muzeme dostat nefyzikédlni feSeni, kdy kon-
centrace klesd pod nulu (viz graf ??). To znamend, zZe by membrana v nékterych mistech
zcela vyschla a vazné by se narusila funkénost palivového ¢lanku. Proto musime volit
tloustku membrény a odebirany proud ve spravném poméru, coz vyjadiuje vztah (?7).
Je také nutné zadat dostateéné velkou pocatecni koncentraci, kterou jsme odhadli z grafu
vysledné koncentrace vody tak, abychom dosahli jejich nezdpornych hodnot. Zadame-li
spravné parametry membrany a spravnou pocateéni koncentraci, ziskdme vSude kladnou
koncentraci vody jako napf. na obrazku ?7.

V sekci 77 jsme se vratili ke konstatni hodnoté ng, uvazovali jsme ale proménny
odebirany proud ve tvaru sinusového pulsu. Opét jsme zkoumali, kdy dostaneme ne-
fyzikalni vysledek, v jakém pfipadé by membrana zcela vyschla. Pomoci raznych zjed-
noduseni jsme nasli pfibliznou podminku na frekvenci w, kterd udava dobu trvani odbéru.
Ta fikd, ze w musi byt vétsi nez uréitda mezni hodnota, tj. puls nesmi byt p#ilis dlouhy.
Casto chceme proud odebirat v delsich pulsech, potom vSak neni mozné odebirat tak

vysoky proud.
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Vysledky nasf analyzy dévaji zdsadni omezen{ na tloustku membrény palivového élanku
v zavislosti na jejich fyzikalnich vlastnostech a charakteru odebiraného proudu. Na dru-
hou stranu musime brat v ivahu vyznamna omezeni pouzitych matematickych metod. Ty
neumoznuji pouzivat experimentdlné zjisténé zavislosti parametri membrany (difizniho
koeficientu a koeficientu elektroosmotického strhavani) na koncentraci vody v membraneé,

ale pouze jejich aproximace konstantnimi hodnotami.
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