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Kapitola 1

Poloprosté Lieovy algebry, kaenove
systemy, Weylovy grupy

Ustrednimi pojmy celé teorie poloprostych a prostych Lieoviitdeber jsou kieny

a ka‘enové systémy. Pomoci kenovych systémil se provadi klasifikace poloprostych
a prostych Lieovych algeber. Kazda poloprosta Lieova akygbdirektnim soétem
prostych Lieovych algeber. Kazda prosta Lieova algebrazi@o jedné z&tyr sérii
A,(n > 1), By(n > 3), Cp(n > 2), D,y(n > 4) s péti vyjimkami ozn&ovanymi
jako Eg, B, Es, Fy aG,. Tim jsou prosté a kordee i poloprosté Lieovy algebry Upén
klasifikovany.

1.1 Korenové systémy

Zavedeme pojem Kenového systému obegpro libovolny realny euklidovsky pro-
stor E vybaveny skalarnim s@inem( . | . ).

Pro dany nenulovy vektor € FE, necht r, je zrcadleni podle nadplochy kolmé
k tomuto vektoru Cili r, zobrazujev na —v a vSechny vektory: z nadplochy, tj.
(z|v) = 0, zobrazuje na sebe. Explicén

v VrekFE. (1.1)

Poznamenejme, 2 zachovava skalarni soin.

Definice 1.1.1.Mnozinu R C F nazvemekofenovy systénjestlize jsou splany na-
sledujici axiomy:

() R je kon&€na, neobsahujea jeji linearni obal je cely,

(i) Jestlizea € R, potom jediné skalarni nasobky které nalezi dai, jsoua a
_a’



(i) Jestlizea € R, potom zrcadlent, permutuje prvkyR,

(iv) o, 3 € R, potom222 ¢ 7,

(ala)

Prvky R nazvemekoreny

Poznamka 1.1.2.Necht g je poloprosta Lieova algebra, potomrkoovy systém ur-
ceny Cartanovou podalgebrgispinuje vSechny axiomyfedchozi definice.

Lemma 1.1.3.Necht R je kofenovy systém. Necht, 5 € R,  # +«. Potom

€ {0,1,2,3}.
Nyni uz znadme vSechny mozné uhly, které mohou svirat dvarko a vSechny
mozné porary délek kdend.
Lemma 1.1.4.Necht o, 5 € R.
(i) Jestlize ahel svirany Keny« a 3 leZi v intervalu(r /2, 7), potoma + (5 € R.

(i) Jestlize uhel svirany Keny « a § lezi v intervalu(0,7/2) a (3|8) > (ala),
potoma — (3 € R.

Definice 1.1.5.PodmnozinuB C R nazvemebazi kofenového systéni jestlize
() B je baze vektorového prostor,

(i) kazdes € R Ize napsat ve tvard = ) . koo, kdek, € Z. Navic vSechny
nenulové koeficienty, maji stejné signum.

Prvky B nazvemeprosté kofeny

Rekneme, e Ken 5 € R je pozitivni vzhledem k ba#, jestlize koeficienty dané (ii)
jsou kladné. Podot@rekneme, Ze jaegativni vzhledem k bai, jestlize koeficienty
dané (ii) jsou zaporné.

Mnozinu kladnych kéenli budeme zii@& R+, mnoZinu zapornych KenliR—.

Poznamka 1.1.6.Bazi ka‘enového systému budeme t&kdy nazyvamnozinou
prostych kofenil

Véta 1.1.7.Kazdy kdenovy systém ma bézi.

Z této ety spol€né s lemmatem 1.1.4 plyne, Ze Ghly sviran@&mia prostymi
kofeny jsou tupé. Konkrétnmohou nastatffpady /2, 27/3, 37 /4 a 57 /6. Lemma
1.1.3 také jasd stanovuje pokry délek prostych k@ntl. Navic mohou nastat pouze
dva gipady:



i) bud jsou vSechny kieny stej dlouhé,
i) nebo kd'eny nabyvaji pouze dvou rliznych délek.
V Lieoveé teoriicasto pouzivana konvence stanovuje pro del@ip(a|a) = 2.

Poznamka 1.1.8.V této praci budeme pouzivat nasledujici normalizaci:

2 _ 1 prokadenyzA,,
(o)

2 1 pro dlouhé kdeny zCs, G,
(o)

2 _ 2 pro kratke kaeny zCs,
(o)

2 =3 pro kratké kdeny zG,.
(o)

1.2 Weylova grupa

Definice 1.2.1.Necht E je reélny euklidovsky prostor, nechi® je kofenovy systém.
Potom mnozinu
W(R) = {r.|a € R},

kder, je zobrazeni (1.1), nazvenveylova grupa

Poznamka 1.2.2.

i) Weylova grupa je konéna. Rady Weylovych grup pro prosté Lieovy algebry
jsou velice dobe znamy.

ii) Mnozina generéatorl je tvena reflexemi odpovidajicimi prostymilemiim.

Zobrazenir, proa € R je reflexe podle nadplochy ¥ kolmé k «. Tyto nad-
plochy roz@luji £ na|W| souvislych mnozin, kdélV | je Ffad Weylovy grupy. Tyto
mnoziny nazyvam&\Veylovy komorySystém Weylovych komor je permutovan Wey-
lovou grupou. Mnozinu

Dt ={zre E|(zla) >0, a € B}
nazvemelominantni Weylova komora

1.3 Cartanovy matice a Coxeter-Dynkinovy diagramy

Na za&atek poznamenejme, Zeflemovy systém miiZze mit vice bazi. VSechny tyto baze
jsou vSak ekvivalentni ve smyslu néasledujiéty

9



Véta 1.3.1.Necht' R je kofenovy systém, nechf3 a B’ jsou bazek. Potom existuje
g € W(R) takovy, zeB' = {g(a)|a € R}.

Nyni mliZzeme s klidnym ssdomim zavést tzv. Cartanovu matici pro danyeko
novy systém.

Definice 1.3.2.Necht B = {ay, as, ..., a,} je bdze kéenového systémi. Potom
maticiC' € 7", kde
2(a|a)

(ajlag)

Cij =

nazvemeCartanova matice

Jiny, avSak Cartan@matici ekvivalentni zptisob popisuflemovych systéml je
tzv. Coxeter-Dynkinliv diagrande to graf, jehoZ vrcholy jsou téeny mnoZinou pros-
tych ka'enll B = {4, as, ..., a,} a které jsou spolu po dvou spojedy; Carami,
kde
2(aviay) 2(y|a)
(ajlay) (aglei)
Jestlized;; > 1, tj. a; a«; maji riznou délku, potom se od seb&gakym oznéenim
odlisi delsi a kratsi keny. Casto se rozdilna délka ztiasipkou snéfujici od delsiho
kofene ke kratSimu. V této praci vSak budeme&tiaatsi karenycerre a delSi kéeny
bile.)

ProtoZze kdenové systémy jsou upnpopsany pomoci svych Coxeter-Dynkino-
vych diagram{ a protoZe pomociflemovych systémd jsou prosté Lieovy algeby @pln
klasifikovany, Izefici, Ze prosté Lieovy algebry jsou u@rklasifikovany pomaoci ij-
pustnych Coxeter-Dynkinovych diagram{l. Jak uZ jsme rapagpatatku této kapi-
toly, kazdé prosté Lieova algebra nalezi do jednétyesériiA,,(n > 1), B,(n > 3),
Cy(n > 2), D,(n > 4), nebo mezi ptici mimdaadnych algeber ozGavanych jako
Es, E;, By, Fy a Gy. Coxeter-Dynkinovy diagramy vSech prostych Lieovych bkye
jsou uvedeny na obrazku 1.1.

dij = € {0,1,2,3}.

1.4 Korenova nriz, kokoreny
Kofeny kdenového systému jsou linearnimi kombinacemi prostydierkd s cel6i-
selnymi koeficienty. Navic plati, Ze neexistujg&o, ktery by nél soiasre jak kladné
tak zaporné koeficienty.

Jako uzitény nastroj pro dalSi praci se zavadi tzvidwova niiizZ.

10
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Obrazek 1.1: Coxeter-Dynkinovy diagramy prostych Liedvgtgeber.

Definice 1.4.1.MnoZzinu
n
Q = {ZCLﬂM”Gi S Z, o; € B}

i=1
nazvemekorenova mfizPodmnozinu)* c @, kde

n

Qt = {Zaiai\ai €72 o; € B} ,

=1

nazvemekladna kofenova mfiz

Poznamka 1.4.2.MnozinouZ=° je myslena mnoZzina vSecliimzenychcisel a nuly,
tj. Z=° = {0,1,2,3...}. Toto zn&eni bude dale pouZivano v p&hu celé prace.

Poznamka 1.4.3.Systém kdenl R je potom podmnoZzinou Kenové niize ). R* je
podmnozinouw)™.
Poznamka 1.4.4 Ke kazdému ktenua € R zavadime tzvkokorena vztahem

200
(afa)

& =
Plati, 2e = «. Podob# jako pro kdeny zavedemkokofenovou mfiz

Q = {Zaﬂﬂai S Z, o; € B}

i=1

11



akladnou kokofenovou mfiz

@+ = {Zai@i\ai €72 a; € B} )

i=1

1.5 Vahy

Ustrednim pojmem teorie reprezentaci poloprostych Lieovygalzer jsou vahy.

Definice 1.5.1.Bud’ g poloprosta Lieova algebra, bufl'jeji Cartanova podalgebra,
bud' V reprezentace, potom linearni funkciondk € h#, pro ktery existuje nenulovy
podprostoV, C V, kde

Vw={veV|VYheh, h-v=Ah)v},
nazvemeraha reprezentace.Winozinu vSech vah budeme ziaV.
Poznamka 1.5.2.

i) Kofen je nenulova vaha reprezentack

i) Bud’ \ vdha reprezentadé, o« kofen, potom plati, Ze

iil) MnoZina vSech vahl je invariantni vzhledem k akci Weylovy grupy.

Definice 1.5.3.Vahaw reprezentac&’” je nejdelSi, jestlize pro vSechna € B plati,
Zew + a; neni vahou.

Poznamka 1.5.4.Mnozina vSech vah obsahuje jednoznau nejdelSi vahw. VSech-
ny dalSi vahy jsou tvaru

A=w— Zaiai, a; € Z7°.
i

Definice 1.5.5.Bud’ g poloprosta Lieova algebra, buff = {ay, as, . . . o, } béaze ko-
fenového systémy, potom linearni funkcionalyw;, w», . .., w, nazvemeundamen-
talni vahy jestlize plati
2(w;|ay o
M =0;; Vi, j=12,...,n.
(ajloy)

12



Pozndmka 1.5.6.
i) MnoZinall = {w;,ws,...,w,} tvoii obecr® neortogonalni bazi.
i) Podobre jako pro kdeny zavedemeahovou mfiz
n
P = {Zaiwi\ai el, w; € H}
=1
akladnou vahovou mfiz
n
P+ = {Z&iwi|&i € ZZO, w; € H} .
i=1
i) Plati, Zze@Q c P.
Mezi a-bazi aw-bazi existuji transforn@ai vztahy uéené Cartanovou matici

n

Qy = ZCjkwk, Wy = Z(C’_l)jkak.
k=1

k=1
Poznamenejme jeStvztah pro vypoet skalarniho sdtinu dvou vektorli pomoci
jejich slozek ww-bazi.
1 ¢ _ ~
(z]y) = QMZ:l 2y (CY)jr{elar) = 2C Dy" = 2Sy",
kde D = diag(5(vs|a;), 3(azs]as), ..., 3{am]a,)) as = CD.
1.6 NejdelSi kaeny

Protoze kéeny jsou vahy reprezentaad, existuje jednozriny nejdelsi kéen&. Pro
naSe pdeby st&i uvést nejdelSi k@ny jenom pro &které algebry.

A, - E=a1+tas+ -+ ay,
C, : &£=2a1 4200+ -+ 20,1 + ay,
G2 . §:2a1+3a2.

Poznamka 1.6.1.Pro nejdelsi kteny plati, z& = ¢.

13



1.7 Afinni Weylova grupa

Protoze se v této praci chceme dopracovat k funkcim na ohpijé@ vhodné rozsi
Weylovu grupu, ktera je grupou symetréichto funkci, nicméa nepopisuje vsechny
jejich symetrie. Proto zavedeme tzv. afinni Weylovu gruger& popisuje vSechny
symetrie funkci na orbitach.

Weylova grupa je generovana reflexemi, kdeo;, 7 = 1, ..., n jsou prosté kieny
kofenového systéemi v n-dimenzionalnim euklidovském prostofl Pro rozSieni
Weylovy grupy na afinni Weylovu grupu vyuzijeme nejdelSiciiehl uvedenych v
minulé podkapitole.

Necht ¢ je nejdelSi kden kdenoveho systemi, potom symbolem, ozn&ime
zrcadleni podle nadroviny C E kolmé ke¢, tj.

2(x€)
(€l

SymbolemR, ozn&ime zrcadleni podle nadplocty+ ¢ /2, rovnot®zné sX a posu-
nuté do body /2, tj.

Tl =T —

.

Rex = rex + €.
Poznamka 1.7.1.
i) RO =¢.
i) ZobrazeniR, nepati do Weylovy grupy kvuli bodu i).
i) (Rere) 'z =2 —¢.

iv) ProtoZe pro nejdelsi Ken plati¢ = ¢, mlzeme ve viech uvedenych vztazich
nahradit¢ za&. V nasledujicim tak budeme podle petty Cinit.

Definice 1.7.2.Grupu generovanou zobrazenify, r,,, a,, - - - ; Ta,, NAZvemaafinni
Weylova grupaBudeme ji oznéovatiV >,

Lemma 1.7.3.(Rere )iz = o 4+ k€ prok € Z.

Dilkaz. Dlikaz provedeme indukci. Plati, Ze
Rerex =&+ rerer = o + €.
Pro indulcni krok redpokladejme, ze prb > 0 plati

(Rere)fo = o + k€.

14



Potom
(Rere)*'a = (Rere) (Rere)*s = (Rere) (v + k&) = (w + k&) + € =z + (k + 1)E.
Podle poznamky 1.7.1iii) vime, Ze plati
(Rere) o =z — &
Opét pro indukni krok gedpokladejme, Ze progpkék > 0 plati
(Rere) o =2 — k&,
Potom

(Rere) ""Va = (Rere) M (Rere) "o = (Rere) ™ (w — k) =
= (r—k§) —E&=x—(k+1)¢.

]
Désledek 1.7.4.Afinni Weylova grupa je nekoiea.
MlZeme zavést zobrazeRiy, vztahem
Ryex = NE+ rew. (1.2)

Vime, zeR0 = £. Dale, protoze prvky Weylovy grupy € W zachovavaji ska-
larni sowin a permutuji mnoZinu Kent, plati pro

§w = W = wRO,

7e ma stejnou délku jako Cili Weylova grupa permutuje vzdy zvIast dlouhé a zvIast
kratké kaeny. Potomuw R, je reflexe vzhledem k nadploSe kolmé k vektggua posu-
nuté do body,, /2. Opét plati

(wRe)re)*or = v + k&, prok € Z.
Z uvedeného plyne, Ze mnoZifE“® - 0 odpovida podmnoz&é(Q, C ) generované
vSemi dlouhymi kéeny. Navic plati, Zeé, kde « je kratky kden, je kombinaci dlou-

hych kdenll s celdiselnymi koeficienty. TjQ) = @,. To ale neznamena nic jiného
nez, zewt .o = Q.

15



1.8 Fundamentalni oblast afinni Weylovy grupy

Definice 1.8.1.Bud E n-dimenzionalni euklidovsky prostor. Souvislou a jednadus
souvislou mnozinu” C E nazvemdundamentalni oblast afinni Weylovy grujsst-
lize neobsahuje ekvivalentni od sebe rlizné body vzhledekckiV*" a jeji uzaer
obsahuije alesgpjeden bod z kazdé orbifiy .

Poznamka 1.8.2.

i) Vnitfek dominantni Weylovy komory je fundamentalni oblasti Wey grupy
W.

ii) Dominantni Weylovou komoro* rozumime mnozinu
n
{x:Zaiwi|ai20, wieﬂ},
=1
kdell je mnozina fundamentalnich vah.

ProtozelV je podgrupou?*!, bude fundamentalni oblast afinni Weylovy grupy
F podmnozinou fundamentalni oblasti Weylovy gru@jli ¥ bude obsahovat body
r=aw +- -+ a,w,, kde

CLZ:<$‘OAQ>>O VZ:1,2,,n

Dalsim omezenim na body bude nadplocha Gena reflexiz, € W21, tj. nadplocha
X + &/2, viz podkapitola 1.7. Tato nadplocha je&ana vztahenR.x = x. Tj.

2(z|€)
{€le)

kde (¢|¢) = 2. Po uprae ziskame rovnici nadplochy

E+e=u,

L= (z|&) =Y aru, (1.3)
k=1
kde . .
T = Zakwlm £ = ZQk@k-
k=1 k=1
Fundamentalni oblast je potom takova podmnoZzina dominaviylovy komory pro

jejiz bodyz plati (z|¢) < 1. Rovnice (1.3) ukazuje, Ze nadplocha+ £/2 protina
primky urcené vahami,, v bodechwy, /.

16



Véta 1.8.3.Fundamentalni oblast afinni Weylovy grupy je vek simplexu, ktery je
vymezen vrcholy o o
0, —,..., —.

q1 Qn
Poznamka 1.8.4.Pro dvoudimenzionalni prosté Lieovy algebry jsou fundatdle

oblasti jejich afinnich Weylovych grup vymezeny nasledavn

A2 . {0,0)1,0)2},
Cg . {0,0)1,0)2},

Gy : A0, ﬂ, wo}.

2
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Kapitola 2

Funkce na orbitach

Funkce na orbitach jsou zavedeny pomoci orlislpSnych Weylovych grup podle
nichz také nesou své jméno. Nas budou zajimat funkce naohgitouze pro dvojroz-
meérné Lieovy algebry, tj. prol; x A;, Ay, By, Gs.

2.1 Orbity Weylovy grupy

Jak uz jsme vidli v podkapitole 1.2, akce Weylovy grupy nadimenzionalnim eukli-
dovském prostor’ permutuje Weylovy komory, coz jsou souvislé a jednoduSe sou
vislé mnoziny takové, Zze neobsahuji dva od sebe rtizné alevitni body vzhledem

k akci Weylovy grupy nav.
Pozndmka 2.1.1.

i) Kazdému body € E Ize gifadit orbitu Weylovy grupyO(y), kde
Oy)={zeE|FJweW, z=w-y}.

Zakladni vlastnosti orbity&jaké grupy je, Ze orbita je phruiena jednim bodem
ktery obsahuje. Tj. jestliZze existuje € 1V takové, Ze pro @akézx,y € FE plati
x =w -y, potomO(x) = O(y).

i) Rad orbity je utenfadem dané grupy a plati, Z&d orbity &li fad grupy. Dva
extrémni pipady, které tedy pro orbity Weylovy grupy mohou nastaiyjs

0(0)] =1, [O@)]=[W],

kdey je vnitrnim bodem Bjaké Weylovy komory.

i) JestlizeW, ozna&uje stabilizator body € W vzhledem k akci Weylovy grupy
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W, potom plati, ze
W]

0] = [y

Kazda Weylova komora obsahuje pouze jeden bod z dané oddaitecnou kon-
venci, kterou budeme v této praci pouzivat, bude, Ze orbiylgvy grupy budeme
zn&it pomoci prvku orbity, ktery lezi v dominantni Wey®komde D*. Tj. pro
O(y) plati, zey € D™.

2.2 Orbity Weylovych grup pro Lieovy algebry o hod-

nosti 2

Obecré pro kaZzdou Weylovu grupu a pro kazdy euklidovsky prostatipfeO(0) =
{0}. V dalSim budeme tedy uvatorbity pouze pro nenulové bodyrZ, tj. pro takové
body pro jejichZ sotadnice(a, b) v w-bézi platia # 0 nebob # 0.

Ar 2 O(a) ={(a), (—a) }
Ay x Ay 0 O(a,0) ={(a,0), (—a,0) },
0(0,0) ={(0,0), (0,=b) },
O(a,b) = { (a,b), (—a,b), (a,=b), (—a,—b) }
Ay O(a,0)={(a,0), (—a,a), (0,—a) },
0(0,0) ={(0,0), (b, =b), (=b,0) }
O(a,b) ={ (a,b), (—a,a+0b), (a+b,—Db)
(=b,—a), (—a—b,a), (b,—a—0>)}

Algebry C; a G, maji rlizré dlouhé koeny. Prvni sotadnice bude proto vifpacé C,
odpovidat kratSimu Kenu a v pipace G delSimu.

Cy O(a,0) = { £(a,0), £(—a,a) },
0(0,b) = { £(0,b), +=(2b,-D) },
O(a,b) ={ £(a,b), £(—a,a +0b), £(a + 2b,-b), £(a + 2b,—a —b) }.
Gs O(a,0) = { £(a,0), £(—a,3a), £(2a,—3a) },
0(0,b) = { £(0,6), £(b, =b), £(=b,2b) },
O(a,b) = { £(a,b), £(—a,3a +b), £(a + b, —b), £(2a + b, —3a — b),
+(—a — b,3a+2b), +(—2a — b, 3a + 2b) }.

ProtoZe budeme zavatitaké antisymetrické funkce na orbitach, které budou anti
symetrické vzhledem k akci Weylovy grupy, je vhodné zavéstedujici pomocnou
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konstrukci. Pro strikté dominantni prvely € D obsahuje orbitaD(y) bodyw - v,
kdew € W, potom kazdému takovému prvku orbityifadimecislo detw, které
samozejmeé nabyva pouze dvou hodnot a 46l. Takto vybavenou orbitu nazveme
signovana orbita Weylovy grugybudeme ji znéit O*(y). Jeji prvky potom budeme
zn&it (w - y)detw,

Poznamenejme jest Zze pro strikt@ dominantni prveky € D™ je patet prvki
v orbité rovenfadu Weylovy grupy. Pro dominantni nikoli vSak strigtdominantni
prvekz € DT, tj. takovy, ktery leZi na &iné dominantni Weylovy komory, neni mozné
signovanou orbitu zaveést. Eité totiZ existuje Bjakéw € W takove, Zew - x = x a
sowtasre detw = —1, navic ale platil - x = x, kde 1 je jednotkovy prvekiV a
jeho determinant je tedy. Z uvedeného plyne, Ze takovému prvkie D+ bychom
sowtasre museli pifadit+11i —1.

Uvadime signované orbity Weylovy grupy pro dvojrozmeé Lieovy algebry:

Ar 0 0%(a) ={(@)", (-a)” }.
Ay x Ay 0 OF(a,b) ={ (a,b)", (—a,b)", (a,~b)", (—a,—b)* }.

Ay 1 O%(a,b) ={(a.b)", (~a,a+b)7, (a+b,-D),
(=b,—a)", (—a—"b,a)", (by—a—b)"}.

Cy : O%(a,b) = { £(a,b)", £(—a,a+b)", £(a+ 2b, —b)",
+(a+2b,—a —b)" }.

Gy : O%a,b) = {*(a,b)", £(—a,3a +b)", £(a+0b,—b)",
+(2a + b, —3a — b)*, +(—a —b,3a + 20)",
+(—~2a — b,3a + 2b)" }.

2.3 C-funkce

Definice 2.3.1.Necht A € F je prvek dominantni Weylovy komory. Potom komplexni

funkci naF
Ox\(z) = Z emiluls) e B (2.1)
HEO(N)

kdeO(\) je W-orbitou prvku), nazvemdunkce na orbitéebo téZC-funkce

Poznamka 2.3.2.

i) Pocet prvkd v sunéd (2.1) je]O(\)| = “VV[ZH, kdeWV, je stabilizator\ vzhledem k
akci Weylovy grupyiV.
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ii) Funkce na orbitach Ize z dlivodu normalizace zavést rakisobem

(I) |W)\ Z 627rz u|x

HeO(A
iil) Takto normalizovanéC-funkcesplhuji pro dominantni, \’ vztah

D5(0) = @y (0) = [W].

Pozndmka 2.3.3.V této praci nas nebudou zajimat obéarsechny C-funkce, nybrz
jenom ty, pro které plati, Z& € P*, protoze takovéto funkce budouwawvat symetrizo-
vanou resp. antisymetrizovanou Fourierovu transfornwekierou se v dalSim budeme
zajimat.

2.4 Vlastnosti C-funkci

C-funkce sphuji nékolik dlilezitych symetrii.
i) Symetrie viti Weylové grug, ;.

Ci(z) = C\(wzx), weW,zekE.

i) Symetrie vi€i generatoru afinni Weylovy grup¥, tj.

Cx(x) = C\(Re¢z) pro e PT.

iy Pro A € P jsou C-funkce symetrické diiakci afinni Weylovy grupy.

Poznamka 2.4.1 Diky symetrii C-funkciC'y, A € P*, vii&i afinni Weylowe gruge W&
stati uvazovat C-funkce pouze na fundamentalni oblagti’»"). Hodnoty v ostatnich
bodechE Ize snadno najit ze symetriifipadreé limitnim prechodem.

Dalsi dulezitou vlastnosti C-funkci je jejich hladkogeié plyne pimo z definice.
Avsak nejduleZiéjsi vlastnosti, kterou C-funkce #piji, je relace ortogonality na
fundamentalni oblasti.

Véta 2.4.2.Necht' \, \' € P, potom plati
1 _
—/ ChCydF = |O(N)|0,
1F| Je
kde|F| znai miru fundamentalni oblaski a|O(\)| zna&i patet prvkd orbity bodul.
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Véta plyne z ortogonality exponencialnich funkci a z fakeun2mdize nastat situ-
ace, ze by d& od sebe rlizné C-funkce obsahovaly stejnou vahu.

Poznamenejme, Ze tato vlastnost C-funkci nam um@zzavést symetrizovanou
Fourierovu transformaci.

Priklad 2.4.3. C-funkce pro A;.

V pfipac A; existuje pouze jeden prosty fem «, pro ktery plati(a|a) = 2. Dale
plati (o|w) = 1, fj. w = /2. P = {mw|m € Z}. Weylova grupa obsahuje pouze
r. Pro dany prvekd = mw € P orbita Weylovy grupy obsahuje

{0}, jestlizem =0,
A= = . .
O) = 0(m) { {mw, —mw}, jestlize0 # m € Z.
Jestlize polozime = 6w, z € E = R, potom C-funkce jsou definovany jako
déf 2miulz) _ 1, jesﬂiZEm = 0,
Cm(6) ME%(:m) ‘ { 2cosmmd, jestlize0 # m € Z.

Podle poznamky 2.3.2 Ize sanfepmé zavést C-funkce zplisobem
®,, () = 2 cosmmd.

Fundamentélni oblast pré, je vnitfek simplexu ohrai@ieného body0, w}. Odtud
plati, Zex € F(A;) praw, kdyz0 < 0 < 1.
Podle ety 2.4.2 plati, Ze

1 0, jestlizem # m/,
/ Cn(0)Cry(0)d0 = < 1, jestlizem =m/ =0,
0 2, jestlizem =m’ > 0.

Jako jednoduchy diisledek ortogonality plati, Ze

/O 1 C,n(6)d0 = 0.
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2.5 C-funkce Lieovych algeber hodnosti 2
2.5.1 Funkce na orbitach proA; x A;

Pro kdeny oy a oy plati nasledujici vztalio;|a;) = 26;;. Tj. Cartanova matice ma

tvar
2 0
C_<0 2)‘

Vahy jsou tedy ke kienlim ve vztahua; = 2w;.

Jestlize poloZime = aw; + bwy @z = aw, + yws, 2 € E = R?, dostaneme pro
C-funkce nad; x A, ze jsou jednoduSe sémem dvou C-funkci nal, viz priklad
2.4.3, 1.

Clap (2, y) = Cal@)Cy(y).

Konkrétreé tedy
C((0,0) (‘Ta y) = ]-7
C((a,O) (‘Ta y) = 2 COS(W&ZL’),
Cop(®,y) = 2cos(mby),
Clap(r,y) = 4cos(max)cos(mby).

Podle poznamky 2.3.2 miizeme zavést C-funkce komg@kn zplisobem
@) (2, y) = 4 cos(max) cos(mby).
Fundamentalni oblast je
F(A; x Ay) = {aw; + yws|0 < z,y < 1}.

Potom podle @ty o ortogonal#é C-funkci plati

/ C((a,b) (I,y)C(Qd)(Ilf,y)dF = / dl’/ dy C1(ab x y Ccd (ZE’ y)
F

0, Jestlizea # ¢ nebob # d,

1, jestlizea=b=c=d=0,

= 2, jestlizea=c>0ab=d=0,
neboa =c=0ab=d > 0,

4, jestlizea=c>0ab=d>0.
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2.5.2 Funkce na orbitach proC,
Pro prosté kteny C, plati

(ar]ag) = =1, A(asla;) =1, (az|az) =2.
Cartanova a inverzni Cartanova matice nabyvaji

-(43) e-(1)

Vztahy mezi kdeny a vahami jsou geny Cartanovou matici.

N

a1 = 2(4)1 — Wa, wi = a1 + 50&2, éél = 20[1, (I)l = éél + OAQ.

1
Qg = —2&)1 + 2&}2, Wy = (1 + g, g = (g, Wy = 50&1 + Qio.

Orbity Weylovy grupy jsou vypsany v podkapitole 2.2. Necht P, \ = aw; +
bws, z € E = R?, 2z = 2w + yws,, potom C-funkce nabyvaji

Cro0(z,y) L,

Cla0)(z,y) = 2cos(may) + 2cos(ra(2z + y)),

Ciop(z,y) 2 cos(2mbx) 4+ 2 cos(2mh(x + y)),

Cap(r,y) = 2cos(m(2bx + (a+ 2b)y)) + 2 cos(m((2a + 2b)x + (a + 2b)y)) +

+2 cos(m(ay + (2a + 2b)x)) + 2 cos(w(2bx — ay)).
Nebo v kompaktgjSim tvaru

Doy (z,y) = 2cos(m(2bx + (a + 2b)y)) + 2 cos(m((2a + 2b)x + (a + 2b)y)) +
+2 cos(m(ay + (2a + 2b)x)) + 2 cos(w(2bx — ay)).

Fundamentalni oblast je

F(CQ) = {Z’C&l + ydzg\x,y >0,2r+y < 1}
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Relace ortogonality nabyva podoby

3 1-2z
/ C(a,b) (ZIZ’, y)C(Qd) (ZIZ’, y)dF = / dx / dy C(a,b) (ZIZ’, y)C(C,d) ([L’, y) =
F 0 0
(

0, jestlizea # ¢ nebob # d,

i, jestlizea =b=c=d =0,
1, jestlizea=c>0ab=d=0,
neboa =c=0ab=d >0,

2 Jjestlizea=c>0ab=d > 0.

Special@ plati
/ Clany (2, 4)AF = 0 pro(a,b) # (0,0).
F
2.5.3 Funkce na orbitach proA,

Cartanova a inverzni Cartanova maticaisii

(2 -1 L 1/21
C_<—1 2 ) ¢ _3<1 2)’
Necht A € Pt \ = aw; + bws, 2 € E = R?, 2z = 2w, + yws. Pro A, jsou
C-funkce obecé komplexni:

Coo(r,y) = 1,

Clapy(z,y) = Cri/dCute 4 (Qri/dy=ala 4 o=(mi/S)a+2)e
Cop(z,y) = e~ (2mi/3)Qaty)b | (2mi/3)(z—y)b 6(27ri/3)(:c+2y)b’
Clap(z,y) = o(2m1/3)((2a+b)a+(a+2b)y) | (2mi/3)((b—a)a+(at2b)y) 4

+ e(27ri/3)((2a+b)m+(a—b)y) _'_e—(27ri/3)((a—b)m+(2a+b)y) +
+ e—(27ri/3)((a+2b)x+(b—a)y) _l_6—(27ri/3)((a+2b)x+(2a+b)y)‘

V kompaktréjSim tvaru pro libovolné, b € Z*

(b(a,b)(x>y) _ e(27ri/3)((2a+b)x+(a+2b)y) _l_6(27ri/3)((b—a)x+(a+2b)y) +
4 2ni/3)(Qatba+a—bly) | ,—(mi/3)((a-b+atbly) |

L e (@mi/3)(a+2)eHb—a)y) | o—(2mi/3)((a+2b)z+(2a+b)y)
Fundamentalni oblast je

F(As) = {aw; + yws|z,y > 0, z +y < 1}.
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Relace ortogonality nabyva podoby

1 1—x
/C(a,b)(%y)C(c,d)(%y)dF - / dfc/ dy Clapy (2, y)Clae)(z,y) =
F 0 0

0, jestlizea # ¢ nebob # d,

%, jestlizea=b=c=d =0,
= 3 jestlizea=c>0ab=d=0,
neboa =c=0ab=d > 0,

| 3 Jestlizea =c>0ab=d>0.

VyuZili jsme vztahuC'. 4) (2, y) = Clae) (@, y). Special@ plati
[ Clantap)ar =0 profab) £ 0.0)
F

2.5.4 Funkce na orbitach proGy

Cartanova a inverzni Cartanova maticesi

(2 -3 L (23
(L 7) = (10)
Necht A € PT, A\ = aw; + bws, 2 € E = R?, 2 = 2w + y&s. Pro A, C-funkce
nabyvaji

C(o,o) (% y) = 1,

Cao(z,y) = 2cos(2ma(2x 4 3y)) + 2 cos(2max) + 2 cos(2ma(x + 3y)),
Cop(r,y) = 2cos(2mb(z +y)) + 2 cos(2mby) + 2 cos(2mb(z + 2y)),
C(a,b) (.CL’, y)

(
+ 2cos(2m((2a + b)x 4+ (3a + b)y)) +
+ 2cos(2m((2a + b)x + (3a + 2b)y)) +
+ 2cos(2n(ax — by)) + 2cos(2m((a + b)x + (3a + 2b)y)).

(
(2mb(

= 2cos(2m((a+ b)x + by)) + 2cos(2m(ax + (3a + b)y)) +
(2m((
(2m((
(

Nebo v kompaktgjSim tvaru pro libovolné, b € Z™*

2cos(2m((a+ b)x + by)) + 2 cos(2m(ax + (3a + b)y)) +
2cos(2m((2a+ b)x + (3a+b)y)) +

2cos(2m((2a + b)x + (3a +2b)y)) +

2 cos(2m(ax — by)) + 2 cos(2m((a + b)x + (3a + 2b)y)).

(I)(a,b) (.CL’, y)

+ o+ o+

26



Fundamentalni oblast je
F(Gy) = {awn + y@o|z,y > 0, 22 + 3y < 1}.

Relace ortogonality nabyva podoby

/C(a,b)(xvy)c(c,d)(xay)dF = \/_/ dl’/ dy C1(ab X y)C( )(Ilf,y) =
F

(0, jestlizea # ¢ nebob +# d,

1
5, Jestlizea=b=c=d=0,

= 1, estlizea=c>0ab=d=0,
neboa =c=0ab=d >0,

1 jestlizea=c>0ab=d>0.

\
Special@ plati
[ Clnfapdr =0 profab) £ (0,0)
F

2.6 S-funkce

Definice 2.6.1.Necht' \ € FE je striktré dominantni prvek, tj. prvek dominantni Wey-

lovy komory pro ktery plati, Zé\|a;) > 0, pro kazdy prosty kien «;. Potom kom-
plexni funkci

Z det(pu eFmilnle) e B,

HEO(N

nazvemeantisymetricka funkce na orbmzebo téZS-funkce

Poznamka 2.6.2.
i) Pro striktr® dominantni prvel plati, Ze|O(\)| = |W].

ii) Z tohoto dlivodu nenifeba zavéaét pro S-funkce renormalizaci, na rozdil od
C-funkci.

2.7 Vlastnosti S-funkci

S-funkce spiuji nékolik antisymetrii.

i) Antisymetrie viEi Weylové gruge

Sx(wz) = det(w)S\(z), weW, zekFE.
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i) Antisymetrie viEi generatoru afinni Weylovy grupy,
Sx(Rex) = =S\(z), M€ P*,
kde P*™* zn&i podmnozinu strikté@ dominantnich vah vahovéfine.
iy Pro A € P** jsou tedy S-funkce antisymetrické &itafinni Weyloe gruge.

Poznamka 2.7.1.0pét diky antisymetrii vi afinni Weyloe grug@ st&i uvazovat
S-funkce pouze na fundamentalni oblastiiv’ ). Hodnoty na zbytku vektorového
prostoruE ziskame z antisymetrii aipadnych limitnich pechodu.

S-funkce jsou hladké. Na hranici fundamentalni oblasti Sefunkce nulové.
Opét plati relace ortogonality.

Véta 2.7.2.Necht' \, \' € P™*, potom plati
1 / S\SvdF = W5
|F| » AN - AN

kde | F'| zn&i miru fundamentélni oblaski a || znai fad Weylovy grupy.

Priklad 2.7.3. S-funkce proA;.

V pripace A; existuje pouze jeden prosty tem o, pro ktery plati(a|o) = 2. Dale
plati (a|w) = 1, fj. w = /2. P = {mw|m € Z}. Weylova grupa obsahuje pouze
ro. Pro dany prvek = mw € P™*, m # 0, orbita Weylovy grupy obsahuje

O(\) =0(m) = {mw, —mw} .
Jestlize polozime = 6w, z € E = R, potom S-funkce jsou definovany jako

S (0) o Z (det )™ 112> = 24 sin Tm.

peo(m)

Fundamentélni oblast pré, je vnitfek simplexu ohrai@ieného body0, w}. Odtud
plati, Zex € F(A;) praw, kdyz0 < 0 < 1.
Podle \ety 2.7.2 plati, Ze

1
/ S0 (0) 5 (8)40 = 25,
0
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2.8 S-funkce Lieovych algeber hodnosti 2

2.8.1 Antisymetrické funkce na orbitdch proA; x A;

Pro kdeny oy a oy plati nasledujici vztalio;|a;) = 26;;. Tj. Cartanova matice ma

tvar
2 0
C_<0 2)‘

Vahy jsou tedy ke kienlim ve vztahua; = 2w;.
Pro = aw; + bws € P, 1. a,b € IN, je signovana orbita Weylovy grupy

Oi<a’7 b) = { <a7 b)+7 (—CL, b)_v (CL, _b>_7 (_a7 _b)+ }

Jestlize dalee = xw; + yws, z € E = R?, dostaneme pro S-funkce ng x A, Ze
jsou jednodus$e s@inem dvou S-funkci nal,, viz pfiklad 2.7.3, tj.

Stap)(T,y) = Sa()SH(y).

Konkrétre tedy
Sap)(r,y) = —4sin(rax) sin(7by).

Vidime tedy, Ze tyto S-funkce jsou realné.
Fundamentalni oblast je

F(A; x Ay) = {aw; + yws|0 < z,y < 1}.

Potom podle &ty o ortogonal#é S-funkci plati
1 1
/ S(a,b) (ZE’, y)S(c,d) (ZE’, y)dF = / dl’/ dy S(a,b) (ZE’, y)S(c,d) (ZE’, y) = 46acabd~
F 0 0

2.8.2 Antisymetrické funkce na orbitach proC,

Pro(C, Cartanova a inverzni Cartanova matice nabyvaji

(2 -1 o (13
(L3) -0ii)
Pro) = aw; + bws € P obsahuje signovana orbita Weylovy grupy

O*(a,b) = { +(a,b)", £(—a,a+b)~, £(a+2b,—b)~, £(a +2b, —a —b)" }.
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Necht z € £ = R?, z = 2, + y&s, potom S-funkce nabyvaji

Sy (r,y) = 2cos(m(2(a+ b)x + (a +2b)y)) — 2cos(m(2(a + b)x + ay)) +
—2cos(m(2bx + (a + 2b)y)) + 2 cos(m(—2bzx + ay)).

Fundamentalni oblast je
F(CQ) = {Z’C&l + ydzg\x,y >0,2r+y < 1}

Relace ortogonality nabyva podoby

1 1-2x
/ S(a,b) (.T, y)S(c,d) ('Tu y)dF = / d.ﬁ(}/ dy S(a,b) (J;? y)S(c,d) (J;? y) = 25&056[1'
F 0 0

2.8.3 Antisymetrickeé funkce na orbitach proA,

Cartanova a inverzni Cartanova maticesi

(2 —1 L 1/21
C_(—1 2)’ ¢ _3(1 2)‘
Necht' A = aw; + bw, € P, potom signovana orbita Weylovy grupy obsahuje

O*(a,b) = {(a,b)", (—a,a+b)", (a+b,—b)",
(=b,—a)”, (—a—"b,a)", (b,—a—0)" 1.

Necht z € £ = R?, z = aw; + yw.. ProA, jsou S-funkce obe@komplexni:

Sy (2,y) = eCT/DQatDaatd)) _ cni/H(b-aataty) |
el
+ 6—(27ri/3)((a+2b)x+(b—a)y) _ e—(27ri/3)((a+2b)x+(2a+b)y)

27i/3)((2a+b)xz+(a—b)y) _'_e—(2m’/3)((a—b):c-i—(?a—i—b)y) +

Fundamentalni oblast je
F(A) = {aw; + yws|z,y > 0, z +y < 1}.

Relace ortogonality nabyva podoby

1 11—z
/ S(a,b) (ZIZ’, y)S(c,d) (ZIZ’, y)dF = / d!lf/ dy S(a,b) ([L’, y)S(d7C)(x7 y) = 35a05bd~
F 0 0
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2.8.4 Antisymetrické funkce na orbitach proGs

Cartanova a inverzni Cartanova maticesi
(2 =3 1 (23
=(53) e=(12)
Necht A = aw; + bwy € PT, potom signovana orbita obsahuje

O*(a,b) = {+(a,b)", +(—a,3a+0b)", +(—2a —b,3a + 2b)",
+(2a + b, —3a — b)*, £(—a —b,3a +20)", +(a +b,—b)" }.

Necht z € E = R?, 2 = 2@, + yws. ProA, S-funkce nabyvaji

S (T,y) = 2cos(2n((a+ b)x + by)) + 2cos(2m(ax + (3a + b)y)) +
— 2cos(2m((2a+ b)x + (3a+b)y)) +

+ 2cos(2m((2a + b)x + (3a+ 20)y)) +

— 2cos(2m(ax — by)) — 2cos(2m((a + b)x + (3a + 2b)y)).

Fundamentalni oblast je
F(Gy) = {xn + yws|z,y > 0, 20 4 3y < 1}.

Relace ortogonality nabyva podoby

/Sab (ZIZ' y)S(cd x y dF / dl’/ dy S(ab x, y)S( )(l’,y) :5ac5bd~
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Kapitola 3

Symetrické a antisymetrické
transformace a rozvoje Fourierova

typu

Poznamenejme, Ze symetricka transformacefarje jiz dlouho znama jako kosinova
transformace. V dalSim textu se pokusimeédht; jak vypadaji zobedni kosinové
transformace pro jiné Lieovy grupy.

Cela teorie symetrickych resp. antisymetrickych Fourigob transformaci spo-
Civa v blizkém vztahu mezi charaktery ireducibilnich repregaci Lieovych grup a
funkci na orbitach. Tim je také naséimo, jak budeme v dalSim postupovat.

3.1 Rozvojdorady C-funkci

V této podkapitole pouzijeme odvozeni i vysledky uvederi&wnku [1], ve kterém je
tento rozvoj popsan.

Definice 3.1.1.Necht f je funkce na grug G. Rekneme, Zef je tfidova funkce
jestlize sphuje
f(hgh™) = f(g9), Vg.heG.

Pro souvislé kompaktni Lieovy grupy plati, Ze Cartanovagoopa je maximalni
souvisla abelovska podgrupa. Zvolme tedy gelzreovu grupuz, jeji Cartanovu pod-
grupu oznéme H. H je n-dimenzionalni varieta, kde je hodnost Lieovy grupy-.
Dale poznamenejme, Z& Ize zapsat jako exponencielu Cartanovy podalgébry.
H = exp(ih). Poznamenejme, Ze Cartanova podalgebra-{gmenzionalni, steja
jako Cartanova podgrupa. Kazdy prvékje konjugovany Bjakému prvkui, tj. tfi-
dové funkce nd- jsou zcela uteny hodnotami n/ .

Necht' A je nejvySsi vaha &jaké ireducibilni reprezentadg. Reprezentace jsou
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popsany pomoci svych charakterl

xa(g) = TrTh(g), g€ G.

Charakter jefidovéa funkce, neboflrT)(g'gg' ') = TrTa(g).

Dale vSechny operator¥,(h), h € H, jsou diagonalni a na diagonéle jstisla
e?milul) kdey € P jsou vahy reprezentad®, az = (1, 2o, . .., x,) jSOu soliadnice
prvku Cartanovy algebry € . Potom pro charaktery plati

xa(h) = Z chemille) e [
reD(N)

D(\) je mnoZzina vSech vah ireducibilni reprezent@ge ¢y je ndsobnost dané vahy v
reprezentaci. Navic mnoZina véh \) je invariantni vzhledem k akci Weylovy grupy,
Cili s kazdym prvkem obsahuje i celou jeho orbitu. Plati tde&, = c\" prow € W,

tj. prvky stejné orbity maji stejné koeficienty v rozvoji. tBm charakter Ize figpsat
jako sumu funkci na orbitach

xah)= Y ACu(x), heH. (3.1)

peDT(X)

MnozZina D™ ()) je mnoZina dominantnich vaR(\). Poznamenejme, Zeje funkci
z. Cili i charaktery, je obec@ komplexni funkci v profnnyche = (xq, 2, . .., z,).
Charakter je funkci invariantni vzhledem k akci afinni Weylgrupy 172, nebot
je sumou invariantnich funkci na orbitach. Je tedy pagtai znat charakter pouze na
fundamentalni oblasti dané grupy. Déle je vhodné zavésidmentalni oblast’ v
podgrug H, ktera odpovida mnozaf'.
Necht f je hladkatidova funkce, potom ji lze rozlozit do charakter( iredhilciich
reprezentaci n&

Déle plati, Ze opt sta&i znat funkcif pouze naF C H. Special@ tedy pro funkci na
orbite C, plati

Culz) = ) apxale).

AepPt

Vztah (3.1) miZemefppsat do podoby

) = Y G, Ao

0<p<A
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Zde je pouzita nasledujici konvenge < \ praw, kdyz\ — 1 € QT nebo) = pu, a

1 > 0 znamena, Ze¢ je dominantni. Lze dokazat, Ze linearni obaly mnoZzin po dvou
ortogonalnich funke{x,|0 < p < A} a{C,|0 < u < A} jsou totozné kon&nédimen-
zionalni prostory funkci. Z&r zformulujme do ety.

Véta 3.1.2.Kazdou hladkou funkci na F Ize rozvinout dofady funkci na orbitach
C)\, A€ P+, tj.
fl@) =Y exCi(a). (3.2)

AEPT+

Diky vété o ortogonalié 2.4.2 Ize velice snadno vyjatkoeficientyc,.

e = OV /F f(2)Cr(@)dF. (3.3)

Timto je zaveden rozvoj do funkci na orbitach. Plati Parse@arovnost

> oWl = P17 [ 17
AeP+ F

Poznamenejme, Ze uvedené vztahy plati nejen v madtadkych funkci, ale vse,
co bylo uvedeno, mliZe byt ro¥éno i na mnozinu kvadraticky integrabilnich funkci
£2(F), nebot mnozina hladkych funkci je v této husta. Z toho plybe mnozina
funkci na orbitach je ortogonalni ba2f(F’). To neni ekvapivy vysledek vzhledem
ke znamému tvrzeni teorie reprezentaci, kiék@, Ze mnoZzina charaktert ireducibil-
nich reprezentaci je ortogonalni b&Z{ F).

3.2 Zobecreéni kosinové transformace

Fourierova transformace a inverzni Fourierova transfeemealR” je zavedena nésle-
dovre

fo) = f(x)e? o)y, (3.4)
-

f(z) = FN)e 2z g, (3.5)
R

Symetrizace této transformace vzhledem k Weglgvuge 1/ (A;) je dlouho zndma
jako kosinova transformace. PopiSeme zde proces synnzaledem k Weylovym
grupam jinych Lieovych algeber.

Poznamenejme, Ze jenom C-funkce pre P* jsou symetrické véi afinni Wey-
lové gruge, ostatni C-funkce jsou symetrické pouz&meylové gruge.

Necht f je funkce invariantni véi Weylové grug, potom if je vi&i ni invariantn.
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Necht tedy f je funkce invariantni véi Weylové grug, jestlize ve vztahu (3.4)
nahradime\ zaw\, w € W, a vygitame fiesiV ziskame

f) = - f(x)®x(x)dz. (3.6)

Podobr pro inverzni formuli

f)y= [ F)@r(x)dA (3.7)

D+

Témito vztahy je utena symetrizovana Fourierova transformace. Plati Péaatdva

formule
/ |f(x)|2dx=/ |F(V)2dA.
D+ D+

3.3 Rozvojdorady S-funkci

Stejre jako v fedminulé podkapitole Zmeme s hladkotffdovou funkcif naG. O ni
uz vime, Ze ji lze zapsat jako sumu charaktert

fla) =Y eaxl), zckE,

epPt

a, Ze je symetricka v afinni Weyloe grug@ W2, Nyni vyuzijeme Weylovu formuli
pro charaktery ireducibilnich reprezentaci, ktera zni

XA(“T> = S:g«:fp‘i:;:)v

kde p = %Zwoa je polovicni suma vSech kladnych fenli odpovidajici Lieovy

algebry. Poznamenejme, Ze pxce P* je A\ + p striktné dominantni. Plati, Ze kazdy
striktné dominantni prvek’** Ize zapsat jako s@et rejakého dominantniho prvku
PT azmirénéhop. Tim ziskame prg vztah

Sp(x)f(x) = Z CASrtp-

AepPt

Plati, Ze kazdou hladkou funkci daantisymetrickou vai afinni Weylo& gruge, ktera
je nulova nadF, Ize zapsat jako s@in S,(z) a hladké funkcef (z) symetrické vigi
afinni Weyloe gruge. Tudiz plati, Ze kazdou antisymetrickou hladkou funkciiae
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rozvinout dofady v S-funkcich

fl@)y= Y aSi(). (3.8)

AepP++

Diky vété o ortogonalié 2.7.2 Ize snadno vyjéitikoeficienty rozvoje

o= I [ faSis (3.9)

Opét plati Parsevalova rovnost
> el =W [ 5@
AepPt++ F

Necht £2(F) je mnozina kvadraticky integrabilnich funkci Aa které jsou nulové
nadF, se skalarnim sainem

Filfe) = /F £ () Fal@)de.

MnoZzina hladkych funkci nd’, které jsou nulové n@F, je v této mnozig husta.
Tudiz mnozina S-funkchy, A € P+, je ortogondlni bazg?(F).

3.4 Zobecreni sinové transformace

Necht f je antiinvariantni funkce vzhledem k Weylegru@. Steje jako v podka-
pitole 3.2 vyjdeme z rovnice (3.4) €ujici Fourierovu transformaci. Nahradimeza
w, vynasobimelet(w) a vyLitame esV. Dodejme, Ze nestd aby\ € D™, ale
pozadujeme, aby bylo navic striiominantni, tj. ZD**. Potom ziskame

f(A) = f(x)Sy(z)de, X e DT, (3.10)
D+

Podob pro inverzni formuli

fay= FO)Sa(@)dA. (3.11)

Témito vztahy je utena antisymetricka Fourierova transformace, ktera je@@mim
dlouho zname sinové transformace.é@plati Plancherelova formule

[ = [ IfFa
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Kapitola 4

Diskrétni symetrické a antisymetricke
rozvoje Fourierova typu

Konetna Fourierova transformacenvdimenzionalnim fipace se zavadi na jisté dis-
krétni podmnozié euklidovského prostord. Touto mnozinou je diskrétni fizka
urcend libovolnym firozenymcislemM

{(ma/M,mq/M,....my/M)m;=1,2,.... M, Vi=1,2,...,M}.

Pozndmka 4.0.1.V této kapitole jenom stiiné zavedeme pigbné pojmy pro dalSi
praci s diskrétnimi zobe@mymi Fourierovymi transformacemi. Vice je zréfo v
Clancich [1, 2, 6].

Jestlize budeme chtit zavéstjakou podobnou hi#ku pro funkce na orbitach a
jimi urCenou transformaci, bude vhodné, aby tatdiepala stejné symetrie jako funkce
na orbitach. Protoze plati, 2&*T ' = F, kde F je fundamentalni oblast afinni Wey-
lovy grupy, je jasné, ze hledana mnozina bude podmnozinou clancich [1] a [2]
je takovato mnozZina popséana. Je ji mnozing, ktera je tvéena bodys popsanymi
n + 1-ticemi nezapornych celydtisel|sg, s1, so, . . ., $,]. Pro girozenéM je F), tvo-
fena

Fy = {s: %Cal | M = 80+Z%‘5z‘ >0, Sg,81,82,...,5\ € Z+}.

i=1 i=1

Poznamenejme, zetice Cisel(qy, ¢o, - - ., ¢,) jSOU sotiadnice nejdelSiho Kene¢ =

D i1 G-
Pro antisymetrické funkce na orbitach je dllezita podnme¥,, C F), tvorena
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témi bodyF),, které nelezi na&které ze €n I. Tj.

n SZA n
FM:{SZZM%|M—50+Z%&>O, 507517327---73M€]N}~

1=1 i=1

Priklad 4.0.2. Mrizka pro A;.
MnozinaF),(A;) je tvofena body:

Na mnoziré funkci definovanych nafizce F,; zavedeme skalarni séim vztahem

<f|h>FM = Z Csf(S)m,

seFy

kde ¢, jsou koeficienty utené konkrétni grupou. Koeficienty jsou rovny velikosti
orbity Weylovy grupy odpovidajici bodumodulo mnoZinow). Tj. body orbityO(s),
které se od sebe liSi o prvky kolenové niize, jsou ztotodovany a nezagitavaji se
do koeficientu,.

4.1 Diskretizace dvoudimenzionalnich
rozvojli do C-funkci

Necht f je funkce na mizce F;. Chceme se dopracovat k vyjaai této funkce jako
sumy funkci na orbitach, tj.

d(a b (I)(a b)
= 2.

(a,b)e2

kde (2 je néjaka indexova mnozina cujici, které funkce na orbitach budou v daném
rozvoji vystupovat.

Prvnim cilem je tedy uiit, jaké funkce pro konkrétni FiZku F, obsahuje inde-
xova mnozind2. Necht' | F;| je mohutnost mnoziny’,, potom je jasné, Ze sta| F)|
linearre nezavislych funke®, ;) k nakombinovani funkcg. Takovouto mnoZinou li-
nearreé nezavislych funkci je

su={oent (37 37) = (o) G 37) € )
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Funkce z5,, jsou na niizce F,; ortogonalni

(Pea,p)| Plar 1)) s = Z 5P a) (3)P(ar 1) (5) = Gaar Oty ( Pa)| D)

sEF
Poznamka 4.1.1. i) Z definiceS), je vidét, ze platiSy/| = |F.
i) Velice snadno utime prvkysS),, jestlize zvolime- = 1. Potom plati
ags +bgy <M = Py € Sy

Diky vlastnostem mnoZzing,; uz snadno wime rozklad funkcef do funkci na
orbitach.

> dan®an(s), s € Fu, (4.1)
(a,b)eSnr
kde
d _ <f| ds(a,b))F]M
(ab) =

(Pla,0) Plap) Far
Ve vztahu (4.1) Ize nahradit diskrétni prérmous za spojité prorénnéx, y:

fcontxy Z dab (a,b) xy) x,yEF.
(a,b)ESNM

Spojité rozSieni f.... je v bodechs € F), totozné s diskrétni verzi. ProtoZze funkce
P (a5 jsOu hladke, je ifon hladka.

4.1.1 DiskretizaceA; x A;
Mfizka F); je kartézskym sotinem dvou niizek F';(A;). Tj.

51 S2

{5

) |81,82€Z ,Sl,SQSM}.
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Koeficientyc, jsou

1, jestlize s =3s9=0,
nebos; = sy = M,
nebos; =0as, = M,
nebos; = M as; = 0,

Cs = ¢ 52y = 2, jestlize s;=0a0< sy < M,
nebos, =0al < s; < M,
nebos; = M al < sy < M,
nebos, = M al < s; < 0,

4, jestlize 0 < s1,s, < M.

\

C-funkce sphuji relaci ortogonality
<¢(a,b)|¢(a’,b’)>FM = 0, jeStliZEa 7é a’ nebob 7£ .

Normalizovany jsou nasledoen

—_

, jestlize 0<a,b< M,

2, Jestlize a=0a0<b< M,
nebob=0a0 <a < M,
neboa = M a0 <b< M,

(Dan)| Do)y = 16M* nebob = M a0 < a < 0,
4, jestlize a=b=0,
neboa =b = M,

neboa = 0ab= M,
neboa = M ab = 0.

4.1.2 DiskretizaceC,
Nejdelsi kden je2a; + an. MFiZka Fy; je potom

S S
FM(CQ) = {(Ml,ﬁz) |80,81,52 € ZZO, 80+281 —|—52 = M}
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Koeficientyc, jsou

2,
4,

L 8,

jestlize
jestlize

jestlize

jestlize

C-funkce sphuji relaci ortogonality

(Pea,p)| Plar,v)) s = 0,

Normalizovany jsou nasledoen

(Do) Pap)) Fryy = 16M>

4.1.3 DiskretizaceA,

S1 = S9 = 0,
nebos; = 0asy = M,
so=0as; = %,

s;=0a0< sy, < M,

nebos, =0al < s; < M,
nebos, s, > 0a2s; + s, = M,
51,89 > 0a2s; + sy < M.

jestlizea # a' nebob # b'.

jestlize
jestlize

jestlize
jestlize

a,b>0aa-+2b< M,
b=0al0<a< M,
neboa = 0al < 2b < M,
neboa,b > 0aa+ 2b = M,
a=0a2b= M,
a=0b=0,

neboa = M ab=0.

NejdelSi kden je2a; + 3ap. MFiZzka F; je potom

S1  S2

Fy(Ag) = {<M’ M) | 50, 51,80 € Z=°,

Koeficientyc, jsou

(1’

3,

( 6,

jestlize

jestlize

jestlize

so+251—|—382:M}.

S1 = S92 :0,

nebos; = 0asy, = M,
nebos; = M asy =0,
sp=0a0 < s, < M,

nebos, = 0a0l < s; < M,
nebos;, sy > 0as; + sy = M,
S1,89 >0, s1+ 89 < M.
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C-funkce sphuji relaci ortogonality

(Do) Piar vy = 0, jestlizea # a’ nebob # b'.

Normalizovany jsou nasledoen

(1, jestlize
2, jestlize

(Bt Brap)) pyy = 18M? X
6, jestlize

4.1.4 DiskretizaceGo
NejdelSi kden jea; + as. MFizka F); je potom

51 S2

a,b>0,a+b< M,
a=0a0<b< M,
nebob=0a0 <a < M,
neboa,b > 0aa+ b= M,
a=b=0,

neboa =0ab= M,
neboa = M ab = 0.

FM(Gz) = {(M?M) \30,81782 € ZZO, Sp+ S1+ S2 = M}

Koeficientyc, jsou

S W N

C-funkce sphuji relaci ortogonality

jestlize s; =359 =0,
jestlize sy =0as, =%,
jestlize s, =4 as, =0,
jestlize sy =0a0 < s, <%,
nebos; =0a0 < s; < &,
nebosy, s, > 0a2s; + 3sy = M,
[ 12, jestlize s1,50 >0, 251 + 359 < M.

<¢(a,b)|¢(a’,b’)>FM =0, jeStliiea 7é a’ nebob 7£ b.
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Normalizovany jsou nasledoen

(1, jestlize a,b>0, 3a+2b0< M,
2, jestlize a=0a0<b<¥,
nebob =0al <a< %,
(Do) Pla))ryy = 12M* neboa,b > 0 ada + 2b = M,
4, jestlize a=0ab=*%4,
6, jestlize a=%ab=0,
(| 12, jestlize a=0b=0.

4.2 Diskretizace dvoudimenzionalnich rozvoji
do S-funkci

Cely postup bude stejny jako v minulé podkapitole, nicenkwlli nulovosti S-funkci
na hranici fundamentalni oblasti’ nebudeme za diskrétnifidku brat celou mnozinu
Fy, ale jen jeji podmnozind,.

Pro skalarni satin funkci na niizce ), plati

<f|h>FM = Z Cf(s)w7

sEF,,

kde koeficient: zavisi na konkrétni algéé a je pro vSechny bodyZ,, stejny, rovny
fadu Weylovy grupy|W|. Navic, protoze uvazujeme pouze funkce antisymetrické
vzhledem k afinni Weylo¥grugg, pgiispevky skalarniho saiinu budou nenulové pouze
pros € F,.

Ekvivalentem mnozinys,, bude mnoZzina

B b a S1 S 51 S2 - a
SME {S(a,b)‘ <M’M) :’r‘(M,M), (M,M> GFJ\/I,’/’E W ﬁ}.

Funkce z5,, jsou na niizce F; ortogonalni

(Sta,0)|S(ar b)) Py = Z S(ap)(8)S(ar 1) (8) = Saar vy (S(a,5)|S(a,0)) Far -

selFy,
Poznamka 4.2.1.
i) Z definiceS,, je opét videt, ze platiS,,| = |F},|.
i) Velice snadno utime prvkysS,,, jestlize zvolime- = 1. Potom plati

a,b € N, agy+bg <M = Sy €Sy
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Potom pro funkcif na £, plati

> dwySan(s), s € Fy, (4.2)
(a,b)€S,,

kde
(f1S(a,)) Fos
(Sta0)| Sat)) Far
Opét miizeme spojit rozsfit vztah (4.2). Nechtf je nulova na)F’, potom nahra-
dime diskrétni pro@nnous za spojité proréannéz, y:

diap) =

fcontxy Z dab (a,b) xy) x,yEF.

(a,b)eS),

Spojité rozSieni f.... je v bodechs € F), totozné s diskrétni verzi. Protoze funkce
S(a,p) JSOU hladke, je if.on: hladka.

4.2.1 DiskretizaceA; x A;
MFizka F;; je kartézskym sotinem dvou niizek F';,(A;y). Tj.

S1 S22

Fa(Arx Ay = {(M M

)\0<51,32<M}

Pro koeficient platic = 4.
S-funkce spiuji relaci ortogonality

(Stan)| St = 4D Stap)(9)Siww(s) =

sely,
0, jestlizea # o’ nebob # V',
16M2, jinak.

4.2.2 DiskretizaceC,
NejdelSi kden je2a; + an. MFizka F, je potom

F]\/[(Cg)_:{<]8\} E) ‘So,Sl,SQEIN 80"—281—'—82 M}

Koeficiente = 8.
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S-funkce sphuji relaci ortogonality

<S(a,b)|5(a’,b’)>FM = 8 Z S(ab S(a’ b’ ( ):

sEF,,
0, jestlizea # o’ nebob # V',
1602, jinak.

4.2.3 DiskretizaceA,
NejdelSi kden jea; + ao. Mfizka F; je potom

S S
FM(AQ)_:{Q\} j\;) | S0, 81,80 € N, sg+ 81+ 89 = M}

Koeficientc = 6.
S-funkce sphuji relaci ortogonality

<S(a,b)|5(a’,b’)>FM = 6 Z S(ab S(a’ b’ ( )_

sEF,,
0, jestlizea # o’ nebob # V',
18M2, jinak.

4.2.4 DiskretizaceGo
NejdelSi kden je2a; + 3. Mfizka F; je potom

S S
FM(GZ)_:{<A]\; ]\;> |So,$1,82€]N So + 251 +3s9 = M}

Koeficientc = 12.
S-funkce spiuji relaci ortogonality

(Stam| S rn = 12 Sian(5) S (s) =
SEF,,
0, jestlizea # o’ nebob # V',
1202, jinak.
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Kapitola 5

Pouziti diskrétnich rozvoju Fourierova
typu

Cilem této prace bylo pouzit zobdaré Fourierovy transformace na konkrétni funkce.

V Clancich [3, 4, 5] autid Patera a Zaratsyan pouZili diskrétni rozvoj do funkci na

orbitdch na charakteristické funkce. NBje pouZili diskrétni rozvoj na digitalni data

urcena body charakteristické funkce na diskrétni 2ii¥oe F,,. Poté na vysledna data

pouZili spojité roz§eni. My jsme se v této praci pokusili jejich vysledky zopea&b
Postup je nasleduijici:

i) Nejdfive zavedeme funkgi na niizce Fy, tim zplisobem, e budeme uvaZovat
plivodni funkcif pouze v bodech fizky F;.

i) Funkci f rozvineme ddady funkci na orbitach, at uz symetricky€hantisy-
metrickych vigi afinni Weyloe gruge.

iii) Vysledek potom spoji rozSfime na celou fundamentalni oblast. Tim ziskame
aproximacif... plivodni funkcef.

Zacnéme od transformaci n&, x A; aCy. Fundamentalni oblasti jsou viky sim-
plexti. Zvolme sotadnice jejich vrcholll vzhledem k ortonormalni bazi ndsieé:

- fn ()02 63
F(Cy) = {(0,0), (%0) , (0%) }

Charakteristickou funkci zvolime nésled@&in

1 pro0,3 <z <0,45a0,05 <y < 0.2,
= .. A1
fsa(@,y) { 0 jindevF. (5-1)
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A x Ay Rozvoj do C-funkci Rozvoj do S-funkci
M Kvadr. Odchylka | Cas][s] || Kvadr. Odchylka | Cas][s]
8 0,0083 0,7 0,0110 0,5
16 0,0021 6,2 0,0025 3,8
32 0,0019 82,5 0,0018 59,2
64 0,0006 1260,8 0,0006 1039,5
C. Rozvoj do C-funkci Rozvoj do S-funkci
M Kvadr. Odchylka | Cas[s] || Kvadr. Odchylka | Cas[s]
8 0,0111 0,4 0,0160 0,3
16 0,0030 11 0,0039 0,4
32 0,0017 8,7 0,0018 5,3
64 0,0006 112,2 0,0006 89,5

Tabulka 5.1: Rozvoj charakteristické funk¢g do C-funkci a S-funkci na diskrétni
mrizcefadu M umiséné ve fundamentélni oblagti(4; x A;) a F'(Cy) a nasledné
spojité roz&ieni. Druhy actvrty sloupec obsahuji informace o kvadratické odchylce
spojitého roz§eni diskrétniho rozvoje od plvodni funkgg,. Treti a paty sloupec
obsahuji informace o d@&wypdctu rozvoje.

Volba f, neni nahodna. Takto zvolena funkce lezi cela verknitundamentalnich
oblastiF(A; x A;) a F(Cy). To je dobré z toho dlvodu, Ze do S-funkci Ize rozvijet
jen funkce nulové na hranici fundamentalni oblasti. Vyskedozvoje funkcef,, do
C-funkci i S-funkci jsou pro iizky fad M = 8, 16, 32, 64 zobrazeny na obrazcich
5.1, 5.2 proA; x A; a 5.3, 5.4 pra’,. Vlastnosti této aproximace jako kvadraticka
odchylka od plivodni funkcé,, a doba jejiho vypétu v programu MATLAB jsou
uvedeny v tabulce 5.1.

V €lancich [4, 5] auti aplikovali spojité roz§eni diskrétnich rozvojli na charakte-
ristickou funkci s trojuhelnikovitym noéem. My se pokusime o totéz, nicnénepo-
uzijeme stejny trojuhelnik. Pouzijeme trojuhelnik podplale o reco zmenseny. A to
z dlivodu, aby se cely vesel jak do fundamentalni obfagt,) tak do fundamentalni
oblastiF'(Gs).

Ve zmirénychclancich autd zvolili fundamentalni oblasti jako simplexy s vr-

choly:
F(4r) = {<0,0>, (1.0) (;?) } ,
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Charakteristickou funkci zvolili nasledogn

folry) = { 1 PrO(x,y) S {(i,@) , (
0 jindevF.

EN[SN]

)R] S

Jak uz jsme napsali, my zvolime charakteristickou funkagimou, nicméa o
néco zmensenou a umgstou uvnit fundamentalni oblasti. Prb( A,) bude nost cha-
rakteristické funkce uvnititvaru omezenéhaofpmkami:

3
yﬁ?—o,(ﬁ, yZ—\/§x+§+0,05, yzﬁx—g+0,05- (5.3)

Takto definovanou funkci ozigane fL.
Dale zvolime jinak i sotadnice vrcholll fundamentalni oblast{G,) vzhledem k
ortonormalni bazi a to nasledodn

F(Gy) = {(0,0), (0,1), (% 1) }

Do takto zvolené fundamentalni oblasti umistime aasiarakteristické funkce mezi
primky:
3 3
001 <z, z<+3y-— g —0.09, x<—V3y+ g —0.09. (5.4
Tuto funkci oznéme f2. Takto zvoleny trojuhelnik je stejny jako Wipade (5.3)
nicmére otaceny a posunuty.
Vysledné rozvoje funkcgl resp.f2 do C-funkci i S-funkci jsou pro figky fadd
M = 16, 32, 64 zobrazeny na obrazcich 5.5, 5.6 pteresp. 5.7, 5.8 prar,. Vlast-
nosti €chto aproximaci jako kvadraticka odchylka od plivodnkaenf! resp.f2 a
doby vypdtu v programu MATLAB jsou uvedeny v tabulce 5.2.

Poznamka 5.0.2.Z uvedenych vysledkl plynegkolik zaeru:

i) Pro rostoucitad nfizky M spojita rozSieni diskrétni transformacg,,,; stale
Iépe aproximuji ptivodni funkgf.

i) Kvalita aproximace je v fipace A; x A; a C; priblizné stejna pro shodniad
mFizky M.

i) V pfipact A, aGs je kvalita srovnatelna pro HEky F,(As) a Fop (Ge). Tj. Go
vyZaduje vySsiad ntizky neZA, pro srovnatelné vysledky.
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A, Rozvoj do C-funkci Rozvoj do S-funkci
M || Kvadr. Odchylka | Cas[s] || Kvadr. Odchylka | Cas[s]
8 0,0200 0,5 0,0210 0,1
16 0,0106 2,7 0,0111 1,6
32 0,0094 32,5 0,0095 23,3
64 0,0034 485,0 0,0034 357,3
G, Rozvoj do C-funkci Rozvoj do S-funkci
M || Kvadr. Odchylka | Cas[s] || Kvadr. Odchylka | Cas[s]
8 0,0637 0,2 0,0637 0,2
16 0,0259 0,6 0,0204 0,3
32 0,0099 3,2 0,0071 2,2
64 0,0055 25,3 0,0050 16,3

Tabulka 5.2: Rozvoj charakteristické funkge resp. f2 do C-funkci a S-funkci na
diskrétni nfizcefadu A/ umiséné ve fundamentalni oblagti(A,) resp.F'(Gs) a na-
sledné spojité rozegni. Druhy aCtvrty sloupec obsahuji informace o kvadratické od-
chylce spojitého rozééni diskrétniho rozvoje od pltivodni funk¢é resp.f2. Treti a

paty sloupec obsahuji informace o @obypditu rozvoje.

iv) Doba vypd@tu rozvoje prod; x A; trvd mnohem déle nez pi@,. To je zplso-
beno \etSim mnozstvim bodl ¥y, (A; x Ay) nez vFy (Cy).

v) Doba vypd@tu rozvoje proA, trvd mnohem déle neZ piG,. To je zplisobeno
veétsim mnozstvim bodl ¥y, (A,) nez v Fy,(G») a navic tim, ze funkce na
orbitach proA, jsou obecé komplexni.

vi) A; x A;, Cy aGy jsou vhod@jsi pro aproximaci realnych funkci zatimde je

vhodrgjsi pro aproximaci komplexnich funkci.
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Obrazek 5.1: Rozvoj charakteristické funkfe do C-funkci na mizcefadu M =
8, 16, 32, 64 umiséné ve fundamentélni oblagfi A; x A;) a nasledné spojité roz-
Sifeni.
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Obrazek 5.2: Rozvoj charakteristické funkfég do S-funkci na rfizcefadu M =
8, 16, 32, 64 umiséné ve fundamentélni oblagfi A; x A;) a nasledné spojité roz-
Sifeni.
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Obrazek 5.4: Rozvoj charakteristické funkfég do S-funkci na rfizcefadu M =
8, 16, 32, 64 umiséné ve fundamentalni oblagii(C,) a nasledné spojité rozsni.
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Obrazek 5.5: Rozvoj charakteristické funkéé do C-funkci na mizcefadu M =
8, 16, 32, 64 umisené ve fundamentalni oblagii A,) a nasledné spojité rozéni.
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Obrézek 5.6: Rozvoj charakteristické funkge do S-funkci na rfizcefadu M =
8, 16, 32, 64 umisené ve fundamentalni oblagii A,) a nasledné spojité rozéni.
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Obrazek 5.7: Rozvoj charakteristické funkgé do C-funkci na mizcefadu M =

16, 32, 64 umisené ve fundamentalni oblagtiG,) a nasledné spojité rozsni.
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Obrazek 5.8: Rozvoj charakteristické funk¢e do S-funkci na rizcefadu M =
16, 32, 64 umisené ve fundamentalni oblagtiG,) a nasledné spojité rozsni.
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Kapitola 6

Konvergence spojitého rozseni
diskrétnich rozvojl

Funkci f symetrickou vigi afinni Weylo& grug Ize rozlozit ddady funkci na orbitach

f(z) =) adi(@), (6.1)
AEPT
kde
e = (W E / (@) Br@)dF. 6.2)
F

Poznamka 6.0.3.Na funkci f je treba naklast jestvice gedpokladli nez jen symetrii
vUci afinni Weyloe grug. Pro jednoduchostiedpokladejme, z¢ spliuje vSechny
predpoklady, aby platil vztah (6.1).

Z funkce f na F' snadno vyrobime funkci naiiizce F; jednoduSe omezenim
fur = flry, - fur umime napsat jako sumu funkci na orbitach zuzenychiizkon /7,
konkrétré

]EM(S): Z Cé\g,b)Q(a,b)(S)a s € Fu, (6.3)
(a,b)eSnr
e (1 P(ap))
a,b)/ Fy,
oy = 75 (6.4)
(D(a0)| Pa,b)) Fas

Ve vztahu (6.3) mliZzeme diskrétni prérmous nahradit spojitymi prorannymiz, v,
potom toto spojité rozni funkcef,, ozn&me jakol,,. ¥,, je funkce hladka na
fundamentalni oblasfi’, navic v bodech,; nabyva stejnych hodnot jako funkge
Je cividné, Ze funkcel ,, aproximuje funkcif na fundamentalni oblaski. Otaz-
kou zlistava, nakolikij@snou tato aproximace je a jestli pro rostolitise tato apro-
ximace zpesiuje. Na prvni pohled se zda, Ze tomu tak skoége. Nicmér je nutné
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urcit tfidu funkci pro které Ize tuto konvergenci dokazat. Cileto tépitoly je najit
alespa zakladni tidu takovychto funkci.

Bud' L Lieova algebra o hodnosti 2. (Poznamenejme znovu, Ze maeu$ alge-
bramiA; x Ay, Ay, Cy, Gy.) Bud f funkce symetricka Wi afinni Weyloe gruge
Wt (L) pro kterou plati (6.1). Bud{¥,,(z)}3_, posloupnost funkci definovanych
vyse.

Odhadujme pro pezvolené\/ nasledujici rozdil:

[f(z) = Uu(z)| = | Y exd®i(z) = > eV ®a(x)

AeP+ AES M
< a®ax) = ' u(@)]| + D lea®a(x)] <
AES M xept
AESMm
SIS e =+ W] el (6.5)
AESNM xept
AESMm

Zde jsme vyuzili trojuhelnikové nerovnosti a vlastnostiu®kci | P, (z)| < |[W].
Odhad@me rozdil\ C\ — cﬁﬂ pro\ € Sy;. Po vyuziti definitornich vztahli ziskame
rovnost

<f‘¢ >FM -

_ M| _ .
‘C)\ C)\ ‘ T <¢)\|@>\>FM

o 3 () (s)

<¢>\‘ gp>\>FM sEFy

1
= |C)\ — mzcszcu =

s€Fy  pePt

Z Cu Z cs® . (6.6)

€P+ sEF

@A\ \) Fag

Nyni pfejdéme do konkrétnich sdéadnic naP*. Plati Pt = {aw; + bws | a,b € ZT}.
Vztah (6.6) tedy pepiSme do saiadnic

1
‘ _ ]\/[‘ — _ Y Z Z
c c ¢ ‘ o
ab ab @b <@a,b|@a,b>FM CdseFM S Cd )
1 o
1T B, B )i Y el Pab| Pap) FarGactmodnn)Op.dmodns)| =
(Dab| Do) Frs e,d=0
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e}

= |Cab — Z Cc,d(sa,c(modM)(sb,d(modl\/[) = Z Cat+mMb+nM | - (67)

¢,d=0 m,n=0
m~+n>0

Zde jsme vyuZili ortogonality C-funkci naitizce I, a toho, Ze C-funkce mimg§,,
jsou pouhym opakovanim funkci%,.
Poznamka 6.0.4.V dalSim budeme pé&tbovat nasledujici odhady:

) era| < Kylck

expim(kx + ly) a K; je kladn& konstanta dosté&te® velkd, aby tento odhad
platil pro vSechnyCtyfi pfipady A; x A, As, Cy aGs.

i) Pro fourierovskeé koeficienty,ﬁl plati odhadyc,il\ < # pro funkci f € C™)
ar=0,1,....n

Za predpokladu, zef € CY, ziskame:

oo [e.9]

M a _

‘Ca,b — C(l,b‘ < E |Catmppinnr] < Ky E ‘Ca+mM7b+nM‘ =
m,n=0 m,n=0
m+n>0 m+n>0

{ Z ‘Ca-i-me-i-nM‘ + Z ‘Ca-i-me‘ + Z ‘Ca b+nM‘}
m,n=1

1

{mn @+ mM)>(b+nM)? +z:1 a+mM +n2:; b+nM }

[ee] o0 1 o0
{Z: +Z:1 mM)4+; nM }

M4{§:( +§: nzl ! } (6.8)

m,n=1 ml

Dal3i, co potebujeme odhadnout, je suma,.p+ |c\|. Zopakujme, jak vypada
mnozinasS,,: S
S = {Pap) | ag2 +bgy < M }.
Poznamka 6.0.5.Bud’ x € R, potom| x| zn&i dolni celoutastcislazx.

Za predpokladu, zg € C9), ziskame:

E |C>\| E E Ck j—aok
rep+t J=M+1 k=0
NS wez

a1
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o0 o0
= 2 X et X fag |t X Jeso|<
J=M+1 k=1 j=M+1 j=M+1
J i= qz a a
gZ €7 q1€Z q2eZ
Q1
<y Z Z H Z
N k‘?’]—%k‘ "
Jj=M+1 k=1 j= J\/[+1 j= J\/[—i-l

Z Sz i—akez, Lez Lez

=[s
M

j=M+1 = Jj= M+1 j= J\/[—i-l
Loz = q2keZ Lez Lez,
o 3 o0
q1
: Z—U_Mz T
j=M+1 j:M+1 M+1
1
<A{q +q1+q2}z ={d+a+a} 57— (6.9)

Pro funkci zC'® dostavame:

[f(@) = U (@) < WY e =l [+ W] ) el <

AESM i\gng
M
< Ky 2
_|W|Zﬁ+|w| {Q1+Q1+Q2} 1§
)\ES]M
1 K.
<|wl|- +|W| {q1+q1+q2}M_1§M_31. (6.10)

Vyuzili jsme skut&nosti, ZeS,, obsahuje nejvysa/? prvku.
Vysledek formulujme do &ty.

Véta 6.0.6.Bud f € C© funkce symetricka vti afinni Weylo¥ grug, potom
funkEni posloupnost ,; konverguje na fundamentalni oblasgtistejnongérreé k f.

Poznamka 6.0.7.Podob® bychom mohli postupovat i pro antisymetrické funkce na
orbitach.
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