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3.2 Zobecňení kosinové transformace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Kapitola 1

Poloprosté Lieovy algebry, kǒrenové
systémy, Weylovy grupy

Úsťredními pojmy celé teorie poloprostých a prostých Lieovýchalgeber jsou kǒreny
a kǒrenové systémy. Pomocí kořenových systémů se provádí klasifikace poloprostých
a prostých Lieových algeber. Každá poloprostá Lieova algebra je direktním soǔctem
prostých Lieových algeber. Každá prostá Lieova algebra náleží do jedné zěctyř sérií
An(n ≥ 1), Bn(n ≥ 3), Cn(n ≥ 2), Dn(n ≥ 4) s p̌eti výjimkami oznǎcovanými
jakoE6, E7, E8, F4 aG2. Tím jsou prosté a konečně i poloprosté Lieovy algebry úplně
klasifikovány.

1.1 Kořenové systémy
Zavedeme pojem kořenového systému obecně pro libovolný reálný euklidovský pro-
storE vybavený skalárním součinem〈 . | . 〉.

Pro daný nenulový vektorv ∈ E, necht’rv je zrcadlení podle nadplochy kolmé
k tomuto vektoru.Čili rv zobrazujev na −v a všechny vektoryx z nadplochy, tj.
〈x |v〉 = 0 , zobrazuje na sebe. Explicitně

rv(x) = x − 2〈x |v〉
〈v |v〉 v ∀x ∈ E. (1.1)

Poznamenejme, žerv zachovává skalární součin.

Definice 1.1.1.MnožinuR ⊂ E nazvemekořenový systém, jestliže jsou splňeny ná-
sledující axiomy:

(i) R je koněcná, neobsahuje0 a její lineární obal je celýE,

(ii) Jestližeα ∈ R, potom jediné skalární násobkyα, které náleží doR, jsouα a
−α,
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(iii) Jestližeα ∈ R, potom zrcadlenírα permutuje prvkyR,

(iv) α, β ∈ R, potom2〈β|α〉
〈α|α〉 ∈ Z.

PrvkyR nazvemekořeny.

Poznámka 1.1.2.Necht’ g je poloprostá Lieova algebra, potom kořenový systém ur-
čený Cartanovou podalgebrouh splňuje všechny axiomy p̌redchozí definice.

Lemma 1.1.3.Necht’R je kǒrenový systém. Necht’α, β ∈ R, β 6= ±α. Potom

2〈α|β〉
〈β|β〉

2〈β|α〉
〈α|α〉 ∈ {0, 1, 2, 3}.

Nyní už známe všechny možné úhly, které mohou svírat dva kořeny, a všechny
možné pom̌ery délek kǒrenů.

Lemma 1.1.4.Necht’α, β ∈ R.

(i) Jestliže úhel svíraný kořenyα aβ leží v intervalu(π/2, π), potomα + β ∈ R.

(ii) Jestliže úhel svíraný kǒreny α a β leží v intervalu(0, π/2) a 〈β|β〉 ≥ 〈α|α〉,
potomα − β ∈ R.

Definice 1.1.5.PodmnožinuB ⊂ R nazvemebází kořenového systémuR, jestliže

(i) B je báze vektorového prostoruE,

(ii) každéβ ∈ R lze napsat ve tvaruβ =
∑

α∈B kαα, kdekα ∈ Z. Navíc všechny
nenulové koeficientykα mají stejné signum.

PrvkyB nazvemeprosté kořeny.
Řekneme, že kǒrenβ ∈ R je pozitivní vzhledem k báziB, jestliže koeficienty dané (ii)
jsou kladné. Podobně řekneme, že jenegativní vzhledem k báziB, jestliže koeficienty
dané (ii) jsou záporné.
Množinu kladných kǒrenů budeme značit R+, množinu záporných kořenůR−.

Poznámka 1.1.6.Bázi kǒrenového systému budeme též někdy nazývatmnožinou
prostých kořenů.

Věta 1.1.7.Každý kǒrenový systém má bázi.

Z této v̌ety spolěcně s lemmatem 1.1.4 plyne, že úhly svírané dvěma prostými
kořeny jsou tupé. Konkrétňe mohou nastat případyπ/2, 2π/3, 3π/4 a 5π/6. Lemma
1.1.3 také jasňe stanovuje pom̌ery délek prostých kǒrenů. Navíc mohou nastat pouze
dva p̌rípady:
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i) bud’ jsou všechny kǒreny stejňe dlouhé,

ii) nebo kǒreny nabývají pouze dvou různých délek.

V Lieově teoriičasto používaná konvence stanovuje pro delší kořeny〈α|α〉 = 2.

Poznámka 1.1.8.V této práci budeme používat následující normalizaci:

2

〈α|α〉 = 1 pro kǒreny zAn,

2

〈α|α〉 = 1 pro dlouhé kǒreny zC2, G2,

2

〈α|α〉 = 2 pro krátké kǒreny zC2,

2

〈α|α〉 = 3 pro krátké kǒreny zG2.

1.2 Weylova grupa
Definice 1.2.1.Necht’E je reálný euklidovský prostor, necht’R je kǒrenový systém.
Potom množinu

W (R) = {rα|α ∈ R} ,

kderα je zobrazení (1.1), nazvemeWeylova grupa.

Poznámka 1.2.2.

i) Weylova grupa je koněcná. Řády Weylových grup pro prosté Lieovy algebry
jsou velice dob̌re známy.

ii) Množina generátorů je tvǒrena reflexemi odpovídajícími prostým kořenům.

Zobrazenírα pro α ∈ R je reflexe podle nadplochy vE kolmé k α. Tyto nad-
plochy rozďelují E na |W | souvislých množin, kde|W | je řád Weylovy grupy. Tyto
množiny nazývámeWeylovy komory. Systém Weylových komor je permutován Wey-
lovou grupou. Množinu

D+ = {x ∈ E | 〈x |α〉 ≥ 0, α ∈ B}

nazvemedominantní Weylova komora.

1.3 Cartanovy matice a Coxeter-Dynkinovy diagramy
Na zǎcátek poznamenejme, že kořenový systém může mít více bází. Všechny tyto báze
jsou však ekvivalentní ve smyslu následující věty.
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Věta 1.3.1.Necht’ R je kǒrenový systém, necht’B a B′ jsou bázeR. Potom existuje
g ∈ W (R) takový, žeB′ = {g(α)|α ∈ R}.

Nyní můžeme s klidným sv̌edomím zavést tzv. Cartanovu matici pro daný koře-
nový systém.

Definice 1.3.2.Necht’ B = {α1, α2, . . . , αn} je báze kǒrenového systémuR. Potom
maticiC ∈ Z

n,n, kde

Cij =
2〈αi |αj 〉
〈αj |αj 〉

,

nazvemeCartanova matice.

Jiný, avšak Cartanově matici ekvivalentní způsob popisu kořenových systémů je
tzv.Coxeter-Dynkinův diagram. Je to graf, jehož vrcholy jsou tvořeny množinou pros-
tých kǒrenůB = {α1, α2, . . . , αn} a které jsou spolu po dvou spojenydij čarami,
kde

dij =
2〈αi |αj 〉
〈αj |αj 〉

2〈αj |αi〉
〈αi |αi〉

∈ {0, 1, 2, 3}.

Jestližedij > 1, tj. αi a αj mají různou délku, potom se od sebe nějakým oznǎcením
odliší delší a kratší kǒreny. (Často se rozdílná délka značí šipkou sm̌ěrující od delšího
kořene ke kratšímu. V této práci však budeme značit kratší kǒrenyčerňe a delší kǒreny
bíle.)

Protože kǒrenové systémy jsou úplně popsány pomocí svých Coxeter-Dynkino-
vých diagramů a protože pomocí kořenových systémů jsou prosté Lieovy algeby úplně
klasifikovány, lzěríci, že prosté Lieovy algebry jsou úplně klasifikovány pomocí p̌rí-
pustných Coxeter-Dynkinových diagramů. Jak už jsme napsali na pǒcátku této kapi-
toly, každá prostá Lieova algebra náleží do jedné zečtyř sériíAn(n ≥ 1), Bn(n ≥ 3),
Cn(n ≥ 2), Dn(n ≥ 4), nebo mezi p̌etici mimǒrádných algeber označovaných jako
E6, E7, E8, F4 a G2. Coxeter-Dynkinovy diagramy všech prostých Lieových algeber
jsou uvedeny na obrázku 1.1.

1.4 Kořenová mříž, kokořeny
Kořeny kǒrenového systému jsou lineárními kombinacemi prostých kořenů s celǒcí-
selnými koeficienty. Navíc platí, že neexistuje kořen, který by m̌el soǔcasňe jak kladné
tak záporné koeficienty.

Jako užitěcný nástroj pro další práci se zavádí tzv. kořenová m̌ríž.
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Obrázek 1.1: Coxeter-Dynkinovy diagramy prostých Lieových algeber.

Definice 1.4.1.Množinu

Q =

{

n
∑

i=1

aiαi|ai ∈ Z, αi ∈ B

}

nazvemekořenová mříž. PodmnožinuQ+ ⊂ Q, kde

Q+ =

{

n
∑

i=1

aiαi|ai ∈ Z
≥0, αi ∈ B

}

,

nazvemekladná kořenová mříž.

Poznámka 1.4.2.MnožinouZ≥0 je myšlena množina všech přirozenýchčísel a nuly,
tj. Z≥0 = {0, 1, 2, 3 . . .}. Toto znǎcení bude dále používáno v průběhu celé práce.

Poznámka 1.4.3.Systém kǒrenůR je potom podmnožinou kořenové m̌rížeQ. R+ je
podmnožinouQ+.

Poznámka 1.4.4.Ke každému kǒrenuα ∈ R zavádíme tzv.kokořenα̂ vztahem

α̂ =
2α

〈α|α〉 .

Platí, žeˆ̂α = α. Podobňe jako pro kǒreny zavedemekokořenovou mříž

Q̂ =

{

n
∑

i=1

aiα̂i|ai ∈ Z, αi ∈ B

}
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akladnou kokořenovou mříž

Q̂+ =

{

n
∑

i=1

aiα̂i|ai ∈ Z
≥0, αi ∈ B

}

.

1.5 Váhy
Úsťredním pojmem teorie reprezentací poloprostých Lieových algeber jsou váhy.

Definice 1.5.1.Bud’ g poloprostá Lieova algebra, bud’h její Cartanova podalgebra,
bud’ V reprezentaceg, potom lineární funkcionálλ ∈ h#, pro který existuje nenulový
podprostorVλ ⊂ V , kde

Vλ = {v ∈ V | ∀h ∈ h, h · v = λ(h)v} ,

nazvemeváha reprezentace V. Množinu všech vah budeme značit Ψ.

Poznámka 1.5.2.

i) Kořen je nenulová váha reprezentacead.

ii) Bud’ λ váha reprezentaceV , α kořen, potom platí, že

2〈λ|α〉
〈α|α〉 ∈ Z.

iii) Množina všech vahΨ je invariantní vzhledem k akci Weylovy grupy.

Definice 1.5.3.Váhaω reprezentaceV je nejdelší, jestliže pro všechnaαi ∈ B platí,
žeω + αi není vahou.

Poznámka 1.5.4.Množina všech vah obsahuje jednoznačnou nejdelší váhuω. Všech-
ny další váhy jsou tvaru

λ = ω −
∑

i

aiαi, ai ∈ Z
≥0.

Definice 1.5.5.Bud’ g poloprostá Lieova algebra, bud’B = {α1, α2, . . . αn} báze ko-
řenového systémug, potom lineární funkcionályω1, ω2, . . . , ωn nazvemefundamen-
tální váhy, jestliže platí

2〈ωi |αj 〉
〈αj |αj 〉

= δij ∀i, j = 1, 2, . . . , n.
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Poznámka 1.5.6.

i) MnožinaΠ = {ω1, ω2, . . . , ωn} tvoří obecňe neortogonální bázih#.

ii) Podobňe jako pro kǒreny zavedemeváhovou mříž

P =

{

n
∑

i=1

aiωi|ai ∈ Z, ωi ∈ Π

}

akladnou váhovou mříž

P+ =

{

n
∑

i=1

aiωi|ai ∈ Z
≥0, ωi ∈ Π

}

.

iii) Platí, žeQ ⊂ P .

Mezi α-bází aω-bází existují transformǎcní vztahy uřcené Cartanovou maticí

αj =

n
∑

k=1

Cjkωk, ωj =

n
∑

k=1

(C−1)jkαk.

Poznamenejme ještě vztah pro výpǒcet skalárního soǔcinu dvou vektorů pomocí
jejich složek vω-bázi.

〈x |y〉 =
1

2

n
∑

j,k=1

xjyk(C
−1)jk〈αk |αk〉 = xC−1DyT = xSyT ,

kdeD = diag(1
2
〈α1 |α1 〉, 1

2
〈α2 |α2 〉, . . . , 1

2
〈αn |αn〉) aS = C−1D.

1.6 Nejdelší kǒreny
Protože kǒreny jsou váhy reprezentacead, existuje jednoznǎcný nejdelší kǒrenξ. Pro
naše poťreby stǎcí uvést nejdelší kǒreny jenom pro ňekteré algebry.

An : ξ = α1 + α2 + · · · + αn,

Cn : ξ = 2α1 + 2α2 + · · ·+ 2αn−1 + αn,

G2 : ξ = 2α1 + 3α2.

Poznámka 1.6.1.Pro nejdelší kǒreny platí, žêξ = ξ.
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1.7 Afinní Weylova grupa
Protože se v této práci chceme dopracovat k funkcím na orbitách, je vhodné rozšířit
Weylovu grupu, která je grupou symetrií těchto funkcí, nicméňe nepopisuje všechny
jejich symetrie. Proto zavedeme tzv. afinní Weylovu grupu, která popisuje všechny
symetrie funkcí na orbitách.

Weylova grupa je generována reflexemirαi
, kdeαi, i = 1, . . . , n jsou prosté kǒreny

kořenového systémuR v n-dimenzionálním euklidovském prostoruE. Pro rozší̌rení
Weylovy grupy na afinní Weylovu grupu využijeme nejdelších kořenů uvedených v
minulé podkapitole.

Necht’ ξ je nejdelší kǒren kǒrenového systémuR, potom symbolemrξ oznǎcíme
zrcadlení podle nadrovinyX ⊂ E kolmé keξ, tj.

rξx = x − 2〈x |ξ〉
〈ξ|ξ〉 ξ.

SymbolemRξ oznǎcíme zrcadlení podle nadplochyX + ξ/2, rovnob̌ežné sX a posu-
nuté do boduξ/2, tj.

Rξx = rξx + ξ.

Poznámka 1.7.1.

i) Rξ0 = ξ.

ii) ZobrazeníRξ nepaťrí do Weylovy grupy kvůli bodu i).

iii) (Rξrξ)
−1x = x − ξ.

iv) Protože pro nejdelší kořen platíξ = ξ̂, můžeme ve všech uvedených vztazích
nahraditξ za ξ̂. V následujícím tak budeme podle potřebyčinit.

Definice 1.7.2.Grupu generovanou zobrazenímiRξ, rα1
, rα2

, . . . , rαn
nazvemeafinní

Weylova grupa. Budeme ji oznǎcovatW aff .

Lemma 1.7.3.(Rξrξ)
kx = x + kξ prok ∈ Z.

Důkaz. Důkaz provedeme indukcí. Platí, že

Rξrξx = ξ + rξrξx = x + ξ.

Pro induǩcní krok p̌redpokládejme, že prok > 0 platí

(Rξrξ)
kx = x + kξ.
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Potom

(Rξrξ)
k+1x = (Rξrξ)(Rξrξ)

kx = (Rξrξ)(x + kξ) = (x + kξ) + ξ = x + (k + 1)ξ.

Podle poznámky 1.7.1iii) víme, že platí

(Rξrξ)
−1x = x − ξ.

Opět pro induǩcní krok p̌redpokládejme, že pro nějakék > 0 platí

(Rξrξ)
−kx = x − kξ.

Potom

(Rξrξ)
−(k+1)x = (Rξrξ)

−1(Rξrξ)
−kx = (Rξrξ)

−1(x − kξ) =

= (x − kξ) − ξ = x − (k + 1)ξ.

Důsledek 1.7.4.Afinní Weylova grupa je nekonečná.

Můžeme zavést zobrazeníRNξ vztahem

RNξx = Nξ + rξx. (1.2)

Víme, žeRξ0 = ξ. Dále, protože prvky Weylovy grupyw ∈ W zachovávají ska-
lární soǔcin a permutují množinu kǒrenů, platí pro

ξw ≡ wξ = wRξ0,

že má stejnou délku jakoξ. Čili Weylova grupa permutuje vždy zvlášt’ dlouhé a zvlášt’
krátké kǒreny. PotomwRξ je reflexe vzhledem k nadploše kolmé k vektoruξw a posu-
nuté do boduξw/2. Opět platí

((wRξ)rξ)
kx = x + kξw pro k ∈ Z.

Z uvedeného plyne, že množinaW aff · 0 odpovídá podmnožiňe Q̂l ⊂ Q̂ generované
všemi dlouhými kǒreny. Navíc platí, žêα, kdeα je krátký kǒren, je kombinací dlou-
hých kǒrenů s celǒcíselnými koeficienty. Tj.Q̂ = Q̂l. To ale neznamená nic jiného
než, žeW aff · 0 = Q̂.
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1.8 Fundamentální oblast afinní Weylovy grupy
Definice 1.8.1.Bud’ E n-dimenzionální euklidovský prostor. Souvislou a jednoduše
souvislou množinuF ⊂ E nazvemefundamentální oblast afinní Weylovy grupy, jest-
liže neobsahuje ekvivalentní od sebe různé body vzhledem kakci W aff a její uzáv̌er
obsahuje alespoň jeden bod z každé orbityW aff .

Poznámka 1.8.2.

i) Vnit řek dominantní Weylovy komory je fundamentální oblastí Weylovy grupy
W .

ii) Dominantní Weylovou komorouD+ rozumíme množinu

{

x =

n
∑

i=1

aiωi | ai ≥ 0, ωi ∈ Π

}

,

kdeΠ je množina fundamentálních vah.

ProtožeW je podgrupouW aff , bude fundamentální oblast afinní Weylovy grupy
F podmnožinou fundamentální oblasti Weylovy grupy.Čili F bude obsahovat body
x = a1ω1 + · · ·+ anωn, kde

ai = 〈x |α̂i〉 > 0 ∀ i = 1, 2, . . . , n.

Dalším omezením na bodyF bude nadplocha určená reflexíRξ ∈ W aff , tj. nadplocha
X + ξ/2, viz podkapitola 1.7. Tato nadplocha je určena vztahemRξx = x. Tj.

x − 2〈x |ξ〉
〈ξ|ξ〉 ξ + ξ = x,

kde〈ξ|ξ〉 = 2. Po úprav̌e získáme rovnici nadplochy

1 = 〈x |ξ〉 =

n
∑

k=1

akqk, (1.3)

kde

x =

n
∑

k=1

akωk, ξ =

n
∑

k=1

qkα̂k.

Fundamentální oblast je potom taková podmnožina dominantní Weylovy komory pro
jejíž bodyx platí 〈x |ξ〉 < 1. Rovnice (1.3) ukazuje, že nadplochaX + ξ/2 protíná
přímky uřcené vahamiωk v bodechωk/qk.
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Věta 1.8.3.Fundamentální oblast afinní Weylovy grupy je vnitřek simplexu, který je
vymezen vrcholy

0,
ω1

q1
, . . . ,

ωn

qn
.

Poznámka 1.8.4.Pro dvoudimenzionální prosté Lieovy algebry jsou fundamentální
oblasti jejich afinních Weylových grup vymezeny následovně:

A2 : {0, ω1, ω2},
C2 : {0, ω1, ω2},
G2 : {0, ω1

2
, ω2}.
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Kapitola 2

Funkce na orbitách

Funkce na orbitách jsou zavedeny pomocí orbit příslušných Weylových grup podle
nichž také nesou své jméno. Nás budou zajímat funkce na orbitách pouze pro dvojroz-
měrné Lieovy algebry, tj. proA1 × A1, A2, B2, G2.

2.1 Orbity Weylovy grupy
Jak už jsme viďeli v podkapitole 1.2, akce Weylovy grupy nan-dimenzionálním eukli-
dovském prostoruE permutuje Weylovy komory, což jsou souvislé a jednoduše sou-
vislé množiny takové, že neobsahují dva od sebe různé ekvivalentní body vzhledem
k akci Weylovy grupy naE.

Poznámka 2.1.1.

i) Každému boduy ∈ E lze p̌riřadit orbitu Weylovy grupyO(y), kde

O(y) = {x ∈ E | ∃w ∈ W, x = w · y} .

Základní vlastností orbity ňejaké grupy je, že orbita je plně uřcena jedním bodem
který obsahuje. Tj. jestliže existujew ∈ W takové, že pro ňejakéx, y ∈ E platí
x = w · y, potomO(x) = O(y).

ii) Řád orbity je uřcenřádem dané grupy a platí, žeřád orbity ďelí řád grupy. Dva
extrémní p̌rípady, které tedy pro orbity Weylovy grupy mohou nastat, jsou

|O(0)| = 1, |O(y)| = |W |,

kdey je vniťrním bodem ňejaké Weylovy komory.

iii) JestližeWy oznǎcuje stabilizátor boduy ∈ W vzhledem k akci Weylovy grupy
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W , potom platí, že

|O(y)| = |W |
|Wy|

.

Každá Weylova komora obsahuje pouze jeden bod z dané orbity.Užitečnou kon-
vencí, kterou budeme v této práci používat, bude, že orbity Weylovy grupy budeme
znǎcit pomocí prvku orbity, který leží v dominantní Weylově komǒre D+. Tj. pro
O(y) platí, žey ∈ D+.

2.2 Orbity Weylových grup pro Lieovy algebry o hod-
nosti 2

Obecňe pro každou Weylovu grupu a pro každý euklidovský prostor platí, žeO(0) =

{0}. V dalším budeme tedy uvádět orbity pouze pro nenulové body zE, tj. pro takové
body pro jejichž soǔradnice(a, b) v ω-bázi platía 6= 0 nebob 6= 0.

A1 : O(a) = { (a), (−a) }.
A1 × A1 : O(a, 0) = { (a, 0), (−a, 0) },

O(0, b) = { (0, b), (0,−b) },
O(a, b) = { (a, b), (−a, b), (a,−b), (−a,−b) }.

A2 : O(a, 0) = { (a, 0), (−a, a), (0,−a) },
O(0, b) = { (0, b), (b,−b), (−b, 0) },
O(a, b) = { (a, b), (−a, a + b), (a + b,−b),

(−b,−a), (−a − b, a), (b,−a − b) }.

AlgebryC2 aG2 mají růzňe dlouhé kǒreny. První soǔradnice bude proto v přípaďeC2

odpovídat kratšímu kǒrenu a v p̌rípaďeG2 delšímu.

C2 : O(a, 0) = { ±(a, 0), ±(−a, a) },
O(0, b) = { ±(0, b), ±(2b,−b) },
O(a, b) = { ±(a, b), ±(−a, a + b), ±(a + 2b,−b), ±(a + 2b,−a − b) }.

G2 : O(a, 0) = { ±(a, 0), ±(−a, 3a), ±(2a,−3a) },
O(0, b) = { ±(0, b), ±(b,−b), ±(−b, 2b) },
O(a, b) = { ±(a, b), ±(−a, 3a + b), ±(a + b,−b), ±(2a + b,−3a − b),

±(−a − b, 3a + 2b), ±(−2a − b, 3a + 2b) }.

Protože budeme zavádět také antisymetrické funkce na orbitách, které budou anti-
symetrické vzhledem k akci Weylovy grupy, je vhodné zavést následující pomocnou

19



konstrukci. Pro striktňe dominantní prveky ∈ D+ obsahuje orbitaO(y) bodyw · y,
kde w ∈ W , potom každému takovému prvku orbity přiřadímečíslo detw, které
samožrejmě nabývá pouze dvou hodnot a to±1. Takto vybavenou orbitu nazveme
signovaná orbita Weylovy grupya budeme ji znǎcit O±(y). Její prvky potom budeme
znǎcit (w · y)detw.

Poznamenejme ještě, že pro striktňe dominantní prveky ∈ D+ je pǒcet prvků
v orbitě rovenřádu Weylovy grupy. Pro dominantní nikoli však striktně dominantní
prvekx ∈ D+, tj. takový, který leží na stěňe dominantní Weylovy komory, není možné
signovanou orbitu zavést. Určitě totiž existuje ňejakéw ∈ W takové, žew · x = x a
soǔcasňe detw = −1, navíc ale platí1 · x = x, kde 1 je jednotkový prvekW a
jeho determinant je tedy1. Z uvedeného plyne, že takovému prvkux ∈ D+ bychom
soǔcasňe museli p̌riřadit+1 i −1.

Uvádíme signované orbity Weylovy grupy pro dvojrozměrné Lieovy algebry:

A1 : O±(a) = { (a)+, (−a)− }.
A1 × A1 : O±(a, b) = { (a, b)+, (−a, b)−, (a,−b)−, (−a,−b)+ }.

A2 : O±(a, b) = { (a, b)+, (−a, a + b)−, (a + b,−b)−,

(−b,−a)−, (−a − b, a)+, (b,−a − b)+ }.
C2 : O±(a, b) = { ±(a, b)+, ±(−a, a + b)−, ±(a + 2b,−b)−,

±(a + 2b,−a − b)+ }.
G2 : O±(a, b) = { ±(a, b)+, ±(−a, 3a + b)−, ±(a + b,−b)−,

±(2a + b,−3a − b)+, ±(−a − b, 3a + 2b)+,

±(−2a − b, 3a + 2b)− }.

2.3 C-funkce
Definice 2.3.1.Necht’λ ∈ E je prvek dominantní Weylovy komory. Potom komplexní
funkci naE

Cλ(x) =
∑

µ∈O(λ)

e2πi〈µ|x〉, x ∈ E, (2.1)

kdeO(λ) je W -orbitou prvkuλ, nazvemefunkce na orbitěnebo téžC-funkce.

Poznámka 2.3.2.

i) Počet prvků v sum̌e (2.1) je|O(λ)| = |W |
|Wλ| , kdeWλ je stabilizátorλ vzhledem k

akci Weylovy grupyW .
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ii) Funkce na orbitách lze z důvodu normalizace zavést takézpůsobem

Φλ(x) = |Wλ| ·
∑

µ∈O(λ)

e2πi〈µ|x〉.

iii) Takto normalizovanéC-funkcesplňují pro dominantníλ, λ′ vztah

Φλ(0) = Φλ′(0) = |W |.

Poznámka 2.3.3.V této práci nás nebudou zajímat obecně všechny C-funkce, nýbrž
jenom ty, pro které platí, žeλ ∈ P+, protože takovéto funkce budou určovat symetrizo-
vanou resp. antisymetrizovanou Fourierovu transformaci,o kterou se v dalším budeme
zajímat.

2.4 Vlastnosti C-funkcí
C-funkce spľnují několik důležitých symetrií.

i) Symetrie vů̌ci Weylově grup̌e, tj.

Cλ(x) = Cλ(wx), w ∈ W, x ∈ E.

ii) Symetrie vů̌ci generátoru afinní Weylovy grupyRξ, tj.

Cλ(x) = Cλ(Rξx) proλ ∈ P+.

iii) Pro λ ∈ P+ jsou C-funkce symetrické vůči akci afinní Weylovy grupy.

Poznámka 2.4.1.Díky symetrii C-funkcíCλ, λ ∈ P+, vůči afinní Weylov̌e grup̌eW aff

stǎcí uvažovat C-funkce pouze na fundamentální oblastiF (W aff). Hodnoty v ostatních
bodechE lze snadno najít ze symetrií, případňe limitním p̌rechodem.

Další důležitou vlastností C-funkcí je jejich hladkost, která plyne p̌rímo z definice.
Avšak nejdůležiťejší vlastností, kterou C-funkce splňují, je relace ortogonality na

fundamentální oblasti.

Věta 2.4.2.Necht’λ, λ′ ∈ P+, potom platí

1

|F |

∫

F

CλCλ′dF = |O(λ)|δλλ′,

kde|F | znǎcí míru fundamentální oblastiF a |O(λ)| znǎcí pǒcet prvků orbity boduλ.
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Věta plyne z ortogonality exponenciálních funkcí a z faktu, že nemůže nastat situ-
ace, že by dv̌e od sebe různé C-funkce obsahovaly stejnou váhu.

Poznamenejme, že tato vlastnost C-funkcí nám umožňuje zavést symetrizovanou
Fourierovu transformaci.

Příklad 2.4.3. C-funkce pro A1.
V přípaďe A1 existuje pouze jeden prostý kořen α, pro který platí〈α|α〉 = 2. Dále
platí 〈α|ω〉 = 1, tj. ω = α/2. P = {mω|m ∈ Z}. Weylova grupa obsahuje pouze1 a
rα. Pro daný prvekλ = mω ∈ P orbita Weylovy grupy obsahuje

O(λ) ≡ O(m) =

{

{0}, jestližem = 0,

{mω,−mω}, jestliže0 6= m ∈ Z.

Jestliže položímez = θω, z ∈ E = R, potom C-funkce jsou definovány jako

Cm(θ)
def
=

∑

µ∈O(m)

e2πi〈µ|z〉 =

{

1, jestližem = 0,

2 cos πmθ, jestliže0 6= m ∈ Z.

Podle poznámky 2.3.2 lze samozřejmě zavést C-funkce způsobem

Φm(θ) = 2 cosπmθ.

Fundamentální oblast proA1 je vniťrek simplexu ohraničeného body{0, ω}. Odtud
platí, žex ∈ F (A1) práv̌e, když0 < θ < 1.

Podle v̌ety 2.4.2 platí, že

∫ 1

0

Cm(θ)Cm′(θ)dθ =







0, jestližem 6= m′,

1, jestližem = m′ = 0,

2, jestližem = m′ > 0.

Jako jednoduchý důsledek ortogonality platí, že

∫ 1

0

Cm(θ)dθ = 0.
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2.5 C-funkce Lieových algeber hodnosti 2

2.5.1 Funkce na orbitách proA1 × A1

Pro kǒreny α1 a α2 platí následující vztah〈αi |αj 〉 = 2δij . Tj. Cartanova matice má
tvar

C =

(

2 0

0 2

)

.

Váhy jsou tedy ke kǒrenům ve vztahuαi = 2ωi.
Jestliže položímeλ = aω1 + bω2 a z = xω1 + yω2, z ∈ E = R

2, dostaneme pro
C-funkce naA1 × A1, že jsou jednoduše součinem dvou C-funkcí naA1, viz příklad
2.4.3, tj.

C(a,b)(x, y) = Ca(x)Cb(y).

Konkrétňe tedy

C(0,0)(x, y) = 1,

C(a,0)(x, y) = 2 cos(πax),

C(0,b)(x, y) = 2 cos(πby),

C(a,b)(x, y) = 4 cos(πax) cos(πby).

Podle poznámky 2.3.2 můžeme zavést C-funkce kompaktnějším způsobem

Φ(a,b)(x, y) = 4 cos(πax) cos(πby).

Fundamentální oblast je

F (A1 × A1) = {xω1 + yω2|0 < x, y < 1}.

Potom podle v̌ety o ortogonaliťe C-funkcí platí

∫

F

C(a,b)(x, y)C(c,d)(x, y)dF =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy C(a,b)(x, y)C(c,d)(x, y) =

=



























0, jestližea 6= c nebob 6= d,

1, jestližea = b = c = d = 0,

2, jestližea = c > 0 a b = d = 0,

neboa = c = 0 a b = d > 0,

4, jestližea = c > 0 a b = d > 0.
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2.5.2 Funkce na orbitách proC2

Pro prosté kǒrenyC2 platí

〈α1 |α2 〉 = −1, 〈α1 |α1 〉 = 1, 〈α2 |α2 〉 = 2.

Cartanova a inverzní Cartanova matice nabývají

C =

(

2 −1

−2 2

)

, C−1 =

(

1 1
2

1 1

)

.

Vztahy mezi kǒreny a vahami jsou určeny Cartanovou maticí.

α1 = 2ω1 − ω2, ω1 = α1 +
1

2
α2, α̂1 = 2α1, ω̂1 = α̂1 + α̂2.

α2 = −2ω1 + 2ω2, ω2 = α1 + α2, α̂2 = α2, ω̂2 =
1

2
α̂1 + α̂2.

Orbity Weylovy grupy jsou vypsány v podkapitole 2.2. Necht’λ ∈ P+, λ = aω1 +

bω2, z ∈ E = R
2, z = xω̂1 + yω̂2, potom C-funkce nabývají

C(0,0)(x, y) = 1,

C(a,0)(x, y) = 2 cos(πay) + 2 cos(πa(2x + y)),

C(0,b)(x, y) = 2 cos(2πbx) + 2 cos(2πb(x + y)),

C(a,b)(x, y) = 2 cos(π(2bx + (a + 2b)y)) + 2 cos(π((2a + 2b)x + (a + 2b)y)) +

+2 cos(π(ay + (2a + 2b)x)) + 2 cos(π(2bx − ay)).

Nebo v kompaktňejším tvaru

Φ(a,b)(x, y) = 2 cos(π(2bx + (a + 2b)y)) + 2 cos(π((2a + 2b)x + (a + 2b)y)) +

+2 cos(π(ay + (2a + 2b)x)) + 2 cos(π(2bx − ay)).

Fundamentální oblast je

F (C2) = {xω̂1 + yω̂2|x, y > 0, 2x + y < 1}.

24



Relace ortogonality nabývá podoby

∫

F

C(a,b)(x, y)C(c,d)(x, y)dF =

∫ 1

2

0

dx

∫ 1−2x

0

dy C(a,b)(x, y)C(c,d)(x, y) =

=



























0, jestližea 6= c nebob 6= d,
1
4
, jestližea = b = c = d = 0,

1, jestližea = c > 0 a b = d = 0,

neboa = c = 0 a b = d > 0,

2 jestližea = c > 0 a b = d > 0.

Speciálňe platí
∫

F

C(a,b)(x, y)dF = 0 pro (a, b) 6= (0, 0).

2.5.3 Funkce na orbitách proA2

Cartanova a inverzní Cartanova matice splňují

C =

(

2 −1

−1 2

)

, C−1 =
1

3

(

2 1

1 2

)

.

Necht’ λ ∈ P+, λ = aω1 + bω2, z ∈ E = R
2, z = xω1 + yω2. Pro A2 jsou

C-funkce obecňe komplexní:

C(0,0)(x, y) = 1,

C(a,0)(x, y) = e(2πi/3)(2x+y)a + e(2πi/3)(y−x)a + e−(2πi/3)(x+2y)a,

C(0,b)(x, y) = e−(2πi/3)(2x+y)b + e(2πi/3)(x−y)b + e(2πi/3)(x+2y)b,

C(a,b)(x, y) = e(2πi/3)((2a+b)x+(a+2b)y) + e(2πi/3)((b−a)x+(a+2b)y) +

+ e(2πi/3)((2a+b)x+(a−b)y) + e−(2πi/3)((a−b)x+(2a+b)y) +

+ e−(2πi/3)((a+2b)x+(b−a)y) + e−(2πi/3)((a+2b)x+(2a+b)y) .

V kompaktňejším tvaru pro libovolnéa, b ∈ Z
+

Φ(a,b)(x, y) = e(2πi/3)((2a+b)x+(a+2b)y) + e(2πi/3)((b−a)x+(a+2b)y) +

+ e(2πi/3)((2a+b)x+(a−b)y) + e−(2πi/3)((a−b)x+(2a+b)y) +

+ e−(2πi/3)((a+2b)x+(b−a)y) + e−(2πi/3)((a+2b)x+(2a+b)y) .

Fundamentální oblast je

F (A2) = {xω1 + yω2|x, y > 0, x + y < 1}.
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Relace ortogonality nabývá podoby

∫

F

C(a,b)(x, y)C(c,d)(x, y)dF =

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy C(a,b)(x, y)C(d,c)(x, y) =

=



























0, jestližea 6= c nebob 6= d,
1
2
, jestližea = b = c = d = 0,

3
2
, jestližea = c > 0 a b = d = 0,

neboa = c = 0 a b = d > 0,

3 jestližea = c > 0 a b = d > 0.

Využili jsme vztahuC(c,d)(x, y) = C(d,c)(x, y). Speciálňe platí

∫

F

C(a,b)(x, y)dF = 0 pro (a, b) 6= (0, 0).

2.5.4 Funkce na orbitách proG2

Cartanova a inverzní Cartanova matice splňují

C =

(

2 −3

−1 2

)

, C−1 =

(

2 3

1 2

)

.

Necht’ λ ∈ P+, λ = aω1 + bω2, z ∈ E = R
2, z = xω̂1 + yω̂2. ProA2 C-funkce

nabývají

C(0,0)(x, y) = 1,

C(a,0)(x, y) = 2 cos(2πa(2x + 3y)) + 2 cos(2πax) + 2 cos(2πa(x + 3y)),

C(0,b)(x, y) = 2 cos(2πb(x + y)) + 2 cos(2πby) + 2 cos(2πb(x + 2y)),

C(a,b)(x, y) = 2 cos(2π((a + b)x + by)) + 2 cos(2π(ax + (3a + b)y)) +

+ 2 cos(2π((2a + b)x + (3a + b)y)) +

+ 2 cos(2π((2a + b)x + (3a + 2b)y)) +

+ 2 cos(2π(ax − by)) + 2 cos(2π((a + b)x + (3a + 2b)y)).

Nebo v kompaktňejším tvaru pro libovolnéa, b ∈ Z
+

Φ(a,b)(x, y) = 2 cos(2π((a + b)x + by)) + 2 cos(2π(ax + (3a + b)y)) +

+ 2 cos(2π((2a + b)x + (3a + b)y)) +

+ 2 cos(2π((2a + b)x + (3a + 2b)y)) +

+ 2 cos(2π(ax − by)) + 2 cos(2π((a + b)x + (3a + 2b)y)).
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Fundamentální oblast je

F (G2) = {xω̂1 + yω̂2|x, y > 0, 2x + 3y < 1}.

Relace ortogonality nabývá podoby

∫

F

C(a,b)(x, y)C(c,d)(x, y)dF =
√

3

∫ 1

2

0

dx

∫ 1

3
− 2

3
x

0

dy C(a,b)(x, y)C(c,d)(x, y) =

=



























0, jestližea 6= c nebob 6= d,
1
12

, jestližea = b = c = d = 0,
1
2
, jestližea = c > 0 a b = d = 0,

neboa = c = 0 a b = d > 0,

1 jestližea = c > 0 a b = d > 0.

Speciálňe platí
∫

F

C(a,b)(x, y)dF = 0 pro (a, b) 6= (0, 0).

2.6 S-funkce
Definice 2.6.1.Necht’λ ∈ E je striktňe dominantní prvek, tj. prvek dominantní Wey-
lovy komory pro který platí, že〈λ|αi〉 > 0, pro každý prostý kǒrenαi. Potom kom-
plexní funkci

Sλ(x) =
∑

µ∈O(λ)

det(µ)e2πi〈µ|x〉, x ∈ E,

nazvemeantisymetrická funkce na orbitěnebo téžS-funkce.

Poznámka 2.6.2.

i) Pro striktňe dominantní prvekλ platí, že|O(λ)| = |W |.

ii) Z tohoto důvodu není třeba zaváďet pro S-funkce renormalizaci, na rozdíl od
C-funkcí.

2.7 Vlastnosti S-funkcí
S-funkce spľnují několik antisymetrií.

i) Antisymetrie vů̌ci Weylově grup̌e

Sλ(wx) = det(w)Sλ(x), w ∈ W, x ∈ E.
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ii) Antisymetrie vů̌ci generátoru afinní Weylovy grupyRξ

Sλ(Rξx) = −Sλ(x), λ ∈ P++,

kdeP++ znǎcí podmnožinu striktňe dominantních vah váhové mříže.

iii) Pro λ ∈ P++ jsou tedy S-funkce antisymetrické vůči afinní Weylov̌e grup̌e.

Poznámka 2.7.1.Opět díky antisymetrii vǔ̊ci afinní Weylov̌e grup̌e stǎcí uvažovat
S-funkce pouze na fundamentální oblastiF (W aff). Hodnoty na zbytku vektorového
prostoruE získáme z antisymetrií a případných limitních p̌rechodů.

S-funkce jsou hladké. Na hranici fundamentální oblasti jsou S-funkce nulové.
Opět platí relace ortogonality.

Věta 2.7.2.Necht’λ, λ′ ∈ P++, potom platí

1

|F |

∫

F

SλSλ′dF = |W |δλλ′,

kde|F | znǎcí míru fundamentální oblastiF a |W | znǎcí řád Weylovy grupy.

Příklad 2.7.3. S-funkce proA1.
V přípaďe A1 existuje pouze jeden prostý kořen α, pro který platí〈α|α〉 = 2. Dále
platí 〈α|ω〉 = 1, tj. ω = α/2. P = {mω|m ∈ Z}. Weylova grupa obsahuje pouze1 a
rα. Pro daný prvekλ = mω ∈ P++, m 6= 0, orbita Weylovy grupy obsahuje

O(λ) ≡ O(m) = {mω,−mω} .

Jestliže položímez = θω, z ∈ E = R, potom S-funkce jsou definovány jako

Sm(θ)
def
=

∑

µ∈O(m)

(det µ)e2πi〈µ|z〉 = 2i sin πmθ.

Fundamentální oblast proA1 je vniťrek simplexu ohraničeného body{0, ω}. Odtud
platí, žex ∈ F (A1) práv̌e, když0 < θ < 1.

Podle v̌ety 2.7.2 platí, že

∫ 1

0

Sm(θ)Sm′(θ)dθ = 2δmm′ .
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2.8 S-funkce Lieových algeber hodnosti 2

2.8.1 Antisymetrické funkce na orbitách proA1 × A1

Pro kǒreny α1 a α2 platí následující vztah〈αi |αj 〉 = 2δij . Tj. Cartanova matice má
tvar

C =

(

2 0

0 2

)

.

Váhy jsou tedy ke kǒrenům ve vztahuαi = 2ωi.
Proλ = aω1 + bω2 ∈ P++, tj. a, b ∈ N, je signovaná orbita Weylovy grupy

O±(a, b) = { (a, b)+, (−a, b)−, (a,−b)−, (−a,−b)+ }.

Jestliže dález = xω1 + yω2, z ∈ E = R
2, dostaneme pro S-funkce naA1 × A1, že

jsou jednoduše součinem dvou S-funkcí naA1, viz příklad 2.7.3, tj.

S(a,b)(x, y) = Sa(x)Sb(y).

Konkrétňe tedy
S(a,b)(x, y) = −4 sin(πax) sin(πby).

Vidíme tedy, že tyto S-funkce jsou reálné.
Fundamentální oblast je

F (A1 × A1) = {xω1 + yω2|0 < x, y < 1}.

Potom podle v̌ety o ortogonaliťe S-funkcí platí

∫

F

S(a,b)(x, y)S(c,d)(x, y)dF =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy S(a,b)(x, y)S(c,d)(x, y) = 4δacδbd.

2.8.2 Antisymetrické funkce na orbitách proC2

ProC2 Cartanova a inverzní Cartanova matice nabývají

C =

(

2 −1

−2 2

)

, C−1 =

(

1 1
2

1 1

)

.

Proλ = aω1 + bω2 ∈ P++ obsahuje signovaná orbita Weylovy grupy

O±(a, b) = { ±(a, b)+, ±(−a, a + b)−, ±(a + 2b,−b)−, ±(a + 2b,−a − b)+ }.
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Necht’z ∈ E = R
2, z = xω̂1 + yω̂2, potom S-funkce nabývají

S(a,b)(x, y) = 2 cos(π(2(a + b)x + (a + 2b)y)) − 2 cos(π(2(a + b)x + ay)) +

−2 cos(π(2bx + (a + 2b)y)) + 2 cos(π(−2bx + ay)).

Fundamentální oblast je

F (C2) = {xω̂1 + yω̂2|x, y > 0, 2x + y < 1}.

Relace ortogonality nabývá podoby

∫

F

S(a,b)(x, y)S(c,d)(x, y)dF =

∫ 1

2

0

dx

∫ 1−2x

0

dy S(a,b)(x, y)S(c,d)(x, y) = 2δacδbd.

2.8.3 Antisymetrické funkce na orbitách proA2

Cartanova a inverzní Cartanova matice splňují

C =

(

2 −1

−1 2

)

, C−1 =
1

3

(

2 1

1 2

)

.

Necht’λ = aω1 + bω2 ∈ P++, potom signovaná orbita Weylovy grupy obsahuje

O±(a, b) = { (a, b)+, (−a, a + b)−, (a + b,−b)−,

(−b,−a)−, (−a − b, a)+, (b,−a − b)+ }.

Necht’z ∈ E = R
2, z = xω1 + yω2. ProA2 jsou S-funkce obecňe komplexní:

S(a,b)(x, y) = e(2πi/3)((2a+b)x+(a+2b)y) − e(2πi/3)((b−a)x+(a+2b)y) +

− e(2πi/3)((2a+b)x+(a−b)y) + e−(2πi/3)((a−b)x+(2a+b)y) +

+ e−(2πi/3)((a+2b)x+(b−a)y) − e−(2πi/3)((a+2b)x+(2a+b)y) .

Fundamentální oblast je

F (A2) = {xω1 + yω2|x, y > 0, x + y < 1}.

Relace ortogonality nabývá podoby

∫

F

S(a,b)(x, y)S(c,d)(x, y)dF =

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy S(a,b)(x, y)S(d,c)(x, y) = 3δacδbd.
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2.8.4 Antisymetrické funkce na orbitách proG2

Cartanova a inverzní Cartanova matice splňují

C =

(

2 −3

−1 2

)

, C−1 =

(

2 3

1 2

)

.

Necht’λ = aω1 + bω2 ∈ P++, potom signovaná orbita obsahuje

O±(a, b) = { ±(a, b)+, ±(−a, 3a + b)−, ±(−2a − b, 3a + 2b)−,

±(2a + b,−3a − b)+, ±(−a − b, 3a + 2b)+, ±(a + b,−b)− }.

Necht’z ∈ E = R
2, z = xω̂1 + yω̂2. ProA2 S-funkce nabývají

S(a,b)(x, y) = 2 cos(2π((a + b)x + by)) + 2 cos(2π(ax + (3a + b)y)) +

− 2 cos(2π((2a + b)x + (3a + b)y)) +

+ 2 cos(2π((2a + b)x + (3a + 2b)y)) +

− 2 cos(2π(ax − by)) − 2 cos(2π((a + b)x + (3a + 2b)y)).

Fundamentální oblast je

F (G2) = {xω̂1 + yω̂2|x, y > 0, 2x + 3y < 1}.

Relace ortogonality nabývá podoby

∫

F

S(a,b)(x, y)S(c,d)(x, y)dF =

∫ 1

2

0

dx

∫ 1

3
− 2

3
x

0

dy S(a,b)(x, y)S(c,d)(x, y) = δacδbd.
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Kapitola 3

Symetrické a antisymetrické
transformace a rozvoje Fourierova
typu

Poznamenejme, že symetrická transformace proA1 je již dlouho známa jako kosinová
transformace. V dalším textu se pokusíme osvětlit, jak vypadají zobecňení kosinové
transformace pro jiné Lieovy grupy.

Celá teorie symetrických resp. antisymetrických Fourierových transformací spo-
čívá v blízkém vztahu mezi charaktery ireducibilních reprezentací Lieových grup a
funkcí na orbitách. Tím je také nastíněno, jak budeme v dalším postupovat.

3.1 Rozvoj dořady C-funkcí
V této podkapitole použijeme odvození i výsledky uvedené včlánku [1], ve kterém je
tento rozvoj popsán.

Definice 3.1.1.Necht’ f je funkce na grup̌e G. Řekneme, žef je třídová funkce,
jestliže spľnuje

f(hgh−1) = f(g), ∀g, h ∈ G.

Pro souvislé kompaktní Lieovy grupy platí, že Cartanova podgrupa je maximální
souvislá abelovská podgrupa. Zvolme tedy pevně Lieovu grupuG, její Cartanovu pod-
grupu oznǎcmeH. H je n-dimenzionální varieta, kden je hodnost Lieovy grupyG.
Dále poznamenejme, žeH lze zapsat jako exponencielu Cartanovy podalgebryh, tj.
H = exp(ih). Poznamenejme, že Cartanova podalgebra jen-dimenzionální, stejňe
jako Cartanova podgrupa. Každý prvekG je konjugovaný ňejakému prvkuH, tj. tří-
dové funkce naG jsou zcela uřceny hodnotami naH.

Necht’ λ je nejvyšší váha ňejaké ireducibilní reprezentaceTλ. Reprezentace jsou
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popsány pomocí svých charakterů

χλ(g) = TrTλ(g), g ∈ G.

Charakter je ťrídová funkce, nebot’TrTλ(g
′gg′−1) = TrTλ(g).

Dále všechny operátoryTλ(h), h ∈ H, jsou diagonální a na diagonále jsoučísla
e2πi〈µ|x〉, kdeµ ∈ P jsou váhy reprezentaceTλ ax = (x1, x2, . . . , xn) jsou soǔradnice
prvku Cartanovy algebryx ∈ h. Potom pro charaktery platí

χλ(h) =
∑

µ∈D(λ)

cµ
λe2πi〈µ|x〉, h ∈ H.

D(λ) je množina všech vah ireducibilní reprezentaceTλ acµ
λ je násobnost dané váhy v

reprezentaci. Navíc množina vahD(λ) je invariantní vzhledem k akci Weylovy grupy,
čili s každým prvkem obsahuje i celou jeho orbitu. Platí také, žecµ

λ = cwµ
λ prow ∈ W ,

tj. prvky stejné orbity mají stejné koeficienty v rozvoji. Potom charakter lze p̌repsat
jako sumu funkcí na orbitách

χλ(h) =
∑

µ∈D+(λ)

cµ
λCµ(x), h ∈ H. (3.1)

MnožinaD+(λ) je množina dominantních vahD(λ). Poznamenejme, žeh je funkcí
x. Čili i charakterχλ je obecňe komplexní funkcí v prom̌ennýchx = (x1, x2, . . . , xn).

Charakter je funkcí invariantní vzhledem k akci afinní Weylovy grupyW aff , nebot’
je sumou invariantních funkcí na orbitách. Je tedy postačující znát charakter pouze na
fundamentální oblasti dané grupy. Dále je vhodné zavést fundamentální oblast̃F v
podgrup̌eH, která odpovídá množiněF .

Necht’f je hladká ťrídová funkce, potom ji lze rozložit do charakterů ireducibilních
reprezentací naG

f(h) =
∑

λ∈P+

aλχλ(h).

Dále platí, že op̌et stǎcí znát funkcif pouze naF̃ ⊂ H. Speciálňe tedy pro funkci na
orbitěCµ platí

Cµ(x) =
∑

λ∈P+

aλ
µχλ(x).

Vztah (3.1) můžeme přepsat do podoby

χλ(x) =
∑

0≤µ≤λ

cµ
λCµ(x), cλ

λ 6= 0.
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Zde je použita následující konvence,µ ≤ λ práv̌e, kdyžλ − µ ∈ Q+ neboλ = µ, a
µ ≥ 0 znamená, žeµ je dominantní. Lze dokázat, že lineární obaly množin po dvou
ortogonálních funkcí{χµ|0 ≤ µ ≤ λ} a{Cµ|0 ≤ µ ≤ λ} jsou totožné koněcnědimen-
zionální prostory funkcí. Záv̌er zformulujme do v̌ety.

Věta 3.1.2.Každou hladkou funkcif naF lze rozvinout dǒrady funkcí na orbitách
Cλ, λ ∈ P+, tj.

f(x) =
∑

λ∈P+

cλCλ(x). (3.2)

Díky věťe o ortogonaliťe 2.4.2 lze velice snadno vyjádřit koeficientycλ.

cλ = |O(λ)|−1|F |−1

∫

F

f(x)Cλ(x)dF. (3.3)

Tímto je zaveden rozvoj do funkcí na orbitách. Platí Parsevalova rovnost

∑

λ∈P+

|O(λ)||cλ|2 = |F |−1

∫

F

|f(x)|2dF.

Poznamenejme, že uvedené vztahy platí nejen v množině hladkých funkcí, ale vše,
co bylo uvedeno, může být rozšířeno i na množinu kvadraticky integrabilních funkcí
L2(F ), nebot’ množina hladkých funkcí je v této hustá. Z toho plyne, že množina
funkcí na orbitách je ortogonální bázíL2(F ). To není p̌rekvapivý výsledek vzhledem
ke známému tvrzení teorie reprezentací, kteréříká, že množina charakterů ireducibil-
ních reprezentací je ortogonální bázíL2(F ).

3.2 Zobecňení kosinové transformace
Fourierova transformace a inverzní Fourierova transformace naRn je zavedena násle-
dovňe

f̃(λ) =

∫

Rn

f(x)e2πi〈λ|x〉dx, (3.4)

f(x) =

∫

Rn

f̃(λ)e−2πi〈λ|x〉dλ. (3.5)

Symetrizace této transformace vzhledem k Weylově grup̌e W (A1) je dlouho známa
jako kosinová transformace. Popíšeme zde proces symetrizace vzhledem k Weylovým
grupám jiných Lieových algeber.

Poznamenejme, že jenom C-funkce proλ ∈ P+ jsou symetrické vǔ̊ci afinní Wey-
lově grup̌e, ostatní C-funkce jsou symetrické pouze vůči Weylově grup̌e.

Necht’f je funkce invariantní vǔ̊ci Weylově grup̌e, potom if̃ je vůči ní invariantní.
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Necht’ tedyf je funkce invariantní vǔ̊ci Weylově grup̌e, jestliže ve vztahu (3.4)
nahradímeλ zawλ, w ∈ W , a vyšcítáme p̌resW získáme

f̃(λ) =

∫

D+

f(x)Φλ(x)dx. (3.6)

Podobňe pro inverzní formuli

f(x) =

∫

D+

f̃(λ)Φλ(x)dλ. (3.7)

Těmito vztahy je uřcena symetrizovaná Fourierova transformace. Platí Plancherelova
formule

∫

D+

|f(x)|2dx =

∫

D+

|f̃(λ)|2dλ.

3.3 Rozvoj dořady S-funkcí
Stejňe jako v p̌redminulé podkapitole začneme s hladkou třídovou funkcíf̃ naG. O ní
už víme, že ji lze zapsat jako sumu charakterů

f̃(x) =
∑

λ∈P+

cλχλ(x), x ∈ E,

a, že je symetrická vǔ̊ci afinní Weylov̌e grup̌eW aff . Nyní využijeme Weylovu formuli
pro charaktery ireducibilních reprezentací, která zní

χλ(x) =
Sλ+ρ(x)

Sρ(x)
,

kde ρ = 1
2

∑

α>0 α je polovǐcní suma všech kladných kořenů odpovídající Lieovy
algebry. Poznamenejme, že proλ ∈ P+ je λ + ρ striktně dominantní. Platí, že každý
striktně dominantní prvekP++ lze zapsat jako součet ňejakého dominantního prvku
P+ a zmíňenéhoρ. Tím získáme prof vztah

Sρ(x)f̃(x) =
∑

λ∈P+

cλSλ+ρ.

Platí, že každou hladkou funkci naF antisymetrickou vǔ̊ci afinní Weylov̌e grup̌e, která
je nulová na∂F , lze zapsat jako součin Sρ(x) a hladké funkcẽf(x) symetrické vǔ̊ci
afinní Weylov̌e grup̌e. Tudíž platí, že každou antisymetrickou hladkou funkci naF lze
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rozvinout dǒrady v S-funkcích

f(x) =
∑

λ∈P++

cλSλ(x). (3.8)

Díky věťe o ortogonaliťe 2.7.2 lze snadno vyjádřit koeficienty rozvoje

cλ = |F |−1|W |−1

∫

F

f(x)Sλ(x)dx. (3.9)

Opět platí Parsevalova rovnost

∑

λ∈P++

|cλ|2 = |F |−1|W |−1

∫

F

|f(x)|2.

Necht’L2
0(F ) je množina kvadraticky integrabilních funkcí naF , které jsou nulové

na∂F , se skalárním soǔcinem

〈f1 |f2 〉 =

∫

F

f1(x)f2(x)dx.

Množina hladkých funkcí naF , které jsou nulové na∂F , je v této množiňe hustá.
Tudíž množina S-funkcíSλ, λ ∈ P++, je ortogonální bázíL2

0(F ).

3.4 Zobecňení sinové transformace
Necht’ f je antiinvariantní funkce vzhledem k Weylově grup̌e. Stejňe jako v podka-
pitole 3.2 vyjdeme z rovnice (3.4) určující Fourierovu transformaci. Nahradímeλ za
wλ, vynásobímedet(w) a vyšcítáme p̌resW . Dodejme, že nestačí, abyλ ∈ D+, ale
požadujeme, aby bylo navíc striktně dominantní, tj. zD++. Potom získáme

f̃(λ) =

∫

D+

f(x)Sλ(x)dx, λ ∈ D++. (3.10)

Podobňe pro inverzní formuli

f(x) =

∫

D+

f̃(λ)Sλ(x)dλ. (3.11)

Těmito vztahy je uřcena antisymetrická Fourierova transformace, která je zobecňením
dlouho známé sinové transformace. Opět platí Plancherelova formule

∫

D+

|f(x)|2dx =

∫

D+

|f̃(λ)|2dλ.
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Kapitola 4

Diskrétní symetrické a antisymetrické
rozvoje Fourierova typu

Koněcná Fourierova transformace vn-dimenzionálním p̌rípaďe se zavádí na jisté dis-
krétní podmnožiňe euklidovského prostoruE. Touto množinou je diskrétní m̌rížka
určená libovolným p̌rirozenýmčíslemM

{(m1/M, m2/M, . . . , mn/M)|mi = 1, 2, . . . , M, ∀i = 1, 2, . . . , M}.

Poznámka 4.0.1.V této kapitole jenom strǔcně zavedeme potřebné pojmy pro další
práci s diskrétními zobecněnými Fourierovými transformacemi. Více je zmíněno v
článcích [1, 2, 6].

Jestliže budeme chtít zavést nějakou podobnou m̌rížku pro funkce na orbitách a
jimi určenou transformaci, bude vhodné, aby tato splňovala stejné symetrie jako funkce
na orbitách. Protože platí, žeW affF = E, kdeF je fundamentální oblast afinní Wey-
lovy grupy, je jasné, že hledaná množina bude podmnožinouF . V článcích [1] a [2]
je takováto množina popsána. Je jí množinaFM , která je tvǒrena bodys popsanými
n + 1-ticemi nezáporných celýcȟcísel[s0, s1, s2, . . . , sn]. Pro p̌rirozenéM je FM tvo-
řena

FM =

{

s =
n
∑

i=1

si

M
ω̂i | M = s0 +

n
∑

i=1

qisi > 0, s0, s1, s2, . . . , sM ∈ Z
+

}

.

Poznamenejme, žen-tice čísel(q1, q2, . . . , qn) jsou soǔradnice nejdelšího kořeneξ =
∑n

i=1 qiαi.
Pro antisymetrické funkce na orbitách je důležitá podmnožina F−

M ⊂ FM tvořená
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těmi bodyFM , které neleží na ňekteré ze sťenF . Tj.

F−
M =

{

s =

n
∑

i=1

si

M
ω̂i | M = s0 +

n
∑

i=1

qisi > 0, s0, s1, s2, . . . , sM ∈ N

}

.

Příklad 4.0.2. Mřížka pro A1.
MnožinaFM(A1) je tvǒrena body:

FM(A1) = {0, 1

M
,

2

M
, . . . ,

M − 1

M
, 1}.

Na množiňe funkcí definovaných na m̌rížceFM zavedeme skalární součin vztahem

〈f |h〉FM
≡
∑

s∈FM

csf(s)h(s),

kde cs jsou koeficienty uřcené konkrétní grupou. Koeficientycs jsou rovny velikosti
orbity Weylovy grupy odpovídající bodus modulo množinoûQ. Tj. body orbityO(s),
které se od sebe liší o prvky kokořenové m̌ríže, jsou ztotož̌novány a nezapǒcítávají se
do koeficientucs.

4.1 Diskretizace dvoudimenzionálních
rozvojů do C-funkcí

Necht’f je funkce na m̌rížceFM . Chceme se dopracovat k vyjádření této funkce jako
sumy funkcí na orbitách, tj.

f(s) =
∑

(a,b)∈Ω

d(a.b)Φ(a,b)(s),

kdeΩ je nějaká indexová množina určující, které funkce na orbitách budou v daném
rozvoji vystupovat.

Prvním cílem je tedy uřcit, jaké funkce pro konkrétní m̌rížku FM obsahuje inde-
xová množinaΩ. Necht’|FM | je mohutnost množinyFM , potom je jasné, že stačí |FM |
lineárňe nezávislých funkcíΦ(a,b) k nakombinování funkcef . Takovouto množinou li-
neárňe nezávislých funkcí je

SM ≡
{

Φ(a,b) |
(

b

M
,

a

M

)

= r
( s1

M
,
s2

M

)

,
( s1

M
,
s2

M

)

∈ FM , r ∈ W aff

}

.
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Funkce zSM jsou na m̌rížceFM ortogonální

〈Φ(a,b)|Φ(a′,b′)〉FM
=
∑

s∈FM

csΦ(a,b)(s)Φ(a′,b′)(s) = δaa′δbb′〈Φ(a,b)|Φ(a,b)〉.

Poznámka 4.1.1. i) Z definiceSM je vidět, že platí|SM | = |FM |.

ii) Velice snadno uřcíme prvkySM , jestliže zvolímer = 1. Potom platí

aq2 + bq1 ≤ M ⇒ Φ(a,b) ∈ SM .

Díky vlastnostem množinySM už snadno uřcíme rozklad funkcef do funkcí na
orbitách.

f(s) =
∑

(a,b)∈SM

d(a.b)Φ(a,b)(s), s ∈ FM , (4.1)

kde

d(a,b) =
〈f |Φ(a,b)〉FM

〈Φ(a,b)|Φ(a,b)〉FM

.

Ve vztahu (4.1) lze nahradit diskrétní proměnnous za spojité prom̌ennéx, y:

fcont(x, y) =
∑

(a,b)∈SM

d(a,b)Φ(a,b)(x, y), x, y ∈ F.

Spojité rozší̌rení fcont je v bodechs ∈ FM totožné s diskrétní verzí. Protože funkce
Φ(a,b) jsou hladké, je ifcont hladká.

4.1.1 DiskretizaceA1 × A1

MřížkaFM je kartézským soǔcinem dvou m̌rížekFM(A1). Tj.

FM(A1 × A1) =
{( s1

M
,
s2

M

)

| s1, s2 ∈ Z
≥0, s1, s2 ≤ M

}

.
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Koeficientycs jsou

cs ≡ c(
s1
M

,
s2
M

) =































































1, jestliže s1 = s2 = 0,

nebos1 = s2 = M,

nebos1 = 0 as2 = M,

nebos1 = M as2 = 0,

2, jestliže s1 = 0 a0 < s2 < M,

nebos2 = 0 a0 < s1 < M,

nebos1 = M a0 < s2 < M,

nebos2 = M a0 < s1 < 0,

4, jestliže 0 < s1, s2 < M.

C-funkce spľnují relaci ortogonality

〈Φ(a,b)|Φ(a′,b′)〉FM
= 0, jestližea 6= a′ nebob 6= b′.

Normalizovány jsou následovně

〈Φ(a,b)|Φ(a,b)〉FM
= 16M2 ×































































1, jestliže 0 < a, b < M,

2, jestliže a = 0 a0 < b < M,

nebob = 0 a0 < a < M,

neboa = M a0 < b < M,

nebob = M a0 < a < 0,

4, jestliže a = b = 0,

neboa = b = M,

neboa = 0 a b = M,

neboa = M a b = 0.

4.1.2 DiskretizaceC2

Nejdelší kǒren je2α1 + α2. MřížkaFM je potom

FM(C2) =
{( s1

M
,
s2

M

)

| s0, s1, s2 ∈ Z
≥0, s0 + 2s1 + s2 = M

}

.
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Koeficientycs jsou

cs ≡ c(
s1
M

,
s2
M

) =











































1, jestliže s1 = s2 = 0,

nebos1 = 0 as2 = M,

2, jestliže s2 = 0 as1 = M
2
,

4, jestliže s1 = 0 a0 < s2 < M,

nebos2 = 0 a0 < s1 < M,

nebos1, s2 > 0 a2s1 + s2 = M,

8, jestliže s1, s2 > 0 a2s1 + s2 < M.

C-funkce spľnují relaci ortogonality

〈Φ(a,b)|Φ(a′,b′)〉FM
= 0, jestližea 6= a′ nebob 6= b′.

Normalizovány jsou následovně

〈Φ(a,b)|Φ(a,b)〉FM
= 16M2 ×











































1, jestliže a, b > 0 aa + 2b < M,

2, jestliže b = 0 a0 < a < M,

neboa = 0 a0 < 2b < M,

neboa, b > 0 aa + 2b = M,

4, jestliže a = 0 a2b = M,

8, jestliže a = b = 0,

neboa = M a b = 0.

4.1.3 DiskretizaceA2

Nejdelší kǒren je2α1 + 3α2. MřížkaFM je potom

FM(A2) =
{( s1

M
,
s2

M

)

| s0, s1, s2 ∈ Z
≥0, s0 + 2s1 + 3s2 = M

}

.

Koeficientycs jsou

cs ≡ c(
s1
M

,
s2
M

) =











































1, jestliže s1 = s2 = 0,

nebos1 = 0 as2 = M,

nebos1 = M as2 = 0,

3, jestliže s1 = 0 a0 < s2 < M,

nebos2 = 0 a0 < s1 < M,

nebos1, s2 > 0 as1 + s2 = M,

6, jestliže s1, s2 > 0, s1 + s2 < M.
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C-funkce spľnují relaci ortogonality

〈Φ(a,b)|Φ(a′,b′)〉FM
= 0, jestližea 6= a′ nebob 6= b′.

Normalizovány jsou následovně

〈Φ(a,b)|Φ(a,b)〉FM
= 18M2 ×











































1, jestliže a, b > 0, a + b < M,

2, jestliže a = 0 a0 < b < M,

nebob = 0 a0 < a < M,

neboa, b > 0 aa + b = M,

6, jestliže a = b = 0,

neboa = 0 a b = M,

neboa = M a b = 0.

4.1.4 DiskretizaceG2

Nejdelší kǒren jeα1 + α2. MřížkaFM je potom

FM(G2) =
{( s1

M
,
s2

M

)

| s0, s1, s2 ∈ Z
≥0, s0 + s1 + s2 = M

}

.

Koeficientycs jsou

cs ≡ c(
s1
M

,
s2
M

) =











































1, jestliže s1 = s2 = 0,

2, jestliže s1 = 0 as2 = M
3
,

3, jestliže s1 = M
2

as2 = 0,

6, jestliže s1 = 0 a0 < s2 < M
3
,

nebos2 = 0 a0 < s1 < M
2
,

nebos1, s2 > 0 a2s1 + 3s2 = M,

12, jestliže s1, s2 > 0, 2s1 + 3s2 < M.

C-funkce spľnují relaci ortogonality

〈Φ(a,b)|Φ(a′,b′)〉FM
= 0, jestližea 6= a′ nebob 6= b′.
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Normalizovány jsou následovně

〈Φ(a,b)|Φ(a,b)〉FM
= 12M2 ×











































1, jestliže a, b > 0, 3a + 2b < M,

2, jestliže a = 0 a0 < b < M
2
,

nebob = 0 a0 < a < M
3
,

neboa, b > 0 a3a + 2b = M,

4, jestliže a = 0 a b = M
2
,

6, jestliže a = M
3

a b = 0,

12, jestliže a = b = 0.

4.2 Diskretizace dvoudimenzionálních rozvojů
do S-funkcí

Celý postup bude stejný jako v minulé podkapitole, nicméně kvůli nulovosti S-funkcí
na hranici fundamentální oblasti∂F nebudeme za diskrétní mřížku brát celou množinu
FM , ale jen její podmnožinuF−

M .
Pro skalární soǔcin funkcí na m̌rížceFM platí

〈f |h〉FM
=
∑

s∈F−

M

cf(s)h(s),

kde koeficientc závisí na konkrétní algebře a je pro všechny body zF−
M stejný, rovný

řádu Weylovy grupy|W |. Navíc, protože uvažujeme pouze funkce antisymetrické
vzhledem k afinní Weylov̌e grup̌e, p̌rísp̌evky skalárního soǔcinu budou nenulové pouze
pro s ∈ F−

M .
Ekvivalentem množinySM bude množina

S−
M ≡

{

S(a,b) |
(

b

M
,

a

M

)

= r
( s1

M
,
s2

M

)

,
( s1

M
,
s2

M

)

∈ F−
M , r ∈ W aff

}

.

Funkce zS−
M jsou na m̌rížceFM ortogonální

〈S(a,b)|S(a′,b′)〉FM
=
∑

s∈F−

M

cS(a,b)(s)S(a′,b′)(s) = δaa′δbb′〈S(a,b)|S(a,b)〉FM
.

Poznámka 4.2.1.

i) Z definiceS−
M je op̌et vidět, že platí|S−

M | = |F−
M |.

ii) Velice snadno uřcíme prvkyS−
M , jestliže zvolímer = 1. Potom platí

a, b ∈ N, aq2 + bq1 < M ⇒ S(a,b) ∈ S−
M .
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Potom pro funkcif naF−
M platí

f(s) =
∑

(a,b)∈S−

M

d(a,b)S(a,b)(s), s ∈ F−
M , (4.2)

kde

d(a,b) =
〈f |S(a,b)〉FM

〈S(a,b)|S(a,b)〉FM

.

Opět můžeme spojitě rozší̌rit vztah (4.2). Necht’f je nulová na∂F , potom nahra-
díme diskrétní prom̌ennous za spojité prom̌ennéx, y:

fcont(x, y) =
∑

(a,b)∈S−

M

d(a,b)S(a,b)(x, y), x, y ∈ F.

Spojité rozší̌rení fcont je v bodechs ∈ FM totožné s diskrétní verzí. Protože funkce
S(a,b) jsou hladké, je ifcont hladká.

4.2.1 DiskretizaceA1 × A1

MřížkaF−
M je kartézským soǔcinem dvou m̌rížekF−

M(A1). Tj.

FM(A1 × A1)
− =

{( s1

M
,
s2

M

)

| 0 < s1, s2 < M
}

.

Pro koeficientc platí c = 4.
S-funkce spľnují relaci ortogonality

〈S(a,b)|S(a′,b′)〉FM
= 4

∑

s∈F−

M

S(a,b)(s)S(a′,b′)(s) =

=

{

0, jestližea 6= a′ nebob 6= b′,

16M2, jinak.

4.2.2 DiskretizaceC2

Nejdelší kǒren je2α1 + α2. MřížkaFM je potom

FM(C2)
− =

{( s1

M
,
s2

M

)

| s0, s1, s2 ∈ N, s0 + 2s1 + s2 = M
}

.

Koeficientc = 8.
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S-funkce spľnují relaci ortogonality

〈S(a,b)|S(a′,b′)〉FM
= 8

∑

s∈F−

M

S(a,b)(s)S(a′,b′)(s) =

=

{

0, jestližea 6= a′ nebob 6= b′,

16M2, jinak.

4.2.3 DiskretizaceA2

Nejdelší kǒren jeα1 + α2. MřížkaF−
M je potom

FM (A2)
− =

{( s1

M
,
s2

M

)

| s0, s1, s2 ∈ N, s0 + s1 + s2 = M
}

.

Koeficientc = 6.
S-funkce spľnují relaci ortogonality

〈S(a,b)|S(a′,b′)〉FM
= 6

∑

s∈F−

M

S(a,b)(s)S(a′,b′)(s) =

=

{

0, jestližea 6= a′ nebob 6= b′,

18M2, jinak.

4.2.4 DiskretizaceG2

Nejdelší kǒren je2α1 + 3α2. MřížkaF−
M je potom

FM(G2)
− =

{( s1

M
,
s2

M

)

| s0, s1, s2 ∈ N, s0 + 2s1 + 3s2 = M
}

.

Koeficientc = 12.
S-funkce spľnují relaci ortogonality

〈S(a,b)|S(a′,b′)〉FM
= 12

∑

s∈F−

M

S(a,b)(s)S(a′,b′)(s) =

=

{

0, jestližea 6= a′ nebob 6= b′,

12M2, jinak.
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Kapitola 5

Použití diskrétních rozvojů Fourierova
typu

Cílem této práce bylo použít zobecněné Fourierovy transformace na konkrétní funkce.
V článcích [3, 4, 5] autǒri Patera a Zaratsyan použili diskrétní rozvoj do funkcí na
orbitách na charakteristické funkce. Nejdříve použili diskrétní rozvoj na digitální data
určená body charakteristické funkce na diskrétní 2D mřížceFM . Poté na výsledná data
použili spojité rozší̌rení. My jsme se v této práci pokusili jejich výsledky zopakovat.

Postup je následující:

i) Nejdříve zavedeme funkcĩf na m̌rížceFM tím způsobem, že budeme uvažovat
původní funkcif pouze v bodech m̌rížky FM .

ii) Funkci f̃ rozvineme dǒrady funkcí na orbitách, at’ už symetrickýchči antisy-
metrických vů̌ci afinní Weylov̌e grup̌e.

iii) Výsledek potom spojiťe rozší̌ríme na celou fundamentální oblast. Tím získáme
aproximacifcont původní funkcef .

Začněme od transformací naA1×A1 aC2. Fundamentální oblasti jsou vnitřky sim-
plexů. Zvolme soǔradnice jejich vrcholů vzhledem k ortonormální bázi následovňe:

F (A1 × A1) =

{

(0, 0),

(

1

2
, 0

)

,

(

0,
1

2

)

,

(

1

2
,
1

2

)}

,

F (C2) =

{

(0, 0),

(

1

2
, 0

)

,

(

0,
1

2

)}

.

Charakteristickou funkci zvolíme následovně:

fsq(x, y) =

{

1 pro0, 3 < x < 0, 45 a0, 05 < y < 0.2,

0 jinde vF.
(5.1)
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A1 × A1 Rozvoj do C-funkcí Rozvoj do S-funkcí
M Kvadr. Odchylka Čas[s] Kvadr. Odchylka Čas[s]
8 0,0083 0,7 0,0110 0,5
16 0,0021 6,2 0,0025 3,8
32 0,0019 82,5 0,0018 59,2
64 0,0006 1260,8 0,0006 1039,5
C2 Rozvoj do C-funkcí Rozvoj do S-funkcí
M Kvadr. Odchylka Čas[s] Kvadr. Odchylka Čas[s]
8 0,0111 0,4 0,0160 0,3
16 0,0030 1,1 0,0039 0,4
32 0,0017 8,7 0,0018 5,3
64 0,0006 112,2 0,0006 89,5

Tabulka 5.1: Rozvoj charakteristické funkcefsq do C-funkcí a S-funkcí na diskrétní
mřížce řáduM umísťené ve fundamentální oblastiF (A1 × A1) a F (C2) a následné
spojité rozší̌rení. Druhý ačtvrtý sloupec obsahují informace o kvadratické odchylce
spojitého rozší̌rení diskrétního rozvoje od původní funkcefsq. Třetí a pátý sloupec
obsahují informace o době výpǒctu rozvoje.

Volbafsq není náhodná. Takto zvolená funkce leží celá ve vnitřku fundamentálních
oblastíF (A1 × A1) a F (C2). To je dobré z toho důvodu, že do S-funkcí lze rozvíjet
jen funkce nulové na hranici fundamentální oblasti. Výsledné rozvoje funkcefsq do
C-funkcí i S-funkcí jsou pro m̌rížky řádůM = 8, 16, 32, 64 zobrazeny na obrázcích
5.1, 5.2 proA1 × A1 a 5.3, 5.4 proC2. Vlastnosti této aproximace jako kvadratická
odchylka od původní funkcefsq a doba jejího výpǒctu v programu MATLAB jsou
uvedeny v tabulce 5.1.

V článcích [4, 5] autǒri aplikovali spojité rozší̌rení diskrétních rozvojů na charakte-
ristickou funkci s trojúhelníkovitým nosičem. My se pokusíme o totéž, nicméně nepo-
užijeme stejný trojúhelník. Použijeme trojúhelník podobný, ale o ňeco zmenšený. A to
z důvodu, aby se celý vešel jak do fundamentální oblastiF (A2) tak do fundamentální
oblastiF (G2).

Ve zmíňenýchčláncích autǒri zvolili fundamentální oblasti jako simplexy s vr-
choly:

F (A2) =

{

(0, 0), (1, 0),

(

1

2
,

√
3

2

)}

,

F (G2) =

{(

−1

4
,

√
3

4

)

,

(

3

4
,

√
3

4

)

,

(

3

4
,

√
3 − 2

4

)}

.
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Charakteristickou funkci zvolili následovně:

ftr(x, y) =

{

1 pro (x, y) ∈
{(

1
4
,
√

3
4

)

,
(

3
4
,
√

3
4

)

,
(

1
2
, 0
)

}

,

0 jinde vF.
(5.2)

Jak už jsme napsali, my zvolíme charakteristickou funkci podobnou, nicméňe o
něco zmenšenou a umístěnou uvniťr fundamentální oblasti. ProF (A2) bude nosǐc cha-
rakteristické funkce uvnitř útvaru omezeného přímkami:

y ≤
√

3

4
− 0, 05, y ≥ −

√
3x +

√
3

2
+ 0, 05, y ≥

√
3x −

√
3

2
+ 0, 05. (5.3)

Takto definovanou funkci označmef 1
tr.

Dále zvolíme jinak i soǔradnice vrcholů fundamentální oblastiF (G2) vzhledem k
ortonormální bázi a to následovně:

F (G2) =

{

(0, 0), (0, 1),

(

1

2
, 1

)}

.

Do takto zvolené fundamentální oblasti umístíme nosič charakteristické funkce mezi
přímky:

0.01 ≤ x, x ≤
√

3y −
√

3

2
− 0.09, x ≤ −

√
3y +

√
3

2
− 0.09. (5.4)

Tuto funkci oznǎcme f 2
tr. Takto zvolený trojúhelník je stejný jako v přípaďe (5.3)

nicméňe otǒcený a posunutý.
Výsledné rozvoje funkcef 1

tr resp.f 2
tr do C-funkcí i S-funkcí jsou pro m̌rížky řádů

M = 16, 32, 64 zobrazeny na obrázcích 5.5, 5.6 proA2 resp. 5.7, 5.8 proG2. Vlast-
nosti ťechto aproximací jako kvadratická odchylka od původní funkce f 1

tr resp.f 2
tr a

doby výpǒctu v programu MATLAB jsou uvedeny v tabulce 5.2.

Poznámka 5.0.2.Z uvedených výsledků plyne několik záv̌erů:

i) Pro rostoucí̌rád m̌rížky M spojitá rozší̌rení diskrétní transformacefcont stále
lépe aproximují původní funkcif .

ii) Kvalita aproximace je v p̌rípaďe A1 × A1 a C2 přibližně stejná pro shodný̌rád
mřížky M .

iii) V p řípaďeA2 aG2 je kvalita srovnatelná pro m̌rížky FM(A2) aF2M(G2). Tj. G2

vyžaduje vyšší̌rád m̌rížky nežA2 pro srovnatelné výsledky.
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A2 Rozvoj do C-funkcí Rozvoj do S-funkcí
M Kvadr. Odchylka Čas[s] Kvadr. Odchylka Čas[s]
8 0,0200 0,5 0,0210 0,1
16 0,0106 2,7 0,0111 1,6
32 0,0094 32,5 0,0095 23,3
64 0,0034 485,0 0,0034 357,3
G2 Rozvoj do C-funkcí Rozvoj do S-funkcí
M Kvadr. Odchylka Čas[s] Kvadr. Odchylka Čas[s]
8 0,0637 0,2 0,0637 0,2
16 0,0259 0,6 0,0204 0,3
32 0,0099 3,2 0,0071 2,2
64 0,0055 25,3 0,0050 16,3

Tabulka 5.2: Rozvoj charakteristické funkcef 1
tr resp.f 2

tr do C-funkcí a S-funkcí na
diskrétní m̌rížceřáduM umísťené ve fundamentální oblastiF (A2) resp.F (G2) a ná-
sledné spojité rozšíření. Druhý ačtvrtý sloupec obsahují informace o kvadratické od-
chylce spojitého rozšíření diskrétního rozvoje od původní funkcef 1

tr resp.f 2
tr. Třetí a

pátý sloupec obsahují informace o době výpǒctu rozvoje.

iv) Doba výpǒctu rozvoje proA1 × A1 trvá mnohem déle než proC2. To je způso-
beno v̌etším množstvím bodů vFM(A1 × A1) než vFM (C2).

v) Doba výpǒctu rozvoje proA2 trvá mnohem déle než proG2. To je způsobeno
větším množstvím bodů vFM(A2) než v FM(G2) a navíc tím, že funkce na
orbitách proA2 jsou obecňe komplexní.

vi) A1 × A1, C2 aG2 jsou vhodňejší pro aproximaci reálných funkcí zatímcoA2 je
vhodňejší pro aproximaci komplexních funkcí.
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Obrázek 5.1: Rozvoj charakteristické funkcefsq do C-funkcí na m̌rížce řáduM =
8, 16, 32, 64 umísťené ve fundamentální oblastiF (A1 × A1) a následné spojité roz-
ší̌rení.
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Obrázek 5.2: Rozvoj charakteristické funkcefsq do S-funkcí na m̌rížce řáduM =
8, 16, 32, 64 umísťené ve fundamentální oblastiF (A1 × A1) a následné spojité roz-
ší̌rení.
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Obrázek 5.3: Rozvoj charakteristické funkcefsq do C-funkcí na m̌rížce řáduM =
8, 16, 32, 64 umísťené ve fundamentální oblastiF (C2) a následné spojité rozšíření.
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Obrázek 5.4: Rozvoj charakteristické funkcefsq do S-funkcí na m̌rížce řáduM =
8, 16, 32, 64 umísťené ve fundamentální oblastiF (C2) a následné spojité rozšíření.
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Obrázek 5.5: Rozvoj charakteristické funkcef 1
tr do C-funkcí na m̌rížce řáduM =

8, 16, 32, 64 umísťené ve fundamentální oblastiF (A2) a následné spojité rozšíření.
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Obrázek 5.6: Rozvoj charakteristické funkcef 1
tr do S-funkcí na m̌rížce řádu M =

8, 16, 32, 64 umísťené ve fundamentální oblastiF (A2) a následné spojité rozšíření.
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Obrázek 5.7: Rozvoj charakteristické funkcef 2
tr do C-funkcí na m̌rížce řáduM =

16, 32, 64 umísťené ve fundamentální oblastiF (G2) a následné spojité rozšíření.
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Obrázek 5.8: Rozvoj charakteristické funkcef 2
tr do S-funkcí na m̌rížce řádu M =

16, 32, 64 umísťené ve fundamentální oblastiF (G2) a následné spojité rozšíření.
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Kapitola 6

Konvergence spojitého rozší̌rení
diskrétních rozvojů

Funkcif symetrickou vǔ̊ci afinní Weylov̌e grup̌e lze rozložit dǒrady funkcí na orbitách

f(x) =
∑

λ∈P+

cλΦλ(x), (6.1)

kde

cλ = |W |−1|F |−1

∫

F

f(x)Φλ(x)dF. (6.2)

Poznámka 6.0.3.Na funkcif je ťreba naklást ještě více p̌redpokladů než jen symetrii
vůči afinní Weylov̌e grup̌e. Pro jednoduchost předpokládejme, žef splňuje všechny
předpoklady, aby platil vztah (6.1).

Z funkce f na F snadno vyrobíme funkci na m̌rížce FM jednoduše omezením
f̃M ≡ f |FM

. f̃M umíme napsat jako sumu funkcí na orbitách zúžených na mřížkuFM ,
konkrétňe

f̃M(s) =
∑

(a,b)∈SM

cM
(a,b)Φ(a,b)(s), s ∈ FM , (6.3)

kde

cM
(a,b) =

〈f |Φ(a,b)〉FM

〈Φ(a,b)|Φ(a,b)〉FM

. (6.4)

Ve vztahu (6.3) můžeme diskrétní proměnnous nahradit spojitými prom̌ennýmix, y,
potom toto spojité rozšíření funkcef̃M oznǎcme jakoΨM . ΨM je funkce hladká na
fundamentální oblastiF , navíc v bodechFM nabývá stejných hodnot jako funkcef .

Je ǒcividné, že funkceΨM aproximuje funkcif na fundamentální oblastiF . Otáz-
kou zůstává, nakolik p̌resnou tato aproximace je a jestli pro rostoucíM se tato apro-
ximace zp̌rešnuje. Na první pohled se zdá, že tomu tak skutečně je. Nicméňe je nutné
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určit třídu funkcí pro které lze tuto konvergenci dokázat. Cílem této kapitoly je najít
alespǒn základní ťrídu takovýchto funkcí.

Bud’ L Lieova algebra o hodnosti 2. (Poznamenejme znovu, že pracujeme s alge-
bramiA1 × A1, A2, C2, G2.) Bud’ f funkce symetrická vǔ̊ci afinní Weylov̌e grup̌e
W aff(L) pro kterou platí (6.1). Bud’{ΨM(x)}∞M=1 posloupnost funkcí definovaných
výše.

Odhadujme pro pevňe zvolenéM následující rozdíl:

|f(x) − ΨM(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∑

λ∈P+

cλΦλ(x) −
∑

λ∈SM

cM
λ Φλ(x)

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤
∑

λ∈SM

∣

∣cλΦλ(x) − cM
λ Φλ(x)

∣

∣+
∑

λ∈P+

λ6∈SM

|cλΦλ(x)| ≤

≤ |W | ·
∑

λ∈SM

∣

∣cλ − cM
λ

∣

∣+ |W | ·
∑

λ∈P+

λ6∈SM

|cλ| . (6.5)

Zde jsme využili trojúhelníkové nerovnosti a vlastnosti C-funkcí |Φλ(x)| ≤ |W |.
Odhadňeme rozdíl

∣

∣cλ − cM
λ

∣

∣ proλ ∈ SM . Po využití definitorních vztahů získáme
rovnost

∣

∣cλ − cM
λ

∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

cλ −
1

〈Φλ|Φλ〉FM

〈f |Φ(λ)〉FM

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

cλ −
1

〈Φλ|Φλ〉FM

∑

s∈FM

csf(s)Φλ(s)

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cλ −
1

〈Φλ|Φλ〉FM

∑

s∈FM

cs

∑

µ∈P+

cµΦµ(s)Φλ(s)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cλ −
1

〈Φλ|Φλ〉FM

∑

µ∈P+

cµ

∑

s∈FM

csΦµ(s)Φλ(s)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (6.6)

Nyní p̌rejděme do konkrétních souřadnic naP+. PlatíP+ = {aω1 + bω2 | a, b ∈ Z
+}.

Vztah (6.6) tedy p̌repišme do soǔradnic

∣

∣ca,b − cM
a,b

∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∣

ca,b −
1

〈Φa,b|Φa,b〉FM

∞
∑

c,d=0

cc,d

∑

s∈FM

csΦc,d(s)Φa,b(s)

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

ca,b −
1

〈Φa,b|Φa,b〉FM

∞
∑

c,d=0

cc,d〈Φa,b|Φa,b〉FM
δa,c(modM)δb,d(modM)

∣

∣

∣

∣

∣

=
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=

∣

∣

∣

∣

∣

ca,b −
∞
∑

c,d=0

cc,dδa,c(modM)δb,d(modM)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

m,n=0
m+n>0

ca+mM,b+nM

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (6.7)

Zde jsme využili ortogonality C-funkcí na m̌rížceFM a toho, že C-funkce mimoSM

jsou pouhým opakováním funkcí zSM .

Poznámka 6.0.4.V dalším budeme potřebovat následující odhady:

i) |ck,l| ≤ K1|cF
k,l|, kdecF

k,l je klasický fourierovský koeficient odpovídající funkci
exp iπ(kx + ly) a K1 je kladná konstanta dostatečně velká, aby tento odhad
platil pro všechny̌ctyři případyA1 × A1, A2, C2 aG2.

ii) Pro fourierovské koeficientycF
k,l platí odhady|cF

k,l| ≤ 1
krln−r pro funkcif ∈ C(n)

a r = 0, 1, . . . , n.

Za p̌redpokladu, žef ∈ C(4), získáme:

∣

∣ca,b − cM
a,b

∣

∣ ≤
∞
∑

m,n=0
m+n>0

|ca+mM,b+nM | ≤ K1

∞
∑

m,n=0
m+n>0

∣

∣cF
a+mM,b+nM

∣

∣ =

= K1

{ ∞
∑

m,n=1

∣

∣cF
a+mM,b+nM

∣

∣+
∞
∑

m=1

∣

∣cF
a+mM,b

∣

∣+
∞
∑

n=1

∣

∣cF
a,b+nM

∣

∣

}

≤

≤ K1

{ ∞
∑

m,n=1

1

(a + mM)2(b + nM)2
+

∞
∑

m=1

1

(a + mM)4
+

∞
∑

n=1

1

(b + nM)4

}

≤

≤ K1

{ ∞
∑

m,n=1

1

(mM)2(nM)2
+

∞
∑

m=1

1

(mM)4
+

∞
∑

n=1

1

(nM)4

}

=

=
K1

M4

{ ∞
∑

m,n=1

1

(m)2(n)2
+

∞
∑

m=1

1

(m)4
+

∞
∑

n=1

1

(n)4

}

=
K2

M4
. (6.8)

Další, co poťrebujeme odhadnout, je suma
∑

λ∈P+

λ6∈SM

|cλ|. Zopakujme, jak vypadá

množinaSM :
SM =

{

Φ(a,b) | aq2 + bq1 ≤ M
}

.

Poznámka 6.0.5.Bud’ x ∈ R, potom⌊x⌋ znǎcí dolní celoučástčíslax.

Za p̌redpokladu, žef ∈ C(6), získáme:

∑

λ∈P+

λ6∈SM

|cλ| =

∞
∑

j=M+1

⌊

j

q2

⌋

∑

k=0
j−q2k

q1
∈Z

∣

∣

∣

∣

c
k,

j−q2k

q1

∣

∣

∣

∣

=
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=
∞
∑

j=M+1
j

q2
6∈Z

⌊

j

q2

⌋

∑

k=1
j−q2k

q1
∈Z

∣

∣

∣

∣

c
k,

j−q2k

q1

∣

∣

∣

∣

+
∞
∑

j=M+1
j

q1
∈Z

∣

∣

∣
c0, j

q1

∣

∣

∣
+

∞
∑

j=M+1
j

q2
∈Z

∣

∣

∣
c j

q2
,0

∣

∣

∣
≤

≤
∞
∑

j=M+1
j

q2
6∈Z

⌊

j

q2

⌋

∑

k=1
j−q2k

q1
∈Z

q3
1

k3(j − q2k)3
+

∞
∑

j=M+1
j

q1
∈Z

q6
1

j6
+

∞
∑

j=M+1
j

q2
∈Z

q6
2

j6
≤

≤
∞
∑

j=M+1
j

q2
6∈Z

⌊

j

q2

⌋

∑

k=1
j−q2k

q1
∈Z

q3
1

(j − 1)3
+

∞
∑

j=M+1
j

q1
∈Z

q2
1

(j − 1)2
+

∞
∑

j=M+1
j

q2
∈Z

q2
2

(j − 1)2
≤

≤
∞
∑

j=M+1

q3
1

(j − 1)2
+

∞
∑

j=M+1

q2
1

(j − 1)2
+

∞
∑

j=M+1

q2
2

(j − 1)2
≤

≤
{

q3
1 + q2

1 + q2
2

}

∞
∑

j=M

1

j(j − 1)
=
{

q3
1 + q2

1 + q2
2

} 1

M − 1
. (6.9)

Pro funkci zC(6) dostáváme:

|f(x) − ΨM(x)| ≤ |W | ·
∑

λ∈SM

∣

∣cλ − cM
λ

∣

∣ + |W | ·
∑

λ∈P+

λ6∈SM

|cλ| ≤

≤ |W | ·
∑

λ∈SM

K2

M4
+ |W | ·

{

q3
1 + q2

1 + q2
2

} 1

M − 1
≤

≤ |W | · K2

M2
+ |W | ·

{

q3
1 + q2

1 + q2
2

} 1

M − 1
≤ K3

M − 1
. (6.10)

Využili jsme skutěcnosti, žeSM obsahuje nejvýšeM2 prvků.
Výsledek formulujme do v̌ety.

Věta 6.0.6. Bud’ f ∈ C(6) funkce symetrická vǔ̊ci afinní Weylov̌e grup̌e, potom
funkční posloupnostΨM konverguje na fundamentální oblastiF stejnom̌erňe kf .

Poznámka 6.0.7.Podobňe bychom mohli postupovat i pro antisymetrické funkce na
orbitách.
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diskoČVUT, Praha (1986).

62


