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ÚvodExistuje n¥kolik zp·sob·, jak lze dodate£n¥ oh°ívat plazma v tokamaku, nebojak v tomto plazmatu dodate£n¥ vybudit toroidální proud. Jeden z p°ístup·je radiofrekven£ní oh°ev (nebo generae proudu), který vyuºívá mikrovln,tedy elektromagnetikýh vln v pásmu p°ibliºn¥ (0, 1− 100)GHz. Do tohotopásma spadají i tzv. doln¥-hybridní vlny, jejihº frekvene u moderníh toka-mak· bývá zhruba v rozmezí (0, 8−5)GHz. Pomoí vln na t¥hto frekveníhje moºné p°edávat hybnost a energii jak elektronové, tak iontové sloºe plaz-matu. Av²ak v tomto frekven£ím pásmu nelze plazma EM vlnami oza°o-vat p°ímo, nebo´ vakuové vlny se ²í°í pouze v °ídkém plazmatu a pln¥ seodráºejí v oblasti plazmové rezonane (praktiky na povrhu plazmatu). Aby-hom mohli ú£inn¥ p°edávat hybnost a energii nabitým sloºkám plazmatu,musíme pouºívat zpomalené vlny, které se ²í°í v plazmatu s hustotou v¥t²í,neº odpovídá plazmové rezonani. K vybuzení zpomalenýh vln (tj. vln s vl-novou délkou v¥t²í, neº je vakuová vlnová délka p°íslu²ná stejné frekveni)lze pouºít soustavu vlnovod· nazvanou LH grill.Na úlohu o vyza°ování grillu do plazmatu lze nahlíºet jako na zoben¥-nou difrak£ní úlohu v rámi klasiké teorie EM pole (viz nap°. [7℄). V tétoúloze jsou výhozím pojmem dopadajíí (nebo téº vybuzené, exitované)vlny v jednotlivýh vlnovodeh, které následn¥ interagují s plazmatem a £ástz nih se odráºí zp¥t do vlnovod·. Pokud neuvaºujeme nelineární jevy v plaz-matu, lze tuto úlohu formulovat pomoí operátoru rozptylu. Tedy lze najítlineární závislost amplitud odraºenýh vln ve vlnovodeh na amplitudáh vlnvlnovody exitovanýh.V první kapitole blíºe harakterizujeme námi uvaºovaný doln¥-hybridnígrill a pomoí rozvoje v °adu vlastníh mod· vlnovod· popisujeme EM pole,které lze tímto grillem vybudit.Druhá kapitola je v¥nována výpo£tu matie operátoru rozptylu, p°i£emºje v ní zaveden a vyuºíván formalismus operátoru odrazu (odrazu dopada-jííh vln od povrhu plazmatu), ov²em výpo£tu komponent matie odrazuje v¥nována následujíí samostatná kapitola.Ve t°etí kapitole uvádíme, jakým zp·sobem úlohu o odrazu °e²íme. For-6



mulujeme okrajovou úlohu pro jistou soustavu difereniálníh rovni druhého°ádu, která je následn¥ °e²ena pomoí numerikýh rutin zaloºenýh na adap-tivní metod¥ kone£nýh prvk·. V p°iblíºení vrstvového modelu plazmatutato metoda umoº¬uje studovat vliv nehomogenity hustoty plazmatu a neho-mogenity intenzity magnetikého pole (v£etn¥ tzv. st°ihu magnetikého pole,který sou£asná verze programu ps2d nezahrnuje) na ²í°ení pomalé a ryhlévlny. Rovn¥º umoº¬uje konzistentn¥ uváºit vliv dostupnosti (aessibility)vln a vliv tvorby prostorovýh rezonaní na vyza°ované spektrum. Dostup-ností zde míníme fakt, ºe pro malé zpomalení (1 < Nz < Nacc) dohází kekonverzi pomalé vlny na ryhlou, která se vraí zp¥t k okraji plazmatu. Pros-torové rezonane vznikají pro speiální hodnoty vlnovýh vektor· dopada-jííh vln, kdy se na smy£ku pomalá-ryhlá vlna vejde elistvý po£et £tvrtvln.�tvrtá kapitola se v¥nuje výpo£tu prostorové spektrální hustoty p°ene-seného výkonu LH grillem, který vyza°uje do plazmatu. Jelikoº následn¥odvozená spektrální hustota závisí jak na komponentáh matie odrazu, takna amplitudáh odraºenýh vln ve vlnovodeh, je nutné ji vyhodnoovat nu-meriky. Za tímto ú£elem byl vyvinut program ps2d, který mimo svýh vlast-níh rutin vyuºívá jiº zmín¥né rutiny na bázi adaptivníh kone£nýh prvk·.Samotný kód byl realizován v jazye Fortran, ve standardu F90 a vy²²ím (viznap°. [11℄), p°i£emº je uºito numerikýh knihoven IMSL od Visual Numeris[13℄ (zejména k °e²ení soustav lineárníh algebraikýh rovni a k výpo£tuuzl· a vah pro Gaussovu integra£ní metodu).V elé této prái vyuºíváme soustavu jednotek SI. Maxwellovy rovniepro EM pole ve vakuu mají tedy podobu
∇ · ~E = 0 ∇ · ~H = 0

∇× ~E = −µ0
∂ ~H

∂t
∇× ~H = ε0

∂ ~E

∂ta v p°ípad¥ EM polí v plazmatu pouºíváme
∇ · ~E =

1

ε0
ρ ∇ · ~H = 0

∇× ~E = −µ0
∂ ~H

∂t
∇× ~H = ~j + ε0

∂ ~E

∂t
≡ ε0

∂ ~D

∂t
, ~D = ǫ ~E.
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Kapitola 1EM pole ve vlnovodeh
1.1 LH grillZde uvaºovaný LH grill se skládá z N paralelníh vlnovod· s obdélníkovýmip°í£nými pr·°ezy o spole£né vý²e h. r-tý vlnovod má ²í°ku wr a jeho dutinaje mj. vymezena dvojií svislýh p°epáºek o tlou²´káh dr a dr+1. Ústí jed-notlivýh vlnovod· leºí v jedné rovin¥, v tzv. rovin¥ ústí grillu, která je kolmána podélné hrany vlnovod·. Tato soustava vlnovod·, tedy námi uvaºovanýgrill, vytíná jako elek rovn¥º obdélníkový útvar v rovin¥ svého ústí. NaObrázku 1.1 je shématiky zobrazen nárys takového grillu s osmi stejný-mi vlnovody.1 Na zmín¥ném obrázku je také na£rtnut uvaºovaný sou°adnýsystém, který je popsán níºe.1.1.1 Sou°adný systémSou°adný systém je zvolen kartézský, jehoº po£átek je umíst¥n do pr·se£íkut°í následujííh rovin. První z nih je rovina ústí grillu, druhá z nih je vodor-ovná rovina symetrie grillu a t°etí je svislá rovina symetrie.2 Sou°adniovéosy x, y, z de�nujeme následovn¥. Osa x je pr·se£nie zmín¥nýh dvou rovinsymetrie grillu a sm¥°uje vst°í povrhu plazmatu, tj. do st°edu tokamaku.Osa y je pr·se£nie roviny ústí grillu se svislou rovinou symetrie a sm¥°ujevzh·ru. Osa z je pr·se£nie roviny ústí grillu s vodorovnou rovinou symetriea je orientovaná tak, aby ná² sou°adný systém byl pravoto£ivý, tedy nap°íklad1Tedy se stejným po£tem, jaký má grill tokamaku Compass. Kdyº uº jsme zmínilipojem tokamak, dodejme, ºe ustí grillu bývá obvykle vsazeno do st¥ny vakuové nádobytokamaku.2P°esn¥ji, námi uvaºovaný grill oben¥ nemusí mít svislou rovinu symetrie. Pro tentop°ípad ona svislá rovina bude rovinou symetrie prost°ední p°epáºky, resp. prost°edníhovlnovodu, v závislosti na tom, zda bude po£et vlnovod· N £íslem sudým, resp. lihým.8



Obrázek 1.1: Shéma grillup°i pohledu skrz grill do st°edu tokamaku osa z sm¥°uje doprava. V taktode�novaném sou°adném systému lze ztotoºnit rovinu ústí grillu s rovinou
x = 0, rovinu vodorovné symetrie s rovinou y = 0 a rovinu svislé symetriegrillu s rovinou z = 0.1.2 Rozvoj polí uvnit° vlnovod·1.2.1 Celkové poleNyní rozvineme elektromagnetiké pole uvnit° vlnovod· v °adu vlastníhmod·. V následujíím budeme zapisovat symboly

∑
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zkráen¥, tedy jako ∑

(m, p)

a ∑
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.Za£n¥me elektrikým polem, které lze po sloºkáh zapsat takto (viz [8℄)
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.(1.3)P°íslu²né magnetiké pole lze po sloºkáh zapsat následovn¥ (op¥t viz [8℄)
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,(1.6)p°i£emº yr zna£í sou°adnii dna r-tého vlnovodu, tedy
yr = −

h

2
, ∀r ∈ N̂, (1.7)

zr zna£í sou°adnii pravé3 st¥ny r-tého4 vlnovodu, pro niº platí
zr =

r−1
∑
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∑

k=1

dk+1 +
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4

[
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(1.8)kde symbol [ . ]F zna£í zobrazení, které svému oben¥ reálnému argumentup°i°azuje jeho elou £ást, tj. je de�nováno takto
[x]F ≡ max

a∈Ix
a, Ix = {b ∈ Z | b ≤ x}, (1.9)

χr zna£í harakteristikou funki mnoºiny bod· tvo°ííh dutinu r-tého vl-novodu, která lze vyjád°it pomoí Heavisideovy θ-funke jako5
χr(y, z) = [θ(y − yr)− θ(y − yr − h)][θ(z − zr)− θ(z − zr − wr)] , (1.10)

ζp zna£í následujíí funki
ζp ≡

{

1, pro p = 0

2, pro p 6= 0,
(1.11)3Vzhledem k situai na Obrázku 1.1.4Po°adí je dáno podmínkou z1 < z2 < z3 < ... < zN .5θ(x) = 1 pro x > 0, θ(x) = 0 pro x < 0.11



κmp(= λmp) zna£í6
κmp =







√

k2
0 − µ2

mp , pro k2
0 ≥ µ2

mp
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√

µ2
mp − k2

0 , pro k2
0 < µ2
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, (1.12)
µmp(= νmp) zna£í

µmp =

√

(

pπ

wr

)2

+
(mπ

h

)2

, (1.13)a kone£n¥ ϕr je fázový posuv r-tého vlnovodu.1.2.2 TE a TM mody blíºeLze se snadno p°esv¥d£it, ºe uvaºovaná kon�gurae vlnovod· nep°ipou²tí
TEM mody, tedy mody transversáln¥ elektro-magnetiké. Tento fakt je o-statn¥ z°ejmý z vý²e uvedenýh rozvoj· EM polí uvnit° vlnovod·.Prvním p°ípustným modem v·be je TE (transversáln¥ elektriký) modp°i7 m = 1, p = 0, tedy TE10, následován TE01, TE11, atd. Z TM (transver-sáln¥ magnetikýh) mod· je prvním p°ípustným TM11.Obvykle jsou p°í£né rozm¥ry vlnovod· voleny tak, aby práv¥ základní(nebo téº fundamentální) mod TE10 byl ²í°íím se modem a v²ehny vy²²ímody, a´ uº TE £i TM , byly evanesentní. P°irozený poºadavek na omezenostpolí potom v p°ípad¥ evanesentníh vln vede k eliminai amplitud jejihdop°ednýh sloºek, tj. Cmpr u TE a Ampr u TM mod·. Zohledníme-li tutovolbu, potom pro TE mody expliitn¥ dostáváme (Ex

TE = 0)6k0 = ω
c
= ω
√
ε0µ0 je tzv. vakuové vlnové £íslo pro kruhovou frekveni zdroje ω, kde

ε0 a µ0 jsou po °ad¥ permitivita a permeabilita vakua.7P°edpokládáme, ºe wr < h, ∀r ∈ N̂ .
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{[

(

C10re
i
√

k20−(π
h)

2
x −D10re

−i
√

k20−(π
h)

2
x

)
√

2h
wr

[

k2
0 −

(

π
h

)2
]

× i

π
sin
[π

h
(y − yr)

]

+
∑

(m, p)∈{Nr{1}}×{0}
Dm0re

(

√

(mπ
h )

2−k20x

)

√

2h
wr

[

(

mπ
h

)2 − k2
0

]

× 1

mπ
sin
[mπ

h
(y − yr)

]

+
∑

(m, p)∈N×N

Dmpre

(√
µ2
mp−k20x

)

√

1
wrh

[

µ2
mp − k2

0

]

× 2mπ

µ2
mph

sin
[mπ

h
(y − yr)

]

cos

[

pπ

wr
(z − zr)

]

]

× χr e
i(ϕr−ωt)

}(1.17)
14



Hz
TE = −

∑

r∈N̂

{[

∑

(m, p)∈{0}×N

D0pre

(

√

( pπ

wr
)
2−k20x

)

√

2wr

h

[

(

pπ
wr

)2

− k2
0

]

× 1

pπ
sin

[

pπ

wr
(z − zr)

]

+
∑

(m, p)∈N×N

Dmpre

(√
µ2
mp−k20x

)

√

1

wrh

[

µ2
mp − k2

0

]

× 2pπ

µ2
mpwr

cos
[mπ

h
(y − yr)

]

sin

[

pπ

wr

(z − zr)

]

]

× χr e
i(ϕr−ωt)

}(1.18)a podobn¥ pro TM mody dostáváme expliitn¥ (Hx
TM = 0)

H
y
TM =

∑

r∈N̂

χre
i(ϕr−ωt)

∑

(m, p)∈N×N

{

Bmpre

(√
ν2mp−k20x

)

2pπiωε0

ν2
mpwr

√
wrh

× sin
[mπ

h
(y − yr)

]

cos

[

pπ

wr
(z − zr)

]}(1.19)
Hz

TM = −
∑

r∈N̂

χre
i(ϕr−ωt)

∑

(m, p)∈N×N

{

Bmpre

(√
ν2mp−k20x

)

2mπiωε0

ν2
mph
√
wrh

× cos
[mπ

h
(y − yr)

]

sin

[

pπ

wr
(z − zr)

]}(1.20)
Ex

TM = −
∑

r∈N̂

χre
i(ϕr−ωt)

∑

(m, p)∈N×N

{

Bmpre

(√
ν2mp−k20x

)

2√
wrh

× sin
[mπ

h
(y − yr)

]

sin

[

pπ

wr
(z − zr)

]}(1.21)
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E
y
TM = −

∑

r∈N̂

χre
i(ϕr−ωt)

∑

(m, p)∈N×N

{

Bmpre

(√
ν2mp−k20x

)

2mπ

ν2
mph

√

ν2
mp − k2

0

wrh

× cos
[mπ

h
(y − yr)

]

sin

[

pπ

wr
(z − zr)

]

}(1.22)
Ez

TM = −
∑

r∈N̂

χre
i(ϕr−ωt)

∑

(m, p)∈N×N

{

Bmpre

(√
ν2mp−k20x

)

2pπ

ν2
mpwr

√

ν2
mp − k2

0

wrh

× sin
[mπ

h
(y − yr)

]

cos

[

pπ

wr

(z − zr)

]

}(1.23)
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Kapitola 2Matie rozptyluV této kapitole sestavíme matii operátoru rozptylu1 pro soustavu grill -vakuum - plazma. Pomoí matie rozptylu je moºné, a to na základ¥ znalostiamplitud dopadajííh (exitovanýh) vln v jednotlivýh vlnovodeh, vypo£í-tat amplitudy odraºenýh vln uvnit° vlnovod·.Tato kapitola rovn¥º zavádí a £asto vyuºívá formalismu operátoru odrazu,ov²em samotnému (numerikému) výpo£tu jeho matie je v¥nována samo-statná kapitola s £íslem 3. Dal²ími klí£ovými pojmy, se kterými se zde £tená°m·ºe setkat, jsou tenzory vazebnýh admitaní na²í soustavy vlnovod· vyza-°ujíí do plazmatu. Sloºky t¥hto tenzor· jsme shopni vyjád°it jen formoujistýh integrál·, oº následn¥ klade obtíºe p°i jejih výpo£tu, nebo´ vzhle-dem k jejih závislosti na sloºkáh matie odrazu je t°eba numerikýh metod.Uºitými numerikými metodami se zde ov²em nezabýváme.2.1 Odvození soustavy rovni ur£ujíí matiirozptylu2.1.1 EM pole ve vakuové meze°eNyní pomoí Fourierova integrálu vyjád°íme elektromagnetiké pole v mode-lové vakuové meze°e odd¥lujíí grill a plazma. Tedy
~E =

∫∫

R2

dkydkz e
i(kyy+kzz−ωt)

(

~Seikxx + ~Te−ikxx
) (2.1)

~H =

∫∫

R2

dkydkz e
i(kyy+kzz−ωt)

(

~Ueikxx + ~V e−ikxx
)

, (2.2)1Samoz°ejm¥, zde se pohybujeme výhradn¥ v rámi klasiké teorie EM pole. V ºádnémp°ípad¥ nemáme na mysli operátor rozptylu z teorie kvantové.17



kde
kx =







√

k2
0 − k2

y − k2
z , pro k2

0 ≥ k2
y + k2

z

i
√

k2
y + k2

z − k2
0 , pro k2

0 < k2
y + k2

z ,
(2.3)dále ~S = ~S(ky, kz) = (Sx, Sy, Sz)T atp. Av²ak zdaleka ne v²ehny kompo-nenty vektorovýh funkí ~S, ~T , ~U a ~V jsou nezávislé, nebo´ pole (2.1) a (2.2)musí spl¬ovat vlnovou rovnii spolu s rovniemi Maxwellovými, stejn¥ jakotomu bylo v £ásti 1.2. Jednoduhými výpo£ty zjistíme, ºe

Sx = −S
yky + Szkz

kx
T x =

T yky + T zkz

kx
(2.4)

Ux =
Szky − Sykz

ωµ0

V x =
T zky − T ykz

ωµ0

(2.5)
Uy =

−1
ωµ0kx

[

kykzS
y +

(

k2
0 − k2

y

)

Sz
]

V y =
1

ωµ0kx

[

kykzT
y +

(

k2
0 − k2

y

)

T z
](2.6)

Uz =
1

ωµ0kx

[

kykzS
z +

(

k2
0 − k2

z

)

Sy
]

V z =
−1

ωµ0kx

[

kykzT
z +

(

k2
0 − k2

z

)

T y
](2.7)Zavedeme-li operátor odrazu R pomoí jeho matie2 vztahem3

(

T y

T z

)

= eikx2xp
(

R
)

(

Sy

Sz

)

, kde (R) = (Ry
y Ry

z

Rz
y Rz

z

)

, (2.8)potom p°ímo pro sloºky T y a T z dostaneme
T y = eikx2xp

(

Ry
y S

y +Ry
z S

z
)

T z = eikx2xp
(

Rz
y S

y +Rz
z S

z
)

.Ozna£íme-li (R′) ≡ eikx2xp
(

R
), potom m·ºeme psát

T x =
1

kx

[(

kyR′y
y + kzR′z

y

)

Sy +
(

kyR′y
z + kzR′z

z

)

Sz
]

=
1

kx

(

ky
kz

)T
(

R′)
(

Sy

Sz

)

V x =
−1
ωµ0

[(

kzR′y
y − kyR′z

y

)

Sy +
(

kzR′y
z − kyR′z

z

)

Sz
]

=
1

ωµ0

(

−kz
+ky

)T
(

R′)
(

Sy

Sz

)2V námi uvaºované bázi. Dále zd·razn¥me, ºe R = R (ky, kz). Rovn¥º podtrhn¥me,ºe R tímto de�nujeme p°ímo na rozhraní vakuum-plazma, tedy pro x = xp.3Symbol xp zna£í sou°adnii povrhové vrstvy plazmatu, tedy v na²em sou°adnémsystému je to také vzdálenost roviny ústí grillu od povrhu plazmatu.18



V y =
1

ωµ0kx

{[

kykzR′y
y +

(

k2
0 − k2

y

)

R′z
y

]

Sy +
[

kykzR′y
z +

(

k2
0 − k2

y

)

R′z
z

]

Sz
}

=
1

ωµ0kx

(

kykz
k2
0 − k2

y

)T
(

R′)
(

Sy

Sz

)

V z =
−1

ωµ0kx

{[(

k2
0 − k2

z

)

R′y
y + kykzR′z

y

]

Sy +
[(

k2
0 − k2

z

)

R′y
z + kykzR′z

z

]

Sz
}

=
1

ωµ0kx

(

k2
z − k2

0

−kykz

)T
(

R′)
(

Sy

Sz

)

.Po sloºkáh tedy m·ºeme pole (2.1) a (2.2) zapsat takto4
Ex =

∫∫

R2

dkydkz e
i(kyy+kzz−ωt) 1

kx

(

ky
kz

)T
(

e−ikxxR′ − eikxxI
)

(

Sy

Sz

) (2.9)
Ey =

∫∫

R2

dkydkz e
i(kyy+kzz−ωt)

(

1
0

)T
(

e−ikxxR′ + eikxxI
)

(

Sy

Sz

) (2.10)
Ez =

∫∫

R2

dkydkz e
i(kyy+kzz−ωt)

(

0
1

)T
(

e−ikxxR′ + eikxxI
)

(

Sy

Sz

) (2.11)
Hx =

∫∫

R2

dkydkz e
i(kyy+kzz−ωt) 1

ωµ0

(

−kz
+ky

)T
(

e−ikxxR′ + eikxxI
)

(

Sy

Sz

) (2.12)
Hy =

∫∫

R2

dkydkz e
i(kyy+kzz−ωt) 1

ωµ0kx

(

kykz
k2
0 − k2

y

)T
(

e−ikxxR′ − eikxxI
)

(

Sy

Sz

)(2.13)
Hz =

∫∫

R2

dkydkz e
i(kyy+kzz−ωt) 1

ωµ0kx

(

k2
z − k2

0

−kykz

)T
(

e−ikxxR′ − eikxxI
)

(

Sy

Sz

)(2.14)2.1.2 Spojité navázání te£nýh sloºek políNyní vyuºijeme podmínek spojitosti te£nýh sloºek polí na rozhraní grill -vakuum, tj. v rovin¥ x = 0, k sestavení rovni, ze kterýh získáme ampli-tudy odraºenýh vln ve vlnovodeh, tj. Bmpr a Dmpr, p°i zadanýh exito-vanýh amplitudáh Ampr a Cmpr. Budeme postupovat následovn¥. Nejprve4Symbol I ozna£uje operátor identity, tedy jeho matie je matií jednotkovou.19



nalezneme expliitní výrazy pro amplitudy Sy a Sz, k £emuº nám poslouºíFourierova transformae podmínky spojitosti5 pro te£né sloºky elektrikéhopole, tj. pro Ey a Ez. Poté dosadíme získané amplitudy Sy a Sz do výraz·(2.13) a (2.14) pro te£né sloºky magnetikého pole, tj. do Hy a Hz, a op¥tpouºitím Fourierovy transformae na podmínky spojitosti6, ov²em tentokrátpro Hy a Hz, získáme kýºené rovnie pro amplitudy Bmpr a Dmpr.Za£n¥me podmínkou pro Ey, kterou rovnou fourierovsky ztransformujme.Poloºme tedy v rovnost výraz (1.2) spolu s výrazem (2.10), oba vyhodnoenév x = 0, a integrujme
E

y
grill

∣

∣

∣

x=0
= E

y
vakuum

∣

∣

∣

x=0

∣

∣

∣

∣

∣

∫∫

R2

dy dz e−i(k′yy+k′zz). (2.15)Ozna£me pro zjednodu²ení
L
y
E ≡

∫∫

R2

dy dz
{

e−i(k′yy+k′zz)Ey
grill

∣

∣

∣

x=0

}

P
y
E ≡

∫∫

R2

dy dz
{

e−i(k′yy+k′zz)Ey
vakuum

∣

∣

∣

x=0

}a rozepi²me jednotlivé strany rovnosti (2.15). Po n¥kolika úpraváh7 dostá-váme
L
y
E = −

∑

r

∑

(m, p)

{

ei(ϕr−ωt)

[

iλmp

ν2
mp

(

Ampr −Bmpr

) 2√
wrh

mπ

h

+
iωµ0

µ2
mp

(

Cmpr +Dmpr

)

√

ζpζm

wrh

pπ

wr

]

×4π2 ICmr(k
′
y) I

S
pr(k

′
z)

}(2.16)5Spojitosti v elé rovin¥ x = 0, která zde (mimo samotné ústí grillu) p°edstavujekovovou st¥nu nádoby, do které je ústí grillu vsazeno.6Naopak zde spojitost p°edpokládáme pouze v ústí grilu, nikoli v elé rovin¥ x = 0.7P°i úpraváh, pro jednoduhost zápisu, zde nap°íklad m·ºeme vyuºít symboliké"identity" ∫

R
dy ei(ky−k′

y)y = 2π δ
(

ky − k′y
) a ∫

R
dky f(ky) δ

(

ky − k′y
)

= f(k′y), kteréobrazn¥ vystihují n¥které z vlastností Diraovy δ-distribue, le£ p°i pouºitém zápisunedávají smysl, nebo´ δ-distribue není tzv. regulární distribue, tedy nemá integrálníreprezentai. 20



P
y
E = 4π2

[

(

1
0

)T
(

R′ + I
)

(

Sy

Sz

)

] ∣

∣

∣

∣

∣

(k′y ,k
′
z)

, kde (2.17)
ICmr(k

′
y) ≡

1

2π

yr+h
∫

yr

dy e−ik′yy cos
[mπ

h
(y − yr)

]

=
ik′

y e
−ik′yyr

[

(−1)me−ik′yh − 1
]

2π
[

k′
y
2 −

(

mπ
h

)2
]

(2.18)
ISpr(k

′
z) ≡

1

2π

zr+wr
∫

zr

dz e−ik′zz sin

[

pπ

wr
(z − zr)

]

=

pπ
wr

e−ik′zzr
[

(−1)pe−ik′zwr − 1
]

2π

[

k′
z
2 −

(

pπ
wr

)2
] .

(2.19)
Zopakujeme-li práv¥ provedený postup, tentokráte v²ak pro Ez, dostává-me

Lz
E = −

∑

r

∑

(m, p)

{

ei(ϕr−ωt)

[

iλmp

ν2
mp

(

Ampr − Bmpr

) 2√
wrh

pπ

wr

−iωµ0

µ2
mp

(

Cmpr +Dmpr

)

√

ζpζm

wrh

mπ

h

]

×4π2 ISmr(k
′
y) I

C
pr(k

′
z)

}(2.20)
P z
E = 4π2

[

(

0
1

)T
(

R′ + I
)

(

Sy

Sz

)

] ∣

∣

∣

∣

∣

(k′y,k
′
z)

, kde (2.21)
ISmr(k

′
y) =

1

2π

yr+h
∫

yr

dy e−ik′yy sin
[mπ

h
(y − yr)

]

=
mπ
h

e−ik′yyr
[

(−1)me−ik′yh − 1
]

2π
[

k′
y
2 −

(

mπ
h

)2
]

(2.22)
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ICpr(k
′
z) =

1

2π

zr+wr
∫

zr

dz e−ik′zz cos

[

pπ

wr
(z − zr)

]

=
ik′

z e
−ik′zzr

[

(−1)pe−ik′zwr − 1
]

2π

[

k′
z
2 −

(

pπ
wr

)2
] .

(2.23)
V²imn¥me si nyní, ºe na základ¥ p°edhozího platí následujíí

4π2
(

R′ + I
)

(

Sy

Sz

)

=

(

P
y
E

P z
E

) , tedy (2.24)
(

Sy

Sz

)

=
1

4π2

(

R′ + I
)−1
(

P
y
E

P z
E

)

, (2.25)a protoºe Ly
E = P

y
E sou£asn¥ s Lz

E = P z
E, platí

(

Sy

Sz

)

=
1

4π2

(

R′ + I
)−1
(

L
y
E

Lz
E

)

. (2.26)Dosa¤me práv¥ získané vyjád°ení (2.26) do výrazu (2.13) pro Hy. Taktoupravený výraz pro Hy poloºme v rovnost s odpovídajíím výrazem (1.5)pro Hy uvnit° vlnovod·, oba vyhodnoené v x = 0, a prove¤me tyto dv¥následujíí úpravy
H

y
grill

∣

∣

∣

x=0
= H

y
vakuum

∣

∣

∣

x=0

∣

∣

∣

∣

∣

× χs sin

[

lπ

h
(y − ys)

]

cos

[

qπ

ws

(z − zs)

]

∣

∣

∣

∣

∣

∫∫

R2

dy dz. (2.27)Ozna£me pro zjednodu²ení
L
y
H ≡

∫∫

R2

dy dz

{

χs sin

[

lπ

h
(y − ys)

]

cos

[

qπ

ws
(z − zs)

]

H
y
grill

∣

∣

∣

x=0

}

P
y
H ≡

∫∫

R2

dy dz

{

χs sin

[

lπ

h
(y − ys)

]

cos

[

qπ

ws
(z − zs)

]

H
y
vakuum

∣

∣

∣

x=0

}

.
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Po n¥kolika dal²íh úpraváh získáváme
L
y
H =

∑

r

∑

(m, p)

{[

iωε0

ν2
mp

(

Ampr +Bmpr

)pπ

wr

2√
wrh

−iκmp

µ2
mp

(

Cmpr −Dmpr

)mπ

h

√

ζpζm

wrh

]

×ei(ϕr−ωt) δrs I
SS
ml (h) I

CC
pq (wr)

}

(2.28)
P

y
H =

1

ωµ0

∫∫

R2

dkydkz

{

[

ISls(ky) I
C
qs(kz)

]∗

× 1

kx

(

kykz
k2
0 − k2

y

)T
(

R′ − I
) (

R′ + I
)−1
(

L
y
E

Lz
E

)

}

,(2.29)kde
ISSml (h) ≡

yr+h
∫

yr

dy sin
[mπ

h
(y − yr)

]

sin

[

lπ

h
(y − yr)

]

=
h

2
(ζm − 1)δml

(2.30)
ICC
pq (wr) ≡

zr+wr
∫

zr

dz cos

[

pπ

wr
(z − zr)

]

cos

[

qπ

wr
(z − zr)

]

=
wr

2
(3− ζp)δpq.

(2.31)Naprosto analogiky k p°edhozímu, dosadíme-li vyjád°ení (2.26) do vý-razu (2.14) pro Hz a poloºíme-li takto získané Hz v rovnost s odpovída-jíím výrazem (1.6) pro Hz uvnit° vlnovod·, obojí vyhodnoené v x = 0,provedeme-li následujíí dv¥ úpravy
Hz

grill

∣

∣

∣

x=0
= Hz

vakuum

∣

∣

∣

x=0

∣

∣

∣

∣

∣

× χs cos

[

lπ

h
(y − ys)

]

sin

[

qπ

ws
(z − zs)

]

∣

∣

∣

∣

∣

∫∫

R2

dy dz, (2.32)23



a ozna£íme-li
Lz
H ≡

∫∫

R2

dy dz

{

χs cos

[

lπ

h
(y − ys)

]

sin

[

qπ

ws

(z − zs)

]

Hz
grill

∣

∣

∣

x=0

}

P z
H ≡

∫∫

R2

dy dz

{

χs cos

[

lπ

h
(y − ys)

]

sin

[

qπ

ws

(z − zs)

]

Hz
vakuum

∣

∣

∣

x=0

}

,potom získáme
Lz
H = −

∑

r

∑

(m, p)

{[

iωε0

ν2
mp

(

Ampr +Bmpr

)mπ

h

2√
wrh

+
iκmp

µ2
mp

(

Cmpr −Dmpr

)pπ

wr

√

ζpζm

wrh

]

×ei(ϕr−ωt) δrs I
CC
ml (h) I

SS
pq (wr)

}(2.33)
P z
H =

−1
ωµ0

∫∫

R2

dkydkz

{

[

ICls (ky) I
S
qs(kz)

]∗

× 1

kx

(

k2
0 − k2

z

kykz

)T
(

R′ − I
) (

R′ + I
)−1
(

L
y
E

Lz
E

)

}

,(2.34)kde
ICC
ml (h) =

yr+h
∫

yr

dy cos
[mπ

h
(y − yr)

]

cos

[

lπ

h
(y − yr)

]

=
h

2
(3− ζm)δml

(2.35)
ISSpq (wr) =

zr+wr
∫

zr

dz sin

[

pπ

wr
(z − zr)

]

sin

[

qπ

wr
(z − zr)

]

=
wr

2
(ζp − 1)δpq.

(2.36)
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De�nujme kovektory Γ a Ξ jako
(

Γy , Γz

)

≡ 1

kx

(

kykz
k2
0 − k2

y

)T
(

R′ − I
) (

R′ + I
)−1 (2.37)

(

Ξy , Ξz

)

≡ 1

kx

(

k2
0 − k2

z

kykz

)T
(

R′ − I
) (

R′ + I
)−1

. (2.38)Uv¥domíme-li si, ºe
(

R′ + I
)−1

=
1

det (R′ + I)

(

R′z
z + 1 −R′y

z

−R′z
y R′y

y + 1

)

,p°i£emº
|R′ + I| ≡ det (R′ + I)

=
(

R′y
y + 1

) (

R′z
z + 1

)

−R′y
zR′z

y,potom jiº snadno získáme expliitní vyjád°ení pro Γ a Ξ, tedy
Γy =

1

|R′ + I|

{

kykz

kx

[(

R′y
y − 1

) (

R′z
z + 1

)

−R′y
zR′z

y

]

+
k2
0 − k2

y

kx
2R′z

y

}

Γz =
1

|R′ + I|

{

k2
0 − k2

y

kx

[(

R′y
y + 1

) (

R′z
z − 1

)

−R′y
zR′z

y

]

+
kykz

kx
2R′y

z

}(2.39)
Ξy =

1

|R′ + I|

{

k2
0 − k2

z

kx

[(

R′y
y − 1

) (

R′z
z + 1

)

−R′y
zR′z

y

]

+
kykz

kx
2R′z

y

}

Ξz =
1

|R′ + I|

{

kykz

kx

[(

R′y
y + 1

) (

R′z
z − 1

)

−R′y
zR′z

y

]

+
k2
0 − k2

z

kx
2R′y

z

}(2.40)Za pomoi Γ, resp. Ξ, ve tvaru (2.39), resp. (2.40), nyní vyjád°íme výra-zy (2.29) a (2.34). Za£n¥me s (2.29), pro které po n¥kolika úpraváh dostá-
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váme
P

y
H = −

∑

r

∑

(m, p)

{

4π2ei(ϕr−ωt)

ωµ0

[

iλmp

ν2
mp

(

Ampr − Bmpr

) 2√
wrh

mπ

h

+
iωµ0

µ2
mp

(

Cmpr +Dmpr

)

√

ζpζm

wrh

pπ

wr

]

×
∫∫

R2

dkydkz Γy(ky, kz)I
C
mr(ky) I

S
pr(kz)

[

ISls(ky) I
C
qs(kz)

]∗

+
4π2ei(ϕr−ωt)

ωµ0

[

iλmp

ν2
mp

(

Ampr − Bmpr

) 2√
wrh

pπ

wr

−iωµ0

µ2
mp

(

Cmpr +Dmpr

)

√

ζpζm

wrh

mπ

h

]

×
∫∫

R2

dkydkz Γz(ky, kz)I
S
mr(ky) I

C
pr(kz)

[

ISls(ky) I
C
qs(kz)

]∗
}(2.41)

P z
H =

∑

r

∑

(m, p)

{

4π2ei(ϕr−ωt)

ωµ0

[

iλmp

ν2
mp

(

Ampr −Bmpr

) 2√
wrh

mπ

h

+
iωµ0

µ2
mp

(

Cmpr +Dmpr

)

√

ζpζm

wrh

pπ

wr

]

×
∫∫

R2

dkydkz Ξy(ky, kz)I
C
mr(ky) I

S
pr(kz)

[

ICls (ky) I
S
qs(kz)

]∗

+
4π2ei(ϕr−ωt)

ωµ0

[

iλmp

ν2
mp

(

Ampr − Bmpr

) 2√
wrh

pπ

wr

−iωµ0

µ2
mp

(

Cmpr +Dmpr

)

√

ζpζm

wrh

mπ

h

]

×
∫∫

R2

dkydkz Ξz(ky, kz)I
S
mr(ky) I

C
pr(kz)

[

ICls (ky) I
S
qs(kz)

]∗
}

.(2.42)De�nujme nyní následujíí £tve°ii tenzor· vazebnýh admitaní, resp.26



jejih sloºek
KY Y

mprlqs ≡
4π2

ωµ0

∫∫

R2

dkydkz Γy(ky, kz)I
C
mr(ky) I

S
pr(kz)

[

ISls(ky) I
C
qs(kz)

]∗ (2.43)
KZY

mprlqs ≡
4π2

ωµ0

∫∫

R2

dkydkz Γz(ky, kz)I
S
mr(ky) I

C
pr(kz)

[

ISls(ky) I
C
qs(kz)

]∗ (2.44)
KY Z

mprlqs ≡
4π2

ωµ0

∫∫

R2

dkydkz Ξy(ky, kz)I
C
mr(ky) I

S
pr(kz)

[

ICls (ky) I
S
qs(kz)

]∗ (2.45)
KZZ

mprlqs ≡
4π2

ωµ0

∫∫

R2

dkydkz Ξz(ky, kz)I
S
mr(ky) I

C
pr(kz)

[

ICls (ky) I
S
qs(kz)

]∗
.(2.46)Potom lze psát

P
y
H = −

∑

r

∑

(m, p)

{[

2λmp

ν2
mp

(

Ampr − Bmpr

)

(

m

h
KY Y

mprlqs +
p

wr
KZY

mprlqs

)

+
ωµ0

√

ζpζm

µ2
mp

(

Cmpr +Dmpr

)

(

p

wr
KY Y

mprlqs −
m

h
KZY

mprlqs

)

]

× πi√
wrh

ei(ϕr−ωt)

}(2.47)
P z
H =

∑

r

∑

(m, p)

{[

2λmp

ν2
mp

(

Ampr − Bmpr

)

(

m

h
KY Z

mprlqs +
p

wr
KZZ

mprlqs

)

+
ωµ0

√

ζpζm

µ2
mp

(

Cmpr +Dmpr

)

(

p

wr
KY Z

mprlqs −
m

h
KZZ

mprlqs

)

]

× πi√
wrh

ei(ϕr−ωt)

}

.(2.48)V¥nujme také pozornost výraz·m (2.28) a (2.33) a zapi²me skute£nost,ºe platí vztahy
P

y
H = L

y
H

P z
H = Lz

H .27



Rozepsáním prvního z t¥hto vztah· získáváme rovnii
−
∑

r

∑

(m, p)

{[

2λmp

ν2
mp

(

Ampr −Bmpr

)

(

m

h
KY Y

mprlqs +
p

wr

KZY
mprlqs

)

+
ωµ0

√

ζpζm

µ2
mp

(

Cmpr +Dmpr

)

(

p

wr
KY Y

mprlqs −
m

h
KZY

mprlqs

)

]

× πi√
wrh

ei(ϕr−ωt)

}

=
∑

r

∑

(m, p)

{[

2ωε0
ν2
mp

(

Ampr +Bmpr

) p

wr

−κmp

√

ζpζm

µ2
mp

(

Cmpr −Dmpr

)m

h

]

× πi√
wrh

ei(ϕr−ωt) δrs
h

2
(ζm − 1)δml

wr

2
(3− ζp)δpq

}(2.49)a rozepsáním druhého z nih získáváme rovnii následujíí
∑

r

∑

(m, p)

{[

2λmp

ν2
mp

(

Ampr −Bmpr

)

(

m

h
KY Z

mprlqs +
p

wr
KZZ

mprlqs

)

+
ωµ0

√

ζpζm

µ2
mp

(

Cmpr +Dmpr

)

(

p

wr

KY Z
mprlqs −

m

h
KZZ

mprlqs

)

]

× πi√
wrh

ei(ϕr−ωt)

}

= −
∑

r

∑

(m, p)

{[

2ωε0
ν2
mp

(

Ampr +Bmpr

)m

h

+
κmp

√

ζpζm

µ2
mp

(

Cmpr −Dmpr

) p

wr

]

× πi√
wrh

ei(ϕr−ωt) δrs
h

2
(3− ζm)δml

wr

2
(ζp − 1)δpq

}

.(2.50)28



Snadnými úpravami první rovnie, tedy (2.49), p°ehází na
∑

r

∑

(m, p)

{

− 2eiϕr

ν2
mp

√
wrh

[

λmp

(

m

h
KY Y

mprlqs +
p

wr
KZY

mprlqs

)

−ωε0
h(ζm − 1)(3− ζp)p

4
δmlδpqδrs

]

Bmpr

+

√

ζpζme
iϕr

µ2
mp

√
wrh

[

ωµ0

(

p

wr

KY Y
mprlqs −

m

h
KZY

mprlqs

)

+κmp
m(ζm − 1)(3− ζp)wr

4
δmlδpqδrs

]

Dmpr

}

=
∑

r

∑

(m, p)

{

− 2eiϕr

ν2
mp

√
wrh

[

λmp

(

m

h
KY Y

mprlqs +
p

wr
KZY

mprlqs

)

+ωε0
h(ζm − 1)(3− ζp)p

4
δmlδpqδrs

]

Ampr

−
√

ζpζme
iϕr

µ2
mp

√
wrh

[

ωµ0

(

p

wr
KY Y

mprlqs −
m

h
KZY

mprlqs

)

−κmp
m(ζm − 1)(3− ζp)wr

4
δmlδpqδrs

]

Cmpr

}

,(2.51)oº stru£n¥ji zapí²eme jako
∑

r

∑

(m, p)

{

2MmprlqsBmpr +
4MmprlqsDmpr

}

=
∑

r

∑

(m, p)

{

1MmprlqsAmpr +
3MmprlqsCmpr

}

,
(2.52)
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a druhá z nih, tedy (2.50), p°ehází na
∑

r

∑

(m, p)

{

− 2eiϕr

ν2
mp

√
wrh

[

λmp

(

m

h
KY Z

mprlqs +
p

wr
KZZ

mprlqs

)

−ωε0
m(3− ζm)(ζp − 1)wr

4
δmlδpqδrs

]

Bmpr

+

√

ζpζme
iϕr

µ2
mp

√
wrh

[

ωµ0

(

p

wr
KY Z

mprlqs −
m

h
KZZ

mprlqs

)

−κmp
h(3− ζm)(ζp − 1)p

4
δmlδpqδrs

]

Dmpr

}

=
∑

r

∑

(m, p)

{

− 2eiϕr

ν2
mp

√
wrh

[

λmp

(

m

h
KY Z

mprlqs +
p

wr
KZZ

mprlqs

)

+ωε0
m(3− ζm)(ζp − 1)wr

4
δmlδpqδrs

]

Ampr

−
√

ζpζme
iϕr

µ2
mp

√
wrh

[

ωµ0

(

p

wr
KY Z

mprlqs −
m

h
KZZ

mprlqs

)

+κmp
h(3− ζm)(ζp − 1)p

4
δmlδpqδrs

]

Cmpr

}

,(2.53)oº zapí²eme op¥t stru£n¥ji, tedy jako
∑

r

∑

(m, p)

{

6MmprlqsBmpr +
8MmprlqsDmpr

}

=
∑

r

∑

(m, p)

{

5MmprlqsAmpr +
7MmprlqsCmpr

}

.
(2.54)

2.2 Matie rozptylu a její numeriká reprezen-taeV tomto odstavi udáme expliitní tvar matie rozptylu pro na²i soustavugrill - vakuum - plazma a nazna£íme, jakým zp·sobem ji reprezentujemepro ú£ely numerikého výpo£tu amplitud odraºenýh vln uvnit° vlnovod·.Nejprve v²ak u£iníme pár p°ípravnýh krok·.30



2.2.1 MotivaeV prvním kroku bude výhodné zapsat formáln¥ pomoí operátor· rovni-e (2.52) a (2.54) získané v p°edhozím odstavi. Tím máme na mysli re-prezentovat tenzory ιM, ι ∈ {1, 2, . . . , 8}, pomoí jistýh mati (Mι

), a natyto matie nahlíºet jako na matie jistýh operátor·Mι. Zvolme tedy násle-dujíí zápis, jehoº detaily a d·vody k n¥mu vyplynou z úvah, které budounásledovat dále v tomto odstavi. Pi²me tedy
BTM2 +DTM4 = ATM1 + CTM3

BTM6 +DTM8 = ATM5 + CTM7,Formálním transponováním p°ede²lého získáme
MT

2 B +MT
4D =MT

1A+MT
3 C

MT
6 B +MT

8D =MT
5A+MT

7 C.Nahlédneme-li na p°íslu²né matie (Mι

)T , jako na prvky (bloky) jistýhblokovýh mati, lze tyto dv¥ rovnie zapsat následovn¥
(

MT
2 MT

4

MT
6 MT

8

)(

B
D

)

=

(

MT
1 MT

3

MT
5 MT

7

)(

A
C

)

. (2.55)Následnou formální inverzí blokové matie na levé stran¥ rovnie (2.55) získá-váme
(

B
D

)

=

(

MT
2 MT

4

MT
6 MT

8

)−1(MT
1 MT

3

MT
5 MT

7

)(

A
C

)

, (2.56)tedy formální vztah mezi amplitudami odraºenýh vln ve vlnovodeh, repre-zentovanými pomoí blokového vektoru s bloky (B) a (D), a amplitudamiexitovanýh vln ve vlnovodeh, reprezentovanými pomoí blokového vektorus bloky (A) a (C). Nabízí se, ºe by matie
S̃ ≡

(

MT
2 MT

4

MT
6 MT

8

)−1(MT
1 MT

3

MT
5 MT

7

)mohla být onou kýºenou matií rozptylu. Ukazuje se v²ak, ºe tomu tak není,nebo´ inverzi blokové matie na levé stran¥ rovnie (2.55) nelze provést. Jeto totiº matie singulární, jak ukáºeme dále. A v dal²ím rovn¥º uvidíme, jaktento problém vy°e²it.
31



2.2.2 Vlastní realizaeNejprve up°esníme, jakým zp·sobem de�nujeme matie (Mι

). Vezm¥metedy tenzory ιM a naj¤eme n¥jakou jejih matiovou reprezentai. K tomunám poslouºí následujíí zobrazení, tzv. "indexový izomor�smus"
Φ :

{

M̂0 × P̂0 r {(0, 0)}
}

× R̂ −→ Î

(m, p, r)
Φ7−→ i

Φ(m, p, r) ≡











(r − 1)P + p, pro m = 0 ∧ p 6= 0

RP + (r − 1)M +m, pro m 6= 0 ∧ p = 0

(mR + r − 1)P + p+RM, pro m 6= 0 ∧ p 6= 0,

(2.57)kde indexové mnoºiny M̂0, P̂0, R̂ a Î jsou de�novány takto
M̂0 ≡ {0, 1, 2, . . . ,M} , M ∈ N,

P̂0 ≡ {0, 1, 2, . . . , P} , P ∈ N,

R̂ ≡ {1, 2, 3, . . . , R} , R ∈ N,

Î ≡ {1, 2, 3, . . . , I} , kde I = (M + P +MP )R.

(2.58)Lze se snadno p°esv¥d£it, ºe zobrazení Φ je prosté, a ºe zobrazuje mnoºinu
{

M̂0 × P̂0 r {(0, 0)}
}

× R̂ na mnoºinu Î. Existuje k n¥mu tedy zobrazeníinverzní, Φ−1, pro které platí
Φ−1 : Î −→

{

M̂0 × P̂0 r {(0, 0)}
}

× R̂

i
Φ−1

7−→ (m, p, r)
(2.59)

Φ−1(i)∣
∣

∣

i∈{1,2,...,RP}

= (m, p, r), kde
m = 0

p = i−
([

i

P

]

C

− 1

)

P

r =

[

i

P

]

C
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Φ−1(i)∣
∣

∣

i∈{RP+1,...,(M+P )R}

= (m, p, r), kde
m = i− RP −

([

i−RP

M

]

C

− 1

)

M

p = 0

r =

[

i− RP

M

]

C

Φ−1(i)∣
∣

∣

i∈{(M+P )R+1,...,(M+P+MP )R}

= (m, p, r), kde
m =

[

i− RM

PR

]

C

− 1

p = i− RM −
([

i− RM

PR

]

C

− 1

)

PR

−
([

i− RM −
([

i−RM
PR

]

C
− 1
)

PR

P

]

C

− 1

)

P

r =

[

i−RM −
([

i−RM
PR

]

C
− 1
)

PR

P

]

C

,p°i£emº symbol [ . ]C zna£í zobrazení, které svému oben¥ reálnému argu-mentu p°i°azuje nejbliº²í vy²²í elé £íslo, tj. je de�nováno takto
[x]C ≡ min

a∈Ix
a, Ix = {b ∈ Z | b ≥ x}. (2.60)Pomoí zobrazení Φ aplikovaného na první a druhou trojii index· sloºektenzor· ιM "naindukujeme" jejih matiovou reprezentai (Mι

), tedy
(

Mι

)

≡
(

Mι
u
v

) ∼=Φ

(

ιMmprlqs

)

, (2.61)kde
Mι

u
v =

ιMmprlqs

u = Φ(m, p, r)

v = Φ(l, q, s).

(2.62)Podobn¥ reprezentujeme i amplitudy A,B,C a D. Nap°íklad pro A platí
(

A
)T

=
(

AT
)

≡
(

AT
u

) ∼=Φ

(

Ampr

)

, (2.63)kde
AT

u = Ampr

u = Φ(m, p, r).
(2.64)33



Pro úplnost zna£ení dodejme, ºe Au = AT
u aMT

ι
v

u =Mι
u
v .Udejme také konkrétní p°íklad matie (Mι

), resp. vektoru (A), pro nej-men²í moºný rozsah index· sloºek ιMmprlqs, resp. sloºek Ampr, tedy pro p°í-pad, kdy (m, p, r) ∈ {(0, 1, 1); (1, 0, 1); (1, 1, 1)}

(

Mι
u
v

)

∣

∣

∣

u,v∈{1,2,3}

=





ιM011011
ιM011101

ιM011111
ιM101011

ιM101101
ιM101111

ιM111011
ιM111101

ιM111111



 , respektive
(

Au
)

∣

∣

∣

u∈{1,2,3}

=





A011

A101

A111



 .

(2.65)
Z·sta¬me je²t¥ hvíli u minimálního rozsahu index· a sestavme blokovoumatii s bloky (Mκ

), (Mκ+2

) v prvním °ádku a bloky (Mκ+4

), (Mκ+6

)v °ádku druhém. �íslo κ ∈ {1, 2} volíme pevn¥, tedy pro kaºdý blok stejné.8Je²t¥ neº tuto matii zapí²eme, zjist¥me, zda její bloky mají n¥jaké oben¥nulové prvky, a pokud ano, rovnou je vyzna£me. Získáme tak následujíí
















0 0 0 0 κ+2M011101
κ+2M011111

0 0 0 0 κ+2M101101
κ+2M101111

0 κM111101
κM111111 0 κ+2M111101

κ+2M111111
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.(2.66)Dá se snadno ukázat, ºe nulové prvky matie (2.66) utvá°í jisté její podbloky,které mají své analogie pro libovolný jiný rozsah index·. Tuto skute£nostshematiky vystihuje Obrázek 2.1. Kdyº sestavíme blokovou matii s bloky
(

MT
κ

), (MT
κ+2

) v prvním °ádku a bloky (MT
κ+4

), (MT
κ+6

) v °ádku druhéma budeme postupovat stejn¥ jako u p°edhozího, dostaneme
















0 0 0 0 0 0
0 0 κM111101

κ+2M011101
κ+2M101101

κ+2M111101

0 0 κM111111
κ+2M011111

κ+2M101111
κ+2M111111

0 0 κ+4M111011
κ+6M011011

κ+6M101011
κ+6M111011

0 0 0 0 0 0
0 0 κ+4M111111

κ+6M011111
κ+6M101111

κ+6M111111

















. (2.67)
Zde jsou nulové podbloky dob°e patrné a op¥t platí, ºe mají své analogie prolibovolný jiný rozsah index·, jak je znázorn¥no na Obrázku 2.2.8Celkem tak sestavíme dv¥ blokové matie.34



Neº p°istoupíme k samotné diskusi rovnie (2.55), sestavme je²t¥ blokovévektory v ní vystupujíí a to op¥t pro p°ípad minimálního rozsahu index·.Potom tedy
(
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. (2.68)Av²ak Ampr, resp. Bmpr, p°edstavují dopadajíí (exitované), resp. odraºené,amplitudy TM mod· ve vlnovodeh a jelikoº TM mody jsou p°ítomny aº od
TM11, ni nebrání tomu, abyhom poloºili A0pr = 0, Am0r = 0 a B0pr = 0,
Bm0r = 0. Kdyº si toto uv¥domíme, m·ºeme (v p°ípad¥ minimálního rozsahuindex·) soustavu rovni (2.55) ekvivalentn¥ zapsat jako
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,(2.69)tedy doslova vynehat v²ehny nulové podbloky. Na základ¥ p°edhozího lzejiº snadno nahlédnout, ºe tento postup není omezen pouze na minimálnírozsahy index· a lze jej tedy aplikovat oben¥. Dále se ukazuje, ºe taktozredukované blokové matie jsou jiº regulární a mají tedy inverzi. Kýºenámatie rozptylu pro ná² systém grill - vakuum - plazma tedy zní
S ≡

(

S
)

≡
(

M̃T
2 M̃T

4

M̃T
6 M̃T

8

)−1(

M̃T
1 M̃T

3

M̃T
5 M̃T

7

)

, (2.70)kde bloky (M̃T
ι

) zna£í bloky (MT
ι

) zredukované o nulové podbloky. M·ºemetedy psát
(

B̃
D

)

=
(

S
)

(

Ã
C

)

, (2.71)p°i£emº (Ã) zna£í vektor (A) zredukovaný o nulové podbloky, (B̃) analogi-ky. 35



Obrázek 2.1: Shéma blokové matie s bloky (Mκ), (Mκ+2) v prvním °ádkua bloky (Mκ+4), (Mκ+6) v °ádku druhém, κ = 1 ∨ κ = 2. �rafované oblastivyzna£ují oben¥ nenulové podbloky, bílé oblasti podbloky nulové.
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Obrázek 2.2: Shéma blokové matie s bloky (MT
κ

), (MT
κ+2

) v prvním °ádkua bloky (MT
κ+4

), (MT
κ+6

) v °ádku druhém, κ = 1 ∨ κ = 2. �rafované oblastivyzna£ují oben¥ nenulové podbloky, bílé oblasti podbloky nulové.
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Kapitola 3Matie odrazuV této kapitole stru£n¥ nazna£íme, jakým zp·sobem získáváme komponentymatie odrazu. Nejprve uvedeme, jakými rovniemi popisujeme EM polev plazmatu. Poté se budeme v¥novat jejih okrajovým podmínkám. Nume-rikou realizaí, ne°ku-li softwareovou implementaí, se zde nezabýváme.Zde je t°eba °ít, ºe následujíí text, který lze hápat jako nástin te-oretikého podkladu pro numerikou realizai, je siln¥ inspirován praemi[17℄ a [18℄, nebo´ práv¥ numeriké rutiny, pomoí kterýh je zmín¥ná okra-jová úloha °e²ena jsou dílem Dr. Jakuba Urbana a Dr. Josefa Preinhaelteraz Ústavu fyziky plazmatu AV �R. Jedná se o rutiny vyuºívajíí adaptivnímetodu kone£nýh prvk·. Víe lze nalézt v jiº zmín¥nýh zdrojíh nebo téºv [19℄.3.1 EM pole v plazmatuJelikoº zde uvaºujeme tzv. studené magnetoaktivní plazma s 1D-nehomoge-nitou (hustoty £ásti) ve sm¥ru osy x, hledáme °e²ení EM polí v následujíímtvaru1
~E =

∫∫

R2

dky dkz e
i(kyy+kzz−ωt) ~W, (3.1)kde ~W = ~W (x, ky, kz). Dosazením pole tohoto tvaru do vlnové rovnie

∇×∇× ~E +
1

c2
ǫ
∂2 ~E

∂t2
= ~0, (3.2)1Uvádíme pouze výraz pro elektrikou sloºku pole, nebo´ ta je v na²em p°ístupu klí£ová.
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kde ǫ p°edstavuje tenzor permitivity plazmatu, jehoº matie je v obenépodob¥ dána
(

ǫ
)

=





εxx εxy εxz
εyx εyy εyz
εzx εzy εzz



 , (3.3)lze po snadnýh úpraváh získat následujíí rovnie pro sloºky W y a W z

iky
dW x

dx
− k2

0ε
y
xW

x − d2W y

dx2
+
(

k2
z − k2

0ε
y
y

)

W y −
(

kykz + k2
0ε

y
z

)

W z = 0

ikz
dW x

dx
− k2

0ε
z
xW

x − d2W z

dx2
−
(

kykz + k2
0ε

z
y

)

W y +
(

k2
y − k2

0ε
z
z

)

W z = 0,(3.4)kde
W x =

1

k2
y + k2

z − k2
0ε

x
x

(

−iky
dW y

dx
− ikz

dW z

dx
+ k2

0ε
x
yW

y + k2
0ε

x
zW

z

)

.(3.5)3.2 Okrajové podmínky pro rovnie (3.4)3.2.1 OP pro rozhraní vakuum - plazmaNyní z podmínek spojitosti te£nýh sloºek EM pole na rozhraní vakuum- plazma odvodíme expliitní tvar okrajové podmínky (zkráen¥ OP) prosoustavu rovni (3.4). Jak jiº bylo °e£eno v odstavi 2.1.1 ve 2. kapitole, EMpole v na²í modelové vakuové meze°e vyjad°ujeme pomoí fourierovskýhintegrál· (2.1) a (2.2). EM pole v plazmatu jsme vyjád°ili podobn¥ pomoí(3.1). V dal²ím tedy posta£í praovat pouze s integrandy p°íslu²nýh výraz·.Podmínka spojitosti te£nýh sloºek elektrikýh polí vyºaduje, aby platilo
Syeikxxp + T ye−ikxxp = W y

∣

∣

∣

x=xp

Szeikxxp + T ze−ikxxp = W z
∣

∣

∣

x=xp

,
(3.6)p°i£emº zopakujme, ºe ~S pokládáme za známou amplitudu dopadajíí vlny(na uvaºované rozhraní), kdeºto na ~T nahlíºíme jako na neznámou amplituduodraºené vlny (od uvaºovaného rozhraní).Podmínku spojitosti te£nýh sloºek magnetikýh polí získáme ve dvounásledujííh kroíh. Nejprve vyjád°íme te£né sloºky magnetikého polev modelové vakuové meze°e pomoí te£nýh sloºek elektrikého pole tamtéº,39



k £emuº samoz°ejm¥ vyuºijeme Maxwellovýh rovni. Ve druhém kroku vyjá-d°íme te£né sloºky magnetikého pole uvnit° plazmatu pomoí te£nýh sloºek(a jejih derivaí podle x) elektrikého pole tamtéº, p°i£emº nám pom·ºevztah (3.5) a op¥t Maxwellovy rovnie.Nahlédneme-li zp¥t do 2. kapitoly na vztahy (2.4) po£ínaje, zjistíme,ºe první krok uº je tém¥° za námi. Ze zmín¥nýh vztah· totiº snadno plyne
Uyeikxxp + V ye−ikxxp =

kykz

ωµ0kx

(

−Syeikxxp + T ye−ikxxp
)

+
k2
0 − k2

y

ωµ0kx

(

−Szeikxxp + T ze−ikxxp
)

(3.7)
Uzeikxxp + V ze−ikxxp =

kykz

ωµ0kx

(

Szeikxxp − T ze−ikxxp
)

+
k2
0 − k2

z

ωµ0kx

(

Syeikxxp − T ye−ikxxp
)

(3.8)Dosadíme-li v práv¥ získanýh vztazíh za T y a T z jejih vyjád°ení ze vztah·(3.6), získáme
Uyeikxxp + V ye−ikxxp =

kykz

ωµ0kx

(

−2Syeikxxp +W y
∣

∣

∣

x=xp

)

+
k2
0 − k2

y

ωµ0kx

(

−2Szeikxxp +W z
∣

∣

∣

x=xp

) (3.9)
Uzeikxxp + V ze−ikxxp =

kykz

ωµ0kx

(

2Szeikxxp −W z
∣

∣

∣

x=xp

)

+
k2
0 − k2

z

ωµ0kx

(

2Syeikxxp −W y
∣

∣

∣

x=xp

)

.

(3.10)Nyní vyuºijme Faradayova zákona2 a vyjád°eme te£né sloºky magnetiké-ho pole v plazmatu na základ¥ te£nýh sloºek elektrikého pole tamtéº. Pro
y-ovou sloºku magnetikého pole (vyhodnoenou v x = xp) dostáváme

−i
ωµ0

(

ikzW
x − dW z

dx

)

∣

∣

∣

∣

∣

x=xp

, (3.11)zatímo jeho z-ová sloºka (rovn¥º vyhodnoená v x = xp) je rovna
−i
ωµ0

(

−ikyW x +
dW y

dx

)

∣

∣

∣

∣

∣

x=xp

. (3.12)2Tím samoz°ejm¥ máme na mysli Maxwellovu rovnii ∇× ~E = −µ0
∂ ~H
∂t40



Poloºíme-li v rovnost pravou stranu (3.9) s výrazem (3.11), a pravoustranu (3.10) s výrazem (3.12), potom po snadnýh úpraváh zahrnujííhvyuºití vztahu (3.5) získáme
[(
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2
0ε

x
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+

(
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0ε

x
z

k2
y + k2

z − k2
0ε

x
x

)

W z + i

(
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∣

∣

∣

∣
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= 2eikxxp

(
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Sy +

k2
0 − k2

y
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)(3.13)
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(
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(
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∣

∣

∣

∣
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= 2eikxxp
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Sz +
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0 − k2

z
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,(3.14)tedy kone£nou podobu okrajovýh podmínek na rozhraní vakuum - plazmapro soustavu rovni (3.4). Zde je p¥kn¥ vid¥t, ºe (3.13) a (3.14) jsou invari-antní v·£i zám¥n¥ index·
y ←→ za stejn¥ tomu je i v p°ípad¥ samotnýh rovni (3.4), v£etn¥ vztahu (3.5).3.2.2 OP v hloubi plazmatuNeº vyslovíme okrajové podmínky v hloubi plazmatu pro soustavu rovni(3.4), velmi stru£n¥ zde popí²eme uºití metody WKB ve zdej²ím kontextu,nebo´ n¥které z výsledk· této metody jsou p°i formulai zmín¥nýh okra-jovýh podmínek pot°eba.Metoda WKB umoº¬uje (za jistýh p°edpoklad· - viz nap°. [5℄, [9℄) naléztp°ibliºné °e²ení, nap°. na²í soustavy rovni (3.4), ve tvaru

~WKB(x, ky, kz) ≡
(

~W0(x, ky, kz) + ~W1(x, ky, kz)
)

exp



i

x
∫

−∞

kx(x
′) dx′



,(3.15)41



kde ~W0 je tzv. "pomalu m¥níí se" amplituda a ~W1 p°edstavuje opravu prv-ního °ádu3 k ~W0. Dosazením (3.15) do (3.4) lze získat dv¥ soustavy lineárníhrovni pro amplitudy ~W0 a ~W1, tedy
3
∑

j=1

aijW
j
0 = 0 (3.16)

3
∑

j=1

aijW
j
1 = Gi, (3.17)kde matie (aij) je dána

(

aij
)

= −





k2
0ε

x
x − k2

y − k2
z k2

0ε
x
y + kxky k2
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0ε
z
z − k2

x − k2
y



 .Pravé strany rovni (3.17) sestávají z lineárníh kombinaí veli£in tvo°enýhsou£iny tvaru ki
dW j

0

dx
.Nyní u£i¬me zjednodu²ujíí p°edpoklad4. �ekn¥me, ºe vn¥j²í magnetiképole ~B0 (prostupujíí plazma) je rovnob¥ºné s osou z. V tomto uspo°ádánímá matie tenzoru permitivity jednoduhý tvar
(

ǫ
)

∣

∣

∣

~B0‖z
=





ε⊥ ig 0
−ig ε⊥ 0
0 0 ε‖



 . (3.18)Z podmínky pro netrivialitu °e²ení soustavy (3.16), tedy z podmínky
det
(

aij
)

= 0, (3.19)lze získat následujíí výraz pro k2
x

k2
x,r = −k2

y +
1

2k2
0ε⊥

{

(

k2
0ε⊥ − k2

z

) (
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0ε⊥
)

− k4
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2

+(−1)r+1
[(

(

k2
0ε⊥ − k2

z

) (

k2
0ε‖ + k2

0ε⊥
)

− k4
0g

2
)2
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)2 − k4
0g

2
) ]1/2

}

,(3.20)3Veli£ina ~W0 je 0. °ádu v L−1, zatímo veli£ina ~W1 je 1. °ádu v L−1, kde L p°edstavujetzv. harakteristikou délkovou ²kálu plazmatu, tedy zhruba °e£eno délku intervalu, nakterém se parametry plazmatu p°íli² nem¥ní.4Tento krok není prinipiáln¥ nutný a volíme jej £ist¥ pro snaz²í zápis.42



kde r ∈ {1, 2}. Vyuºijeme-li op¥t podmínku (3.19) a zvolíme si n¥jakou vý-hozí komponentu, °ekn¥me W
y
0 , m·ºeme pomoí ní vyjád°it zbývajíí dv¥.Z podmínek °e²itelnosti rovnie (3.17) potom vyplyne oby£ejná difereniálnírovnie prvního °ádu, jejímº °e²ením lze získat pro W

y
0 vyjád°ení

W
y
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x
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′











,

(3.21)
kde ςr je tzv. "pomalu m¥níí se" fáze a C±

r zna£í (elkem 4) konstanty.Na základ¥ práv¥ nastín¥né metody WKB jiº lze odvodit okrajové pod-mínky v hloubi plazmatu pro soustavu rovni (3.4), viz nap°. [17℄, [18℄. Zdepouze uvedeme jejih zn¥ní
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∣
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(3.24)a xn zna£í vhodn¥ volenou sou°adnii uvnit° plazmatu, v jejímº okolí jsouspln¥ny podmínky platnosti metody WKB.
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Kapitola 4Spektrální hustota výkonuV této kapitole se budeme zabývat tzv. prostorovou spektrální hustotouvýkonu EM vlny, kterou vyza°uje LH grill do plazmatu. Nejprve na zákla-d¥ Poyntingovy v¥ty ur£íme prostorovou spektrální hustotu £asové st°edníhodnoty toku energie této EM vlny, p°i£emº zde máme na mysli tok energi-e v modelové vakuové meze°e odd¥lujíí LH grill od povrhu plazmatu. Potomto krátkém odvození, které vyuºívá formalismu matie odrazu, budounásledovat numeriké výsledky - grafy spektrálníh hustot výkonu spo£tenépomoí numerikého programu ps2d, který je nedílnou sou£ástí této práe.4.1 OdvozeníStejn¥ jako v elém tomto textu, i zde p°edpokládáme, ºe EM pole majíharmonikou £asovou závislost, tj. dají se rozloºit na sou£in dvou faktor·,z nihº jeden je výhradn¥ funkí polohy a druhý je harmonikou funkí £asu,konkrétn¥ exp(−iωt). Tuto vlastnost stru£n¥ zapí²eme jako
~E = e−iωt~E
~H = e−iωt ~H,

(4.1)kde ~E = ~E(x, y, z) ∈ C3 a rovn¥º ~H = ~H(x, y, z) ∈ C3.Nyní vyslovme známou Poyntingovu v¥tu a rozve¤me dále výrazy v nívystupujíí. V¥ta samotná °íká, ºe pro ~S, tedy pro tok energie EM vlny platí
~S = ℜ ~E × ℜ ~H. (4.2)Ov²em nás bude zjímat spí²e £asová st°ední hodnota toku energie, neº-litok samotný. V na²em p°ípad¥, kde p°edpokládáme EM pole ve tvaru (4.1),44



dostaneme pro onu st°ední hodnotu zvlá²´ sympatikou formuli
~S ≡ 1

T

T
∫

0

dt ℜ ~E × ℜ ~H =
1

2
ℜ
(

~E × ~H∗
)

, (4.3)kde T je perioda vlny, tedy ω = 2π
T
, a hv¥zdi£ka zna£í komplexní sdruºení.Nejv¥t²í význam má pro nás x-ová komponenta £asové st°ední hodnoty tokuenergie, tedy

Sx =
1

2
ℜ (EyHz∗ − EzHy∗) , (4.4)jejímº zintegrovaním p°es rovinu yz získáme x-ovou komponentu výkonu,tedy

Px ≡
∫∫

R2

dy dz Sx. (4.5)Ze vztahu (4.4) je vid¥t, ºe pro na²e ú£ely nám posta£í pouze y-ové a z-ovékomponenty zde uvaºovanýh vektorovýh funkí ~E a ~H. Pro snaz²í práis t¥mito veli£inami proto de�nujeme dva následujíí dvousloºkové vektory
Ẽ ≡

(

Ẽy
Ẽz
)

=

(

Ey
Ez
)

, H̃ ≡
(

H̃y

H̃z

)

=

(

Hy

Hz

) (4.6)a také jeden dvousloºkový kovektor
H̃⊥ ≡

(

H̃⊥
y , H̃⊥

z

)

=
(

Hz∗,−Hy∗) . (4.7)S pomoí práv¥ de�novaného m·ºeme psát
Px =

1

4

∫∫

R2

dy dz
[

H̃⊥Ẽ +
(

H̃⊥Ẽ
)∗]

. (4.8)Uv¥domme si, jak konkrétn¥ vypadají Ẽ a H̃⊥, tj. dosa¤me za jejih sloºkyodpovídajíí výrazy ze vztah· (2.10), (2.11) a (2.13), (2.14). Takto získáme
Ẽ =

∫∫

R2

dk′
ydk

′
z e

i(k′yy+k′zz)
(

e−ik′xxR′ + eik
′
xxI
)

(

Sy

Sz

) (4.9)
H̃⊥ =

∫∫

R2

dkydkz
e−i(kyy+kzz)

ωµ0k∗
x

(

Sy

Sz

)†
(

e−ikxxR′ − e+ikxxI
)†
(

k2
z − k2

0 −kykz
−kykz k2

y − k2
0

)

,(4.10)45



kde † zna£í hermiteovské sdruºení, tedy kombinai transpozie a komplex-ního sdruºení. Dosa¤me do (4.8) za Ẽ , resp. H̃⊥, expliitní vyjád°ení (4.9),resp. (4.10), a prove¤me n¥kolik málo úprav, které mj. zahrnují i vyuºítísymbolikýh "identit" s Diraovou δ-distribuí
∫∫

R2

dy dz ei[(k
′
y−ky)y+(k′z−kz)z] = 4π2 δ

(

k′
y − ky

)

δ(k′
z − kz)

∫∫

R2

dk′
y dk

′
z δ
(

k′
y − ky

)

δ(k′
z − kz) f(k

′
y, k

′
z) = f(ky, kz).Tím získáme následujíí

Px =
π2

ωµ0

∫∫

R2

dky dkz S̃
†(ϑ+ ϑ†) S̃, (4.11)kde jsme ozna£ili

S̃ ≡
(

Sy

Sz

) (4.12)
(

ϑ
)

≡ 1

k∗
x

(

e−ikxxR′ − e+ikxxI
)†
(

k2
z − k2

0 −kykz
−kykz k2

y − k2
0

)

(

e−ikxxR′ + e+ikxxI
)

.(4.13)Dosazením vyjád°ení (2.26) za S̃ ve vztahu (4.11) byhom mohli tuto sta´zakon£it. Bude ov²em zajímavé najít je²t¥ jiné tvary integrandu ve (4.11).V²imn¥me si, ºe integrand ve (4.11) má jednu p°íznivou vlastnost. Nezávisítotiº na x-ové sou°adnii, jak se m·ºeme p°esv¥d£it nap°íklad následujíímp°ímým výpo£tem.Rozepi²me podrobn¥ji de�ni£ní vztah (4.13) a jeho hermiteovsky sdruºe-nou podobu
(

ϑ
)

=
1

k∗
x

{

(

e−ikxxR′)† (K
) (

e−ikxxR′)+
(

e−ikxxR′)† (K
) (

e+ikxxI
)

−
(

e+ikxxI
)† (K

) (

e−ikxxR′)−
(

e+ikxxI
)† (K

) (

e+ikxxI
)

}

(

ϑ
)†
=

1

kx

{

(

e−ikxxR′)† (K
) (

e−ikxxR′)−
(

e−ikxxR′)† (K
) (

e+ikxxI
)

+
(

e+ikxxI
)† (K

) (

e−ikxxR′)−
(

e+ikxxI
)† (K

) (

e+ikxxI
)

}

,kde jsme ozna£ili
(

K
)

≡
(

k2
z − k2

0 −kykz
−kykz k2

y − k2
0

)

. (4.14)46



Zárove¬ p°ihlédn¥me k de�ni£nímu vztahu (2.3) pro kx, kx = kx(ky, kz),ze kterého mj. vyplývá, ºe kx je bu¤ reálné, nebo ryze imaginární(2.3) =⇒
{

k∗
x = kx, pro kx ∈ R ⇐⇒ k2

0 ≥ k2
y + k2

z

k∗
x = −kx, pro kx ∈ iR ⇐⇒ k2

0 < k2
y + k2

z .Slou£ením t¥hto dvou d·sledk· zmín¥nýh de�ni dostáváme
(

ϑ+ ϑ†) =







2
kx

(

R′†KR′ −K
)

, pro kx ∈ R

2
kx

(

R′†K −KR′
)

, pro kx ∈ iR,
(4.15)tedy výraz, který je na x naprosto nezávislý. P°ipome¬me, ºe sloºky Sy a Szjsou dle své výhozí de�nie (2.1) výhradn¥ funkí veli£in ky, kz a tedy S̃také. Tím je tvrzení o nezávislosti (na x) integrandu ve (4.11) dokázáno.Díky práv¥ dokázanému tvrzení m·ºeme dosadit za zmi¬ované x libovol-nou reálnou hodnotu, aniº byhom se dopustili újmy na obenosti. Dosa¤metedy hodnotu pro nás nejvýhodn¥j²í, poloºme x = 0. Sou£asn¥ dosa¤me za

S̃ vyjád°ení (2.26). Takto pro integrand ve (4.11) získáme tvar
S̃†(ϑ+ ϑ†) S̃ =

1

16π4k∗
x

L̃
†
E

[

(

R′ + I
)−1
]†
(

R′ − I
)† (K

)

L̃E

+
1

16π4kx
L̃
†
E

(

K
) (

R′ − I
) (

R′ + I
)−1

L̃E ,

(4.16)kde jsme ozna£ili
L̃E ≡

(

L
y
E

Lz
E

)

∣

∣

∣

t=0

. (4.17)Jelikoº na základ¥ de�ni (2.37) a (2.38) platí
(

Λ
)

≡ −
(

Ξy Ξz

Γy Γz

)

=
1

kx

(

K
) (

R′ − I
) (

R′ + I
)−1

, (4.18)m·ºeme (4.16) zapsat jako
S̃†(ϑ+ ϑ†) S̃ =

1

16π4
L̃
†
E

(

Λ+ Λ†) L̃E . (4.19)Potom tedy
Px =

∫∫

R2

dky dkz
1

16π2ωµ0

L̃
†
E

(

Λ + Λ†) L̃E . (4.20)47



Ozna£me je²t¥
Υ′(ky, kz) ≡

1

16π2ωµ0
L̃
†
E

(

Λ + Λ†) L̃E

Υ(Ny, Nz) ≡ k2
0Υ

′(k0Ny, k0Nz),

(4.21)kde
~N = (Nx, Ny, Nz)

T ≡ 1

k0
~k

~k = (kx, ky, kz)
T .

(4.22)Pomoí (4.21) zapí²eme (4.20) takto
Px =

∫∫

R2

dNy dNz Υ(Ny, Nz), (4.23)p°i£emº veli£inu Υ nazveme prostorovou spektrální hustotou výkonu a veli-£inu danou vztahem
Υr ≡

Υ

Px

(4.24)pojmenujeme relativní spektrální hustota výkonu.4.2 Numeriké výsledkyV tomto paragrafu uvádíme n¥které výsledky na²ih numerikýh výpo£t·,získanýh pro parametry LH grillu tokamaku COMPASS, které uvádí Ta-bulka 4.1. Pro tyto výpo£ty byl zvolen paraboliký pro�l hustoty plazmatua hyperboliký pro�l intenzity toroidálního magnetikého pole, které zná-zor¬uje Obrázek 4.1. po£et vlnovod· N= 8²í°ka vlnovod· b = 1,48cmvý²ka vlnovod· h = 16,50cmtlou²´ka p°epáºek d = 0,20cmfrekvene zdroje f = 1,30GHz²í°ka vakuové mezery xp= 0,0mmTabulka 4.1: Parametry LH grillu tokamaku COMPASS.
48



Obrázek 4.1: Radiální pro�l hustoty plazmatu a intenzity toroidálního mag-netikého pole.Obrázek 4.2 ilustruje ℜ (Rz
z) jako funki prom¥nnýh Ny, Nz. Vepsanákruºnie ve st°edu tohoto obrázku reprezentuje praktiky totální odraz va-kuovýh vln. Interval −Nacc < Nz < Nacc, Nacc = 1.75, p°edstavuje oblastnedostupnosti LH vln. Hranie nedostupnosti byla ur£ena z WKB °e²ení, aleje vid¥t, ºe dob°e souhlasí s úplným °e²ením vlnovýh rovni. V této oblastise pomalá vlna na okraji plazmatu konvertuje na vlnu ryhlou, neproniká dohloubi plazmatu a má obvykle velký koe�ient odrazu. Pro�ly vlnovýh £ísel

Nx z WKB p°iblíºení pro vlnu z této oblasti vidíme na Obrázku 4.3.Radiální pro�ly jednotlivýh sloºek elektrikého pole, které znázor¬ujíObrázky 4.4, 4.5, 4.6, 4.7, 4.8 a 4.9 sv¥d£í o p°ítomnosti stojatýh vln a uka-zují, ºe koe�ient odrazu je extrémn¥ velký.Mimo oblast nedostupnosti je ke�ient odrazu Rz
z hladkou funkí pro-m¥nnýh Ny, Nz a jeho absolutní hodnota je víemén¥ malá. Z radiálníhpro�l· vlnovýh £ísel Nx na Obrázku 4.10 vidíme, ºe se do plazmatu m·ºe²í°it pouze pomalá vlna, která bez p°ekáºek dosahuje entrální oblasti plaz-matu.Z pro�l· jednotlivýh sloºek elektrikého pole, které znázor¬ují Obrázky4.11, 4.12, 4.13, 4.14, 4.15 a 4.16, vidíme, ºe pomalá vlna v tomto p°ípad¥voln¥ prohází do plazmatu. Ryhlá vlna je evanesentní, a tedy p°i okrajovépodmíne Sy = 1, Sz = 0 se tém¥° ni nevybudí.Hlavní výsledky tvo°í prostorové spektrální hustoty vyza°ovaného výkonua výkon odraºený. Pro p°ípad fázování ∆ϕr = π dostáváme symetriké spek-49



Obrázek 4.2: Mapa reálné £ásti koe�ientu odrazu Rz
z.

Obrázek 4.3: Radiální pro�ly vlnového £ísla Nx pomalé a ryhlé vlnyvybuzené nedostate£n¥ zpomalenou dopadajíí vlnou s Ny = 0,151476a Nz = 1,54. Vlnová £ísla odpovídají p°ípadu prostorové rezonane.50



Obrázek 4.4: Radiální pro�l sloºky Ey vlny vybuzené nedostate£n¥ zpomale-nou dopadajíí vlnou s Ny = 0,151476, Nz = 1,54. Situae odpovídá okrajovépodmíne Sy = 0, Sz = 1.

Obrázek 4.5: Radiální pro�l sloºky Ez vlny vybuzené nedostate£n¥ zpomale-nou dopadajíí vlnou s Ny = 0,151476, Nz = 1,54. Situae odpovídá okrajovépodmíne Sy = 0, Sz = 1. 51



Obrázek 4.6: Radiální pro�l sloºky Ex vlny vybuzené nedostate£n¥ zpomale-nou dopadajíí vlnou s Ny = 0,151476, Nz = 1,54. Situae odpovídá okrajovépodmíne Sy = 0, Sz = 1.

Obrázek 4.7: Radiální pro�l sloºky Ey vlny vybuzené nedostate£n¥ zpomale-nou dopadajíí vlnou s Ny = 0,151476, Nz = 1,54. Situae odpovídá okrajovépodmíne Sy = 1, Sz = 0. 52



Obrázek 4.8: Radiální pro�l sloºky Ez vlny vybuzené nedostate£n¥ zpomale-nou dopadajíí vlnou s Ny = 0,151476, Nz = 1,54. Situae odpovídá okrajovépodmíne Sy = 1, Sz = 0.

Obrázek 4.9: Radiální pro�l sloºky Ex vlny vybuzené nedostate£n¥ zpomale-nou dopadajíí vlnou s Ny = 0,151476, Nz = 1,54. Situae odpovídá okrajovépodmíne Sy = 1, Sz = 0.
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Obrázek 4.10: Radiální pro�ly vlnového £ísla Nx pomalé a ryhlé vlny vy-buzené dopadajíí vlnou s Ny = 0,151476, Nz = 6,54. Je vid¥t, ºe zpomalenévlny musí p°ekonat velie úzkou evanesentní vrstvu na povrhu plazmatu- viz detail. Hodnoty Ny, Nz odpovídají hlavnímu maximu vyza°ování LHgrillu pro fázování ∆ϕr = π.

Obrázek 4.11: Radiální pro�l sloºky Ey vlny vybuzené dopadajíí vlnous Ny = 0,151476, Nz = 6,54. Situae odpovídá okrajové podmíne Sy = 0,
Sz = 1. 54



Obrázek 4.12: Radiální pro�l sloºky Ez vlny vybuzené dopadajíí vlnous Ny = 0,151476, Nz = 6,54. Situae odpovídá okrajové podmíne Sy = 0,
Sz = 1.

Obrázek 4.13: Radiální pro�l sloºky Ex vlny vybuzené dopadajíí vlnous Ny = 0,151476, Nz = 6,54. Situae odpovídá okrajové podmíne Sy = 0,
Sz = 1. 55



Obrázek 4.14: Radiální pro�l sloºky Ey vlny vybuzené dopadajíí vlnous Ny = 0,151476, Nz = 6,54. Situae odpovídá okrajové podmíne Sy = 1,
Sz = 0.

Obrázek 4.15: Radiální pro�l sloºky Ez vlny vybuzené dopadajíí vlnous Ny = 0,151476, Nz = 6,54. Situae odpovídá okrajové podmíne Sy = 1,
Sz = 0. 56



Obrázek 4.16: Radiální pro�l sloºky Ex vlny vybuzené dopadajíí vlnous Ny = 0,151476, Nz = 6,54. Situae odpovídá okrajové podmíne Sy = 1,
Sz = 0.trum s hlavními maximy v Nz = ±7, Ny = 0. Na Obrázku 4.18 vidíme, ºekrom¥ hlavníh maxim je zde i n¥kolik maxim vedlej²íh umíst¥nýh syme-triky kolem Nz = 0. Odraz je v tomto p°ípad¥ 25%. Je to pom¥rn¥ vysokáhodnota, ale nebyla zde provád¥na ºádná optimalizae vzhledem k pro�luhustoty plazmatu. Oblast nedostupnosti je zm¥tí pík· odpovídajííh pros-torovým rezonaním.D·leºitou kontrolou správnosti je kontrola zákona zahování energie, kterávyhází na 1% (porovnáváme dopadajíí výkon se sou£tem odraºeného výko-nu a výkonu p°eneseného, který získáme integraí spektra). Dal²í d·leºitoukontrolou je porovnání s 1D modelem. Na Obrázku 4.17 vidíme, ºe polohapík· °ezu (pro Ny = 0,1141) spektrální hustoty velmi dob°e souhlasí s jedno-duhou Brambillovou teorií (viz [3℄).LH grill se hlavn¥ pouºívá ke generai proudu a zde je nutné, aby m¥lospektrum o nejvy²²í sm¥rovost. Jako p°íklad uvedeme spektrum pro fázování
∆ϕr =

π
2
, viz Obrázek 4.19, pro které se hlavní pík nalézá v Nz = 3,22. Totospektrum má sm¥rovost 52% a odraz £iní 12%.
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Obrázek 4.17: Porovnání 1D spektra s °ezem 2D spektra pro Ny = 0,1141.
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Obrázek 4.18: Graf relativní spektrální hustoty pro ∆ϕr = π.
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Obrázek 4.19: Graf relativní spektrální hustoty pro ∆ϕr =
1
2
π.
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Záv¥rNumeriký program ps2d spl¬uje základní poºadavky, které byly stanovenyp°ed za£átkem jeho vývoje. Av²ak díky nep°edvídaným obtíºím p°i jehotvorb¥, obzvlá²t¥ ve fázi odla¤ování, nezbylo mnoho £asu na jeho optimali-zai, kterou nezbývá, neº provést v budounu. Do budouna se také po£ítás jeho dal²ím vylep²ením. Zejména se zahrnutím st°ihu magnetikého pole.Numeriké výsledky získané pro námi zvolený pro�l hustoty plazmatua intenzity toroidálního magnetikého pole tokamaku COMPASS beremejako p°edb¥ºné. Nebo´ zejména intenzita toroidálního magnetikého pole,jejíº hodnota v ose pr·°ezu nádoby £iní 2,1T , je vy²²í, neº ta, kterou jeCOMPASS reáln¥ shopen dosáhnout. Ov²em pro niº²í hodnoty magnetiké-ho pole (v kombinai s frekvení zdroje 1,3GHz) se oblast nedostupnosti jevíjako nep°ijateln¥ ²iroká. Toto pozorování otevírá prostor pro diskuzi, zda jesou£asný LH grill tokamaku COMPASS optimální a zda by bylo výhodnéjej nahradit grillem konstruovaným pro vy²²í frekveni zdroje, nap°íklad
3,7GHz. �e²ení této otázky si v²ak ºádá detailn¥j²í rozbor, ke kterému, jakdoufáme, program ps2d p°isp¥je.
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P°íloha
Obsah p°iloºeného CDK této prái je p°iloºeno CD, na kterém je uloºen zdrojový kód programups2d.
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