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Uvod

Myslienka kvantového Zenénovho javu pochadza zo Sestdesiatych rokov 20. storocia a po-
pulédrnou sa stala najmi potom, ako jej B. Misra a E. C. G. Sudarshan vymysleli stcasny
nazov. Spociva v tom, ze Casté meranie stavu nestabilného systému moze za urcitych pod-
mienok spomalit ¢asovy vyvoj tohoto systému. V limitnom pripade, tj. ak by meranie
prebiehalo ststavne, moze dojst k tomu, Ze systém bude zotrvavaf neustdle v povodnom
stave. Napriklad vhodny stistavne pozorovany nestabilny atém by sa nikdy nerozpadol.

Naopak, za urcitych podmienok moze dojst aj k opacnému javu, tj. Ze neustéle pozo-
rovany nestabilny systém okamzite prejde do nového stavu. Tento jav sa niekedy nazyva
anti-Zenonov alebo inverzny Zenoénov jav.

Z praktického hladiska moze mat tento jav velké uplatnenie. Okrem zrejmych aplikacii
typu ”zmrazenie castice” je to napriklad zachovanie koherencie pri kvantovom pocitani:
interakcie s prostredim zhorsuju ¢istotu stavov a predstavuju vaznu prekazku pri zachovani
superpozicie a entaglementu na dlhsi ¢as. O Zenénovom jave sa uvazuje ako o jednom z
moznych rieseni tohoto problému.

Problematika tizko stvisi s pojmom meranie a pozorovatelnd z kvantovej fyziky. Kedze
dodnes neexistuje uspokojiva tedria merania, spaja sa s tymito pojmami mnoho nejasnosti.

Experimentalna fyzika v nedavnej dobe pokrocila natolko, ze kvantovy Zenénov jav je
uz v dosahu stucasnych meracich metéd. Vicsina experimentov vSak prebieha priamo, tj.
nestabilny systém je silnou vizbou spojeny s makroskopickym pristrojom alebo je tento
systém vystaveny posobeniu elektromagnetickych vin (napriklad excitovany atém osvet-
fovany laserom). Takéto merania vSak predstavuji dramaticky zasah do systému a nie je
teda ani velkym prekvapenim, Ze priebeh rozpadu sa potom odlisuje od priebehu rozpadu
nepozorovaného systému. Preto je zaujimave sledovat snahu niektorych autorov o popis
a realizaciu nepriameho experimentu: meria sa negativny vysledok (tj., Ze systém sa uz
rozpadol) pomocou vonkajsich detektorov. Napriklad pri rozpade dochédza k vyZiareniu
foténu a okolo systému je stustava detektorov, ktora je schopné tento fotén zachytit. Popis
takéhoto experimentu vSak uz musi zahftiat aj presny popis mechanizmu interakcie a aj
samotného meracieho pristroja.

Matematicky zaujimavy je najméi popis sustavného merania, tj. ked sa ¢as medzi jednot-
livymi meraniami limitne bliZi k nule, hoci z fyzikélne hladiska je takéto meranie nemozné.
V realnom svete ma kazdé meranie urcittt dobu trvania, resp. prislusné interakcia zahtna
kone¢né mnozstvo energie. Tieto principialne obmedzenia frekvencie merani s désledkom
neurditosti ¢as/energia. Prakticky realizovat sa teda daji iba experimenty s kone¢nou frek-
venciou merani.

Otéazku praktickej realizacie sa vSak dalej zaoberat nebudeme a ststredime sa ¢isto na
matematicky popis problému.

Za konzultacie a poskytnuté materidly by som rad podakoval prof. RNDr. P. Exnerovi,
DrSec.



1 Casovy vyvoj

Pre popis ¢asového vyvoja kvantového systému sa zavadza pojem unitdrneho propagatora.
Je to mnozina {U(t, s) : s,t € R} unitarnych operatorov na Hilbertovom priestore H taka,
VAS

1. plati U(t,s)U(s,r) = U(t,r) pre vSetky r,s,t € R,
2. zobrazenie (s,t) — U(t,s) je silno spojité v R?.

Unitarny propagator {U(t, s) : s,t € R} sa nazyva aj evolucny operdtor, resp. operdtor
casovéeho viyvoja.

Stav systému v okamihu ¢ je reprezentovany Statistickym operatorom W;, resp. vek-
torom 1, ak sa jednda o Cisty stav. Predpokladame, Ze v ¢asovom intervale J sa systém
nerusene vyvija, tj. ze neprebehne zZiadne meranie. Potom pre vyvoj stavu tohoto systému
plati

W, =U(t,s)W,U(t,s)"", resp. o = U(t,s)s, (1)

pre vSetky s,t € J.

Systém sa nazyva konzervativny, ak jeho propagétor splia podmienku U(t + 7,5 +
7) = U(t, s). Ak je systém konzervativny, mozeme definovat mnozinu {U(t) : t € R}, kde
U(t) := U(t + 7, 7). Podla definicie je tdto mnozina jednoparametrické silno spojita grupa
unitarnych operéatorov. Podla Stoneovho teorému ku kazdej takejto grupe existuje prave
jeden samozdruZeny operator A taky, ze U(t) = €4 pre vietky t € R.

Zékladny dynamicky postulat hovori, Ze operator —A moZeme stotoznit s Hamiltonia-
nom systému. Propagator konzervativneho systému je potom pre vsetky ¢ € R urceny
vztahom

U(t) =e ", (2)

kde H je Hamiltonian systému.
Pre systém v ¢istom stave je teda Casovy vyvoj urceny rovnicou

W(t) = e "M, (3)

kde 1)y stav systému v case t = 0.

1.1 Nestabilné systémy

V prirode existuje mnoho nestabilnych systémov s réznymi mechanizmami nestability. Na-
priklad nabity pion, ktory sa rozpadne na mién a neutrino, excitovany elektron v atome,
ktory prejde do zdkladneho stavu, dokonca za nestabilny systém moZzeme povazovat aj
Casticu, ktora sa nachédza v ohranicenej oblasti priestoru, a moéze tuto oblast opustit.

Nestabilné systémy nemozeme povazovat za izolované a preto ich musime popisovat
ako stcast vicgieho systému S, ktory obsahuje povodny nestabilny stav ako aj vysledné
stavy po rozpade.



Na popis systému S sa teda zavadza Hilbertov priestor H, ktory obsahuje vlastny
podpriestor H, prislichajtci pévodnemu stavu pred rozpadom a sti¢asne podpriestor H:- #
0, do ktorého patria stavy po rozpade. Stavovy vektor pocas casového vyvoja nezostava
iba v podpriestore J{,, ale prechddza aj do podpriestoru H:.

Casovy vyvoj v H je uréeny unitarnym propagatorom U : U(t) = e 1 kde H je
Hamiltonian celého systému S.

Daélezitou vlastnostou propagatora U vsak je, Ze podpriestor H, musi byt neinvariantny
v U(t) pre kazdé t > 0. Ak by tato podmienka nebola splnend, k rozpadu by v uréitych
okamihoch nemohlo dojst.

V kvantovej fyzike je kazdé meranie reprezentované nejakym operatorom, v pripade ne-
stabilného systému zvycajne zistujeme, ¢i sa systém uz rozpadol, alebo este nie. Takémuto
ano-nie experimentu zodpoveda projektor, v naSom pripade je to projektor na podpriestor
H,. Po vykonani merania bude stavovy vektor systému patrit bud do priestoru H,, ak sa
systém este nerozpadol, alebo do podpriestoru H;-, ak sa uZ rozpadol.

Tvrdenie 1.1 Nech U je unitarny operator na Hilbertovom priestore H, I, je podpriestor
H a E je projektor na H,. Potom su nasledujice tri turdenia ekvivalentné:

1. H, aj H* si invariantné v U,
2. projektor E komutuje s U,

3.V = EU | H, je unitarny operdtor, tj. VV = VV* = I,, kde I, je jednotkovy
operdator na IH,.

Z tvrdenia (1.1) vyplyva, Ze nutnou podmienkou pre to, aby sa jednalo o nestabilny
systém je, ze operatory U; a E spolu nekomutuju pre vsetky ¢ > 0. Z toho a z definicie pro-
pagatora U (t) dalej vyplyva, ze v tom pripade operator £ nekomutuje ani s Hamiltonidnom
systému H.

Casovy vyvoj samotného nestabilného systému je potom uréeny redukovaniym propagd-
torom

V. V()= EU®) | H, (4)

kde E je projektor na H,.
V (t) je silno spojité funkcia, ||V (t)|| <1 a pre vsetky t € R

V(1) = V(=) (5)

PretoZze sa jednd o nestabilny systém, podla (1.1 bod 3) operator V (¢) nemoze byt
unitarny. Z toho a z (5) dalej plati, Ze operator V(t) nemdze spliat axiém grupového
nasobenia V(s)V(t) = V(s +t),s,t € R. Redukovany propagator V(¢) teda narozdiel
od propagétora U(t) netvori grupu. Za ur¢itych podmienok vSak mozZe tvorif pologrupu
(V(s)V(t) =V (s+1t); s,t >0).

Ak bol systém v ¢ase t = 0 v Cistom stave ¢ € H,, potom definujeme rozpadovy zdkon
takto

Py(t) = [IV(@)YII* = IEU )y |I*. (6)
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Rozpadovy zakon udéva pravdepodobnost néjdenia systému v povodnom stave, ak k
meraniu dojde v case t.

Tvrdenie 1.2 Pre vietky ¢ € H, je rozpadovy zdkon Py (t) spojitd funkcia a plati
0 < Py(t) < Py(0) =1.

V pripade, ze podpriestor H,, je jednorozmerny a jeho bazou je jednotkovy vektor 1,
mozeme redukovany propagétor vyjadrit ako

V(t) =v(t)E, (7)
kde v(t) = (¢, Up)) a E = (1, .)1. Pre rozpadovy zédkon potom dostavame vyraz

Py(t) = o@)]* = [(, U®)D) . (8)



2 Zenonov jav

2.1 Opakované merania

Nech S je nestabilny systém, v ktorom prebehne n merani, v ktorych zistujeme, ¢ je
systém stale nerozpadnuty. Nech merania prebehna v ¢asoch ¢/n,2t/n,... t. V pripade,
ze vysledok merania je kladny, tj. systém je nerozpadnuty, stavovy vektor bude po merani
patrit do priestoru H,, ale nemusi sa zhodovat s pévodnym stavovym vektorom na zaciatku
experimentu. Pravdepodobnost toho, Ze systém bude po prebehnuti vSetkych merani, tj. v
case t, nerozpadnuty je

M(t) = Py(t/n) Py, (t/n) ... Py, ,(t/n), (9)

kde v; st stavové vektory po prebehnuti ¢:-tého merania, tj. normalizované vektory
EU(t/n)y;_1. V pripade, ze priestor H, je jednorozmerny, dostavame

M(t) = (Py(t/n))". (10)

Pravdepodobnost rozpadu teda zavisi hlavne na tvare rozpadového zakona P, (t). Vsimnime
si, Ze ak ma rozpadovy zdkon ¢isto exponencialny tvar, tj. Py(t) = e 't tak pravdepodob-
nost rozpadu po n meraniach bude mat rovnaky exponencidlny tvar

M(t) = (e m/m)" = e

Vo mnohych pripadoch vsak dochadza k malym odchylkam od ¢isto exponencialneho prie-
behu a tie maja pri tomto jave klucovu tlohu.
Dalej budeme zistovat, ¢o sa stane, ak bude poc¢et merani nekonec¢ny, tj. hfadame limitu
lim M(t). (11)
Tvrdenie 2.1 Nech f: [0,+00) — R je spojitd funkeia, f(0) =1 a nech existuje f(0+).
Potom pre vsetky t > 0 plati

lim f(t/n)" = e/OHt, (12)
Dokaz:
Z definicie limity zprava ku kazdému ¢ > 0 existuje ¢y také, ze pre vsetky 7 € (0, to]
plati
— £(0 .
L AD=SO sy <

Po tprave dostavame [f(0) = 1]

1+ 7[f(0+) —¢] < f(7) < L+T[f(0+) +¢].
Pre kazdé ¢t > 0 existuje ng také, ze pre vSetky n > ng patri ¢/n do intervalu (0, to]. Teda
pre vSetky n > ng

t[f(0+) + €]

(t/n) < 14 =,

- t[f(O—l—) —6} y

n



Po umocneni

(1 + —t[f(oz) i )n < flt/n)" < (1 + t/04) +¢] )”7

n

a urobeni limity n — oo dostavame

et[f(O—',—)—s] < lim f(t/n)” < et[f'(O—i-)—l-s]‘

n—oo

Tato nerovnost plati pre vSetky € > 0, takze

O+~ < 1 n < inf ot (0+)+e]
supe < lim f(t/n) _;1>1£e :

>0 n—00
Dostavame teda nerovnost

O+ < lim ft/n)" < et/ O,

n—oo

Z c¢oho je zrejme, Ze

lim f(t/n)" = e/OH",

n—oo

4

Vznik Zenénovho javu teda zavisi od derivécie zprava rozpadového zékona Py (0+). V
pripade P¢(0+) = 0 dochédza k Zenénovmu javu, systém sa nikdy nerozpadne, v pripade
P¢(0—I—) = —oo k anti-Zenénovmu javu, tj. systém sa rozpadne okamzite. Rovnaka situacia
nastane aj pre dim H, > 1, akurdt derivacia Pw(O—i—) musi maf uvedent vlastnost pre
vsetky ¢ € H,.

V pripade, Ze sa jednd o viacrozmerny systém vSak moZe nastat aj komplikovanejsia
situacia. Napriklad kombinécia Zenénovho a anti-Zenénovho javu. Nech n = 2 a nech H; a
JH, st Hilbertove priestory, H; a Hy Hamiltonidny na tychto priestoroch a P, a P, rozpadové
zékony na jednotlivych systémoch. Predpokladame, ze dimenzia prislusnych nestabilnych
podpriestorov je dim H,; = dim H,y; = 1 a plati P,(04) = 0 a P»(0+) = —oc. Uvazujeme
kombinovany systém H; ® Hs, s hamiltonidnom H; ® Hs. Pociato¢ny stav takého systému
je vo vSeobecnosti linearna kombinacia 1 = c19 + cotbe, 91 € H, s € H. Ak zacneme
nepretrzite merat stav systému, zlozka v); sa bude stale zachovavat a zlozka 1, okamzite
zmizne.

2.2 Kratkodoby Casovy vyvoj

2.2.1 Motivacia

Zo mnozstva experimentalnych tdajov vieme, ze vicsina nestabilnych systémov v prirode
sa rozpada exponencialne, tj. priebeh rozpadového zakona méa tvar

P(t) =e (13)
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Po zderivovani dostavame

P(04) = -T. (14)
Na prvy pohlad sa teda zd4, Zze k Zendénovmu ani k anti-Zenénovmu javu nemoze pri
takomto rozpade ddjst.

Problém vsak spociva vo fakte, ze tvar rozpadového zakona pozname iba z experimen-
talnych udajov. Kazdé meranie ma konecné casové rozliSenie. Tvar rozpadového zakona
teda mozeme namerat iba s urcitou presnostou. Vieme, Ze pre dostatocné velky cas ¢ sa
blizi exponenciale. Ako vyzera tento zakon a jeho derivacia v ¢ase t = 0 vSak z nameranych
udajov zistit nedokézeme.

Pozrime sa teda na tvar rozpadového zakona pre malé ¢asy 7 — 0. Vychadzame zo
vztahu (8). Ozna¢me x(t) := U(t)y. Predpokladajme dalej, Ze na nejakom okoli bodu 0
existuji derivécie x(t),X(t), X (). Pomocou Taylorovho rozvoja modzeme potom vektor x(t)

vyjadrit ako
2

X(r) = X(0) + 7(0) + ZX(0) + O(+*),
Skalarny sucin A(7) = (x(0), x(t)) ma tvar

7_2

A(m) = (x(0), x(8) = 1+ 7(x(0), X(0)) + = (x(0), %(0)) + O(*).

Vektor x(t) je normalizovany, plati teda

_dix@®1* _

0
dt

(x(0), %(0)) + (x(0), x(0)) = 2R(x(0), x(0)).
Vyraz (x(0), x(0)) je teda ¢isto imaginarny. Podobne dostaneme dal$iu rovnost

a O

0
dt?

2[(X(0), X(0)) + R(x(0), X(0))].

Nakoniec moZzeme vyjadrit rozpadovy zdkon P(t) = |A(t)|?, pricom vyuZijeme predchidza-
juce dve rovnosti

P(t) = 1 +7|(x(0).%(0) + (X
)

= 1 427 Re(x(0), %(0)) + 72 [|(x(0), X(0))* + Re(x(0), %(0))] + O(~*
( x(0))

Rozpadovy zakon pre 7 — 0 méa teda kvadraticky charakter

P(r) =1—kr* +0O(7%), (15)



kde konstanta £ je
k= (x(0), %(0)) — [i(x(0), x(0))] " (16)

Z tvrdenia 1.2 dalej vyplyva
k> 0.

Zo vztahu (3) mozeme vyjadrit deriviciu funkcie x(t) ako
X(t) = —iHe "Hep = —iHy(t).

Pre cas t = 0 dostavame vyraz
X(0) = —iHy.

Dosadenim do (16) ziskame

k= (—iHp, —iHY) = [i($, —iHY)]* = (o, H) — (4, )
Takze pre konstantu k plati nasledujuci vztah
k= (AHY = (H2), — ()2, (17)

Konstanta k je teda vlastne disperzia Hamiltonidnu v pociatoénom stave 1. Zo vztahu (15)
plynie ‘

P(1) =1 -2kt + O(7?).
Aby doslo k vzniku Zenénovho javu, staci ak £ < oo. Kedze k£ > 0, dostavame nakoniec

podmienku
(H?),, < oo. (18)

Predpokladom preto, aby sme mohli v predchéddzajicom odvodeni urobit Taylorov roz-
voj je existencia niekolkych kone¢nych derivéacii vyrazu (x(0), x(t)) = (1,e *H1)) v bode
t = 0. PretoZe propagator U(t) = e~ je diferencovatelny, plati

UM (t) = (—iH) e ",

avcaset=0
UM (0) = (—i)*H*.

Aby boli derivacie %(X(O),X(t)) kone¢né, musia byt konecné vyrazy (v, H*). Tento
predpoklad je teda predpokladom o pociato¢nom stave 1. Podobne aj podmienka (18) je
podmienkou pre 1.

Vidime teda, ze vznik Zendénovho javu zavisi na 1. Ak st splnené predpoklady, krat-
kodoby ¢asovy vyvoj nema exponenciondlny, ale kvadraticky charakter. Podmienka (18)
odvodend v tejto casti je sice postacujica, nie je vSak nutna. V dalSej casti ukdzeme, ze

nato, aby P(0+) = 0, stacia aj slabsie predpoklady.
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2.2.2 Podmienky vzniku Zenénovho javu

Ako sme videli v predchadzajucej casti, kratkodoby c¢asovy vyvoj suvisi s pociato¢nym
stavom 1. Dokladnejsia analyza problému ukazuje, ze rozhodujica je stredna hodnota
energie.

Definicia 2.1 Hovorime, Ze ¢ je konecne-energeticky stav, ak integrdl

(1o = (0. 10) = [ (0. B0) (19)
konvergugje, kde E\ je rozklad jednotky prisluchajici Hamiltonidnu H.

Oznacme si dalej Hy = [; MEy a H = — [; AE\. Mozeme pouzif vyjadrenie H =
H.+H_a|H|= H,— H_. Podmienka konvergencie (19) je potom ekvivalentné nerovnosti

(Hy = (|H [y + {[H-[)y <00
Veta 2.1 Ak ¢ je konecne-energeticky stav, tj. ak (|H|), < oo, plati
P,(0) = 0.

Dokaz:

Ozna¢me
pu(t) = (4, V(0)9)|* = |(, Ut)y)]*.

Zo Schwarzovej nerovnosti dostavame

(@, VO < [PIFIV©I® = V@)l

a teda plati
0 <py(t) < Py(t) <1

Vieme, ze py(0) = Py, (0) = 1, sta¢i ndm teda overit, ze p,(0) = 0.

Pretoze
—iAt)

— ‘ _ ,L')\e—ikt

e Y

a 1) je koneCne-energeticky stav

/R (W Bxth) < oo,

su splnené predpoklady pre zamenu integralu a derivacie vo vyraze

—iAt
& ]Re d(wa EMD)
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Pre derivéciu skalarného staéinu (¢, U(t)1)) potom plati

d

GO U0 =i [ e N, Ew)

R

A dalej pre derivaciu py(t) dostavame

polt) = (0 U0 T =2 Im [0 07 (0)0) [ AeNd(w, By

R

Konkrétne v ¢ase t = 0 plati

py(0) =2 Im/R)\d(w, Exib) =2Im(H) =0
O

Ak je teda pociatocny stav systému konec¢ne-energeticky, dochadza pri neustalom pozo-
rovani systému k Zenénovho javu. Poznamenajme este, Ze ani tato podmienka nie je nutna
a existuji nekonec¢ne-energetické stavy, ktoré splihaju P(0) = 0.

2.2.3 Podmienky vzniku anti-Zenénovho javu

Uvedieme vysledky z [6]. Nech E# je rozklad jednotky prisluchajici Hamiltonidnu H a
dw(A) = d(y, E{').

Najprv uvedieme vysledok pre jednorozmerny pripad.

Veta 2.2 Nech nestabilng podpriestor H,, je jednorozmerny. Ak ¢ splria pre vsetky N € R
a lubovolné ¢ >0 a a > 1

/_ 3 A2dw()) /_ ! dw()) — ( / ) )\dw()\)>2 > cNe (20)

N N -N
potom P(0+) = —oc.

Vyraz (20) mozeme vyjadrit aj v inom tvare. Zavedieme operdtor Hy := HzEn(Ay) a
operator Iy := Ey(Ay), kde Ay = (=N, N). Ey predstavuje vlastne energeticky filter.
Nerovnost (20) je potom ekvivalentna

(HY)y(In)y — (Hy)5, > cN®

Vsimnime si podobnost s vyrazom (17).
Podmienka pre viacrozmerny pripad je podobna.

Veta 2.3 Nech nestabilny podpriestor H, je viacrozmerny. Ak existujii ¢ > 0 a a > 1
take, Ze pre vsetky v € H, a pre vsetky N € R plati

(&, HYy PInv) — ||PHyo||* > eN® (21)
potom P(0+) = —oc0.
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Nerovnost (21) moézeme vyjadrit aj ako
<H]2\/'P[N>1/; - <HNPHN>¢) Z cN®

Otéazkou vsak zostéva, ¢i st takého stavy fyzikalne realizovatelné. Pri merani ur¢ujeme
pravdepodobnost, Ze hodnota pozorovatelnej, v nasom pripade energie, patri do nejakej
mnoziny M. Po vykonani konecného poc¢tu merani vSak nemozeme urcit, ¢i integraly z
predchadzajuicich viet konverguji alebo diverguji. TakZe uZ z principialneho hladiska sa
nedd odpoved na tuto otazku overit experimentéalne.
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3 Dynamika Zenonovho javu

Kvantovy Zenénov jav sposobuje, ze systém zotrvava v povodnom nerozpadnutom stave.
Otazkou je, aky je ¢asovy vyvoj tohoto stavu, tj. aka je jeho dynamika.

Budeme dalej predpokladat, Ze Hamiltonian H je pozitivny. Tato poziadavka sa da
roz$irit na poziadavku, aby bol Hamiltonidn zdola ohrani¢eny (resp. zhora ohraniceny, ale
takyto Hamiltonidn nema4 z fyzikalneho hladiska vyznam). Potom sta¢i namiesto povodného
Hamiltonidnu pouzif posunuty Hamiltonian, ktory uz bude pozitivny:

H =H+cl,

kde I je jednotkovy operator a c¢ je vhodna konstanta.
Matematicky sa da problém dynamiky Zendnovho javu formulovat takto: za akych
podmienok a v akej topoldgii existuje limita

(Eeth/nE)n _ eitHE/n, (22)

kde n — oo?

Jednou z otazok je, aky je vlastne tvar operatora Hp. Prirodzenou domnienkou je,
7e Hp = EHE. Takyto operator vSak nemusi byt samozdruzeny, dokonca v niektorych
pripadoch ani uzavrety. Je to sposobené faktom, ze operator H je neohrani¢eny a teda
operator HE sice uzavrety je, ale EH uz uzavrety byt nemusi. Ak je operator £ H E husto
definovany, plati EHE C (EHE)*, je teda symetricky a moZeme sa pokusit najst nejaké
samozdruzené rozsirenie.

Ukézeme, 7ze vhodnym kandiddtom je husto definovany operator Hy = (v HE)*(vVHE).

Tvrdenie 3.1 (/3/, veta 7.2.11) Nech T je uzavrety linedrny operdtor. Potom T*T je
pozitivny samozdruZeny operdtor.

KedZe operator H je samozdruzeny, je samozdruzenym aj operator v/ H. Dalej plati
Dom(H) C Dom(v/H). Operator v HE je uzavrety, spliia predpoklady predchadzajiceho
tvrdenia a teda operator (v H E)*(v HE) je pozitivny a samozdruzeny. Jedna sa o rozsirenie

operatora FHE:
EHE ¢ EVHVHE C E*(VH)"VHE.

Z vlastnosti neohrani¢enych operatorov za predpokladu, Zze v/ H E je husto definovany plynie

Celkovo teda
EHE C (VHE)*(VHE).
Vsimnime si dalej, ze unitarny operator e=“## je rovnakym operatorom aj na podpries-
tore EH. Na priestore H musi potom platit e~#5 = e~ g ([ — E).
Zaujima nas vyvoj na podpriestore £H, limitu (23) prepiSeme teda na tvar

(Eeth/nE)n N 6iHEt/nE7 (23)
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Predpokladé sa, Ze za uvedenych predpokladov limita (23) existuje v silnej topoldgii.
Dokaz tohoto tvrdenia vSak doteraz neexistuje. Existencia bola dokédzana iba za urcitych
dalsich predpokladov. Uvedieme doterajsie vysledky ([4],[5]).

1. P je kone¢nerozmerny projektor

V tomto pripade limita (23) existuje dokonca v rovnomernej topoldgii.

Veta 3.1 Nech H je pozitivny samozdruZeny operdtor na separabilnom Hilberto-
vom priestore H a E je konecnerozmerny ortogondlny projektor v H. Ak Hp =

(\/ﬁE)*(\/ﬁE) je husto definovany, tak plati
u- lim (Eemp)n = ¢tHe/np, (24)

n—oo

rovnomerne v t € [0,t] pre lubovolné ty > 0.

Dokaz:

Bez ujmy na na vseobecnosti predpokladajme, ze Hamiltonian H je striktne pozitivny.
Dalej z faktu, ze Hy je husto definovany a uzatvoreny a projektor E je kone¢neroz-
merny plynie, ze Dom(Hg) = H. Podla vety o uzavretom grafe je potom operator
Hp ohraniceny.

Dokaz sa sklada z dvoch casti. Najprv dokazeme existenciu limity

H Ee—z‘tHE _ Ee—itHEE
t

lim
t—0

H ~0. (25)
a z nej potom samotné tvrdenie vety.
Pri dékaze (25) najprv ukézeme, ze pre vSetky f, g € H plati

1o (B, Be " Eg) — (Bf, Eg) + it(VHEf, VHEg)

t—0 t

=0. (26)
Prvé dva vyrazy v ¢itateli mozeme upravit ako
(Efa Ee_itHEg) - (Efa Eg) = (Ef’ [e_itH - I]Eg>

Pretoze operator H je striktne pozitivny, existuje operator H~!. Operatory H, H~!
a [e7™ — J] spolu komutuji a preto mdzeme vyraz dalej upravit

(Bf, [~ — I|Eg) =
= (Ef.[e*" ~ [H'HEg) = (Ef. [ — [|H'VAVHAEG) =
= (Bf.VH e — 1\H-VHEg) = (VEES | — 1| H~ 'V Ey).

Pre limitu (26) teda ziskame vyraz

oy (181 [ ).
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Vsimnime si vyraz v hranatej zatvorke, jedné sa o funkciu operatora H tvaru

fo) = re(0,00)
r)—= ——- VA T O
t:L' b) b

lim f(x) = 0.

t—0

Funkcia f(z) je ohranic¢ena a podla ([3] Veta 9.3.3d) plati

efitH — I
s—%gré O +1=0.

Konecéne dostavame
e—itH -1
tH

lim (\/EE f, [ + z} \/ﬁEg) —0.
Vztah (26) teda plati.

Rovnakym spdsobom sa dé dokézat platnost vztahu (26) aj pre operator Hg, tj. pre
vsetky f,g € H plati

iy (B Ee 2 Eg) — (Bf, Eg) + it(VHpEf, vVHiEg)

t—0 t

— 0. (27)

Dalej si viimnime, ze (VHEf,vVHEg) = (VHgEf,~/HgEyg):
(VHEf VHEg) = VHEEf,VHEEq) = (VHE)*VHEE, Eg) = (HpEf, Eq),
(VHgEf,\/HpEg) = (\V/Hg)'\/HpEf, Eg) = (HpEf, Eg).

Mézeme urobit rozdiel vztahov (26) a (27)

. (Ef, [Ee”™E — Ee"HEE| Eg)
oy t

~0. (28)

Tento vztah plati pre vSetky f, g € H. Vektory E f a Eg¢ patria do kone¢nerozmerného
podpriestoru EH. Pre vSetky vektory z tohoto podpriestoru plati (28) a to je vlastne
limita v slabej topoldgii

. EBe tHEp _ RBemitHe |
w-lim =

t—0 t

0.

Na konecnerozmernom priestore su slaba a rovnomerna topoldgia ekvivalentné, na
priestore B(EXH) teda plati

EefitHE _ EefitHEE
t

lim H =0
t—0
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a pretoze vyraz v norme obsahuje z pravej aj z lavej strany operator F, plati tento
vzfah aj na B(H). Tym sme dokézali platnost limity (25).

tH

Pretoze e a e™= g1 unitarne operatory, plati

[Eem™ E| < |IE|le”™ ||| E]] =1,

[Ee=* e E|| < |IE|le~* 2| E|| = 1.

Pre ohrani¢ené operatory A a B s normou ||A|| <1, ||B|| <1 plati

Jar = B = || S ara - mypt| < 3 A A - BB < nllA - B
j=1 j=1

Dosadenim A = Ee 1/"E B = Ee~#e/"E dostavame

H —th/nE (Ee—itHE/nE)n
< n”EeﬂtH/nE _ EefitHE/nEH _ t‘

Ee*itH/nE_Ee—itHE/nE
t/n .

Na posledny vyraz moézeme pre n — oo pouzit vztah (25) a celkovo plati

lim || (e~ /" E)" — (Be % )"

n—oo

=0 (29)

Operator Hg je ohraniceny, plati teda

—itHE _ . lim Z (—it) H), = u-lim Z (—it) [(VHE)*VHE]’,

n—oo n—oo

a pretoze E(VHE)" = (VHEE)" = (VHE)" operdtor Ee™"'# E mozeme upravit
Ee e[ —
= wlinn, o B[1+ S, (it (VI E)VITE] | B
= wlim, o [+ S0, (it [(VAEy VAE) | E =

— wlimy, oo | B — T+ X" o(=it)i [(VHE)*VHE] ]
=(E—D)E+e "M = ¢ e,

S vyuzitim predchddzajiceho vztahu upravime vyraz (Ee~*He/mE)"
(Ee—itHE/nE)n — Ee—itHE/nEe—itHE/n o e—itHE/nE — (e_itHE/n)nE — e_itHEE.
A nakoniec dosadenim do (29) dostaneme tvrdenie vety

lim H th/nE fthEEH -0

n—oo
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2. Konvergencia v slabsej topologii

Definicia 3.1 Priestorom L2 ([0, 00),H) = L% ([0, 00))Q@H nazjvame priestor silno
meratelngch funkcii v : [0, 00) — H takych, Ze ||v(t)|| je lokdlne kvadraticky integro-
vatelnda. Topologia je indukovand systémom seminoriem v +— (fOTl lv(t)||?dt)"/?, kde
{T;}52, je spocitatelnd mnoZina rasticich kladnyjch cisel takych, Ze lim;_ <., 1) = oo.

Interval [0, 00) z definicie povazujeme za definiény obor ¢asovej premenej ¢t. Systém
seminoriem zahftia v sebe ¢asovy spriemerovanie normy operatorov v(t). Konvergen-
cia v tomto priestore sa teda lisi od konvergencie v operatorovej norme tym, ze staci
aby konvergovali tieto priemerné hodnoty normy.

Veta 3.2 Nech H je pozitivny samozdruzeny operdtor na separabilnom Hilbertovom

priestore H a E je ortogondlny projektor v H. Ak Hy = (VHE)*(vVHE) je husto
definovany, tak pre kaZdu v € H plati

lim (Ee/mE)ny = etHe/n Ey), (30)

n—0oo

v topoldgii L2 ([0, 00), H).

loc

Napriek tomu, Ze z matematického hladiska je konvergencia v L2 ([0, 00), H) slabsia
ako silné konvergencia, z fyzikalneho hladiska ju moézeme povazovat za dostacujicu.
Je to sposobené faktom, ze kazdé skutoéné meranie, tj. aj meranie Casu, je zafa-
zené chybami a pri experimente ur¢ujeme priemerni hodnotu meranej veli¢iny, teda

robime ¢asovy priemer (viz. [4], Remark 2.5).

3. Predpoklad energetického filtra

Veta 3.3 Nech H je pozitivny samozdruZeny operator na separabilnom Hilbertovom
priestore H, Ey je spektralna miera prislusnd H a E je ortogondlny projektor na
uzatvoreny podpriestor v H. Ak Hp = (VHE)*(VHE) je husto definovany, tak plati

s-lim (EEg([0,mn/t)e™ /" E)" = e/ p, (31)

n—oo
rovnomerne v t € [0,t] pre lubovolné ty > 0.
Projektor Ey ([0, 7n/t) sa da fyzikalne interpretovat ako energeticky filter. Pred kaz-
dym meranim stavu systému (okrem prvého) sa vykona eSte meranie energie. Ak

namerand hodnota patri do intervalu [0, 7n/t), experiment pokracuje dalej, ak nie,
experiment konci. Takyto model vsak uz predstavuje modifikovany Zenonov jav.
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4. Silnejsie predpoklady pre H

Veta 3.4 Nech H je pozitivny samozdruZeny operdtor Hilbertovom priestore H a E
je ortogondlny projektor na uzatvoreny podpriestor v H, Hp = (\/EE)*(\/FE) Ak
RanE C Dom(vH), tak plati

s- lim (Be™/mp)" = e p, (32)

n—od
rovnomerne v t € [0,t] pre lubovolné ty > 0.

Ak prijmeme eSte silnejSie predpoklady pre H, da sa dokézat, Ze limita existuje aj v
operatorovej norme.

Veta 3.5 Nech H je pozitivny samozdruzeny operdtor Hilbertovom priestore H, E
je ortogondlny projektor na uzatvorenyj podpriestor v H, Hy = (vVHE)*(vVHE) a
RanE C Dom(vVH). Ak je dalej operdtor HE kompaktny alebo plati RanE C
Dom(H*®) pre nejaké a € (3,1], tak plati

u-lim (Ee™/"E)" = tHEing, (33)

n—oo

rovnomerne v t € [0,t] pre lubovolné ty > 0.
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