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Pravodce znacenim

(|)o symetrickd nedegenerovana ad-invariantni bilineadrni forma na Lieové al-
gebie 0 Drinfeldova doublu D

f:X =Y :x— y zobrazeni f mnoziny X do Y pfifazujici prvku x prvek y
T, X tefny prostor k varieté X v bodé =
T.f tefné zobrazeni k zobrazeni f v bodé x
Oap = T(o,r)p Oa
Oap! p-ta slozka vektoru d,p
Span(R) linearni obal mnoziny R
Ly : h — gh levé nisobeni v grupé, nebude-li fe¢eno néco jiného
Ry : h— hg pravé nisobeni v grupé
Ad, ad - Bud H Lieova grupa, b jeji Lieova algebra, g € H. Pak definujeme:
ea,:=L;oR;n=Rj10L,: H—H
e Ad: H — Aut(h) : h— Ady, :=Teap
e ad:=T.,Ad:h — End(h) : X — adx
e V.g= (Tng) V,proVeT.H
e g-V=(TuLy) V,proVeT,H

Tedy Ad,X =g-X g7, adxY = [X,Y].

At AT transponované zobrazeni nebo transponovana matice k zobrazeni nebo
matici A

Ran f obor hodnot zobrazeni f

n={1,...,nfCN,proneN

x# = (20, 21) = (7, 0) prostorofasové proménné

Xlo=0, X|p, koeficient u nulté mocniny 6, resp. u 64, v rozvoji superpole

x = (1,0) = (29, 2!) prostorotasové soufadnice, soufadnice na 3



Kapitola 1
Uvod

Cilem této prace bylo seznamit se s kanonickou formulaci Poisson-Lieovy T-
Plurality a pokusit se nejprve rozsitit na supersymetrické o-modely samotnou
transformaci a poté i jeji kanonickou formulaci.

Prvni ¢ast prace tedy obsahuje stru¢né shrnuti zdkladnich nezbytnych pojmi
a fakti a prehled konstrukce Poisson-Lieovy T-Plurality.

Druhé ¢ast se snazi o pochopeni pojmu supersymetrie a jeji souvislosti s ve
fyzice béznymi symetriemi. Je zapotiebi zavést nové pojmy, jako je napiiklad
superalgebra, superprostor, ¢i superpole. Dale je uvedeno, co je to supersy-
metricky o-model, jak se s nim pracuje, jak vypadaji jeho pohybové rovnice.
Nasleduje zobecnéni Poisson-Lieovy T-Plurality a nakonec diskuze kanoni¢nosti
této transformace.



Kapitola 2

Klasicky pripad

2.1 Zakladni pojmy a oznaceni

2.1.1 Drinfel'dtv double

Drinfeldiiv double D je Lieova grupa jejiz Lieova algebra 0 je jakoZto vektorovy
prostor direktnim souc¢tem dvou svych podalgeber g, g, které jsou ob& maxi-
mélneé izotropni vzhledem k symetrické nedegenerované ad-invariantni bilinearni
formé (| ), definované na 9. Maximalni izotropie znamena:

(Do [gxg=0

a pro kazdy dalsi podprostor V' C 0 plati
(I lvxv=0 & gCV)=g=V.

Tj. forma je na g x g nulovd a g je ve smyslu inkluze nejvétsi podprostor s
takovouto vlastnosti. Pro g zcela analogicky. Ad-invariance formy je nasledujici
vlastnost:

VX,Y,Z € d({adxY | Z)o + (Y | adx Z)» = 0),

z ¢ehoz plyne
Vd € Ran (exp”)VX,Y € 0((AdyX | AdaY)o = (X | Y)a),

kde exp? : 0 — D je exponencialni zobrazeni.

Oznatme G, G C D souvislé Lieovy podgrupy Drinfeldova doublu p¥islugné
podalgebram g, g. (Déle v textu tento fakt vzdy bude vyjadfen prostd obrazkem
D= (G,é)) Potom existuje W okoli jednotky v D takové, Ze kazdy element
l € W lze jednoznacné rozlozit | = gﬁ, kde g € G, h € G. Drinfelditv double m4
vzdy nutné sudou dimenzi a dimG =dimG = m € N.

Baze (T,)aem C 8, (T?)pem C @ vybirdme dualni ve smyslu

(TalT")o = 6. (21)
Potom z diavodu ad-invariance formy (| ),

(70, 1] = fo T & [TT") = J*T°) = [T, ) = fT - fi°T. (2.2)



Dale se budou hodit nasledujici definice
t t
Ady = ( a'(g) b (9% )

necht je matice adjungované reprezentace grupy G na 9 v bazi (T, fb), czn.
g ' Tg =a,lTy, g_lf”g = b7y, + d“bfb.
e(g) =TyLy : TG — g, e Ty =ed,

va(g) == (TeLg)Ta e T,G, V0, =v,.

(Tj. v, je levoinvariantni vektorové pole na G.)
D muze dopoustét i jiny rozklad 9 =g+, D = (G, G). Baze (T,)aem C 8,
(T*)qem C g jsou s bazemi algeber g, g svazany linearni transformaci

T, = Kabfb + QabTb, Ta = Rabfb + SabTb (23)

Pokud cheeme, aby platily vztahy analogické vztahtim (2.2) je nutné pozadovat
dualitu bazi algeber g, g ve smyslu (2.1). Tj.

P K Q *1_ st Qt
<Ta|Tb>D _5ga ( R S ) - ( Rt Kt >

[fa; fb] = A(fbfcv [Ta’ Tb] = fngcv [Ta’ fb] = ﬁ;lcTC - _;)Icfo
A zcela analogicky definujeme matice a, /b: c/l\ pole v, i vielbein €.

2.1.2 o-model

Klasicky nelinedrni dvoudimenzionalni o-model je teorie pole ve tvaru
¢:(3,nw) — (Mg, B) € C%,

kde ¥ je dvoudimenzionalni diferencovatelné varieta s metrickym tenzorem 7 a

metrickou formou objemu w a M je varieta s metrickym tenzorem g a 2-formou
B. Akce, definujici dynamiku systému, se zavadi nasledujicim integralem:

Sy = / [n“b(gp*g)ab —l—w“b(cp*B)ab}w = /ﬁw.
Tedy hustota lagranzidnu

L =08 (£)0ap" " + w™ B (9)0a " pp”

a pohybové rovnice maji tvar
a v 1 a4
Do (B 0o p") = 5 8ap.nDae ™0™ Dpp” +

1
+0a(Buw™ ") = 5 Bap,udapw™ 0y = 0.



V této praci ! ¥ = R? s Minkowského metrikou 1 = dr ® dr — do ® do a
formou objemu w = d7 A do. Tedy

v

L= g,0:¢" 09" — 8, 050" 05" — 2B, 0-¢" 050
V soutadnicich svételného kuzele &1 := 1(7 + o)
L= Fudyoo_g"
a pohybové rovnice zni
040 +Th 0, 0%0_¢" =0,

kde
1
Fi=g+B & I'fy= §gup(Fp,@,a + Fopp = Fapp)-

2.2 Poisson-Lieova T-Pluralita

Méme-li o-model
p:Y—G, (2.4)

kde G je Lieova grupa a existuje Drinfeldav double D = (G, é), s hustotou
lagranzianu

L= Fu,0.0"0_¢",
muzeme L piepsat ve tvaru
L=Eulg '0+9)" (97 0-9)",
kde
(97'0+9)" = e, 010"
Potom pokud plati
E=(a'E;'a+10) ", kde TT = a'b (2.5)

a Ey je konstantni matice, pohybové rovnice o-modelu (2.4) se daji zapsat ve
tvaru

O_AF — 0, A; — [P AT AT =0, (2.6)
kde
A¥ = —Boolg™'0,9)", (2.7)
A7 = +Ea(90-9)", (2.8)
protoze plati
(S0, F)w = Frav f0) Fpu, (2.9)

a jsou obsazené v rovnici na Lieové algebie Drinfeldova doublu 041 -171 € £+
(tji. (0+1-17EF )y =0),kdel=gh: ¥ — D, gc G, heG,p=g,

ET = Span [(Ta + EOabfb)aeﬁl] & &= Span[(Ta - EObaTb)aeﬁm]-

"Poznamka z dfivodii aplikaci o-modelii v teorii strun: Stejn& dobfe by mohlo byt
Y =R x S! nebo ¥ = R x (0,7) s poradavkem periodi¢nosti Feseni. Na lokalni trrovni je
to ovSem jedno.



A to néasledujicim zptisobem:
(LU EF)y =0
(0199~ 4+ g0+hh™tg™ | EF)y =0
(971029 +0:hh™" | g7 EF g)y =0,
kde
g€ g = Span[(Ta + Bap(9)T")acm), 9~ 'E g = Span[(Ty — Epa(9)T")acr);
AFT® .= —9,hh™ " (2.10)
Pokud zaroven D = (CA?, H), existujue i rozklad | = gh, kde § € @, heH,a
O+1-1=1 € £* je rovnice obsahujici i pohybové rovnice o-modelu (3 = )
p:2—G (2.11)
s hustotou lagranzianu
2 = ﬁuuaJr{D\Ma*@V = Aab(§718+/g\)a(’g\7187§)b7
pokud
E=@Ey'a+ 1) kde Il = a' (2.12)
Ey= (K + EoR) ' (Q + EoS).
Tedy zname-li feSeni g pohybovych rovnic (2.6) o-modelu (2.4), vyfesime

rovnice (2.7), (2.8), (2.10) (tj. najdeme h), za pomoci znalosti { = gh najdeme

rozklad [ = gh a tim jsme nagli fe§eni g pohybovych rovnic o-modelu (2.11),
¢imz jsme provedli transformaci Poissonovy-Lieovy T-Plurality ([1],[3]).



Kapitola 3

Supersymetrické zobecnéni

3.1 Symetrie

V naSem piipadé, dimenze 1 + 1, obsahuje Poincarého grupa pouze jedinou
vlastni Lorentzovu transformaci a dvé prostoro¢asova posunuti. Jeji (jeho) al-
gebra ma tvar

[IOI’PM] = '(771”P0 - ﬂouPl), [Puypl/] =0, (3.1)

kde I°! je generator vlastni Lorentzovy transformace a P* jsou generatory pii-
slusnych posunuti. Nage teorie pole (akce o-modelu) je vzhledem k této grupé in-
variantni, protoze je invariantni vzhledem ke kazdému difeomorfizmu na ¥, ktery
zachoviva metriku. Kdybychom chtéli invarianci ovérit, postupovali bychom né-
sledujicim zptisobem.! P¥i infinitesimalnim posunuti (resp. Lorentzové transfor-
maci)

at =t 4+ ¢ (resp. xz, = 2y — wpat)

s infinitesimalnim parametrem ¢* (resp. w,, = —w,,,) se pole transformuje

(@) o 9%(w) + (O™ (x) (resp. ¢ (@) o % (2) g (a0 — ") )

a zméni se i hustota lagranzidnu £ — £ + ¢'L a bylo by tfeba ovérit, zda se
zméni akce, ¢ili zda se lagranzian zméni pouze o "povrchovy €len". (Nagtésti
nic ové&Fovat netfeba, nicméné v piipadé posunuti samoziejmé 'L = (*0, L, coz
je povrchovy €len.) Timto jsme reprezentovali Poincarého algebru jako algebru
diferencialnich operatori na funkcich na prostoroc¢asu

]3“ = i@,u % = —i(l‘oal + .23180)
a ovéfeni symetrie akce vlastné znamena ovéfeni invariance p¥i infinitesimalni
transformaci p(x) — ¢(z) + 0 ¢(z), kde 6 = (* P, nebo § = w,,, I"".
3.2 Supersymetrie

Supersymetricka teorie pole znamené invarianci polni akce vzhledem k rozgiteni
Poincarého algebry o spinorové generatory, ¢ili invarianci vzhledem k tzv. Po-

1Zde se kviili zjednodugeni hodi, Ze prostoro¢as byl na za¢atku prohlaen za R2.



incarého superalgebie. Ted je tedy tfeba vyjasnit t¥i véci: Co je spinor, co je
superalgebra a jak vypada ta Poicarého.

3.2.1 Spinory

Spinor (][9], [10]) pro nas bude dvoukomponentni funkce na prostorocasu, ktera
se pii Lorentzové transformaci prostoro¢asovych soutadnic

Aw) = exp(%waglaﬁ), 7 = Aw)z

(s parametrem wag = —wge) transformuje nasledujicim zpasobem

7

' (2") = S(w(z), Sw)= exp(z(,u(w,}/)xﬁ)7

kde I®P = —IP“ jsou generatory 2 x 2 maticové reprezentace Lorentzovy alge-
bry?

(1) = i) = nin))),
v*? jsou generatory jiné 2 x 2 reprezentace téze algebry

i [0
P = o1t 7]

a v, v%, jsou generatory algebry Diracovych y-matic 2 x 2

{v* 7"} =20
(Mimochodem: Z tvaru generatort 1% je vidét, pro¢ infinitesimalni Lorentzova
transformace (uvedené jiz na za¢atku této kapitoly) vypada pravé tak, jak vy-

pada.) Matice S(w) tedy predstavuji reprezentaci Lorentzovy grupy, ktera se
jmenuje spinorova. V této praci je algebra Diracovych matic realizovana takto®

0o_ 2 O—Z 1 -1 OZ
7‘”‘(@0 TEY =G o0 )

Tedy 1, je r-t4 komponenta spinoru 1. Spinorovy index r € {—,+}. Ke
zvySovani (a snizovani) indexd slouzi matice C' (unitarni matice nabojového
sdruzeni spliujici p¥islugné relace). Tedy pohromadé:

w = < w; > s ES = Crswra ws = Csrarv

Cy"Tch=—, T =-C. (3.2)
Vybér je udélan takto:
(C™) = —~(Crs) =1° . CTF =Cho = i,
cO7 znamena, 7e

J— . —_— -
T=ohC =i, —vo) & G =0 = v,

2Ted by se sluselo napsat mezi nimi platici komutaéni relace, ale v dimenzi 141 je generator
pouze jeden. Nicméné formalismu knih [9], [10] je vhodné se drZet i v této dimenzi pro jeho
kompaktnost.

3Vybér je udélan tak, aby platily i vztahy, které nejsou jiz potiebné, ale se kterymi jsem byl
zvykly pracovat v dimenzi 1 + 3. Cili ze strachu z chyby a z pohodlnosti. Jedna se naptiklad
o pofadavek (7°)t =40, ktery zarucoval samosdruzenost Diracovského hamiltonianu, coz lze
v dimenzi 1 + 1 za¥idit i pohodIngji (jako nap¥. v [11]).
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3.2.2 superalgebra

Stejné jako Lieova algebra je vektorovy prostor V se zavorkou [, ], kterd je
morfizmem vektorovych prostora V®V — V spliwjicim vlastnosti (Va, b, c € V)

1. [a,b] = —[b,a]
2. [a,[b, c]] + [c, [a,b]] + [b, [c,a]] = 0,

tak i podobnym zptisobem bude definovana ([8], [11])* Lieova superalgebra. Je
tedy tfeba si pripravit ptislu§né superpojmy.
Supervektorovy prostor V je vektorovy prostor dopoustéjici rozklad®

V=Vo+Vi (0,1€7Zy).

Tedy Zs-gradovany vektorovy prostor. Prvky Vp (resp. Vi) se jmenuji sudé
(resp. liché). Morfizmy supervektorovych prostori jsou morfizmy vektorovych
prostori, které zachovavaji tuto gradaci.® Déle je definovina funkce parity na
homogennich (tj. sudych nebo lichych) prvcich

p: (VoUVI)\{0} = Zy:v—=p(v) (pv) =i vel))

Tenzorovy sou¢in V' ® W supervektorovych prostora V, W je jejich tenzorovy
soucin s nésledovné definovanou sudou a lichou ¢asti

VeaW)y:=WeoW)e(VieWw:), (VeaW) :=VieW)e (VieW).

Tedy Lieova superalgebra je supervektorovy prostor V se zévorkou [, |, ktera je
morfizmem V @ V' — V s vlastnostmi

1. [a,b] = —(=1)P@P®)]p, g]
2. [a, [b,c]] + (_1)p(a)p(c)+p(b)p(c) ¢, [a,b]] + (_1)p(a)p(b)+p(a)p(c) [b,[c,a]] =0

pro v8echny homogenni prvky z V', na ostatni rozsifeno pomoci linearity. Jsou-li
dva elementy a,b vstupujici do [, ] oba liché, plati [a,b] = [b,a] a zavorky se
obcas znaci {, } a nazyvaji "antikomutdtor", ¢ehoz se p¥idrzuji.

3.2.3 Poincarého superalgebra

Maé-li byt Poincarého superalgebra v jistém smyslu rozsifeni puvodni Poincarého
algebry, komuta¢ni relace jejich sudych generatori budou pravé relace (3.1).
Liché spinorové generatory @, se pfidavaji s (anti)komuta¢nimi relacemi ([8],

[4], [11])

1Q] = —30"Qs [ P =0, {QrQ} =204 0)uP (33)

kde platnost {Q,, @} = {Qs, @} je zajisténa relacemi (3.2).

4Je vhodné poznamenat, e definice se v t&chto dvou publikacich nepatrng lisi, takze, pFisns
vzato, pouzita je ta, kterou uvadi V.S.Varadarajan ([8]).

5coz dopousti kazdy. ..

6coz jiz neni kazdy.
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Pokud chceme tyto generdtory opét reprezentovat jako diferencialni opera-
tory na funkcich na prostoroc¢asu odpovidajici néjakym infinitesimalnim trans-
formacim, nezbyva nez tento prostor rozsifit. Roz§ifuje se prostorocas o dvé

antikomutujici "fermionové" proménné 6_, 6,

Hser + 07’08 = {93; 07’} = 07

se kterymi se pracuje stejné jako se spinory v oddile (3.2.1) aZ na to, Ze jsou nezé-
vislé na z, tedy transformaci x — z’ si vitbec nevsimaji. Mame tedy prostorocas
s proménnymi (z#,0,). (CoZ je tzv. superprostor.) Derivace podle fermionovych
proménnych se definuje nasledujicim vztahem
0 —
= 0 =6,

Funkce takovychto proménnych (tzv. superpole) maji tvar ([11])

B,0-,0,) = pla) + () + Dq(x),

kde pole ¢ a ¢ jsou bosonova (komutujici) a pole 15, se kterymi se pracuje stejné
jako se spinory ¢ proménnymi 0, jsou fermionova (antikomutujici), tj.

d}sd}r + dJMPs =0.

Objekt ¢ jako celek je tedy se v§im komutujici, nékdy se nazyva sudé superpole.
Jak tedy reprezentace pomoci diferencidlnich operatora vypada a jak vypa-
daji pfislusné infinitesimalni transformace? Reprezentace generatoru P, ztistane
P, = i0,, a bude odpovidat infinitesimalnimu posunuti proménnych x (s boso-
novymi parametry ¢*)
(", 0;) — (" + ", 6,),

operator

0 .
= +i(00):0,

a odpovida transformaci (s fermionovymi parametry €")

Qs:

(z",8) > (z* + iey"0,8 +¢"),

operator
I = —i(20; + 2'9p) + 197012_
2 00
a prislusna transformace (s bosonovymi parametry w,, = —wy,,) je

=T =T Z —S
(00, 8) = (0 = w0+ 20,8 ()7,

Posledni transformace pfi oznaceni
(2,0) — (@,0") = o(x,0) — ¢z, 0)
vlastné znamena

1

O, 0) = (') + 0 (57 + Jwu ("), ) (') + 500 a(a’),

12



kde ve druhém ¢lenu na pravé strané je rozvoj do prvniho fadu transformacni
matice S(w) z oddilu (3.2.1) Tedy poZzadujeme, aby se p¥i Lorentzové transfor-
maci pole ¢, g transformovala jako skalar a pole ¥+ jako spinor.

Zbyva Fici, jak se integruje pies antikomutujici proménné 0: Mira je defino-

vana vztahy
/d@r 05 = Ors, /d29=/d0_/d9+.

A nyni je jiz vSe pfipraveno k tomu, abychom mohli ¥ici, 7e polni akce bude
vypadat néjak takto

Sz/dzxdzﬁL

a supersymetrickd se bude jmenovat tehdy, bude-li invariantni vaci transformaci
L— L+ 0L, pfi ¢ — ¢+ 6., kde 6. = € Q, = €Q s fermionovymi parametry
€ . Operatory vhodné pro konstrukei takovych akei

Dy = —5 —i(7"0).0,, tj. Di= 49 4 00+
90+

(Symbol 0+ = 9y + 81 = 0; + 0, ma stale tenty7 vyznam.) spliuji nasledujici
(anti)komutacni relace

{D_,D_}=i0- {Dy,Di}=i0 {D_,Di}=0

1 S
[IOlvDT] = _5(’701)TD87 [DMP”] =0,

a hlavné (proto jsou také tyto operatory vhodné)
{Q,,Ds}=0 = [é,D,]=0. (3.4)

Takze se da i fici
/d29q> = (D4D_®)|p—o.

3.3 Supersymetricky o-model

Supersymetrické zobecnéni akce o-modelu se definuje nasledujicim zptisobem

(I51)
1 T [
Sy = % /d2§d29[le(¢)D¢/‘D¢V + B, (¢)Dor (75D)¢u]7 (3.5)
kde 7% =071, .
o = oM iyt + %éeq”.

Superpole ¢ maji nyni i horni index y € m a spinorova pole ¢ antikomutuji
va, B € mvr,s € {—,+} (vud +vlug =0). (3.6)

Ze se jedna skutecéné o akci ve vySeuvedeném smyslu supersymetrickou se
da velice jednoduse ovérit. (Stejné jednoduse jako v piipadé klasické invariance
vaéi posunuti.) P¥i infinitesimalni transformaci ¢ — ¢+ d.¢ se lagranzian L, tj.
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¢len v akénim integralu v hranatych zévorkach, transformuje prosté L — L+6.L
(diky vztahim (3.4)) a §.L je povrchovy €len, protoze

—r 0 )
0L =c¢ WL +1i0,€ (v10), L,

kde druhy ¢len je povrchovy v klasickém smyslu, a prvni je soucet 6_-nezavislé
a 0 -nezavislé ¢asti, takze vymizi pii integrovani pres [ d?.
Superpole G, = G, (¢) se da rozlozit do Taylorovy fady se stfedem ve ¢

_ i 1 _
G (¢) = g/w(‘P) + g/twa(‘:o) (i9¢a + %ooqa) + Zg/w,a@(tp)%wawﬁ, (3.7)

kde” g je metricky tenzor z minulé kapitoly. Odobny rozvoj ma pochopitelné
i superpole B, a také zazeni B,,|s—o = B, jsou slozky 2-formy z minulé
kapitoly. Akce (3.5) se d& upravit do tvaru

So= [ om0 D-o" = [ e, (3.8)
zavedeme-li superpole

Fuu(¢) = Guu(¢) + Buu(¢)v

které mé potom opét stejny rozvoj v polich ¢, ¥, ¢ jako G, a B,

Fu(¢) = Fu(9) + Fuuale) (00" + %?0(1“) + iFW,a[,@p)@oWW . (3.9)

S pomoci tohoto rozvoje lze po vyintegrovani pies proménné 6 obdrzet akci
(interagujicich) fermionovych a bosonovych poli s hustotou lagranzianu

L = _iﬂtvwia—¢i - 'L’F:uuwza+¢l_t + Fu 049t 09" — an'yF?wwi g% +
t iE 0L O- @Y + iFu 0t 019" + Fuapt§ O — Fughe”.
7 tohoto tvaru je okamzité vidét prvni sada pohybovych rovnic
qu = _FZLV iwza

s jejiz pomoci se po troSe prace lze dopracovat k ekvivalentnimu Lagranzianu

. Yy v N v 1 a v
L = _Zg/wwﬂaw + F:uua—i-ﬁpl 8—410 + §Rauﬁu¢+w€wﬁrw— +
+iguorzawiwiaf @a + iguarg,ﬂbfwiaﬁﬁaa (310)
kde
1 A A
Rappy = 5 (Fawup + Fupav — Fapyw — Fuvas) +8x30(Daplaw — Tulhgs)

"P¥i tipravé je pouzito jednoduché identity

Gy°Tu” = — 007y’
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@ = "9, a dva €leny byly upraveny nasledujicim zpiisobem

1

2

i/dzx Flu, a2 04 0" /d% (Fmaa — Fuaw + Foap — Fvaﬁu)dﬁdjzaﬂw

- « v L Z (6% v
= / r Ty e Pr 04 o — 3 / d®x 9y (Bua)2y”

= / P Tyt Oy o 4+ i / 2 B 0, 0"

s pomoci pouhych antikomuta¢nich relaci (3.6) (a integrace per partes).
Pohybové rovnice lze odvodit ® pifmo z akce (3.5), resp. (3.8)

) / d*¢ d?0F ,,(§) D4 ¢" D_¢" =
= / (Fru,a0¢* Dy D_¢" + F D1 6¢" D_¢" + F,, Dy D_5¢") =
— / 66" (D4 D¢ (Fay + Fpa) + D" D¢ (Fap + Fpa — Fpuya))
a zapsat v kompaktnim tvaru

D,D_¢" + FZ5D+¢"‘D_¢5 =0,

kde 1
Its(9) = EG“p(Fp,@,a +Fopp —Fap,p) = (3.11)
A2 i v 1 nNo L,
=Ths(0) +Thy (@) (0" + 5oe)q )+ ng@”(gp)eowvw. (3.12)
Tato sada rovnic je ekvivalentni Euler-Lagrangeovym rovnicim
oL oL oL
Oy ——— +0- — =0, U*e{p" v q"}.

a(o,um) T a(o_wmy  oun

3.3.1 Poissonova-Lieova T-Pluralita

Jedn4-li se o supersymetrické zobecnéni o-modelu (2.4),° miizeme postupovat
stejné jako v predchori kapitole a prepsat akci do tvaru

Sy = /d2£d29Eab(G‘1D+G)“(G_1D_G)b,

kde'?

(G7'DG)* = e, Did¥ & €, lo—o = e (3.13)

2

8Stac¢i si uvédomit, Ze povrchovy ¢len

D_ (FWD+¢>”5¢>V) —D_ (FWD+¢“)5¢V — Fuy D" D_5¢"

¢ili, Zze takto vypada integrace per partes.
9Tedy @* v rozvoji

ot = pH 4 P 4 %59(1“

je slozeni zobrazeni g : ¥ — G a p-té slozky pfislu§né mapy na G.
10K tomu je oviem tieba interpretovat wi, q* jako slozky tet¢nych vektorit € Ty(,)G.
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A ukazuje se, Ze pohybové rovnice tohoto modelu se daji zapsat ve tvaru

DiA; +D_A} + [ AT AF =0, (3.14)

kde
A} = —E..(G'D,G)*, (3.15)
A; = +E.(G'D_G)*, (3.16)

pokud je splnéna podminka (analogie podminky (2.9))
VI aw + VY gF v + V0 Fay = fOPF 3, viF povl  (Vi]p—o = v¥),  (3.17)
jejiz splnéni bylo by zaruceno vztahem
E = (atEo_la + H)_l (H|9:0 = H, a|9:0 = Cl),

ktery dovoluje ¥ici, 7e rovnice (3.14) je obsaZzena v rovnici

(DiL-L7YEF), =0 (L =GH), (3.18)
kde (]2])
i iw
L = 140l + 5901(1\ - 5/\/\), (3.19)
G = g+ifgy+ %ﬁag(r - %77), (3.20)
H = he+i0hi -+ 500h(K - 57F), (3.21)

A,A€d, ~vi,Teg, ks, Keg,
kde v+, K+, At jsou antikomutujici ve smyslu
Ve =7Ta & {78, =v40+08 =0.

Cili rovnost L = GH je ekvivalentni vztahim

I=gh, As+=h"'yih+FRy,

A= TR K 4 g (k) — (D),
kde pro antikomutujici pole napf. 7., vs
{775} = {97 T, 7T} = 477 Ta, To] = iy f Te. (3.22)

Superpole ¢ a G spolu souvisi nasledujicim zptisobem

a a i— a a 7
g=¢, & =e" Wk, (P—EVW) =e’,q".

Potom v rovnici (3.18) (pro L. = @]I:]I) jsou obsaZeny i pohybové rovnice super-
symetrického rozsifeni o-modelu (2.11) s akci

S5 = / d*¢d*0F ,, (0) Dy " D_¢" = / d?*¢dP0E (G DLG)* (G ' D_G)?,
(3.23)
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pokud

E= @E 'a+ )", kde Ojgmo = 11, &lgp—o = a. (3.24)
Tyto vysledky jsou podeziele formalné-stejné jako vysledky shrnuté v kapi-
tole 2. To je dano tim, 7e pro rovnost dvou superpoli X, Y, které jsou funkcemi
téhoz superpole ¢, a maji tedy analogicky rozvoj typu (3.7), (3.9), & (3.12), je
nutnd a dostacujici rovnost jejich ztzeni X|g—o = Y|g—o. To znamena, 7e na-
priklad sdéleni X|g—o = X obsahuje jiz plnou informaci. Navic platnost tohoto
tvrzeni lze jednoduSe ov&fit i pro diferencialni vyrazy a rovnosti typu (3.11),
(3.12) & (3.17). Cili splnéni podminky (3.17) neni ani tieba ovéFovat, protoze
je splnéna pravé tehdy, je-li splnéno jeji ztZeni |g—o, tj. podminka (2.9) (A ta
splnéna je.).
Dale rovnice (3.18) se upravuje stejnym zpusobem, jako v klasickém p¥ipadé

(G(G™'D+G)G ' + G(DLHH MG EF), =0
(GT'D1G)*(a™"), Ty + (DLHH ), (b*T} + (A7), T")|EF )y = 0

Af = (DL HH™), (3.25)

a nakonec rovnice (3.14):!!
D, (D_HH') + D_(D,HAY) — {D_HHA", D, HH'} = 0.

Matice a, b, d jsou definovany pomoci G (3.20) stejné jako jsou definovany
matice a, b, d pomoci g:
G~ T,G = a,'T;,

G'T°G = b®Ty + 4%, T°.

A ukazuje se, 7e, kdy7 se formalné spocitaji pomoci G (3.20) maji v superpolich
©, ¥, q presné takovy rozvoj, jaky je potieba. Cili napf.

G 1,6 = (aab + ifa,y? fd + %ggaacrd fd -

Pgn ede L b i b
- 509aa(7+72 5 ( clefdi + féd ei))
— - 1 —

= (ad + 0, o (00" + S000%) + 0" 0000757 ).
Totéz plati pro superpole e, vi. OvSem toto vSechno bylo tieba ovéfit, véetné
(alespoii formalni) legélnosti vySeuvedené tipravy rovnice (3.14), protoZe to neni
na prvni pohled zfejmé.

Jediny problém je ten, 7e v poli G, a tedy i ve vztahu poli G a ¢ se vyskytuje
¢len $7%v, se kterym se musi pocitat, ackoli nenf zcela jasné, co znamena.'2

?

(EW) = (v —1-) = %[W—, Y+lk

1 a
2 5’7—73— (TaTb + TbTa)a

N =

ale takeé 1
1_ \c L
(577)° = 572kes, (vhivg, + vhve,)-

Kde misto komutatoru stoji antikomutéator, protoze, je-li H objekt sudy, Di]ﬁl je lichy.
2Dolnim indexem K u zavorky ve t¥etim &lenu je vyjadieno, 7e takovéto zavorky (tj. [, ])
je pozito v [2].
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M4 ziejmé ptvod ve formalnim rozvoji (pokud g = exp A)
G = exp(A+ iy + %éor) = g(l +ify + %?e(r — %77))

a ve viceméné takovém tvaru, jaky je za poslednim rovnitkem, je v [2] G i
vyjadieno.

3.4 kanoni¢énost transformace

Ukazuje se, 7e pfimocaré zobecnéni [3] neni mozné. Nicméné analogickym po-
stupem jako v [3] lze vyjadiit DLLL ™!
DiLL™' = (G'D+G)*(a™ ") Ty + (DLHH ), (b* Ty + (d~1)%,T0),

o~

DiLL™' = (G 'DiG)*@ ") Ty + (DLHHA ), (b*T), + (d~ 1), 1),
dosadit do t&chto vztaht pohybové rovnice (3.15), (3.16), (3.25) a analogické
pohybové rovnice pro G, dosadit rovnice (2.3) pro transformaci baze 9, porovnat
koeficienty u bazickych vektora a tak obdrzet rovnice

(G'D.G)*(Eal)ee = (G D1G)*(EatMy)q, (3.26)
(G'D_G)*(E'a")ee = —(G'D_G)*(E'a'M_),e, (3.27)
kde
Mic = (Eal)abec + Sac’ Mgc = (E(;t)abec - Sac?

co7 jsou vicemémeé jediné transformaéni vztahy mezi stiiskovanymi a nestiigko-
vanymi veli¢inami, které mame k dispozici. Déle je mozné spocist veli¢iny

oL

PE = e = et = FDed)lo—o
+
oL ;
PL = gy = e = (FuD- Yo
8£ o . v « « - v «
P, = W - FauaJr(P + lFa/huderwJE + FM08*90 + zF”a’”w*wf -

= F/LVD+¢N|0_ + FV/}.D—¢/L|—9+ =

= (" Ea(G'D1G)")|o_ + (€% Ea(G'D_G)")|_p, = Pt + Py,
které umime transformovat pomoci rovnic (3.26), (3.27), které predstavuji rov-
nosti mezi superpoli, takze plati to, co bylo fe¢eno v zavéru predchoziho oddilu

a samoziejmé plati rovnosti mezi pfisluSnymi koeficienty v rozvojich do mocnin
0. Konkrétngji, definujeme-1i'3

R R
Pr = o Pf =v! e, Ey(GID1G)g=0 = a,’Eop (G D4 G)%| 90,

13kde

R R R
Ve (g) = (TeRg)Tc € TQG, UZ (91, =Vc .

a dale se bude hodit

R R
v v
Ve |9:O =Vc
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R R

P = 0P, =v) e’ Eu(G'D_G)’|o=0 = a,*FEap(G~'D_G)"|p=0,
R

P. = v/ P.=Pft+Ps

a zcela analogicky pro stiiSkovany piipad (coZz znamené ostfiskovat v8echna
pismenka), miZeme psat transformacni vztahy

P =M2Pr, Pr=-M*P;, (3.28)
R R
P+ o PF = (PEY+ vy o PF)MS,,
. R N R
P+ Vo, Py = —(PET+ v -0, Py ) M2,

které sice nejsou tak pékné jako ty uvedené v [3], ale teoreticky pouzitelné.'* Ale
pouzitelné jsou transformadcni vztahy, nikoli veli¢iny, které by se jimi mély trans-
formovat. A to z nasledujicich divodii: Standartni postup spocteni kanonickijch

hybnosti
oL oL
Pl= oo, Pu=
P 000t) T 9(0eph)
definovéni kanonickjch Poissonovych zavorek pro ¢, ¢, P, Py, z nichZ jediné
nenulové by byly

{¢". P} =0y0(c —o'), {v), P} =0,070(c —0'),
a pfechod k hustoté hamiltonianu
H =PL0op" + ’P;aolbf - L

nikam nevede, protoze lagranzian £ akce (3.5), resp. (3.8), je prvniho fadu v
derivacich poli 1, a nikdy se nemize podafit vyjadiit doyp¥, jako funkei hyb-
nosti. Takovyto postup znamena vlastné Legendrovu transformaci, pro takovyto
pripad nepouzitelnou a nelegélni. Cili ¥esenfm by mohlo byt nejit touto (nepri-
chodnou) cestou, vyuZit antikomutativity poli ¢¥# a pokusit se najit Hamilto-
novskou strukturu jinak. ..

Akce pro nehmotné Diracovské pole vypada takto

/d2x£ = /deE’y“QLw
Euler-Lagrangeovy rovnice z této akce plynouci

(C'VH)TS udjs =0

opraviwji jeji nazev. Ke stejnym pohybovym rovnicim lze dospét s hustotou
hamiltonianu'®

1 .
H = S0v70;0

14Viz. zavér pro diskuzi pouzitelnosti.
15Diivod pro to, Ze misto 101 a §(o — o’) je napsano v79; a §(Z — ') je pouze ten, Ze toto
plati i v dimensi 1+ 3 p¥i zachovani konvenci oddilu (3.2.1). (j € 3.)
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a Poissonovou zavorkou

{wra d}s} = (Woc)rsd(f_ f/)
Tj.
a()/lpr = {wr,H} <~ a'd} =0.

S takovouto zavorkou nezbyva nez pracovat tak, ze pro dvé velic¢iny A, B

0A 0B

9zA 928

kde VDP znamena mnozinu VSech Dynamickych Proménnych, ¢ili vS§echny hyb-
nosti a v8echny soufadnice a jejich prostorové derivace.
Toto 1ze zobecnit i na akci s konstantni metrikou g;:

/ dx L= / d*x g, PHPY” .

{A,B} = {z4,2B}, kde 24, 2P € VDP, (3.29)

V tomto piipadé Euler-Lagrangeovy rovnice maji tvar

2Z(C’y(¥)T‘S aws — 0
A hustota hamiltonianu )

H = S 051"
s Poissonovou zavorkou

{9} = 8" (°0)s0(F - ')
vede opét piimo na rovnice
Aol = {Y1, H} = dy* = 0.

To znamend, Ze toto je moZné opdt p¥imocaie zobecnit na o-model (3.5),
resp. (3.8), s g = const., B = const. Tedy na akci neinteragujicich poli

[ L= [ ol iRt o it B 00" 1 B0~ Fuud's’)
nebo ekvivalentna'®

L= —iguprdv’ + Fu0p o 0_¢" + Fuq'q” =: Ly + Lo+ Ly
Ttetim ¢lenem se viibec nemusime zabyvat, protoze pole ¢* nemaji ¢asovy vyvoj.

Tj. pohybové rovnice pro tato pole budou znit ¢* = 9yg* = {¢",H} = 0.
Hamiltonian pro bosonovou ¢ast ziskdme kanonicky

oL
Pu = ) 28, 000" — 2By, 01",

8(8()50”

1
Hy =Puoopt L, = 17”‘7’”+P”BW8130”+BWB”/,8190”81ga”+gw,81ga”81<p”.

167de je opét pouzito jen antikomutativity poli 4¥ a integrace per partes.
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Diracovskou ¢ast polozime

D= i 0r”
A vysledny popis dynamiky systému, tj. hamiltonian s Poissonovymi zavorkami:
H=D+H,, {47} =g"("C)sb(o—0), {¥" P} =6L8(c—0d"),
ostatni zavorky nulové. A pro tento piipad ve smyslu (3.29)
VDP = {¢¥, 0107, Py, ¢°, 1"},
A vge funguje tak, jak ma, tj.
O0Pu ={Pu, H} <= (0000 — 0101)p" =0, Ot = {l, H} < P =0.

Je-li toto mozné zobecnit i na p¥ipad interagujicich poli, tj. supersymetric-
kych o-modela s nekonstantnimi tenzory g, B, se mi zatim dokazat nepodafilo
(ani vyvratit). Ale pokud to mozné je (a zatim nic nenasvéd¢uje tomu, Ze ni-
koli), je velmi pravdépodobné, Ze transformace Poisson-Lieovy T-plurality neni
kanonicka vzhledem k takovéto zajimavé Hamiltonovské struktufe. Veli¢iny

LR R p R R p
v . v — v — . v
P =v. P =idv, Fy, Po=v, P, =tv, F,u9°

zévisi pouze na polich ¢, ¢! . Analogicky i jejich st¥iskované ekvivalenty. Za-
chovat Poissonovu zavorku

{90”’ d};} =0
se zda rozumné. Pokud ztistane zachovana i zavorka (nebo se zméni jen néjak
nepodstatné)

{90} =" (°0)rsd(o — o), tj. {Yl, 9} = —g"d(0 — o),

jen t&zko bude moci byt transformace mezi P* a P zajisténa konstantni matici,

protoze napft.
+ + }?-c }gf v
{PL, P} =vivy g FunFua.

a

Ale ona je (3.28).
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Kapitola 4
Zaveér

Podatrilo se tedy nahlédnout do oblasti supersymetrie, ale zatim doopravdy jen
nahlédnout. Zatimco v prvi ¢asti prace (v kapitole 2) vim, do potiebné hloubky,
co se déje na kazdém kroku, v supersymetrickych zobecnénich jsem se prozatim
musel spokojit s formalnimi rozvoji a pocetnimi pravidly bez blizkého pochopeni
matematického pozadi.

Nyni slibena diskuze pouZitelnosti transformacnich vztahi (3.26), (3.27),
(3.28): Poisson-Lieovu T-Pluralitu lze formulovat riiznymi zptusoby, coZ s sebou
nese nékteré tézkosti. Napiiklad lagranzian

L= Fdipho_g"
akce o-modelu (2.4) je mo7né upravit nejen

L= Eu(910:9)" (g7 0_g)",

ale i

L= Ku(dy99~")"(0-997")"
a pak jesté tieba provést zaménu g — ¢!
L= Nap(g~'019)" (97 0-9)",

coz vede na rizné matice F, K, N, riznym zptsobem vyjadiené pohybové rov-
nice atd. Zminuji se o tom pouze z toho duvodu, Ze v této praci transformacni
vztahy (3.26), (3.27) mezi st¥iskovanymi a nest¥iskovanymi veli¢inami explicitné
obsahuji matici a,” a tim i koeficienty pravoinvariantnich vektorovych poli, co
je dtivod pro to, 7e se tak pékné transformuji pravé "kanonické" (ne)hybnosti né-
sobené témito koeficienty. Nicméné by to rozhodné vedlo k problémum (alespoin
pocetnim) pii pokusu s takovymito veli¢inami po transformaci dale pracovat,
protoze viechna ostatni teorie je formulovina v jazyce poli levoinvariantnich.
To oviem neznamend, 7e je néco $patné, ale jen to, Ze v [3] je k danému ucelu
lépe vybrana formulace Poisson-Lieovy T-Plurality.

Dale si par komentaii zajisté zaslouzi posledni oddil. Takovéto zvlastni for-
mulace Hamiltonovské struktury je umoznéna pouze antikomutativitou polf ¢/,
ktera by mohla ospravedlnit symetrii Poissonovych zavorek. Takovyto tvar zé-
vorek je velice pékny vzhledem k tomu, Ze velice podobné vypada antikomutator
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{Va, w;} = 0,303 (x — x') operétorii pifslusnych Diracovskym polim v kvantové
teorii pole [9].

Je velika gkoda, Ze se mi zatim nepodafilo dovést tuto konstrukei (je-li to
mozné) do konce. Zatim je tedy nékolik moznosti

1. Nejde to.
2. Jde to, ale 7z jakychsi divodi to neni dobra Hamiltonovské struktura.

3. Vse je v pofadku a transformace se (proti o¢ekdvanim) ukaze byt kano-
nickou.

4. Je to spravna cesta a transformace neni kanonické.

Podékovani

Za cenné rady, pfipominky a hlavné trpélivost dékuji zejména vedoucimu této
prace Prof. RNDr. Ladislavu Hlavatému, DrSc.
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