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Pruvodce znacenim

(])o symetrickd nedegenerovani ad-invariantni bilinedrni forma na Lieové al-
gebie 0 Drinfeldova doublu D

(]) kanonickd forma parovani vektorti a kovektord

H, okoli bodu z

f: X =Y € (U zobrazeni f variety X do variety Y tiidy C*°
f: X =Y :zw—y zobrazeni f mnoziny X do Y pfifazujici prvku z prvek y
f :x =y zobrazeni f prifazujici prvku z prvek y

T,X teCny prostor k varieté X v bodé x

T#X koteény prostor k varieté X v bodé =

T,f tecné zobrazeni k zobrazeni f v bodé x

0ax = T(5,7)x 0,

O,z p-té slozka vektoru 9,z

Span(R) linedrni obal mnoziny R

Ly : h+ gh levé ndsobeni v grupé, nebude-li fe¢eno néco jiného
Ry : h— hg pravé nasobeni v grupé

T,=T°, T =T, prvky baze algebry g resp. g. Indexy jsou voleny v riiznych
¢astech textu jako horni & dolni pouze kvili pohodli, které je poskytovano
sumag¢ni konvenci.

Vo g = (ToRy) Ve

g-Vy = (Tng) Vy

Ad, ad - Bud H Lieova grupa, h jeji Lieova algebra, g € H. Pak definujeme:
ea,:=LsoR; 1 =Rj10L,:H—H
e Ad: H — Aut(h) : h— Adp := Teapn
o ad:=T,Ad: h - End(h) : X — adx

tedy Ad, X =g-X -g7', adxY = [X,Y].



id podle potfeby oznacuje identické zobrazeni nebo jednotkovou (sub)matici.

A? transponované zobrazeni nebo transponované matice k zobrazeni nebo ma-
tici A

Ran f obor hodnot zobrazeni f



Kapitola 1

Uvod

Prvni ¢ast prace obsahuje diskusi véty o rozkladu elementu Drinfeldova doublu.
Rik4 se, Ze Drinfeldiv double je Lieova grupa D, jejiz Lieova algebra 9, vybavena,
symetrickou nedegenerovanou ad-invariantni® bilinearni formou (| )5, je rozloZi-
telné na direktni soucet dvou svych podalgeber g a g, kterézto jsou maximalng
isotropni? vzhledem k oné bilinearni formé. . . Potom pry existuji k algebram g,g
Lieovy grupy G,G C D a je mozné kazdy prvek [ z ,jakési podmnoziny“ v D
rozloZit na soucin [ = gh = gh, kde g, h € G, g,h € G a to jednoznacné.

Otéazka je, zda je toto tvrzeni pravdivé a je-li tfeba naklast na grupu D (po-
pfipadé na grupy G, é) néjaké dalsi pozadavky, aby byla zajiSténa opravnénost
pouzitych postupt pfi konstrukei dualnich o-modeli, protoze je zfejmé, ze ona
»jakési podmnozina“ je obecné rozhodné rznd od D:

Napiiklad budte G, G podgrupy grupy GL(R?) definované nésledujicimi
vztahy:

12 N 1 0 - -
G={<% gl )|g1€R|_,g2€1R},G={<7L2 ’~Zl>|hleR+,h2€R}

Grupové ndsobeni je obvyklym soucinem matic. Nejmensi podgrupa D grupy
GL(R?) obsahujici sjednoceni G UG je souvisld grupa tvofend viemi linedrnimi
operéatory na R? s kladnym determinantem. Lieova algebra 0 této grupy ma tvar

1 0 0 1
n=(s0) ==(50)
1 0 0 T2 0 0
m=(01) *=(50)

kde (Ty,Ts), resp. (T*,T?), tvoii bazi podalgebry g, resp. §. Operace [, ] je
komutator matic. Definujeme-li na 9 bilinedrni formu

(T, | Ty :=8°  (Ty | Th)o :=0=: (T | T,

WX,Y,Z € o((adx Y | Z)o + (Y | adx Z)o = 0)
2(|)> | 8 x g = 0 a pro ka#dy dalsi podprostor V C  spliwjici {|)o | V x V = 0 plati
gCV =g=1V).Tj. forma je na g x g nulova a g je ve smyslu inkluze nejvétsi podprostor

s takovouto vlastnosti. Pro g zcela analogicky.



ziskdme D jako Drinfeldiv double. Rozklad [ = g% lze najit pouze na mnoziné

GCNT'::{gELqEG,%Gé}:{(i g))|x,y,z€R,w€R+,ww—yz>0},

rozklad | = gh na mnoziné

C~¥G:={§h|§€é,h€G}={<z g]>|y,z,w€1R,:c€R+,wm—yz>0}

a rozklad I = gh = gh na GG N GG C D.

Ve druhé ¢asti prace se zabyvam rozsitenim dudlnich o-modelt o tzv. pfi-
hlizejici proménné. Co to je? Pokud mame dva o-modely, jejichz cilové variety
jsou Lieovy grupy, které spolu tvofi rozklad Drinfeldova doublu, umime (teo-
reticky) prevést feSeni pohybovych rovnic jednoho o-modelu na feSeni pohybo-
vych rovnic druhého a naopak. Otazka je, zda nelze takovouto dualitu roz§itit
na obecnéjsi p¥ipad, kdy cilovd varieta kazdého o-modelu je (alespon lokalng)
kartézskym souc¢inem (libovolné) variety a Lieovy grupy z rozkladu Drinfeldova
doublu. A to rozsifit takovym zpisobem, aby se v co nejvétsi mife uplatnily po-
stupy, které jiz umime, tj. aby doty¢nd varieta z kartézského soucinu viceméné
jen pfihliZela, zatimco grupa (v potu tvafe) zajistuje dualitu.

Odpovéd na tuto otdzku zni: Lze (rozsifit (dualitu)). Nejdiive uvadim, jak
tato dualita vypada teoreticky. Posléze se vénuji konkrétnimu jednoduchému
prikladu.



Kapitola 2

Drinfeldiv double

Nejprve pér pojmu z diferencialni geometrie a nékolik (dulezitych a uzitetnych)
vlastnosti diferencovatelnych variet([1], [2])...

Definice 2.1 Bud' f : X — Y € C® zobrazeni variet, x € X. Potom hodnosti
rgsf zobrazeni f v bodé x se rozumi hodnost tecného zobrazeni T,f. Ddle f
se jmenuje subimmersion v bodé x, jestlife AH,Vt € H, (rg:f = const.). f
se jmenuje subimmersion, jestlize {x € X| fje subimmersion v bodé z } = X.
Jestlize const. = dim; X (resp. const. = dimy )Y ), mluvi se o immersion (resp.
o submersion).

Co znamend byt podvarietou X néjaké dané variety Y a jak vypadaji te¢né
prostory? Napiiklad (a to se bude dale hodit): Vo € X 3 H, oteviené okoli
v Y 3 submersion ¢ : H, — R*™™ tak, z7e X N H, = {y € Hy| p(y) = 0}.

Diilezité je hlavné to, Ze kanonicka injekce i : X — Y je immersion, coz
znamend, ze Vo € X Tyi : T, X — T,Y je injekce, tedy T, X se ztotoZhuje
s vektorovym podprostorem prostoru 7,Y.

Daéle je dulezité védét, mame-li Lieovu grupu a ji odpovidajici Lieovu algebru,
existuje-li viibec k néjaké podalgebie podgrupa, za jakych podminek a kolik.
Odpovéd je uspokojujici: Vzdy existuje a je v jistém smyslu pravé jedna.

Véta 2.2 Bud G Lieova grupa, g jeji Lieova algebra. Potom pro kaZdou Lie-
ovu podalgebru by algebry g existuje souvisla Lieova grupa H a monomorfismus
Lieovyjch grup i : H — G tak, Ze (Tei)T.H = b. Je-li H' souvisld Lieova grupa
a i : H — G monomorfismus Lieovijch grup takovy, Ze (Toi"\T.H' = b, pak
existuje prave jeden isomorfismus u : H' — H takovy, Ze i' = io u.

Nésledujici véta 1) je obecné uziteénd a 2) odpovida (spolu se svym diisled-
kem) na otézku tykajici se rozkladu elementu Drinfeldova doublu, kterou jsme
si polozili v tivodu.

Véta 2.3 Budte X varieta, G Lieova grupa a G X X — X : (g,z) — gz dife-
rencovatelnd akce. Potom Vx € X zobrazeni G — X : g — gx je subimmersion
konstantni hodnosti (obecné zdvislé na x).

Disledek 2.4 Budte A, B Lieovy podgrupy Lieovy grupy G a a,b jejich Lieovy
algebry. Potom zobrazeni A x B — G : (z,y) — xy je subimersion konstantni
hodnosti dim(a + b).



Stadi se podivat na levou akci grupy A x B na grupé G:
A:(AxB)xG—=G:((z,y),9) — zgy™".

Teéné zobrazeni T(, ,)A((.,.),e) v libovolném bodé (z,y) € A x B k zobrazeni
A((-,.),€) mé tutéz hodnost jako zobrazeni

Tie, ) A((-5-),€) = TeA((-,€),e) + TeA((e, .), e).

A(.,e),e) : A = G : £ — z je kanonickd injekce a B — B : y — y ! je
diffeomorfismus.

Tedy v piipadé Drinfeldova doublu D, kde dimg = dimg = % dimD!

1. K ob&ma podalgebrdm existuji vZdy (aZ na isomorfismus) jednoznaéné
urcené podgrupy G, G C D.

2. Zobrazeni G x G = D : (z,7) — 27 je lokalni diffeomorfismus. Tedy pro
kazdy bod z € D, pro ktery existuje rozklad, existuje okoli bodu z, ve
kterém mé rozklad kazdy bod a tento rozklad je jednoznaény. (Rozklad
vzdy s uréitosti existuje v bodé e € D.) A ovSem naprosto totéz plati pro
zobrazeni G x G — D : (Z,y) — Fy.

To znamend, ze v okoli jednotky Drinfel[dova doublu skutecné pro kazdy
prvek [ existuje rozklad I = gh = gh a to jednoznac¢ny. Obecné bohuZel pouze v
jakémsi blize neuréeném okoli jednotky.. .

1Co# plyne z vlastnosti formy (| }» a z maximalni isotropie podalgeber g, g.



Kapitola 3

Dualita

3.1 Teorie
Klasicky nelinearni o-model ([9], [7], [5]) je teorie pole ve tvaru
z: (3, n,w) > (M,g,B) € C%,

kde ¥ je diferencovatelna! varieta s metrickym tenzorem 7 a metrickou formou
objemu w a M je varieta s metrickym tenzorem g a 2-formou B. Za slovo
Hhelinearni“ je zodpovédné varieta M tim, Ze neni linearnim prostorem. Akce,
definujici dynamiku systému, se zavadi nasledujicim integralem:

So:= [ [no°8) - o Bw= [ Lo
Zde

1
(t,u) := it“buab

a x*t znadi pull-back kovariantniho tenzorového pole ¢. Tedy hustota lagranzianu
£=1ge But By — 2w By (2)0a5 By
=357 8uv ()0 Opx” — Qv v (%) 0pxt Oy
a pohybové rovnice maji tvar

1
4 (glwnababwu) . 5gaﬂ,uaama,,7ab6bmﬁ_

1
—8a(Bu,,wab81,x”) —+ §Ba5,u8a;vaw“b8bxﬁ =0.

Predmétem naseho zajmu budou takové o-modely, pro které ¥ = R? s Min-
kowského metrikou n = dr ® dr — do ® do a formou objemu w = dr A do.
Potom

1 1
L= 5gu,,afsz:”BT;t:" - igwa,:v”&,:v” + B, 0;xt 0y 2"

IToto slovo je dlouhé a tak ho nadéle nebudu psat. Ke kazdému druhému podstatnému
jménu v textu vSak patii.



a pohybové rovnice nabudou tvar

oL oL oL
507 * % 55, own

% 9(0,x+)  Ozr

Prejdeme-li k soutadnicim svételného kuzele ¢4 := 7 & o, obdrzime vztahy
1 pa v
L= §F,“,8_:c oyz”,

28,010 3" + (Fuug + Fauw — Fpu,u)0 250,27 =0

neboli
0+0_x* + rgﬁa_xaawﬁ =0,

kde
1
F:=g+B & Iys=358"(Fopa+Faps = Fapp)-

3.1.1 Varieta

Méme-li o-model z piedchozi sekce, v kazdém bodé (m,v) € T# M lze ztotoznit
Ty T#*M s T M x T M, kde je mozné zavést bilinearni formu (|) pomoci
kanonické formy parovani (|) nasledujicim zptsobem:

Y(u,u'), (v,0") € Ty M x TEM ({(u,u') | (v,0")) := (u | V') + (v | u'))
Déle definujeme podprostory dimenze n := dimM v T, M x T#% M (m = z(t, 0))
£* = Span[(ya + F(2)asl”)acn] & £ := Span[(ya — F(2)pa¥”)aca]-

Zde y, resp. y® oznatuje bazické vektory prostoru T, M resp. T# M, pro které
(yo | %) = 68. Pro tyto prostory zjevné plati, ze jsou vzhledem k formé& (|)
ortogonalni.

Budeme-li nyni chtit element

(0,2,p' ) € TruM x T#M (3.1)

rozlozit na dveé ¢asti
1
(§6i:c,p(")(i)) € EF, kde p(?) = pl)(H) 4 pl@)(=) (3.2)

a podivame-li se, co to znamend, obdrzime

1 1 oL

() = _F v _ _F, v
P = 5 Fund-2" = g o’ = 5o

Krésa tohoto je v tom, ze ve vztahu (3.1) se vyskytuje jakysi naprosto neznimy
element p(?) € T# M a to, 7e se chova jako hybnost uréuje plné pozadavek (3.2).
Analogickym postupem pro element

0y, —p'™)) € T,y M x T#M

z pozadavku

1
(5022, P ) € £F, ke 7 = pH) 4 pC)

10



plyne vztah
oL

8(, )

T 1 14 1 v
pg) = §F,,Na_!13 + §FH,,8+33 =

a pohybové rovnice se tedy daji zapsat ve tvaru

oL
O:pl) + 0,1} — 5 = 0.

3.1.2 Lieova Grupa

Bud nyni D DrinfeldGv double dimenze 2m, 0 jeho Lieova algebra, G, G pfislugné
podgrupy s piislusnymi algebrami g,g. Dale (T,)aesm resp. (T?)pem budte baze
algebry g resp. g takové, Ze plati

(Tu | T") = 4,

a’ <Ta | Tb)?.l =0= <Ta | fb)a;
[Ta7 Tb] — fészc ’ [Tm7 fvb] — }‘-’gbfc‘

_ [ a'(9) bi(9) _ [ 3@ '@
Adg*‘( 0 dt(g))’ Ad§_1_< 0 Jté))

necht jsou matice adjungované reprezentace grupy G resp. G nad v bazi (T,, T”)
resp. (T®,T,). Déle definujme

e(g) = Tng_l,kde Lg—l :G — G,

&(g) := TyLz-1,kde Ly-1 : G — G,
va(9) := (TeLy)To,kde Ly : G — G,
7a(9) = (T.Ly)T% kde Ly : G = G.
(Tj. v, resp. v, jsou levoinvariantni vektorové pole na G resp. C:”) Déle mé&jme

dva o-modely B
z:X—>G resp. 2:X -G

s hustotou lagranzianu

1 ~ 1=~
L= §Fab8,x“6+:cb resp. L = 3 a,,&%”@@”.

Potom pokud plati

-1

F(z) = e'(z)(a(z) + F(e)b(z)) F(e)d(x)e(x), (3-3)

F(7) = &' @ @@ + F (0b@) ' F (0d@3(@), (3.4)

kde F'(e) je konstantni matice a symboly e, € oznacuji matice linedrnich zob-
razeni vySe definovanych stejnymi pismenky, pak feSeni pohybovych rovnic jed-
noho o-modelu je pieveditelné na feseni pohybovych rovnic druhého a naopak.
Oba tenzory F, F' pak spliuji podminky

('SUCF)ab = Fadvg.)’%fU?ng (35)

11



(Sicﬁ)ab = ﬁadfﬁgfcefﬁffﬁgb- (3.6)
Tyto vysledky ([3], [4]) 1ze obdrZzet takto: Definujeme dva podprostory di-
mense m v 0

Et = Spcm[(Ta —+ F(e)abfb)aeﬁ] & & := Span [(Ta - F(e)bafb)aefn1

a predstirejme, ze mame zobrazeni [ : ¥ — D. Budeme-li nyni chtit element
O,1- 171 € 0 rozlozit na dvé &asti 41 -1~ € £F a vyuzijeme-li toho, ze I lze
rozlozit na [ = gh, obdrZime nésledujici vztahy:

A—,C(g) = _(6—71'5_1)0 = —Eac(g)(g_l -0_g)°,

Ateg) = —(04h-h7")e = +Eca(g)(g™" - 019)%,
OrA_c—0_AL o — fPA_,Ayy =0, (3.7)
kde
B(9) = (alg) + F(e)b(g)) " F()d(g).
A vztah (3.7) pfedstavuje pfesné pohybové rovnice o-modelu z : ¥ — G, pokud

E a F jsou ve vztahu F(z) = e'(z) E(z)e(z).
Pokud pouzijeme rozklad I = gh a podprostory £* vyjadiime ve tvaru

£t = Span[(fa + ﬁ’(e)abTb)aeﬁ] & &7 := Span [(fa — ﬁ(e)baTb)aefﬁ]

dostaneme naprosto stejné vztahy pouze se zdménou (vinka < nevinka) a po-
hybové rovnice o-modelu = : ¥ — G, pokud F(e) = F~!(e) a pokud E a F
budou ve vztahu F(z) = €*(z)E(z)e(x).

3.1.3 Néco mezi

Néco mezi znamenad, Ze se podivame, co se stane, kdyz se pokusime skloubit
postupy vedouci k vysledkim z predchozich sekci v piipadé o-modeld s cilo-
vymi varietami N x G, resp. N x G, kde N je varieta a G, G grupy z rozkladu
Drinfeldova doublu D. Délame to proto, Ze chovdme nadéji, Ze takto nalezneme
vztahy popisujici dualitu dvou rtznych o-modeli. A to takovou, kterd je za-
jisténa prévé grupovou strukturou a strukturou Drinfeldova doublu, zatimco
proménné na varieté sedi a koukaji, ¢ili veskeré praci jen pfihlizi. ([3], [4])
Mgéjme dva o-modely

z:X = N xG resp. T:Y 5> NxG

s hustotou lagranzianu
1 in P PR
L= §F,~j6,x Orx’ resp. L= EFija,x 0127,

Definujeme na T,,N x T#N x 9 pro viechna n € N bilinedrni formu (|)
zpusobem
Y (u,u',p), (v,0',q) € T,N x TN xd

({(w,u',p) | (0,0",9)) == (u ] ) + (v [ W) + (P | @)o)-

12



Oznatime y, resp. §° bazické vektory prostoru T, N resp. T#N, T, resp. T®
bazické vektory g resp. § tak Ze plati (yo | 72) = 62, (T, | T?) = (T, | T), = d°.

Zavedeme konvenci v indexech: Indexy z Recké abecedy oznacuji souradnice
a vektory tykajici se variety IV, indexy z po¢dtku Latinské abecedy se vztahuji ke
grupé G & G ai,j,k,... = (a,a),... Necht dile X; = (yo,Tys), X/ = (§°,T?).
Potom plati (X; | X7) = 7.

Pfedstirejme, Ze méme zobrazeni 2’ : ¥ — N a zobrazeni ! : ¥ — D. Opét
definujme dva prostory

et .= Span[(Xi+F($l,e)ij.}?j)ieﬁ] & & = Spcm[(X,-—F(w',e)ji)?j)ieﬁ],

kde m := dimN + dimG. Tyto prostory jsou vzhledem k formé (|) opét orto-
gonalni.
Podivame se, zda pro elementy

(0.2 ,p,8:1-17) € T,N x T#N x
(Bpa', —p'),80,1-17Y) € T,N x T#N x 0,

kde n = 2'(r,0), z pozadavkd

1 1
(§8ix’,p(")(i), iail 7Y € EF kde plo) = plO)H) 4 plo)(=) (3.8)

1 1
(£5022, —p(N&F), £5051-17") € ¥ kde Pl =pH L pME=) (3.9)

nepoplynou ndhodou vztahy, které by néjak nepfipominaly pohybové rovnice
nékterého z naSich o-modelti, nejlépe obou.
Zjistime, co to znamend pii | = gh:

1 1
p;(f) = EE,,H(.Z'I,G)(?,IE," + §Eau($lag)(g_l : afg)a_
1 , 1 _ a
— 5B (@', )04a" = SEua(a',9)(9 7" - 019) (3.10)

1 , 1 .
p;(:-) = iEuu(mlae)a—xl + §Eau(mlag)(g . 6—g)a+

5 B, 0)0:2" + L Buae!, )9~ 01)° (3.11)

A_(a',g) = —(0_h-h™")e = —Eac(a, 9)0-2' — Eac(a', g) (9" -0_g)" (3.12)
Ap (@', g) = —(0sh-h7Y)e = Eea(a', 9)042" + Eca(2', 9) (g7 - 01.9)" (3.13)
Oy A o—0 Ay . —[PA AL, =0, (3.14)

kde )
E(z',9) = (A(9) + F(«',e)B(g)) " F(«',e)D(g), (3.15)
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A skutecéné se ukazuje, ze pokud plati

Eaﬁ Eab _ Faﬁ Facvg
( Eaﬂ Eab ) o ( chvg ch’l}g’l}g ’ (3'16)
pak vztahy (3.10), (3.11) pfechazeji v

) - _9L o oo 9
O(0yx'™) # 0(0-x'™)

a rovnice
oL
Ox'»
spolu s rovnicemi (3.14) pfedstavuji Gplnou sadu pohybovych rovnic o-modelu
xz: X — N x G pii oznadeni g = prgoz, 2’ = pry oz a podminka (3.16) vlastné
znamend, Ze hustota lagranzidnu £ se d4 napsat

aap;(f) + 6Tpgr) - =0

L= %Ew(w)a,w'”&rw'” + %Eub(:c)@,:c'”(gfl -0, 9)"+

1 w1 — a(,—
+5 B (2)(g7" - 0-9)" 02" + S Bap(x)(9" - 0-9)" (97" - O19)’

Jakkoli je pfi této procedufe v p¥ipadé bez pfihliZejicich proménnych (v pfed-
chozi sekci) pro vyjadrem baze podprostortt £* pouzito pouze vektort Ty, T,

nyni jiz neni mozné? pii postupu s rozkladem ! = gh pouzit vektory X,,XJ
Je tieba definovat V* := X,, Y* 1= §*, ¥, = T°, Y, = y,. Jinymi slovy:
Yii=(5°,T,), Y = (yg,Tb) Potom i nadéle plati (Y | Y7) = 6. Déle

EY = Span[(Vi + F(2',€)i;Y)icn] & &€ := Span[(Yi — F(z',€);;Y)icm]-

A pro rozklad | = gh pak z pozadavku (3.8), (3.9) plyne:

(a) = 5 (ilf e)upa—xm + E( ~)a.,u(.a_l -0-9)"

1~ 1~ 0
_§E($',€)uu6+$m - —E(x',g)ua(g to-g)°
1
P&T)ZEE(HC e)yud-z" + E( L Dau(@ - 0-9)°
1+ v la o @
+5E(',€) w02’ +§E(x',g)ua(g '-0-9)

A_o(2,3) == —(0_h-h™")e = —B(z',§) ac0_z'® — E(x’,“)ac(~_1 -9_g)°
g+,c($',§) = —(04h - ht )e = E(II} g ca6+-73 + E(.’L‘ 9)ecalg™ a—',-A)a
OpA o — 0 Ay . — fPA_ LA, =0, (3.17)

kde
] T — S -1z 4 N~
E(z',9) = (A(@9) + F(a',e)B(g)) F(a',e)D(g),
2Tedy mo#né to samoziejmé je, ale vysledky to nedava...Musi byt jedno od kterého o-
modelu zalindme, coZ znamen4 invarianci (vinka <> nevinka).
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~ id 0 ~ 0 0 ~ id 0
A@=(0 a@))’ B@z(o E@))’ D@z(o J(ﬁ))
F(z',e) = (A+ F(',e)B) ' (C + F(z,€)D),

id 0 0 0
a=p= (9 0) m=c=(0 )
kteryzto vztah plyne z vyjadreni tychz prostori E* v riznych bazich (X;, X ),
Y;, Y. Nu, a pokud plati

Eaﬁ Eab _ ﬁaﬁ ﬁ’ac;ﬁg
Eafi Ey h Fcﬁﬁg chﬂgi;f ’

oL
ox'w

spolu s rovnicemi (3.17) pfedstavuji pohybové rovnice o-modelu 7 : ¥ — N X G
pii oznaceni &' = pry oZ, g = prg o 7.

pak rovnice

0rp) + 0opl) — 5= =0

A opét tenzory F, F spliuji podminky

(,Qva F)ij = Fie’l}gfgcngdj (3.18)

(g, F)ij = Focl} 20 Fy. (3.19)
Zde Va(n,g) = T(n,e)L(n,g)Taa kde

Ling) : NxG = NxG:(n',h)— (n',gh),

tj. .

Vi= (Vi =0,V) =),
kde v? jsou slozky jiz drive znamého levoinvariantniho pole v,. Zcela analogicky
je dano vektorové pole V.
3.1.4 Krok stranou
Je také mozné, zabyvat se o-modely

z2: X35> NxG 7:%— NxG,

kde dimN = dimN . Definovat na prostoru T, N x Tﬁﬁ X 0 pro véechnan € N
a pro vSechna 1 € N bilinearni formu obdobné jako v sekci 3.1.3 a postupovat
jako v pripadé ze sekce 3.1.2. Takovato metoda méa vSak jisté nevyhody...

1. Z4dné proménné by nebylo mozné nazvat prihliZejicimi, protoze by se
vSechny acastnily transformace.

2. Jedna z podminek omezujicich vybér tenzoru F by znéla (ve smyslu zna-
Ceni ze sekce 3.1.3) Fij.o =0, coz je podminka dosti siln4.
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3. Cely postup by vlastné byl uz od zac¢atku Spatné, protoze na algebie D
je forma (| ), déna tim, 7e se jednd o Lieovu algebru Drinfeldova doublu,
a na prostoru T, N x T#N je forma dani kanonicky®, kdezto v tomto
pfipadé nic takového nemame, tedy forma by bud byla degenerovana (Coz
by znamenalo, Ze bychom se nic nedovédéli.), nebo by jeji definice silné
zévisela na vybéru baze (Coz je nezidouci.).

3.1.5 Cesta zpét

Realizace v8ech téchto postupt jiz neni tak elegantni a piimocara, jako jejich
odvozeni. Mame-li pouze o-model

z:(8,nw) = (M,g,B)

a chceme k nému najit o-model dualni, musime udélat spoustu véci. A Gspéch
neni zarucen. Pfedevsim je tfeba zjistit, co ma M spoleéného s néjakou grupou,
ktera by mohla moznd byt jednou ze dvou podgrup, na které se rozklada né&jaky
Drinfeldtv double.

Dejme tomu, Ze existuje Lieova grupa G majici na varieté M akci
GxM— M:(g,m)— gm.

Je-li tato akce volna* a transitivni®, potom je G diffeomorfni M a na M lze
zavést pomoci tohoto diffeomorfismu strukturu Lieovy grupy. Tedy se jedna o
pfipad sekce 3.1.2 a déle viz [6].

Pokud tato akce neni transitivni, ale alespoii je voln4, je to také dobré. ([1])

Véta 3.1 BudGxM — M € C™ volnd akce takovd, Ze varieta G\M ezistujeS,
m: M — G\M kanonickd submersion. Potom (M,G\M,r) je diferencovatelnd
fibrace a pro kazdy bod v G\M ezistuje jeho oteviené okoli U, ezistuje zobrazeni
0:U— M € C® tak, Ze m o0 = idy a zobrazeni

UxG =7 Y U): (u,9) = go(u)
je diffeomorfismus.

To vlastné znamena, Ze v takovém pripadé je M hlavnim fibrovanym prostorem
se strukturni grupou G, coz je velmi silné tvrzeni. Ve skutecnosti by stacilo
slabsi ([1]):

Véta 3.2 BudGxM — M € C* akce takovd, Ze varieta G\M ezistuje. Potom
VYm € M 3 mapa (U, ¢, q) v bodé m na M takovd, Ze o(m) =0, p(U) =V xW,
kde V CRP, W CRY P jsou oteviené mnoZiny a

Vz,2' € U (2,7 patii do stejné orbity <= pry(p(z)) = pry(p(2")))

To jest: Kazd4 orbita je podvarietou”. A je-1i akce voln4, je také kazd4 orbita di-
ffeomorfni G. Tedy je-li akce volna a varieta G\ M existuje, lze varietu M lokalng
nahradit varietou U x G, kde U C G\M je oteviena podmnozina v prostoru
orbit, a pouzit sekci 3.1.3. To znamené

3Dokonce se podle toho i jmenuje.

“vm € M ({g € G|gm = m} = {e})

5MnoZina G\M je jednoprvkovd <= Vm,m' € M3g € G (m = gm/')

6Tzn.: Na prostoru orbit G\ M existuje diferencovatelna struktura kompatibilni s béZnou
topologii tohoto prostoru takova, Ze kanonickd projekce M — G\M je submersion.

"Viz odstavec pod definici 2.1 na strang 7.
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1. najit ke grupé G, jesté grupy Ga D,

2. zjistit, zda je splnéna podminka (3.18) (str 15)8.

3. vytesit pohybové rovnice ptivodniho sigma modelu z : ¥ — M,
4. vyfesit rovnice (3.12), (3.13) (str 13) (Tj. najit h.),

5. najit § a h, tak aby gh = gh (Najit rozklad.).

Cofz je ve skute¢nosti také skoro pfesné postup uvedeny v [6], jen zde je pouZzit

pro obecnéjsi situaci.

3.2 Praxe

Méjme Drinfeldiiv double D dimenze 4 na jehoZz Lieové algebie
2 = Span(T1, To, Ty, To), [T1,To] =T [I1,T5] =0
mé forma (| ), tvar
(Ta | Tayo = 6as (Ta | To)o = (Tu | To)o = 0.
Ostatni komutacni relace
11,7y = [T1, 1) =0, [T =T, [T)=-T

pak jiz plynou z ad-invariance formy (| ),. Pfislusny rozklad algebry ® na po-
dalgebry g = Span(T1,T»), g = Span(T1,T>) je otividny.
Algebru g lze reprezentovat naptiklad takto

10 0 1
Tl_(o 0)’ T2_(0 0)

a prisluSnou grupu G takto

6={(% ?)lasen).

Cilem je sestrojit n&jaké dva o-modely s cilovymi varietami R?[z,y] x G|a, ]
a R?[z,y] x G [, 9], vyFesit pfimo pohybové rovnice (alespoil) jednoho z nich a
ukazat, ze v této praci popsand dualita skutecné umi prevést feseni pohybovych
rovnic jednoho o-modelu na feSeni pohybovych rovnic druhého.

Nabizi se parametrizovat element g € G zptisobem g = gogy := e’T2e
Tedy matice adjungované reprezentace G na 0 v bazi (T, T, T1,T>)

aTy

1 0 0 0
| Bet® e 0 0
Ady-1 = 0 0 1 -8

0 0 0 e*

87jistili jsme, Ze m4-li tenzor F tvar dany rovnicemi (3.15) a (3.16), pak podminku (3.18)
spliiuje automaticky. Plati ale i obracené tvrzeni: Spliiuje-li tenzor F' podminku (3.18), pak
ma3 tvar dany vztahy (3.15) a (3.16). Viz napfiklad [3]. Timto se neodvoldvdm na publikaci,
kde by bylo toto tvrzeni dokdzano, ale pouze na publikaci, kde je vysloveno.
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7 &ehoz plynou vztahy

1 0 0 0 1 0 0 O
. 010 0 1 . 01 0 O
A(g)_ 0 0 1 ﬂe—a ) A (g)_ 0 0 1 _/8 ’
00 0 e~ 0 0 0 e~
1 0 O 0
01 0 0
Ble)=0, D@=| 43 0 1 o
0 0 -8 e~
Zvolime matici
1 0 0 O
01 0 0
0 01 0

(Obecné by mohla ziviset na proménnych z, y.), coz znamend ((3.15), (3.16)
str. 13)

1 0 0 0
N a1 ) 101 0 0
E(xayag) - A (g)F(x,y,e)D(g) - 0 O _ZB e )
0 0 e O
1 0 0 0 10 0 O
v_ . _| 01 0 0 1 |01 0 0
F(:U,y,g) =g8= 0 0 _213672(1 e @ > 8 - 0 0 0 e )
0 0 e @ 0 0 0 e* 28
protoze v dané reprezentaci plati
-1 _ e ¢ 0
ew == L)
Jediné nenulové slozky konexe budou®
T3y =28e72%, T3 =T =—e*

a pohybové rovnice dualizovatelného o-modelu (z,y,e®,8) : £ — R2 x G budou

mit tvar
6+8_£U = 0, 6+6_y = 0, (320)

040_e* =0, 040_(Be *) =0. (3.21)
Snadno je vyfesime
z = f"(ty) +9°(t-), y=f(t4) +97(t-),

e* = f2(ty) +9%(t=), B=e*(f(ty) +9°(t)).

9Indexy 1,2, 3,4 odpovidaji postupné proménnym z, y, e, f.
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Zcela analogicky ziskdme o-model dualni: Komutativni algebru g a komuta-
tivni grupu G je mozné reprezentovat

~ 10 ~ (00 ~ (e 0
ne(38), 5e(8 ). e={(7 2)mocs)

Element g € G lze parametrizovat g = g1gs = e‘f’fle’ﬁ% A plati

s@=r'@=( ).

e

Matice adjungované reprezentace G na d v bazi (Tl, Ty, Th, T5)

1 0 0 0
0O 1 0 O
Adg==1 9 w10 |
9 0 0 1
odkud plyne
00 0 O
~ ~ . ~ 00 0 O
009 O
déle pak
1 0 0 0
~ 01 0 0
E(z,y;9) = ,
( ~) 0 0 (1) H—Lﬂ
00 L 0
1 0 0 0
Fewpo| 01 0 0
z,Y;9) = —O+e) ’
00 —(1(9)+¢) e +d
00 == 0
1 0 0 0
o1 o 0
= —(®
€=loo o =2
00 & 0
1 0 0 0
. o1 0 0
€ T|loo 0 eI te (1 — 92)
0 0 ete(l—o?) 0
jediné nenulové slozky konexe jsou'®
~ ~ =3 (92 _
B3 = e, T4, = e V(9 +29-1)

1—?
9

10Indexy 1,2, 3,4 odpovidaji postupné proménnym z, y, e¥, e?.
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a pohybové rovnice o-modelu (z,y,e?,e”) : ¥ — R x G znf
8;40_x=0, 0;0_y=0, (3.22)

0.0 =0, 0.0_9+ 13—191926“96_19 —0. (3.23)

Tedy
z=f"te) +97(t-), y=[ V() +97(1-), o =[f2(t4) +9%(t-)
a FeSeni ¥ jiz lehce nalezneme pomoci duality:

| =gh= BT o1 @11 9T2 _ Gh = (@ +B0e )T e~ Ty oTs yaTl

Tedy z, y, o = p+ Bde~, 9 = de~° je feseni pohybovych rovnic (3.22), (3.23),
pokud z, y, @, B je FeSeni rovnic (3.20), (3.21) a 3, 9 fesi rovnice ((3.12), (3.13),
str. 13)

0_p=—2B0_a+0_B 0_0=0_¢" (3.24)

0.9 =2B0,a—0.8 040 =—0,e°, (3.25)

coz lze snadno ovéfit pfimym vypoltem bez znalosti feSeni o, ¥ posledniho
systému rovnic. Nam ovSem staci znat jen Cast:

~

¥ = g*(t_) — f*(t4+) + const.

To tedy znamend, Ze jsme nali zbyvajici feSeni pohybovych rovnic druhého
o-modelu, a sice
g*(t_) — f*(t4) + const.

9%(t-) + fo(t4)

Tento pifklad je opravdu velice jednoduchy: Metrika (na R? x G i na R? x G)
na pfihlizejicich proménnych vibec nezévisi a tenzor kiivosti obou prostord je
nulovy, coz znamend, Ze pohybové rovnice obou o-modeli (v principu) umime
fesit (viz [10]), tedy nepotiebujeme dualitu a pfiklad je nezajimavy. Nejlepsi by
bylo najit dualni o-modely, z nichz jeden by mél tenzor kiivosti nulovy a druhy
nikoli. Pokusil jsem se tedy pfiklad v nékolika krocich zeslozitit s timto cilem a
rovnou hlisim, ze cile neni dosazeno. Nasleduji tedy ptiklady.

Prvnim krokem muzZe byt vybér matice F(z,y;e) ve tvaru

Y =

e**e?  x(z,y) 0 0
—x(z, e2e®™ 0 0

F(z,y;e) = X(O 2 o o 1 |
0 0 10

kde x(z,y) jsou (téméf) libovolné funkce. Potom (pii zachovani parametrizace,
reprezentace i oznadeni)

e2%e?y X{gx,Qy) 0 0
—x(z, e“Te Y 0 0

F(:c,y;g) = X(O y) 0 —2,36_2a e >
0 0 e @ 0
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ey 0 0 0

0 e?rev 0 0
g(m,y;g) = 0 0 _2/86—2(1 e~
0 0 e ¢ 0

a pohybové rovnice maji tvar
010_6F =0, 8;0_€¢*=0, 0,0_(Be*) =0,

kde
¢ = e%e¥cos(x — y) + e®e¥sin(z — y).

Dualni o-model pak bude dan tenzorem

e?®e?y  x(=z,y) 0 0
- —x(z,y) e*®e? 0 0

F(w,y;g = 0 0 0 e~ (Pte)

e~ (9+¥) 1+
0 0 i 0
a jeho pohybové rovnice budou
29
0,0 =0, 0,0 =0, 0,0 9+ T g20490-9=0.

Oba tenzory kiivosti jsou i nadale nulové. Nic podstatného se tedy nezménilo
(ani transformace duality (3.24), (3.25)), ale zavislost metrik na piihliZejicich
proménnych je jiz netrivialni.

Dalsim nabizejicim se krokem by mohl byt vybér

eve?  x(z,y) 0 0
| —x(=y) e 0 0
F(x,y,e) - 0 0 0 e2z62y
0 0 e2re?y 0
Potom
ee?  x(z,y) 0 0
—x(z, ey 0 0
F(.CC, y’g) = X(O y) 0 _262we2y13672a e2we2yefa )
0 0 e2Te2¥e—a 0
e?re2y X2(x,g/) 0 0
~ —x(z,y) e*Te’¥ 0 0
F mayua = —(+e) oy 2
( ) 0 0 o 0 € g € e Y
0 0 e e 0

Ale, pfestoze metriky ,,vypadaji pomérné hezky“, ani jeden z tenzort kifivosti
neni nulovy a dokonce se mi nepodafilo nalézt ani jednu transformaci soufadnic
takovou, aby pohybové rovnice alespon pro jednu ze slozek ¢! novych soufadnic
piechézely ve vlnovou rovnici (tj. rovnici 0;0_¢* = 0). Jinymi slovy: nevytesil
jsem pohybové rovnice ani jednoho ze g-modeld.

Ani transformace duality jiz nemaji sviij pomérné jednoduchy tvar (3.24),
(3.25), ale

8_9/5: 62x62y( —2,36_0é+8_,3) 6_1/9\: e2%e2Y9 e

019 = e**e? (204 a — 04 ) 910 = —e*e2 9, e”.
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Kapitola 4
Zaveér

Prvni ¢ast prace se povedla jen ¢asteéné. Podarilo se ukézat, Ze ma dobry smysl
mluvit o Lieové podgrupé prislusejici né&jaké Lieové podalgebie dané Lieovy
grupy, protoZe tato existuje a je uréena (aZ na isomorfismus) jednoznaéné. Po-
dafilo se také najit diikazy pro tvrzeni, Ze rozklad elementu Drinfeldova doublu
existuje a je jednoznalny. Co se ale nepodafilo, je zjistit na jak veliké mnoZiné
tento rozklad existuje v zavislosti na vlastnostech doublu poptipadé vlastnostech
jeho podgrup. Mam na mysli vlastnosti jak topologické jako je napi. kompakt-
nost ¢i jednoduché souvislost, tak vlastnosti algebraické jako t¥eba reSitelnost.
Tato otdzka tedy zlstava (alespoit pro mne) otevienou. (Protoze kvili ni ne-
mohu po nocich spét:)

Druh4 ¢ast se povedla jiz trogku vice. Zobecnéni duality mame. A to zobec-
néni dobré. To znamen4, Ze se nic neméni pfi zdméné (vlnka < nevlnka), tj. ze je
jedno, zda konstruujeme dualni o-model k o-modelu x nebo k o-modelu z. Déle
ve specialnim pfipadé, kdy cilovymi varietami o-modeld jsou pouze grupy, jedné
se o dualitu ptvodni. Ve druhém specialnim pfipadé, kdy vibec nikde zadn4
grupa neni, také nikde neni zadnd dualita, protoze mame jen jeden o-model,
ale kdybychom si toho ndhodou nevsimli a ohanéli se jakousi bilinearni formou,
alespont bychom obdrzZeli jeho pohybové rovnice.

Podékovani
Za cenné rady, pfipominky a trpélivost dékuji zejména vedoucimu této prace

Prof. RNDr. Ladislavu Hlavatému, DrSc. Dale si podékovani zaslouzi ing. Mi-
roslav Turek, pfedevsim za plodné diskuse.
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Priloha A

Poznamky k souvislosti aneb
Kde se vzaly matice a, b, d?

V zdvéru je fe¢ o tom, ze nékteré topologické vlastnosti Drinfeldova doublu D a
jeho podgrup G, G by mozn4 mohly ovlivnit velikost mnoziny, na které existuje
rozklad | = gh = gh € D. Konkrétné jsou zminény kompaktnost a jednoduché
souvislost. Souvislost nikoli a cilem této pfilohy je vyjasnit, Ze to neni ndhodou
a ze souvislost je vlastnost v tomto smyslu zcela nezajimavé, v jiném smyslu
naopak vlastnost veliké dulezZitosti.

V Gvodu je napsano, co znamend ad-invariance bilinearni formy (| ). Ozna-
¢ime exp® : g — G exponencialni zobrazeni. Pak plati

Vg € Ran (exp®)VX,Y € g((Ady X | AdyY)o = (X | Y)a).

a v tomto tvaru se zde také ad-invariance pouziva.
Ze sekce 3.1.2 vime, Ze vztah 841-1~! € £T obsahuje pohybové rovnice dvou
dualnich g-modeld. Tento vztah vlastné znamend

(0Ll - 171 | %) = 0.
Pti jeho zpracovani, pouzije-li se rozklad | = gﬁ, se objevi rovnice
(019-9 ' +g-0:h-h1-g7' | EF) = 0.
Toto se podle predchoziho odstavce d& upravit na
(97" - 0rg+0uh-h' [g7h-EF - g)0 =0,

kde ~
g L.t .g= Span|(T, + Eab(g)Tb)aem]-

A plati
9 To-g=aw(@T’ g ' -T" g=bp(g) T +dp(g)T"

Odtud se tedy mimochodem vzaly matice a, b, d. ..

Bud H naprosto libovolna topologické grupa. Pak pismenkem H¢ oznacime
komponentu souvislosti grupy H obsahujici jednotkovy prvek e € H. Tato mno-
Zina je oteviend i uzaviend v H a navic je podgrupou (dokonce normalni) v H.
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Co to znamena, je-li H navic Lieova? Jako v H oteviend podmnozina, je H®
podvarietou variety H a to podvarietou stejné dimenze jako H. Je tedy Lieovou
podgrupou a navic T.H¢ = T.H, tj. Lieova algebra téchto grup je stejna. Z
toho také plyne, ze Ran (exp™) C He. (A to aplikaci tvrzeni ,,Pro kazdé dvé
Lieovy grupy K, L a pro kazdy homomorfismus Lieovych grup ¢ : K — L plati
¥ o exp® = expl o T,1p.“ na kanonickou injekci i : H® — H.)

A co to tedy znamend pro nas? Je-li kterdkoli z grup G, C:', D nesouvisla,
mutzeme s klidem a Cistym svédomim nesouvislé ¢asti ignorovat nebo zahodit,
protoze na nich naSe konstrukce stejné neni povolena nezévisle na tom, jestli
tam existuje rozklad [ = gh = gh nebo ne. Véta 2 o existenci a jednozna¢nosti
Lieovy podgrupy na strané 7 stejné pozaduje jeji souvislost a alespon vidime
smysl tohoto pozadavku: Pokud je H nesouvisld, pak (jako Lieovy grupy) H a
H¢ rozhodné nemohou byt isomorfni.

Tlustrujme si to rozsifenim ptikladu z Gvodu:

6={(% 4§ ) errionger],

(;:{(El2 7?1 )mleR\{o},%?eR}

jsou opét podgrupy grupy D := GL(R?). Grupy, o kterych je fe¢ v Givodu, jsou
v nynéjSim oznaceni grupy G¢, ée, D¢. Na trovni algeber se nezménilo nic
a postupy pfi pfipadné konstrukci dualnich o-modeld by se také vibec nijak
neliily. Z tohoto piikladu je také vidét, Zze souvislost Zzddnou podstatnou roli v
otézce rozkladu [ = gh = gh nehraje.
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