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Kapitola 1

Zaklady teorie nahodnych
matic

1.1 Uvod

Teorie ndhodnych matic se vyvijela hlavné v padesatych a Sedesatych letech 20.
stoleti. Mezi zakladatele a prikopniky patfili Wigner, Dyson, Mehta a dalsi. Pi-
vodné meéla pfinést jisty fad do popisu spekter slozitych atomovych jader. Zajem o
teorii vSak prudce vzrostl, kdyz Bohigas, Giannoni a Schmit vyslovili pfedpoklad,
ze predpovédi teorie je mozné pouzit pri zkoumani spekter libovolného chaotického
systému (pfesnéji systém, které jsou z hlediska klasické fyziky chaotické, a jeZ jsou
popisovany kvantovou mechanikou). Tento pfedpoklad se ukdzal byt opravnény,
nebot bylo ziskdno mnoho diikazu pro jeho platnost.

1.2 Tridy systému
Casovy vyvoj kvantové mechanického systému je uréen Schrédingerovou rovnici

oy

Hamiltonian H tohoto systému mutzeme zapsat pomoci souboru bazickych funkci
¢, v maticové reprezentaci

Hon = (Om |H| ¢n) - (1.2)

Pro popis systému je dilezité znat jeho symetrie. V klasické mechanice jsou sy-
metrie spojené s konstantami pohybu, v kvantové mechanice je kazda symetrie spo-
jena se samozdruzenym operdtorem R, ktery komutuje s Hamiltonianem [H, R] = 0.
Uréime-li vlastni funkce v, o operatoru R, pfislusejici vlastnimu éislu r,, («v éisluje
jednotlivé funkce odpovidajici tomuto vlastnimu ¢islu) a nahradime-li jimi pivodni
bazi ¢,,, dostavame mnohem jednodussi tvar maticové reprezentace (1.2) v blokové
formé

HOY 0 )
H — 0 H(2#2) e , (1.3)
kde
H((Jjg,n) = <¢m,a |H| ¢n,ﬁ> . (14)

7
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Bloky mimo hlavni diagonélu jsou nulové, protoze

0 = (b, |[H, Rl np) = (1 — 1) HU™. (1.5)

Analogicky mizeme vyuzit dalsi symetrie systému a zmenSovat bloky (idedlné az
na jednotkové).

Vétsina realnych systému takovéto krasné symetrie nema, t¥idu systému u nich
urcuji diskrétni symetrie, vyznacujici se tim, ze operator R, ptislusejici dané symetrii
komutujici s Hamiltonidnem (viz vySe), splituje pro jisté n, relaci

R"=1, (1.6)

kde I je identita. Nejdulezitéjsi jsou ”time-reversal symmetry” (symetrie vii¢i zméné
znaménka ¢asu) a ”spin-orbital symmetry” (Hamiltonidn takového systému musi
komutovat s operatorem CTy, kde C je definovan na funkci jako C'¢ = ¢*, vyznam
operatoru 7, na prostoru spinu bude objasnén nize viz definice 1.9).
Hermitovské operatory maji vlastnosti
H=H' Hy,=H;

nm?

(1.7)

které se zachovavaji pfi unitarnich transformacich. O systémech, jejichz Hamil-
tonian muze byt reprezentovan pomoci hermitovskych matic, fikdme, Ze patfi do
unitarni t¥idy. Jedna se hlavné o systémy bez ”time-reversal” symetrie. Je-li mozné
Hamiltonian reprezentovat dokonce pomoci symetrickych matic, fikame, zZe systém
patii do ortogonalni tiidy, protoze redlnost matic ztistane zachovana pfi ortogonal-
nich transformacich. Tyto systémy typicky maji ”time-reversal” symetrii ale nemaji
”spin-orbital” symetrii.
Matici A, ktera ma na misté prvku A;; matici 2 x 2 tvaru

Aij = (A0)ijl2 + (Az)ijTz + (Ay)igmy + (A2)isTs, (1.8)

kde Ay, Az, Ay, A, jsou symetrické a

10 0 i 0 1 i 0
12_(0 1)’”‘(1 0>’Ty_<—1 o)’”‘(o —i)’ (1.9)

nazyvame ”quaternion real” (maji tedy rozmér 2V). Transformace, které nechavaji
témto maticim tvar (1.8), nazyvame symplektické a pro tranformovanou matici H'
plati

H' = SHS®, SS% =1, (1.10)

pfi¢emz matici S™ dostaneme ze vztahu

SP=28T7" = -Z8SZ, Zimn = SmnTy- (1.11)
Systém, ktery je mozné reprezentovat maticemi ”quaternion real”, patii do sym-
plektické t¥idy. Jeji zastupci maji obé zminované diskrétni symetrie.
1.3 Integrac¢ni mira na prostoru matic

Kazda komplexni matice Z rozmértt N x N miize bjt povaZovana za bod v 2N2-
-rozmérném Eukleidovském prostoru s kartéskymi soutfadnicemi x;;, v;;, které od-
povidaji prvkim matice

zij = Tij + 1Y, 1 < 4,5 < N. (1.12)
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Délkovy element ds v tomto prostoru je dan vyrazem

N N
(dS)Q = Z (dl‘ij)2 + (dyij)2 = Z dZ”% = TI‘(dZdZ*) (1.13)
i,j=1 i,j=1

Na kazdém k-rozmérném povrchu parametrizovaném souradnicemi g;
l'z:xi(qlaamc), Zil,,N (114)

v Eukleidovkém prostoru muzeme definovat Riemannovu metriku (gmn= gnm) po-
moci délkového elementu (1.13)

N N L 2 k
(ds)® = (da;)* =) ( aqz dqm> = > Gmndgmdg,. (1.15)

i=1 =1 \m=1 m,n=1

Riemannova metrika potom urcuje odpovidajici integra¢ni miru na daném povrchu

dp=/|gldgy ... dgr, g = det(gmn)- (1.16)

Mnozina hermitovskych, symetrickych i ”quaternion real” matic tvori podpro-
stor prostoru komplexnich matic, lze ji proto povazovat za povrch v Eukleidovském
prostoru a urcit pro ného délkovy a objemovy element. Postup je podobny ve vSech
tifech piipadech. V N2-rozmérném podprostoru, ktery odpovida hermitovskym ma-
ticim (xij = Tjiy Yijg = 7yjl')a dostavame

N
(ds(H))? = Te(dHdH") = > (dz;;)* + 2 (dwi;)? + (dyi;)? (1.17)
i=1 i<j
N(N-1) N
d,u(H) =2 4 de“del]dyU (1.18)
i=1 i<j

Z vyrazu (1.17) je patrné, Ze délkovy element v bodé H je stejny jako v bodé H',
spojeném s ptvodnim unitérni transformaci, nebot

Tr(dH'dH'"*) = Te(UdHdH*U ™) = Te(UU " 'dHdH*) = Tr(dHdH*), (1.19)

a v disledku toho je stejny i objemovy element (1.18).
Kazdou hermitovskou matici je mozné rozlozit na tvar

H=UAU', A=diag(\1,...,\n), UU =1, (1.20)

kde \; jsou realna vlastni ¢isla matice H a sloupce unitarni matice U jsou prislusné
vlastni vektory. Mnozina matic, jejichz vlastni ¢isla jsou nedegenerovani, je oteviena
a husta v prostoru hermitovskych matic, mnozina matic s degenerovanymi vlastnimi
¢isly ma miru 0. V dalsim odvozovani budeme z tohoto diivodu pfedpokladat, ze
vlastni ¢isla matice H jsou nedegenerovand. Matice U a A nejsou vyrazem (1.20)
urceny jednoznacné, protoze

ULAUTY = U AU Y, U U, = diag(e?r, ... ') (1.21)

pro libovolnou volbu fazi ¢;. Abychom dostali jednozna¢ny vztah mezi H a (U, A)
budeme U brat jako prvek faktor-prostoru U(N)|y(1)e...eu(1) @ po matici A budeme
pozadovat, aby jeji prvky byly uspofadany podle velikosti A\; < ... < An.
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Délkovy element (1.17) je mozné pomoci spektrdlniho rozkladu (1.20) zapsat
v proménnych \; matice A a N(N — 1) nezévislych proménnych matice U (pocet
nezdvislych proménnych plyne z podminky ortogonality sloupci), dostavame tedy

(ds)? = Tr(dHdH*) = Tt [U(dA + U™ 'dUA + AdU'U)*U 1] . (1.22)

Déle budeme pouzivat zkraceny zapis 6U = U~ 1dU. Z unitarity matice U a faktu,
ze A je diagondlni, plynou rovnice

dUU)=0=dU U + U *dU, (1.23)

SUA — ASU =0, (1.24)

pomoci nichz upravime vyraz
(ds)® = Tr [(dA)* + 2dA(SUA — ASU) + (SUA)? + (ASU)? — 26UA>6U]|,  (1.25)
ze kterého zbude prvni ¢len a posledni tfi, které daji dohromady

2Tr (5UA5UA - 5U2A2) = 22%:1 [(SU”/\](SUJZ/\Z - /\35U1J6Uﬂ} =

(1.26)
= — Zi<j()\j — )\1)25U1](SU]Z
Vysledny vzorec pro délkovy element je
N
(d8)2 = z:(d/\z)2 + Z()\J - )\i)zéUij(SUij. (1.27)
i=1 i<j

Po dalsich tpravach a zpétném dosazeni za symbol éU dostavame také vzorec pro
objemovy element

N
dp(H) =TTy = M) [ dre x du(v), (1.28)

i<j

kde du(U) je mira na prostoru unitarnich matic.

Dosazené vysledky plati pro podprostor hermitovskych matic, obdobnych vy-
sledkit bychom doséhli i pro podprostor symetrickjch matic a ”quaternion real”.
Vyraz

N
du(H) =[]y = 2)" [ dri x dm (1.29)
i<j i=1
jiz udavéa objemové elementy pro symetrické (v = 1), hermitovské (v = 2) a "qua-
ternion real” (v = 4) matice, kde dM nezavisi na \;.

1.4 Gaussovské soubory nahodnych matic

Pii studiu plné chaotickych systémt pomoci teorie ndhodnych matic se predpoklada,
Ze presny popis interakce systému neni dulezity, podstatné je pouze, do které z t¥id
uvedenych v odstavci (1.2) patfi. Chceme-li ur¢it hustotu pravdépodobnosti P(H),
udévajici pravdépodobnost nalezeni ndhodné matice v elementu du(H), je pfirozené
predpoklédat, ze funkce P(H) bude invariantni pfi transformacich zachovévajicich
tfidu systému. V pripadé hermitovskych matic to znamend

P(H)=P(UHU ') = P(H"). (1.30)
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Pozadavek (1.30) velmi zuzuje paletu vhodnych kandidati, plyne z ného, ze funkce
P(H) mize zaviset pouze na vlastnich ¢islech, jak je vidét ze specidlni transformace
(1.20). Stopy mocnin matice H jsou funkce invariantni pfi unitdrnich transformacich

Tr((H)") = Te(UH"U™Y) = Te(UU*H™) = Tr(H™). (1.31)
Ze znalosti Tr(H™) pro n =1,..., N mizeme urdit vlastni ¢isla \;, nebot plati
Tr(H™) = Tr(UA"U ') = Tr(A™) Z AT (1.32)

Rozdélovaci funkce tedy zavisi pouze na stopach prvnich N mocnin matice H
P(H) = P(Tx(H), ..., Te(H"N)), (1.33)

k podobnym zavértim bychom dospéli i u ostatnich ttid.

Dalsi vlastnost, kterou musi P(H) mit, se tyka nezdvislosti N2 proménnych
hermitovské matice H. Aby proménné x;, Ti<;j a yi<; byly statisticky nezavislé,
musi existovat rozklad rozdélovaci funkce na faktorizovany tvar

Hfi i) [T £ @) £ (wiy). (1.34)
1<J

Podminkdm (1.33) a (1.34) vyhovuje pouze funkce
P(H) = CeATr(H*)~BTx(H) (1.35)

kde A > 0 a B miZzeme bez Gjmy na obecnosti polozit B = 0, protoze je vzdy mozné

posunout primérnou energii %Tr(H ) k nule. Konstanta C je uréena normaliza¢ni

podminkou

/P(ﬂfih$i<jayi<j)dxiidxi<jdyi<j =1 (1.36)

Mnozinu vSech ndhodnych matic, jejichz maticové elementy popisuje rozdélovaci

funkce
N
AN 2 24 N(N-1) N
P(H)() (> exp |—A > |Hi*|, (1.37)

™ ™ =
1,7=1

nazyvame Gaussovsky unitarni soubor, rozdélovaci funkce

N(N—-1)

P(H) = (%)g (%) P i(ﬂu)2 (1.38)

4,j=1

definuje Gaussovsky ortogonalni soubor a rozdélovaci funkce

- (2

definuje Gaussovsky symplekticky soubor.

|2

9 A\ 2N(N-1) N
(W) exp | =4 S (Ho + (L) + (1,2 + (1LY,
i,j=1

(1.39)
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1.5 Rozdéleni vazanych vlastnich hodnot energie

Rozdélovaci funkce maticovych elementi Gaussovskych souborti neumoziuje piimé
srovnani s experimentem. Obvykle je mozné experimentalné urcéovat pouze vlastni
hodnoty A; Hamiltonianu. Z hlediska praktického vyuziti je proto dilezité nalézt
rozdélovaci funkci pro A;. V predchozich odstavcich jsme dospéli k zavéru, ze jak
integra¢ni mira (1.29), tak i hustoty pravdépodobnosti (1.37 - 1.39) jsou invariantni
pfi transformaci zachovavajici tf¥idu systému. Dusledkem je rozdélovaci funkce \;
ve tvaru

N
f)(/\l7 ey )\N)d)\l N d)\N ~ H ()\j - )\i)VeXp (—AZ )\?) d)\l e Cl/\N7 (1.40)
i=1

i<j

ktera obsahuje vSechny dulezité informace o Gaussovskych ortogonalnich souborech
(v = 1), Gaussovskych unitarnich souborech (v = 2) a Gaussovskych symplektic-
kych souborech (v = 4).

Pro lepsi pochopeni souvislosti a vyznamu jednotlivych ¢lend (1.40) je vhodné
diskutovat pfipad, kdy ¢isla A; nejsou navzdjem propojena zadnym vztahem (v
predchozim se jednalo o vlastni ¢isla specidlnich matic). Rozdélovaci funkci je v
tomto pripadé mozné rozlozit na soucin nezavislych pravépodobnosti

P, An) = pO\) - pO), (1.41)

kde p(A;) nese vyznam pravdépodobnosti nalezeni ¢isla A; v intervalu d\; a spliiuje
normaliza¢ni podminku [ p(A\)d\ = 1. Pro libovolnou ndhodnou veli¢inu spliujici
vyse uvedené charakteristiky se predpoklada Gaussovo rozdéleni

p(A) ~ e AN (1.42)

Vidime, ze funkce (1.41) je vlastné specidlnim pfipadem (1.40) pro v = 0. Soubor
nadhodnych matic, ktery je popsan touto rozdélovaci funkci nazyvame Poissontv.
Dale je zfejmy vyznam prvniho €lenu na pravé strané (1.40). Faktor

[Ty =) (1.43)

1<j

je zodpovédny za netrividlni vzajemnou provazanost Cisel ;.

1.6 Charakteristiky spektralnich sekvenci

Necht —co < Ap,...,Axy < 00 jsou pozice N bodl na redlné piimce, charakte-
rizované hustotou pravdépodobnosti (1.40). Mnohé statistické vlastnosti sekvence
A1, ..., Ay muzeme snadno vyjadiit pomoci n-bodovych vazbovych funkci, defino-
vanych integralem

N!
Ro(M, ... ) = ——— [ P(A1,...,AN)dN\pg1...dAN. 1.44
(M ) (N—n)!/ (M N)dA 41 N (1.44)
Snadno nalezneme rekurzivni vztah mezi nimi
1
Ri(A, oo sdn) = ——— | Rus1( M, .oy Ang1)d A g1 1.45
(e d) = G [ ROt A (149

Pravy obsah téchto funkci vyjde najevo, kdyz se budeme zabyvat statistickymi
vlastnostmi po¢tu bodu Np z mnoziny {);}, lezicich ve zvoleném intervalu B C R.
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Necht xp(z) je charakteristickd funkce intervalu B. Zvolime-1i N redlnych ¢&isel
i, miZeme pravdépodobnost p; nalezeni \; v intervalu d\ zapsat pomoci é-funkce
pi(A) = §(A = \;). Pocet bodl v intervalu d\ mtzeme vyjidfit pravdépodobnosti

N

on(A) = me) => 5(A=X\). (1.46)

=1

Pri této volbé pn a p; se vlastné nejednd o pravdépodobnosti, protoze vyraz

Ni = [ xa(Nex ()ax (1.47)

udava presny pocet bodl v intervalu B, podobné jako integral

/ X (Vpi(A)dA (1.48)

informuje, zdali bod \; je, nebo neni v intervalu B.
Na druhé strané, nahradime-li funkci g funkci R4 a upravime integral v (1.47),
dostavame rovnost

fB R1()\1)d>\1 = NfXB()\l)P(/\ly- . .,)\N)d)q .. d)\N =
(1.49)

)

= [N xBOM)PAL, - AN)dAL ... dA\y = N

kde Np udava ocekavany pocet bodii v intervalu B. Ze stejného vyrazu také vi-
dime, Zze R1()) je hustota pravdépodobnosti poétu boda {A;} v okoli A. Podobné
se spoctenim integralu

fBXB RQ()\l, AQ)dAld)\Q = N(N - ].) fXB()\’L)XB()\])P(Ala ey )\N)dAl e d)\N

= fZi;ﬁj XB()\i)XB(Aj)P(Alv ey )\N)d>\1 e d)\N
(1.50)
doviddmé ocekavany pocéet dvojic bodd {\;,A;} v intervalu B, do kterého jsou
zapocteny obé permutace dvoubodové mnoziny, tedy {1,2} i {2,1} jsou zapocteny.
V aplikacich se nejvice pouziva statistickd funkce ¥, k jejiz definici potfebuje
vySetfit velicinu N3. Kvadrat po¢tu bodd v intervalu B je podle (1.47) roven

N3 = / xBM\)xs(N)on(N)on (N)dAdN. (1.51)

Soucin gn(A)en(\) mizeme déle upravit a ur¢it jeho stfedni hodnotu pii rozdélo-
vaci funkei (1.40)

on(Non (V) =8 = X)) 6= X) + D 5N = X)I(A = ;). (1.52)
i i#j

7 predchozich avah vime, ze

Ri(A) =D 6(A=Ni), Ra(AN) =D 6(A = N)6(A = A). (1.53)
i i#j

A je zfejmé, Ze Nifg lze vyjadrit

NZ = Np + Ra(A, N)dAdN. (1.54)
BxB
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Nyni mtzeme definovat funkci X5
Sy = N2 — (Np)* =Np — / Yo\, N)dAN, (1.55)
BxB

popisujici stfedni kvadratickou odchylku po¢tu bodu sekvence {A;} uvnitf intervalu
B. Integrand Y5> je definovan funkcemi R; a R

Ya(A, V) = Ri(A\)R1(N) — Ra(A, N) (1.56)

a nazyva se ”cluster funkce”.

1.7 Metoda ortogonalnich polynomu

Metodou ortogonalnich polynom mtzeme jednoduchym a prehlednym zptisobem
zapsat vysledky obsazené v predchazejicich odstavcich. Nejdfive vSak vyslovime a
dokazeme lemma, na kterém stoji tato metoda.

1.7.1 Lemma. Bud J, = J,(z) = (Jij)1<i,j<n
menty zéviseji na realném vektoru x = (zy,...,x,) a maji formu Ji; = f(x;,x;),
kde f je obecné komplexni funkce, spliujici pro danou miru du podminku ”repro-
dukce jadra”:

matice n X n, jejiz maticové ele-

/ £ w) F, 2)du(y) = F(, 2). (1.57)

Potom
/det Tzt w)dp(@n) = [q— (0 — )] det Jo_1 (21, on1)s  (158)

kde ¢ = [ f(z,z)dp(z) a matice (Jn—1>ij = f(zi,zj) prod,j=1,...,n—1.

Diikaz. Pro zvolené n rozlozime determinant na levé strané rovnosti (1.58) na sumu
jednotlivych permutaci z mnoziny vsech permutaci P, indexu 1,...,n

/ det J(z1, - n)dp(zn) = 3 (—1)2) / F@1,20) - (@m0, )dpi(an).
cePy,
(1.59)
Nejprve se budeme zabyvat permutacemi, které spliuji o, = n. V tomto pripadé
na integraéni proménné x,, zévisi pouze posledni faktor f(z,,x,). Tuto ¢ast sumy
(1.59) proto miizeme zapsat jako

¢ > () flar,agy) . f@n1, 2 ) = qdet Sy, (1.60)

oc'€Py_1

kde permutace o’ vznikne z permutace o ufiznutim posledniho ¢lenu o, ktery je
ale rovny n, takze znaménka permutaci ¢’ a o jsou stejné.

Piedpokladejme, ze 0, =k <n A 0; =n pro j < n. VyuZijeme-li vlastnosti
(1.57), dostaneme po integraci

[ f@r,@e) o f(@j,an) . f(@n, vp)du(z,) =
7
= f(xlvxal) e f(xjaxk) e f(mnflvxcrn_l) = f(xlaxai) ce. f(xnflvxailil)
(1.61)
kde permutace ¢’ vznikne z o prohozenim prvka o, a o; a ufiznutim posledniho
élenu, ktery je po prohozeni roven n. Permutace ¢’ mé proto opacné znaménko
nez permutace o. Zobrazeni mnoziny {o € P,|o, = k} na mnoZinu permutaci P, _1
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definované predpisem (1.61) je vzdjemné jednozna¢né, soucet ¢lentt sumy (1.59),
které vyhovuji podmince o, = k, proto mizeme zapsat

ZUEP,L, on=k (_1)Sg1‘1(0) f f(xlv 1‘01) s f(xna xan)du(mn) -
(1.62)

= ep  (FUFC) o) f(@at, @ ) = —det Juy
Je ziejmé, ze tyto souCty nezaviseji na k a je jich n —1. Tim je dtikaz dokoncen. [

Abychom mohli lemma vyuzit v dalsim studiu ndhodnych matic, je nutné si
vSimnout, Ze faktor (1.43) mé pro v = 1 stejnou hodnotu jako van der Mondetv
determinant

1 1
M-y
TT G =2 = det . . o (1.63)
i< \N-1 N
1 N

Hodnota determinantu se nezméni, pfi¢teme-li k libovolnému fadku linedrni kom-
binaci ostatnich; vynasobime-li fadek libovolnym ¢islem, nésobi se hodnota deter-
minantu také timto ¢islem. Téchto zndmych a jednoduchych pravidel o apravé de-
terminantu uzijeme k ziskani vztahu

770(:\\1) WO(:\\M
1—[ oy m et 711(: 1) 7T1(: N) (1.64)
i<j 7TN—1()‘1) 71'N_1(>\N)7

kde 7; jsou libovolné polynomy stupné ¢, konstanty a; jsou koeficienty m; u nejvyssi
_L a2

mocniny. Vyndsobime jesté sloupce faktory e 2’

(1.40) v ptipadé Gaussova unitarniho souboru

a dostavame novy zapis funkce

2
1,2

EEPPE

P()\h...,)\]\/) ~ |det <6 2 J’/Ti_l()\j)> = [det (¢1_1(A]))]2 (165)
1<i,j<N

Necht A je matice, jejiz elementy jsou rovny A;; = ¢;—1();), potom plati

N
(det A)* = det(A"A) =det | Y AjiAj; | . (1.66)

j=1

Posledni rovnost nAm pomuze zjednodusit vyraz (1.65)

N
P, An) ~det [ Y d51(A)di-1(M) | = det(Kn (Ai Ae))1<isken, (1.67)
j=1

kde funkce Ky se obvykle nazyva jadro, v nasem piipadé mé tvar

—Lanzea

Kn(\N)=e 2 > m(Nm (). (1.68)

=0

Je zrejmé, ze kdyz zvolime polynomy 7;, tak aby funkce ¢; tvorily ortonormaélni
systém ve smyslu

/ e A () (2)da = 6y, (1.69)
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bude se jadro Ky reprodukovat pii zvolené mite du(z) = dz, tak jak to pozaduji
predpoklady lemmatu (1.7.1), protoze

— 71A(m2+22) 2
JEn (2, y)En(y,2)dy =30 lge 2 () (2) [ 75 (y)me(y)e Y dy =

1 2, 2
N—1 —5A(@"+z2%)
=20 ¢ ? mj(z)m;(2) = Kn(x, 2)
(1.70)
Parametr ¢y (pro pfehlednost jsme pfidali dolni index, uréujici rozmér matice) je

roven

N-1
gN = /KN(x,as)d:U = Z /efozﬂj(x)ﬂj(z)dx = N. (1.71)
5=0

Vsechny pozadavky jsou splnény, mizeme tedy pouzit lemmatu (1.7.1) na jadro Ky
a dostavame ze vztahu (1.58) rovnost

/det(KN(Ii»xj))lgi,jgNdwN =[N = (N = 1] det(Kn (i, 7))1<ij<v-1, (1.72)

navic, pouzijeme-li na vysledny determinant rekurzivné toto pravidlo, dostavame

/. . ./det(KN(:ci,:cj))lgiijNd:ckH . d(ﬂN = (N — k)!det(KN(wi,ﬂjj))lgi,jgk.
(1.73)

Pfipomeneme-li si defini¢ni vztah n-bodovych vazbovych funkci R,, (1.44) a spo—
jime-li ho s rovnici (1.67), najdeme novy zapis statistickych funkei R,

Ru(Ars -5 An) = det(Kn (Ai, Aj))1<ij<n, (1.74)

specialné

Ri(A) = Kn(AA),
. (1.75)
Y2(A1, A2) = [Kn (A1, A2)]?



Kapitola 2

Predpovédi teorie nahodnych
matic

V predchéazejici kapitole jsme odvodili nékolik statistickych vlastnosti Gaussovskych
soubortt ndhodnych matic. Funkce, které jsme obdrzeli, nicméné nemaji zatim tvar
vhodny pro srovnani s experimentem. Abychom mohli konfrontovat data ziskana
méfenim chaotickych systémt s pfedpovédmi, musime nejprve nalézt limity jed-
notlivych hustot pravdépodobnosti pro velké N, nebo zvolit vhodnou aproximaci,
pfipadné se omezit na vlastnosti matic malych rozmérd. Uvidime, zZe takto ziskané
vztahy budou pfehledné a snadno fyzikalné interpretovatelné.

2.1 Stredni hustota stavu

Mezi zakladni vlastnosti kvantové mechanického systému patii hustota stavia

N

o(N) =D 6(A =) (2.1)
i=1
V teorii ndhodnych matic neni dtlezita hustota stavii jedné ndhodné matice, ale
jeji primér pfes cely soubor, ktery budeme znacit o()), pfipadné (o(\)). V mi-
nulé kapitole jsme pro stfedni hodnotu (2.1) pouzivali také oznaceni Ry a dostali
jsme kone¢ny vysledek (1.75). Nyni se pokusime nalézt limitu (o(A\)) pro N — oo.
Zacfneme zapisem O-funkce jako limity na prostoru zobecnénych funkci

€ 1

=lim ————= 2.2
N =ty e 22)
podobné zapiseme a upravime také hustotu stavu
N N
€ 1 1 1
A) = lim — — = —lim -1 . 2.3
Q() 65%7rn:1()\—)\n)2+€2 51~I>r(l)7rm<;)\)\n+i€> ( )

Nadale jiz nebudeme zapisovat limitni pfechod, namisto toho budeme \ povazovat
za komplexni proménnou, jejiz imaginarni ¢ast je rovna ic, a az ve vysledku pro-
vedeme limitu. Abychom se zbavili explicitni zavislosti hustoty stavi na vlastnich
hodnotach \; matice H, prepiSeme ji na tvar

-t (1 (1)), ”

17
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ktery je mozny diky relaci

AlAi:ﬂClH). (2.5)

Operétor (A — H)™! rozlozime do fady

i=1

11 = 1
AN—H X, H :Z/\"HH ’ (2:6)
"

ktera konverguje pouze v pfipadé, ze |\| je vétsi nez velikost vSech vlastnich hodnot
operatoru H.
Pro urceni stiedni hodnoty (o(A)) potfebujeme znat stfedni hodnotu

<Tr()\ - H)*1>. (2.7)

V dalsim kroku proto budeme vysetfovat funkci

SOV =3 sy (TH), 238)

o které vime, Ze v oblasti konvergence (2.6) je rovna praméru (2.7). Nés v8ak zajima

hodnota praméru (2.7) ve vSech oblastech, v tomto pfipadé je vhodné ignorovat fakt,

Ze rozvoj (2.6) nekonverguje a pokusit se nalézt tvar funkce S(\). Ukéze-li se potom,

7e funkce S()) je analyticka, je vyraz (2.8) spravny vSude diky principu analytické

spojitosti.

S timto zamérem se pokusime spocitat stfedni hodnoty stop mocnin matice

H pro Gausstv unitarni soubor, k tomu budeme potfebovat znat stfedni hodnoty
soucintd )

<HozﬁHﬁa> = /HaﬁHﬁaP(H)dH = 24 (2.9)

(HapHys) =0, (a,8) # (6,7). (2.10)

Odtud je zfejmé, ze (TrH?) = N?/(2A) a viechny stfedni hodnoty stop lichych
mocnin H jsou nulové (obsahuji totiz integrély z lichych funkci). V souborovém
priumeéru se navic uplatni jen ty cleny, ve kterych jednotlivé maticové elementy H,g

s , s ¥ e 2n . e a1z = /
vystupuji v sudych mocninéch, pfesnéji |[H,g|”". Prvni netrividlni dosud nevy¥eseny
primér je pron =4

N
(TrH*) = <Z Ha5H57H75H5a>, (2.11)

afyé

u kterého muzeme jednotlivé nenulové s¢itance rozlozit na Ctyfi ¢asti. Do prvni
zahrneme ¢leny, pro které a =~y

N
< Z HagHgaHa5H5a> ~ O(N?), (2.12)
a,3,6=1

kde zépis ~ O(N3) znaéi podet vyrazii, pies ktery se priiméruje, do druhé ¢asti
zahrneme ¢leny spliujici 8 = §

N
< Z HaﬁHﬁvH'yﬂHﬁa>“O(N3)v (2.13)

a,B,y=1
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tfeti a Ctvrtou ¢ast vytvorime z ¢lenti, pro které plati @« = v, § = ¢ respektive
a=0, =7 = a=0

< > HaﬁHﬁaHQBHﬁa> = < > |H: > O(N?), (2.14)

a,B=1 B=1
respektive

<Z HosHpsHp, m> <Z > N). (2.15)

B=1

V limité N — oo jsou vyznamné pouze prvni dvé c¢asti, zbylé dvé zanedbame.
Zavedeme-li zkracené oznaceni

= (TrH*"), (2.16)
mizeme funkei (2.8) zapsat ve tvaru
|
SN =) Szs1 Mo (2.17)
n=0

Pokusme se nalézt rekurzivni vztah mezi prvky posloupnosti {M,}>7 ,, nejprve

n=0’
uvazujme rozpis

M, = <§: (HQ”)M> = <§: H,p (H2"—1)m>. (2.18)

a=1 a=1

Aby priumér jednotlivych séitanct na pravé strané posledni rovnosti nebyl nulovy,
musi byt jeden z ¢initeltt v rozkladu (H?"7 1)z, = >.Hg,...H,q rovny Hg,. Ta-
kovych moznosti je celkem 2n — 1, proto

2n—2

=2 Z < g5 Hoa (H?"H 2)w>. (2.19)

k=0 «,f=1

Pri pfevedeni posledniho vyrazu na tvar

M= 5 S (P (), M) ). @

k=0 a,B=1

jsme vypustily podobné jako v piipadé priméru <TrH4> ¢leny, jejichz pocet je
mensiho fadu nez téch, které jsme ponechali, a dale jsme odstranili ¢leny, které
obsahovali primér stopy z liché mocniny H. Uzijeme-li rovnice (2.9), obdrzime
hledany rekurzivni vztah

n—1 n—1
1 1
M, = o Z (TeH) (TeH>272) = — Z My My —g1. (2.21)
Prvni ¢len posloupnosti {M,} -, vychézi rovny
My =Tr(I) = N. (2.22)

Dosadime-li rekurzivni vztah (2.21) do (2.17), ziskdme rovnici

0o n—1
1 1 1
S(A) = N <N+ E 27 oA kg_o Mchnk1> ) (2.23)

n=1
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ze které zadménou poradi sumace a malymi Gpravami

S(\) = i<N+21Ai i AianMn_k_1>
k=0 n=k+1
(v soe) 221

dostaneme kvadratickou rovnici pro nezndmou funkei S(\)

S(A)? —20AS()\) + 2AN =0, (2.25)
kterou snadno vytesime
2N
S(A)12 =M (1 +4/1— W) . (2.26)

Znaménko pfed odmocninou zvolime tak, aby platilo S(A\) — 0 pro A\ — oo, coz
plyne z rovnice (2.17). Sjednoceni vztahti (2.4) (2.8) a (2.26) dava koneény vyraz

pro stfedni hustotu stavi
A 2N 9 V2N

(o(N) = : (2.27)
0 |A] > @

Obvykle se tato funkce jesté normalizuje k jedni¢ce, odkud dostdvame podminku

2
pro konstantu A = ;—N Vysledny tvar
a2\ 2N
L= (W) A<=
(e(N)) = : (2.28)
0 [A] > N
I

se nazyva Wiegneruv pulkruhovy zdkon, ktery obdobné plati i pro ostatni Gaussov-
ské soubory.

2.2 Prumérna vzdalenost mezi nejbliZSimy souse-
dy

Asi nejintenzivnéji studovana spektralni vliastnost je pravé rozdélovaci funkce vzda-
lenosti mezi nejbliz§imi sousedy p(s) (anglicky nazyvand ”nearest neighbour di-
stance distribution”). Vyjadfuje, jak jiz ndzev napovid4, jaka je nejpravdépodob-
néjsi vzdalenost mezi vlastnimi ¢isly A; matice H na realné ose. Je mozné ji vypocitat
pfimo z (1.40), ale v obecném piipadé je vypocet velmi obtiZzny. Specidlni pfipad
matic 2 X 2 vSak snadno spoc¢teme a dava jiz velmi dobrou pfedstavu o chovani
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zmitiované statistické funkce. Definici p(s) pro matice 2 x 2 mtizeme zapsat pomoci
integralu

p(s) = / P(A1, Ag)dA1dAg (2.29)
)\27}\125

a dvou normaliza¢nich podminek

/OOO p(s)ds =1 (2.30)

/OO sp(s)ds =1, (2.31)
0

které fixuji celkovou pravdépodobnost a stfedni hodnotu vzdélenosti mezi jednot-
livimi \;. V pripadé soubori odvozenych v prvni kapitole mizeme za P dosadit
jedinou funkci (1.40), zavislou na parametru v. Elementarni integraci pak dostdvame

o0 2 2 71 52
p(s) = C’s”/ e~ ARTFH)T g, = ¢ lAs”e 24" (2.32)

— 00

Z normaliza¢ni podminek uréime konstanty A a C. Vysledky pro vSechny soubory
pak mizeme prezentovat v zavislosti na parametru v

%s exp (—%82> v =1 (GOE)

pe)={ Zstexp (;‘;52> v =2 (GUE) . (2.33)

1.4

1.2 T i

0.8 / N J

p(s) N

0.6 //  / \\ 4
0.4} ‘ \ ]

L , SN ]
0.2 y .

Obréazek 2.1: Rozdélovaci funkce p(s)



22 KAPITOLA 2. PREDPOVEDI TEORIE NAHODNYCH MATIC

2.3 Vlastnosti Hermitovych polynomu

Jeden z nejcastéji zminovanych a ze vSech moznych thld pohledu prozkoumany sys-
tem je harmonicky oscilator. P¥i jeho feseni, jako kvantové mechanického systému,
obdrzime vlnové funkce, které jsou vytvoreny pravé pomoci Hermitovych polynomd.
V teorii ndhodnych matic se pouzivaji pro své ortogonalni vlastnosti jako vhodni
kandidati na polynomy m; z odstavce (1.7). Oproti standardni definici (pro harmo-
nicky oscilator) je budeme generovat formuli

he(@) = (~1)5N T a <e‘N%> : (2.34)

daxk

kterd se od standartni lisi volbou hy(z) = Hy (1 / gx), kde faktor 1/% je mo-

vvvvvv

uvedme Christoffel-Darbouxovu formuli

n—1
Z kl—]lvkhk(m)hk(y) _ o 1)'Nn hn—l(y)hn($> — an(x)hn(y) (2.35)
— k! ! T —

a jeji specialni pfipad

Z_: k'lwhi(x) = m [h2(x) = hn—1(2)hna (2)] - (2.36)
k=0 """ :

Hermitovy polynomy zéviseji na dvou parametrech, explicitné na indexu k = 0,1, . ..

a implicitné na N, ktery odpovidd rozméru matice a urcuje koeficient A = g ve

funkei (1.40). Vyjadiime-li stfedni hustotu R ze vztahu (1.75) a upravime-li ji
pomoci formule (2.36), dostavame
_ ﬁ,\2 1 9
Ri(AN) =Ky AN)=e 27 ——————— |hxny(A\) — hy—1(A)h A, (2.37
1) = Kn(A, ) gyt O~ v (hxa)] . (237)
Je zfejmé, Ze limitni tvar funkce R pro ndhodné matice vybrané z Gaussova unitar-
niho souboru, je fizen Hermitovymi polynomy hy,, kde N je veliké a n méa roz-
mér jednotky. Toto chovani se nazyva Plancherel-Darbouxova asymptotika. Také
jadro (1.68) je Fizeno touto asymptotikou, nebof pouZijeme-li znovu Christoffel-
-Darbouxovu formuli tentokrat ve tvaru (2.35), dostaneme

f%()\%r)\m) 1 hN_l(/\/)hN()\) — hN_1()\)hN()\/)

Ky, N) =
NAXN) =e (N —2)INN1 AN

(2.38)
K vysetfeni Plancherel-Darbouxovy asymptotiky se poziva integralni reprezentace
Hermitovych polynomt

hvan(@) = uN)N*”@ (@) + ()N Iy (—2)] (2.39)

o0
1
INgn = / q"eNDdg, f(q) =Ilng— 5la— i) (2.40)
0

V dalsim kroku se pouzije tzv. metoda ”sedlového bodu” (jinak ”stacionarni faze” ),
urcujici asymptotické chovani integralu

/ B(2)eNFE sz, (2.41)
r
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kde T je kiivka v komplexni roving, F(z) je analytickd funkce s definiénim oborem
obsahujicim I' a NV — oo. Hlavni myslenka metody je nasledujici.
Necht:

e funkce ReF ma maximum v bodé zy € I' a rychle ubyva podél kiivky T"
e funkce ImF' zustava konstantni podél kiivky I'

potom hlavni pfispévek do integralu (2.41) je z okoli bodu zp. Detailné se touto
metodou zabyvat nebudeme, uvedeme pouze pouze jeji vysledky. Pro stfedni hustotu
stavi R dostaneme

lim <]1[721(>\)> _LvaTe p<e (2.42)

N—o00 2T

odkud je vidét shodnost s vyrazem (2.27) pii konstanté A = g, ktery jsme obdrzeli

principialné odliSnou metodou. Jadro Ky, oznacené v limitnim pripadé K, je ddno
funkci

Koo(x,y) = im/i—]i(;y) (2.43)

Nakonec uvedeme jesté pribliznou hodnotu statistické funkce
1

Yo(s) = = [ln27ws +~v + 1], (2.44)

fg, é viz odstavec

(1.7) a A je vzdélenost mezi nejbliz§imi vlastnimi ¢&isly A; v intervalu B, dale v =
0,5772 ... je Eulerova konstanta.

s je definovano podilem s = %, kde L urcuje interval B =

1.4 - [ i ey [ n

1.2 4 : e —
Poisson

0 5 10 15 20 25
Obrazek 2.2: Statistickd funkce ”number variance”

Pro srovnéni viz obrazek (2.2) udéldme odbocku a uréime Yo pro Poissoniv
soubor. Uvazujme vzdalenost L srovnatelnou se vzdalenosti nejblizsich sousedu A,
na této vzdalenosti zistava p(A) pfiblizné konstantni a rovna p(0). Z definice funkci
R, a pouziti rozdélovaci funkce ve tvaru (1.41) odvodime charakteristiky

R1(A) = Np(A) (2.45)
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R2(A1,A2) = N(N — 1)p(A1)p(r2), (2.46)

2)
Y , fs . L L
s jejichz pomoci snadno ziskdme Yo v oblasti B = ~53

S, = NZ-(Np)® :/Rl(/\)d)\Jr/BXB(Rg(/\,X)le(A)Rl()\’))dAd)\'
L

N N/_EA p<)‘>d/\+/_z /_z [N(N —1) = N?Ip(A1)p(A2)dA1dAs

2
(2.47)



Kapitola 3

Priklady chaotickych
systému

Teorie ndhodnych matic se ukazuje byt univerzalnim nastrojem pii popisu vétsiny
chaotickych systémi. Rozdélovaci funkce, odvozené v predchéazejicich kapitolach,
popisuji velmi presné rozdéleni ziskané méfenim systému, které spolu kromé t¥idy
feni rozdélovaci funkce nejblizsich sousedii p(s) pro energie stavii atomovych jader,
rezonand¢ni frekvence kovovych bloku atd. viz [1].

Statistické vlastnosti ndhodnych matic, vyjadfené charakteristickym pribéhem
rozdélovacich funkci, jsou v pfirodé jakymsi vzorem, podle kterého se neusporadané
systémy chovaji. Analogii je Gaussova rozdélovaci funkce, kterd popisuje ndhodnou
veli¢inu omezenou pouze podminkou kladenou na stfedni hodnotu. Také ji nacha-
zime u systémi, které spolu, ve své podstaté, nemuseji souviset napf. rozdéleni
rychlosti ¢astic v idealnim plynu nebo tvar vinové funkce pro ¢astici s nejmensi ne-
urcitosti v poloze a hybnosti (minimélni vilnové baliky), ale i rozdéleni vysky ¢loveka.
Stejné napi. Wignerova rozdélovaci funkce nejblizsich sousedu pro GUE popisuje
statistické rozdéleni délky volného prostoru mezi parkujicimi auty v hustém provozu
nebo vzdalenosti prvocisel na realné ose. Duvody objastujici preferovani Gaussova
rozdéleni jsou zndmy, coz se neda fici v ptipadé predpovédi teorie ndhodnych matic.

Teorie chaosu tvrdi, ze kdyz troven slozitosti systému piekroci urcitou mez,
zacne byt systém, jako celek, fizen ponékud odlisnymi zakony néz témi, které udavaji
interakci na nejnizsi tirovni. To je dtivod, pro¢ v teorii ndhodnych matic nehraje roli
znalost interakce jednotlivych ¢éastic, pouze symetrie a podobné. Jako priklad této
myslenkové abstrakce je mozné uvést burzu, ktera predstavuje system, jehoz tiroven
slozitosti je vysokd. Ceny akcii je mozné, za normalniho stavu (kazdy obchoduje s
kazdym), popsat Wignerovou rozdélovaci funkci p(s). V okamziku, kdy dochazi k
masivni vyméné akci mezi dvéma objekty (objevi je jistd vnitini vazba) meéni se
Wignerovo rozdéleni v Poissonovo. Jen z tvaru teto rozdélovaci funkce pozname,
7e se se systémem néco stalo, aniz bychom védéli, kdo komu prodava, kdo od koho
kupuje a podobné.

3.1 Mikrovlné experimenty

Mikrovlny biliar, tak se fikd experimentu s dutinami rozlicnych tvart, jenz jsou
vyplnény tekutinou nebo vakuové, a do kterych se rliznymi zptisoby privadéji viny.
Chovani vln uvnitf dutin miZzeme popsat Maxwellovymi polnimi rovnicemi bez

25
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zdroji
- OB
E = —— .1
V x ot (3.1)
- 9D
H = — .2
V x o (3.2)
VD=0 (3.3)
VB=0 (3.4)

Ve vakuu nahradime dvojici (5, H ) dvojici (E B ) a pfiddme konstanty eq resp. g

nazyvané dielektrickd konstanta resp. permeabilita vakua, nebot v tomto piipadé
plati . L .

D= 60E, B = [L()H (35)

Predpokladame-li periodickou ¢asovou zavislost elektromagnetického pole, zis-

kame pomoci Stalldardnich procedur, které zde nebudeme uvadét, Helmholtzovy

rovnice pro £ a B .
(A+KHE =0, (3.6)
(A+k*)B =0, (3.7)

kde k = % je vlnové ¢islo a w je thlova frekvence. K vyfeseni rovnic (3.6) a (3.7) je
potieba dodat jesté dvé hranicni podminky

ixE=0, 7B =0, (3.8)
kde 77 je jednotkovy vektor, normélovy k povrchu. Vétsina dutin (rezondtort) mé

cylindrickou geometrii s rliznymi prirezy ve sméru kolmém na osu z. U téchto
rezondtori maji hraniéni podminky (3.8) tvar

E.ls=0, ViB,|ls =0, (3.9)

kde V, znamena derivaci ve sméru norméaly k povrchu. Prvni podminka plyne
pfimo z rovnice (3.8), podminka pro B, je dusledkem druhé Maxwellovy rovnice
(3.2) a vztahu (3.8). Existuji dvé moznosti, jak splnit hraniéni podminky (3.9) a
zérovetl vyfesit rovnice (3.6) a (3.7).

Reseni zapsané ve tvaru

E.(xz,y,2) = E(x,y) cos <%> , n=0,1,...

, (3.10)
B.(z,y,2) =0
kde E(x,y) vyhovuje dvourozmérné Helmholtzové rovnici
nr\ 2
A+H—(F) E=0 (3.11)
s Dirichletovou hrani¢ni podminkou
E(z,y)|ls =0 (3.12)

nazyvame pri¢né magnetické médy (TM), zbylé slozky EaB bychom snadno vy-
podetli pomoci E(x,y), ale nejsou nyni dfilezité. Reseni nazyvané piiéné elektrické
mdédy (TE) vypadd analogicky

E.(z,y,2) =0

: (3.13)
B.(z,y,z) = B(z,y)sin (ngz) ,n=12...
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kde B(z,y) vyhovuje dvourozmérné Helmholtzové rovnici

2
Atk (%) B=0 (3.14)

s Neumannovou hrani¢ni podminkou
VJ_B(I,y)|S =0. (3.15)

Pi frekvenci v < % odpovidajici vlnovému ¢éislu k£ < % jsou mozné pouze (TM)

mddy pro n = 0. Rovnice (3.11) se redukuje na
(A + K E(z,y) = 0. (3.16)

Biliary tohoto typu se nazyvaji kvasi-dvourozmérné, jejich piriklad je na obrazku
(3.1).

5 i £

Obréazek 3.1: Casovy vyvoj mikroviného pulsu v dutiné tvaru ”étvrt stadionu”

Rovnice (3.16) je ekvivalentni Schridingerové rovnici pro dvourozmérnou ¢astici
v krabici se sténami nekone¢né vysky a hraniéni podminkou (3.12). V teto analogii
k? odpovida vlastnimu &slu Hamiltonianu. Mikrovlny se uvniti rezonatoru obvykle
vytvareji pomoci antény, kterou je dratek o poloméru nékolik desetin milimetru.
Anténa se privadi do dutiny malym otvorem.
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Obrézek 3.2: Céast spektra biliaru ve tvaru ”étvrt stadionu”

Prvni mikrovlny experiment, kterym se méli fesit otazky kvantového chaosu,
byl proveden v roce 1990. Autofi studovali vlny uvnit¥ rezondtoru tvaru ”étvrtiny
stadionu”. Mérili, jakou silou ptisobila odrazend vlna na detektor v zavislosti na
frekvenci. Obrazek (3.2) ukazuje ¢ast naméfeného spektra. Kazdé minimum odpo-
vida vlastnimu médu dutiny. Tvar byl zvolen z davod nezévislosti spektra, protoze
”¢tvrt stadion” nemd zadné dodatecné symetrie. ” Cely stadion” ma dveé zrcadlové
symetrie, které zptisobuji superpozici ¢tyt nezavislych spekter. Pfi analyze dat po-
moci teorie ndhodnych matic potom dostavame dalsi vnit¥ni vazby mezi vlastnimi
Cisly, které vedou k nesouhlasu teoretickych kiivek s naméfenymi hodnotami.

U chaoticky vypadajiciho spektra, jako je na obrazku (3.2), neni jasné, zdali
viibec obsahuje néjakou uziteénou informaci. Nakreslime-li rozdélovaci funkei p(s)
vzdéalenosti nejblizsich sousedii viz odstavec (2.2), dostaneme pro rtizné druhy bili-
ara odlisné funkce.

Obrazek (3.3a) vykresluje p(s) pro rezonator obdélnikového prifezu, ktery je
podle klasické dynamiky integrabilni. V tomto pfipadé se predpoklada Poissonovo
rozdéleni

p(s) = exp(—s). (3.17)

Experimentalni rozdéleni sleduje teoretickou kiivku témér presné, az na dvé od-
chylky. Pro mald s vykazuje experimentalni rozdéleni znatelny pokles, zatimco
teoretickd kiivka ma v bodé 0 maximum. To je zptisobeno konecnou rozlisovaci
schopnosti detektoru, ktery dvé velmi blizkd maxima zaznamend jako jedno. Dalsi
odchylku pozorujeme naopak pro velkd s, kde se projevi vliv antény, zptisobujici,
7e systém jiz neni integrabilni, ale pseudointegrabilni.

1.0 T T T T ’ T T T T ]' T T T T 1.0 \ T T T T T T 1 1T T Tﬁ T T T

- d =\ -4
AY
L i L\ g
N7
. @ 1 PN\ (S
— 4~ - //\ \\ 4
n [} \

— 05 - EOS— FAN . -
a ] L . N 4
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- i \\\\ .
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Obrazek 3.3: Obdélnikova dutina

Obrézek (3.3b) také ukazuje funkci p(s) pro stejny obdélnikovy rezonator, ten-
tokrat v oblasti vysokych frekvenci. Je ziejmé, Ze vymizela jakdkoli podobnost s
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Poissonovym rozdélenim. Vliv antény v tomto piipadé je znacny, metodou expli-
citné uvazujici tuto okolnost byla ziskana funkce, ktera je na obrazku nakreslena
plnou c¢arou.

1.0 T T T T T T T T T T T
2ost A
Q [ 1

ool vt v 1 ]

00 10 20 30

Obrazek 3.4: Dutina tvaru ”¢étvrt stadionu”

Obrézek (3.4) je pro rezondtor tvaru ”¢tvrt stadionu”. Plnd ¢ara nyni odpo-
vidd Wiegnerové rozdélovaci funkeci, spoétené v odstavci (2.2) ve tvaru (2.33) pro
Gaussuv ortogonélni soubor.

3.2 Anharmonicky oscilator

Dalsim prikladem systému, ktery mazeme v jistém smyslu popsat teorii nahodnych
matic, je %spinové ¢astice pod vlivem potencidlu t¥irozmérného anharmonického

oscilatoru, jehoz hamiltonian mé tvar

1 1 1
H= §P2+x4+ §y4+Ez4+12x2y2—|—143722'2+16y222+r22(am+by)—|—c7“LS, (3.18)

kde r = /22 + y2 + 22 a ¢rLS je spin-orbitalni ¢4st hamiltonidnu. T¥{da systému
zé&visi na parametrech a a b.

Pro a = b = 0 mé systém tii zrcadlové symetrie na plochach xy, xz a yz. V
tomto pripadé systém patii do ortogonalni t¥idy, a je popsan vysledky pro Gausstuv
ortogonalni soubor, pfes existenci spin-orbitalni interakce. Z funkci, jejichz teore-
ticky tvar je (2.33), nejlépe odpovida pravé rozdélovaci funkce pro GOE naméfenym
dattm, jak ukazuje obrazek (3.5).

Obrazek 3.5: Anharmonicky oscilator pfi a = b =0
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Pokud pravé jeden z parametrii a, b je nulovy, jedna ze symetrii se porusi a
systém propadne do unitarni t¥idy. Pro tento pfipad graf funkce p(s) podavé obra-
zek (3.6). Také v tomto piipadé je zjevny soulad naméfenych hodnot s teoretickou
kfivkou pro GUE.

024 f

Obrézek 3.6: Anharmonicky oscilator piia =0, b # 0

Jsou-li oba parametry nulové, systém nemd zadnou z uvedenych symetrii, ale
diky spin-orbitalni interakeci ztistava alespoii v symplektické t¥idé. Tvar funkce p(s)
je na obrazku (3.7).

Obrézek 3.7: Anharmonicky oscilator pii a # 0, b # 0

3.3 Lidsky mozek

Lidsky mozek vykazuje znacnou elektromagnetickou aktivitu, ktera se méfi pomoci
elektrod umisténych na rdznych mistech lebky. Jedna z moznych topologii je na
obrazku (3.8). Kazdé rozmisténi elektrod mé sviij vyznam a slouzi k jinym ucelam.
Signal z elektrod je zpracovavan pristrojem, ktery se nazyva elektroencefalograf.

Z biologického hlediska vznika EEG soucinosti neuront thalamu a kortexu. Tha-
lamus mé funkci generatoru rytmi. Asi hlavnim zdrojem EEG je elektricka aktivita
synaptodendritickych membran v povrchnich vrstvach kortexu. Normalni aktivita
je rytmickd a ma sinusovy prubéh. Zakladnim tvarem je tzv. alfa vlna.

Alfa aktivita je vlastnosti mozku, ktery je zdravy, bdély (pfi spanku a bezvédomi
se rozpadd), zraly (od narozeni do 5 az 7 let je aktivita pomald) a pii zavienych
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Inion

Obréazek 3.8: Rozmisténi elektrod

oCich. PFi otevieni o¢i se alfa aktivita blokuje a objevuje se nizkd amplituda vin
viz obrazek (3.9). Podobné i jind ¢inost, at uz vnitini (soustfedéni na podnét)
nebo vnéjsi (sevieni pésti), zptsobuje zménu aktivity mozku. P¥i méfeni klidovych
vlastnosti je nutné se témto vliviim vyhnout.

Zaviené oéil Otevieni o&i

AN\ o

Obrazek 3.9: Otevieni od¢i

Signal z mozku je také mozné zpracovavat metodami teorie ndhodnych matic.
Jednotlivé vystupy elektrod budeme znacit z;(t;), kde t; urcuje okamzik odecteni
hodnoty. Piedpokladame, Ze posloupnost {x;(t;)}’_; je ndhodna a Gaussovsky roz-
lozena na realné ose, pro vSechny kandly ¢ = 1,...,n, které jsou navzajem statis-
ticky nezavislé. Jednotlivé oblasti mozku spolu vzajemné komunikuji, proto se da
ocekavat, ze data ziskand méfenim na elektrodach budou vnitiné provazana.

Casovy vyvoj systému budeme popisovat korela¢ni matici

N2

Crm(T) = Y @ity zm(t;), (3.19)

Jj=N1
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kde indexy N; a Nz jsou voleny v zdvislosti na 7', tak aby bylo splnéno t; €
(T, T + A). Parametr A urcuje pfedpoklddany ¢as, po ktery aktivita mozku zi-
stava priblizné stejnd. Vystupy z;(t;) se pfed dosazenim do (3.19) musi vynéasobit
konstantou a posunout, aby vyhovovaly relacim

Nz NZ
S mt;) =0, Y m(t)’ =1, (3.20)
j=N j=N

K vysetfeni systémové nezavislé spektralni hustoty je tfeba podrobit vlastni ¢isla
transformaci

)\’:/0 o(x)dz, (3.21)

kde g je ptivodni hustota stavi. Popsané konstrukei se fikd ”unfolding the spectra”
a hustota stavll po jejim provedeni vychézi konstantné rovna 1. Spocteme-li pro
korela¢ni matice (3.19) rozdélovaci funkei p(s), definovanou v odstavci (2.2), do-
staneme obrazek (3.10), ze kterého je vidét, Ze chovani korela¢nich matic odpovida
chovéni Gaussova orgononalniho souboru (GOE), jehoZz pribéh je na obrizku vy-
znacen souvislou ¢arou.

Obrézek 3.10: Funkce p(s) pro korelaéni matice pfi riznych stavech mozku (kfizek,
¢tverec)
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