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Uvod

vvvvvv

organismu. Ptes velké tsili doktori a védct z jinych obort, neni jeho popis zdaleka tplny. Procesy probi-
hajici v mozku jsou velmi komplikované. Na prvni pohled se zdaji byt dokonce chaotické a neusporadané.

Mozek patfi mezi komplexni systémy. Jejich charakteristickym rysem je slozitost, diky které vypa-
daji z vnéjsku chaoticky, ale ve skutecnosti nejsou. Detailni znalost interakce mezi stavebnimi kameny
komplexnich systémii nezarucuje pochopeni chovani celého objektu. Teorie ndhodnych matic poskytuje
nastroje, jak takové systémy studovat a klasifikovat.

~v s

Elektromagneticka aktivita mozku se méri elektrodami, rozmisténymi na povrchu lebky. Hlavnim
zdrojem aktivity jsou nejvyssi vrstvy kortexu (koncového mozku), obsahujici neurony. Vznikajici signaly
se rozdéluji do nékolika typt podle umisténi zdroje, intenzity a frekvenc¢ni charakteristiky.

Elektrické vlastnosti povrchu a obsahu lebky umoznuji sifeni jen urc¢itym vlndm. Soucinnosti neuront
vznika stiidavé napéti s frekvenci v rozsahu 4-50 Hz. Ve vysledku vypada signal naméfeny elektrodami
jako barevny Sum.

V prvni kapitole se budeme zabyvat spektralnimi vlastnostmi barevného Sumu, které ve druhé kapitole

pouzijeme k analyze lidského elektroencefalogramu (EEG).
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Kapitola 1

Spektralni analyza barevného Sumu

Prostor kolem nas je vyplnén vlnénim rozlicné povahy. Existuje mnoho cest, vedoucich k jeho vytvoreni.
Jmenujme alesponi nékteré. Chvénim materidld vznikaji viny zvukové (princip hudebnich néstroju). Pfi
kmitani molekul nebo atomu v krystalické mriZce se uvolnuje tepelné zareni. Zrychleny pohyb nabitych
Castic je zdrojem vlnéni elektromagnetického. Bez ohledu na typ zdroje mizZeme kazdé viné prisoudit
amplitudu, frekvenci a rychlost sifeni.

Vzhledem k riizné povaze vlnéni existuje také pestra paleta detektorti, konstruovanych k meéfeni
konkrétnich druht vln. Detektory periodicky méfi hodnotu jisté fyzikalni veli¢iny (napf. napéti), jejich
vystupem jsou proto ¢asové rady.

St¥etnou-li se vlny na jednom misté, dochézi k jejich sklddéni (superposici). Umistime-li do tohoto
mista detektor, nedostaneme jiz informaci o jednotlivych vlnach, ale pouze o jejich superposici. Frek-
venc¢nim rozkladem ¢asovych fad, zaznamenanych detektorem, mizeme alespon urcit zastoupeni signalu
o daném kmitoctu.

Predpokladejme nadéle, Ze signal je ndhodny, gaussovsky rozdéleny, se stfedni hodnotou rovnou nule.
Jsou-li v rozkladu zastoupeny vsechny frekvence a pfispivaji-li k celkovému vykonu pfiblizné stejné,
mluvime v souvislosti s pfichazejicim vlnénim jako o bilém Sumu. Nepfispivaji-li vSechny frekvence k
celkovému vykonu rovnomeérné, budeme vlnéni nazyvat barevny Sum. Pfesna definice bude zminéna
pozdéji.

Data ziskand z jednoho detektoru vétSinou nejsou dostateénd k analyze méfeného signalu. Z tohoto
dtivodu se do zkoumané oblasti umistuje cel4 sada stejnych detektori. Naméfené casové fady je mozné
rozdélit na okénka predepsané délky. Z idaju v okéncich néasledné vytvorit korela¢ni matice a zkoumat je-
jich vlastni ¢isla. V pfipadé, ze frekvencéni analyza dat ze vSech detektord ukazuje na bily Sum, pfedpovida
teorie vybudovana Pasturem a Marchenkem [1], za jistych okolnosti, tvar rozdélovaci funkce vlastnich
disel. Cilem této kapitoly je rozsifit predpovéd o tvaru rozdélovaci funkce bilého Sumu na barevny Sum.

1.1 Konstrukce korelac¢nich matic

Uvazujme systém M detektor poskytujici M casovych fad {x’}fﬁl Dale predpokladejme, ze vSechna
meétidla zaznamenala N hodnot.

Prvnim krokem pfi zpracovani dat je rozdéleni ¢asovych fad na okénka. Tento krok je velmi dilezity,
protoze spravna volba poc¢tu méfeni n v jednom okénku ovliviiuje celou dalsi analyzu. Z nasledujicich
avah bude zfejmé, Ze n musi byt alespon stejné velké jako M, jinak bychom s jistotou dostali singularni
korela¢ni matice. Naopak, je-li n srovnatelné s IV, nemuzeme z vysledki dosazenych pro jednotliva okénka
Fici, ke které udélosti se vztahuji (v jednom okénku muzZe probéhnou vice udalosti).

Casovou fadu z* je zvykem pfeskalovat tak, aby platilo

Soai=0, Y (@) =1, (1.1)

Jj=ni1 Jj=n1

kde n1, ny uréuji pocatek a délku okénka no — ny; = n. Této upravé fad se Fika whitening - vybéleni.
Definujeme prvek ¢; ,, korelacni matice vztahem

9



10 KAPITOLA 1. SPEKTRALNI ANALYZA BAREVNEHO SUMU

Cij = Z il (1.2)

Oznacime-li symbolem z matici M X n obsahujici data z ¢asovych fad v fadcich, mizeme ptredchozi

definici zapsat prehledné ¢ = zzT.

1.2 Marchenko-Pasturova predpovéd rozdéleni vlastnich é&isel

Necht M je i nadale pocet detektort, které pouzivame p¥i analyze. Zvolime-li délku méfeni N nepiilis
velkou a okénko dostatecné Siroké vzhledem k celému souboru, poskytuji korela¢ni matice pro jednotlivé
vzorky dobrou aproximaci korela¢ni matice pro cely soubor. Nicméné, nechame-li N rist do nekonecna
a $itka okénka n zlistane koneCna, zjistime, ze vyse zminovany vztah jiz nebude platit.

Za ptredpokladu, ze prvky matice x jsou nezavislé a identicky rozdélené kolem nuly se stejnou variaci
o2, pfedpovidd Marhenko-Pasturtiv teorém (viz [1]) v limitnim pifpadé M — oo, % — ¢ pro korelaéni

matici zzT piislusejici k jednomu okénku hustotu vlastnich &isel ve tvaru

1
5N es? b=NA=-a) a<A<b

o() = , (1.3)
0 A<a\/ A>b

kde a = 02 (1 — /)’ b =02 (14 /c)° a 0 < ¢ < 1. P¥i volbé ¢ > 1 se v hustoté o(\) dodatetns objevi

Diracova delta funkce v bodé 0 o velikosti 1 — % Existence delta funkce v hustoté vlastnich ¢isel je zfejma

sy

(viz odstavec 1.1), uvazime-li fakt, Ze v tomto pfipadé dostavame singuldrni korela¢ni matice.

V dalsich odstavcich zjistime, Ze rozdéleni (1.3) je do zna¢né miry univerzalni. UkdZeme, Ze je speci-
alnim pripadem obecnéjsiho rozdéleni vlastnich ¢isel, zavislého na frekvenénim rozkladu ¢asovych fad, z
nichz je vytvofena pfislusna korela¢ni matice.

1.3 Frekvencni analyza ¢asovych rad

Dulezitou charakteristikou mériciho pristroje, periodicky zaznamenéavajiciho urcitou fyzikalni veli¢inu, je
vzorkovaci frekvence f,. Udava, jak Casto pristroj ukladd namérenou hodnotu. Nepiimo také ovliviiuje
rozsah frekvenci pro frekvencni analyzu.

Casovou fadu si mtizeme pfedstavit jako prvek vektorového prostoru RY. Podobné data v jednotlivich
okéncich této fady jako vektory v prostoru R". Zavedena interpretace umoziuje podrobit ¢asovou fadu
diskrétni Fourierové transformaci.

Diskrétni Fourierova transformace (DFT) je definovina na komplexnich prostorech formulemi (slozky
vektortd ¢islujeme od 0)

| N-1 1 Nl
Xom ke Sy L e »
N3 N5
kde thlova frekvence wy a €as t; jsou urceny vzorkovaci frekvenci

J

, 1
ﬁ =iT, fo= T (1.5)

27 27
W = kﬁfv = kﬁ, tj =

T je ¢asovy interval mezi dvémi méfenimi.

Transformacni vztahy (1.4) je mozné zapsat piehledné v operatorovém formalismu. Necht U oznacuje
operéator definovany prvnim vyrazem v (1.4). Tento operdtor je unitarni, zachovavé tedy standardni
skalarni soucin < , >. Inverse U ! je vyjadiena druhou formuli v (1.4). Zastavme se u nékolika vlastnosti
operatoru diskrétni Fourierovy transformace U.

Reélnost vektoru x umoziiuje piepis definice inversniho operatoru U —! na tvar
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N-1
1
Tj=—= Z Re(Xy) sinw;jty, + Im(X}) coswjts, (1.6)
NS

ze kterého je vidét, Ze redlné a imaginarni ¢asti slozek vektoru Xy predstavuji v jistém smyslu amplitudy

(nemusi vsak byt kladné).
Definici korela¢ni matice (1.2) mizeme pomoci skaldrniho souéinu zapsat jako rovnost

Cm =<2, 2™ Spn=< X, X™ >ew, (1.7)

kde indexy RY a C¥ urc¢uji prostor, na kterém skalarni soudin poéitame.
Operator U, zazeny na realny prostor RY, zobrazuje vektor € RY na vektor X € CV, ktery je
obecné komplexni a jeho slozky nejsou nezavislé. Presnéji: plati vztah

X: = Xn_s. (1.8)

V analyze signalu se pouziva charakteristika nazjvand vykonové (power) spektrum. Jednd se o graf
zévislosti | X k|2 na odpovidajici frekvenci wg. Urcuje prispévky jednotlivych frekvenci k celkovému vy-
konu, ktery je pfimo tmérny kvadratu amplitud. Diky platnosti vztahu (1.8) je zbyteéné kreslit power

spektrum pro vSechny frekvence wy, obvykle se pouzije prvnich g , kde symbol [a] znamend celou ¢ast

Z a.

Nékteré vlastnosti vektoru X jsou pro nasi dalsi analyzu nezadouci, proto se pokusime definovat jiny
linedrni operator U, zobrazujici RN — RY tak, aby slozky obrazu X vektoru z stéle urcovaly frekvenc¢ni
rozklad (1.6) a aby skaldrni souéin ztistal zachovan. Definujeme ptisobeni operatoru U na vektor x pomoci
vektoru X = Uz vztahem

Re(X;) 0<i< {%}

i
S

(1.9)

Im (Xi_[%}_ﬂ) [%} <i<N-1

Zbyvajici dva prvky definujeme samostatné, protoze jejich vyznam a vlastnosti se od ostatnich lisi. Prvni
prvek Xy je vzdy redlny a je definovén souc¢tem fady {x;}. Prosudé N je prvek X y také redlny a oznacuje
2
se "Nyquist component”. Obé posledné zminéné slozky vektoru X jsou pro frekvenéni rozklad v jistém
smyslu zbytecné, jelikoz nehraji roli amplitudy vlny o jisté frekvenci jako ostatni slozky. Definujeme
Xo = Xo a v zavislosti na N, bud X y = X n pro sudé N, nebo X y_1 = vV2X y_1, je-li N liché.
2 2 2 2
Snadno ovérime, ze takto definovany operator ma vsSechny pozadované vlastnosti. Podobné jako v

odstavci 1.1 mizeme definici korela¢ni matice prehledné zapsat rovnosti

c=z2T = XX* = XXT, (1.10)

kde x je matice M xn a matice X, X jsou vytvoreny analogickym postupem jako x. Zobrazime-li zavislost
~2
X na frekvenci wy dostaneme charakteristiku, kterou budeme v dalsich odstavcich nazyvat modifiko-

vané power spektrum. Jeho vyznam je podobny jako u power spektra, lisi se v tom, ze modifikované
power spektrum rozliuje mezi sudou a lichou ¢asti viny Xje™its,

1.4 Spektralni hustota korela¢nich matic obecného barevného
sSumu

V predchozim odstavci jsme popsaly néstroje, kterymi je mozné odlisit barevny Sum od bilého Sumu.
Nasledujici definice jsou zaloZeny na tvaru power spektra.
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1.4.1 Definice (Gaussovsky bily Sum). Mé&jme nadhodnou ¢asovou fadu {z; };:01, jejiz elementy jsou

(s s . T 4 T Y 1 —1 .
nezavislé, gaussovsky rozdélené kolem nuly. Je-li power spektrum piislusné k fadé {z;}"_) rovnomérné

) J 7=0 ?
nazyvame odpovidajici signal bilym Sumem.

1.4.2 Definice (Gaussovsky barevny Sum). Mé&jme ndhodnou ¢asovou fadu {z; };:01 , jejiz elementy

. (s 1 (1 1w 21 % X -1
jsou nezévislé, gaussovsky rozdélené kolem nuly. Neni-li power spektrum piislusné k fadé {z;}'_ rov-

7=0
nomérné, nazyvame odpovidajici signal barevnym Sumem.

V disledku nulovosti stfednich hodnot slozek fady {x; }?;Ol jsou také stfedni hodnoty slozek rozkladu
—~yn—1
{X k} Casové Fady {z; }?;Ol nulové (viz. definiéni vztahy 1.4 a 1.9). Déle pro ¢leny diskrétniho furierova

k=0
rozkladu { X} }7—, plati

<(Re(Xk))2> - <(Im(Xk))2>, pro 1<k < {%} , (1.11)

<()}’“>2>:<<)}[¥]+k>2>’ pro 1<k < [%] (1.12)

Analogické definice k 1.4.1 a 1.4.2 bychom mohli formulovat na zdkladé modifikovaného vykonového
spektra, které by bylo symetrické ve smyslu rovnosti 1.12.

Z odstavce 1.2 vime, jak bude vypadat hustota vlastnich ¢isel o(\) korelaénich matic 2™, obsahuji-li
matice x v fadcich bily Sum. K urceni spektralni hustoty korela¢nich matic odpovidajicich barevnému
$umu pouzijeme vétu formulovanou Girkem (viz [2])

neboli

1.4.3 Vé&ta. Bud A ndhodné matice n X [cn] s nezavislymi elementy, které maji nulovou stfedni hodnotu
a spliuji podminku

nVar(A4;;) < B (1.13)
pro B < oco. Pfedpokladejme, ze funkce v, :< 0,1 > x < 0,c >— R definované jako

i1
y<itl (1.14)
n

) 141
—<z< il
n n

IN

J
vn(z,y) = nVar(4;;), ;-
stejnomérné konverguji k limitni funkci v(z,y). Potom limitni rozdélovaci funkce vlastnich éisel o())

korela¢éni matice AAT existuje a spliiuje rovnici:

/ﬁ(i)f; :/u(:c,t)d:c, (1.15)
0 0

kde funkce u(z,t) je uréena rovnici:

1

c
1 +tf 1U(Zay)dy

O 1+t [u(z,t)v(z,y)dz
0

u(z,t) = (1.16)

Reseni rovnice (1.16) existuje a je jednoznac¢né na ti¥idé funkci u(z,t) > 0, analytickych v ¢ a spojitych
vee<0,1>.

Necht matice X je obrazem matice x pii zobrazeni U (pfesnéji: fadky matice X jsou obrazem fadkd
matice z, viz odstavec 1.3). Odpovidaji-li fadky matice x, o rozmérech M x n, barevnému $umu, zvolime

X jako matici A ve Véts 1.4.3.

Ihned vidime, Ze ¢ = [%} . Splnéni podminky (1.13) nebudeme nyni fesit, vyplyne totiz z vlastnosti

konkrétnich posloupnosti {v,}.
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Modifikované vykonové spektrum, urcujici variaci slozek v fadku matice X , je pro vSechny radky
stejné. Funkce v(x,y) diky tomu nebude zdviset na prvnim argumentu, tedy:

v(@,y) = v(y). (1.17)

Vyuzijeme-li vztahu (1.17), zjistime na zakladé definice (1.16), Ze ani funkce u(z, t) nezavisi na prvnim
argumentu.

Nakonec se zastavme u rovnic (1.15) a (1.16). Jejich tvar se také vyrazné zjednodusi. V kazdé z nich
zmizi jeden integral a dostanou tvar

/?fgzu@ (1.18)
0

1
ult) = : . (1.19)
i v(y)dy
L T o)

Principielné jsme nasli hustotu vlastnich ¢isel libovolnych korela¢nich matic XX T odpovidajicich
barevnému sumu. Reseni rovnic (1.18) a (1.19) viak nenf trivialni. V dal$ich odstavcich se pokusime najit
predpis pro hustotu o()), v pfipadé, ze funkce v(y) je schodovita (nespojité funkce tvorend konstantnimi
bloky rizné vysky).

1.5 Zobecnény bily Sum

Predstavme si situaci, kdy do jednoho mista prichazi signal z nékolika zdroji. Kazdy zdroj produkuje
ve svém frekvenénim pasu zmét vin ndhodnych fazi. Spoleéné je pro vsechny vysilace pouze primérnd
hodnota vykonu, pfg;léSenélllo jednotlivymi vlnami. Méfime-li pfichazejici signal M detektory, dostaneme
=M, j=n—
i=1, j=0
struujeme vykonové spektrum, bude pfislusna funkce v(y) (viz 1.17) vypadat podobné jako na obrazku
1.1 (stejné pro vSech M ftad!).

casové fady {m;} . Zobrazime-li tyto fady diskrétni fourierovou transformaci a nasledné zkon-

v(y)

o
N0 -
a

Obrézek 1.1: Graf funkce v(y) pro zobecnény bily Sum
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Z M casovych fad {z} Zf’jj:on_l
x o rozmeérech M X n.

Pro urceni hustoty vlastnich ¢éisel p(\) korela¢nich matic z2T jsou podstatné pouze dva tidaje o tvaru
funkce v(y) diskutovaného typu. Soucet délek intervala d, na kterych v(y) nabyva nenulové hodnoty, a
funkéni hodnota v na téchto intervalech. Neni slozité se pfesvédéit, Ze FeSeni rovnice (1.19) nezévisi na
umisténi intervald, na nichz je v(y) konstantné rovna v.

Dosazenim funkce v(y), podobného tvaru jako je na obrazku 1.1, do vyrazu (1.19), nalezneme pfedpis

pro funkei u(t)

umisténych do fadkd vytvorime, stejné jako v odstavci 1.1, matici

— 1+ tv(d—1)] + \/[1 +to(d — 1)) + 4tv
t) = 1.20
u(t) - , (1.20)
ktery je prozatim nejednoznaény. Véta 1.4.3 piedpovida feSeni (1.19) jednozna¢né na t¥idé analytickych
funkei, pro nez plati u(t) > 0. Znaménko pfed odmocninou ve vzorci (1.20) proto bude kladné.
Integralni rovnici (1.18) pfevedeme na tvar

79(A)dA _ ! G) — (), (1.21)

y+ A Yy
0

ktery odpovida Stieltjesové transformaci (viz [3]).
Operator zobecnéné Stieltjesovy transformace je definovan vztahem

_ [ Flydy
G(z) = / Wt 2P larg z| <, (1.22)

kde p je kladny redlny parametr. Pfedpokldda se, Zze F(y) je libovolna zobecnéna funkce, ktera je defi-
Y2

Sy PF(y)dy
Y1

je stejné omezeny pro libovolné 0 < y; < y2. Obraz G(z) je potom holomorfni na |arg z| < 7 a existuje
B > 0 tak, ze absolutni hodnota |zﬁG(z)‘ je omezend v nekonecnu.

Alternativné se na zobrazeni (1.22) pohlizi jako na nasobnou Laplaceovou transformaci. Jedna z
moznosti, jak definovat inversni operator, je proto vyuziti nasobného operatoru inversni Laplaceovy
transformace. Jiny zpiisob nabizi jiz zmifovany ¢lanek [3], ktery dokazuje, Ze inversni transformaci k
(1.22) 1ze formulovat pomoci jedno-dimenzionalniho integralu. Pfedpis pro pfechod od G k F uvadséji ve
formé

novand na kladné ose a pro kterou existuje realné ¢islo a takové, ze 0 < a < p a vyraz

F(y) = —%yp/%, (1.23)

kde C je krivka v komplexnim prostoru, majici zac¢atek i konec v bodé —1 a obihajici pocatek ve sméru
hodinovych rucicek.

Srovndme-li rovnici (1.21), kterou se snazime vytesit, a obecny tvar Stieltjesovy transformace, zjis-
time, Ze nas zajim4 p¥ipad, kdy parametr p je roven 1. V definici (1.23) mtizeme snadno provést integraci,
zvolime-li parametr p = 1, diky platnosti Cauchyho teorému, ktery poskytuje spravné reseni

1
F(y) = lim — (G(—y —ie) — G(— ic)) . 1.24
(y) = lim o (G(~y —ic) = G(~y + ie)) (1.24)
pro y > 0.
Funkci @(t) méme uréenou na kladné ¢asti redlné osy pomoci analytické funkce wu(t) (viz (1.21)).
Chceme-li na ni pouzit inverzni operator (1.24), musime ji nejprve holomorfné dodefinovat na celém
larg t| < w. Holomorfni tvar funkce %(t) miizeme zapsat vzorcem

Mﬂw}_

() =

o (1.25)
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s tim, Ze hodnota u(t) v bodé 0 je rovna ﬁ je-li d # 1. Pro d = 1 jde limita u(t) zprava v bodé 0

do nekonecna.
Hustotu vlastnich ¢isel o(A) nalezneme jako limitu ve formuli (1.24) pfi volbé G(y) =~ u(y) a F(y) =
o(A). Vysledny tvar

1
2mAv VO =) =) A <A< A

o(A) = , (1.26)
0 A<\ \/ A > Ao

2
kde A2 =v (1 + \/E) , je stejny jako v Pastur-Marchenkové pfedpovédi (1.3), véetné existence Diracovy

delta funkce v bodé 0 o velikosti 1 — d v pfipadé, ze d < 1. Dikaz spociva v dosazeni parametri d = % a

v = co? do vzorce (1.26). Volba parametrii d a v piimo odpovid4 predpokladfim uvedenym odstavci 1.2.

oy
0.35

03—

0.25—

0.15—

01—

Obréazek 1.2: Experimentalni vysledky (*)! prolozené grafem funkce o(\) prov=1ad =3

Shoda obou vysledku je velmi zajimava, zvlasté, kdyz si uvédomime, Ze nalezena hustota neni zavisla
na typu rozdéleni element? v matici « (implicitné jsme pfedpoklddali Gaussovo).

Zavér: Hustota vlastnich ¢isel korelaéni matice 22T m4 tvar (1.26) (viz obrazek 1.2), ktery nezavisi
na poc¢tu zdroju vln ani na jak vysokych frekvencich vysilaji, dtlezity je pouze soucet Sifek jednotlivych
vysilacich pasem a tvar vykonového spektra. Rozdéleni je nenulové pouze na intervalu urceném A; a Ag.

1.6 Specialni piipad barevného Sumu

Na zakladé tvaru modifikovaného vykonového spektra libovolného barevného Sumu muzeme stanovit
rovnice, kterym musi hustota vlastnich ¢isel korela¢nich matic vyhovovat. Obdrzené rovnice se v obecném
pripadé tézko tesi. Proto se je pokusme vyftesit alesponi v nejjednodussich piipadech.

V redlném experimentu vypadaji funkce v, (y), definované formuli (1.14), jako schodovité funkce
(viz odstavec 1.4), protoze vySetfované ¢asové fady jsou koneéné. Vykonové spektrum, jenz funkce v, (y)
urcuje, je v principu mozné zpresnit dvémi zpisoby. Prodlouzeni pozorovaciho okénka je jedna z moznosti,
ktera neni prili§ vhodné. Ve skutecnosti pfi ni spojujeme po sobé jdouci okénka, kterd sama o sobé

IExperimentalni vysledky byly ziskany zpracovanim ndhodnych dat, generovanych poéitacem prov =1 a d = 3.
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nesou dil¢i informaci o studovaném systému za urc¢itou dobu, coz muize vést k mylnym zavéram o stavu
probihajiciho procesu.

Mnohem atraktivnéjsi zptisob zpresnéni vykonového spektra je zvySovani vzorkovaci frekvence méri-
ciho pristroje, jelikoz délka pozorovaciho okénka muze zustat stejnd. Nanestésti vzorkovaci frekvence je
zékladni vlastnosti méridla, a proto ji obvykle viibec nelze ménit, nebo pouze v omezeném rozsahu.

Spokojime-li se s urc¢itou pfesnosti ve stanoveni modifikovaného vykonového spektra, mizeme ucinit
predpoklad, Ze se zvySovanim vzorkovaci frekvence se spektrum nezmeéni ve smyslu definice funkei vy, (y).
Posloupnost {v,(y)} je potom konstantni a mé za limitu schodovitou funkei.

Korektni odvozeni hustoty vlastnich éisel p(A) probirané v tomto odstavci je po formélni strance velmi
slozité, nebudeme proto uvadét presné vypocty u kazdého kroku, spise se budeme snazit, aby celkovy
algoritmus ztstal prehledny.

Dosazenim schodovité funkce v(y) do integralu ve vyrazu (1.19) a uzitim definice @(t) (viz uprava
1.21) ziskdme rovnost

K K

_ d;
tu(t) +Zdi —1= Zm (1.27)
=1 i=1
kde K je pocet schodt ve funkci v(y), d; a v; pak jejich vyska a délka.

Reseni rovnice (1.27) vyusti v hleddni kofent polynomu (K + 1)-ho stupné v u(t). Vysledny piedpis
pro u(t), pokud existuje, je v zavislosti na parametrech d; a v; velmi dlouhy. Z tohoto divodu ho zde
nebudeme uvadeét.

Pribéh funkce u(t) neni zavisly na umisténi schoda ve v(y), tj. kdybychom zptehazeli potadi schodii
ve v(y) s tvarem u(t) se nic nestane. Také spojovat schody o stejné vysce do jednoho Sirsiho muZeme
beztrestné.

Tvrzeni Véty 1.4.3 zarucuje, 7e funkce u(t) bude kladna na pozitivni redlné poloose a v dusledku
relace (1.21) také u(t). Pokud budeme chtit pouzit Stieltjesovu transformaci musime navic pozadovat
holomorfnost na |argt¢| < m, kterou zafidime, podobné jako v odstavci 1.5, spravnym dodefinovanim
mimo kladnou realnou poloosu.

Hledanou hustotu vlastnich ¢&isel o(\) pro barevny $um, narozdil od zobecnéného bilého Sumu, ne-
mizeme zapsat jedinym prehlednym vzorcem. Dokonce zvolime-li hodnoty parametri

p (N

14—

12~

08—
0.6~
04—

02—

)? prolozené grafem funkce o(\)

(*
1 1
B h=1p 2=10

Obrazek 1.3: Experimentalni vysledky
pro K =2, v1 =1, vg =
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1

, U1 y U2 157

dy = —, dy = 15, (1.28)

1
10’
nevesel by se pfesny vzorec hustoty o(A) na nékolik fadkt. Graf funkce p(A) ve vybraném piipadé je na
obrazku 1.3.

Z#vér: Hustota vlastnich ¢isel o()\) korela¢nich matic xzT v piipadé, kdy frekvenéni rozklad signali
tvoricich matici x odpovidd barevnému Sumu, ma podobny tvar jako je na obrazku 1.3. Nezavisi na
kmito¢tu jednotlivych vysilacich padsem (pouze na jejich vykonu timérnému v; a Sifce d;), ani na jejich
pofadi (viz obdobné tivahy o pfehazovani schodi ve funkci v). Rozdéleni je nenulové pouze na nékterych
intervalech.

2Experimentélni vysledky byly ziskany zpracovanim nahodnych dat generovanych poéitacem pro K =2, vy = 1, vg =

1 1 o
15 dl—l—o,d2—15.
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Kapitola 2

Analyza lidského
elektroencefalogramu

Mozek je slozeny prevazné z gliovych bunék, které jsou uvnitf, a neuront, které pokryvaji povrch. Obal
neuront je tvoren elektricky nabitou membranou. Elektricky potencial membrany vznikd pfi metabo-
lické pfeméné latek dodavanych krvi (glukdza a kyslik). Neurony jsou propojeny dvéma druhy vybézka,
dendrity a neurity neboli axony. Navzdjem spolu komunikuji prostfednictvim ”chemickych posld” neu-
rotransmitert ¢ili mediatort.

Biochemicko-elektricky signél je pfijimén na membrandch dendritd a somatu (téle) bunék. Po neuritu
se §ifi informace k jinym neurontim. Membranové potencidly jsou jednak pomalé, fadové desetiny Hz a
rychlé, fadové desitky az stovky Hz. Pomalé nazyvame ”stalé” (”standing”), rychle nazyvame ”hrotové”
(”spiking”). Synchronizaci pfedevsim ”standing” potencidlt vzniké elelktroencefalogram (EEG).

2.1 Meéfeni EEG

Rozlozeni elektrod na hlavé neni ndhodné, ¥idi se jednoduchym systémem, ktery navrhl H. Jasper (viz
[4]). Pfiklad jednoho z mozZnych zapojeni je na obrazku 2.1.

Nasion

Inion

Obrazek 2.1: Rozmisténi elektrod na povrchu lebky s oznacenim jednotlivych elektrod

Spojeni mezi dvémi elektrodami je bud bipolarni ¢ili diferenéni, kdy zesilovaci kandl mé na vstupu

19
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vzdy dvé elektrody, nebo je spojeni unipolarni ¢ili referenéni, kdy k jedné elektrodé (Goldmannové)
jsou ostatni pfipojeny pfes uréity odpor. Pro zpracovani EEG signalu na pocitaci se pouziva unipolarni
zapojeni.

2.2 Frekvenc¢ni charakteristika

Zmény potencidlu synaptodendritickych membran v nejvyssich vrstvich koncového mozku (pfipadné z
jinych ¢asti, ale odtud hlavné) se pfenaseji na povrch lebky, kde jsou zaznamendny elektrodami. Pfi své
cesté musi prochézet riznym prostiedim. V zavislosti na frekvenci mtize dochézet, bud ke ztratam energie,
nebo k tplnému pohlceni viny. Nejvyssi frekvence se diky tomuto ”organickému filtru” nedostanou na
povrch. Proto se dfive myslelo, ze v mozku tak rychlé procesy neprobihaji.

Zakladni aktivitou mozku, ktery je zdravy, bdély a zraly (pfiblizné od 5-7 roku), je tzv. ”alfa-a”
aktivita, vyznacujici se frekvenci v rozsahu 8-13 Hz a amplitudou 30-80 V. Na druhém misté jmenujme
aktivita s frekvenci 4-7,5 Hz a amplitudou do 30 xV. Ostatni druhy aktivity se vyskytuji jen zfidka nebo
jsou dusledkem nervovych poruch.

Vystupy z elektrod putuji do zesilovacii, kde kromé zesileni signalu mize dojit k odfezani nékterych
Zi\fl’j];)n_l, kde
M je pocet elektrod (kanalt) a N uréuje délku méfeni v zdvislosti na vzorkovaci frekvenci f, (viz vzorec
1.5).

Zpracovani dat zacneme volbou §itky pozorovaciho okénka n = cM, kde c je konstanta z Véty 1.4.3.
Pomoci diskrétni fourierovy transformace zobrazime ¢asové fady a vytvofime power spektra (viz odtavec
1.3), kterd zprimeérujeme pres vSechna okénka.

frekvenci. Na konec jsou vysledky zaznamenany v pocitaci ve formé ¢asovych fad {x;}
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Obrazek 2.2: Vykonové spektrum signalt pfijimanych elektrodami pfi méfeni EEG

Priklad vykonového spektra ziskaného z 64-kanalového EEG je na obrazku 2.2. Vidime, Ze jednotlivé
frekvence nejsou zastoupeny rovnomérné. Nejvyssi frekvence v rozkladu chybi uplné. Vysvétleni bychom,
v souladu s pfedchozimi ivahami, pravdépodobné nalezli ve vlastnostech prostiedi uvniti lebky a v lebce
samotné, nebo v charakteristikach zesilovaci.



2.3. HUSTOTA VLASTNICH CISEL KORELACNICH MATIC 21

2.3 Hustota vlastnich ¢isel korelaé¢nich matic

Data z lidského EEG jsme v pfedchozim odstavci zobrazili diskrétni fourierovou transformaci. Obdrzeli
jsme frekvencni charakteristiku v podobé vykonového spektra.

Spektralni analyza EEG spoc¢iva v konfrontaci zvoleného modelu mozku s naméfenymi hodnotami.
Nas model je zalozen na jednoduchém piedpokladu, Ze signédl uvniti lebky je obycejny bily Sum. Pro-
nikdnim na povrch hlavy se z ného stava barevny Sum. Stéle zustava ndhodnym signalem, narozdil od
skutecné elektromagnetické aktivity, ktera prenasi informaci mezi jednotlivymi ¢astmi mozku, respektive
Castmi celého téla.

Na prvni pohled se muze zdat, ze kolisani potencidlu na membranach kazdého z neuronti neméa glo-
balni vyznam. Shromazdi-li se skupina neurond, vykazujicich podobné zmény napéti (vnitiné provizané
zmény), na jednom misté, stdva se z nich samostatnd jednotka schopna vykondvat jistou funkci. EEG je
tvofeno elektromagnetickou aktivitou pravé takovych shluk.

Plné ndhodny signal, jako je bili Sum, nemuize pfenaset informaci. Navrzeny model mozku proto musi
byt v rozporu s experimentalné namérenymi daty. Hustota vlastnich ¢isel by mohla byt tim ukazatelem,
ktery odhali nedostatec¢nost naseho popisu ¢innosti mozku.

Na zékladé vysledkt odvozenych v kapitole 1, jsme schopni nalézt spektralni hustotu korelac¢nich
matic brevného Sumu, podle priubé&hu vykonového spektra (viz obrazek 2.2). Spoleéné s experimentalné
zjisténym rozdélenim vlastnich ¢isel jsou na obrazku 2.3.

PN
18
16
14

12

Obrazek 2.3: Hustota vlastnich éisel korela¢nich matic z EEG (*)
proloZzend hustotou g(A) pro barevny Sum s vykonovym spektrem z obrazku 2.2

V oblasti kolem nuly je hustota o(\) téméf singuldrni, pfesto je ndmi zvolend aproximace schopna ji
postihnout. Polovina vlastnich ¢isel je velmi malych a druha polovina je pfiblizné rovnomérné rozmisténa
na zbytku kladné realné poloosy.

Zaveér: Hustota vlastnich ¢isel korela¢nich matic, konstrustruovanych z ¢asovych fad pochéazejicich
z elektrod umisténych na hlavé, odpovida prfedpovédim ucéinénym prostiednictvim znalosti vykonového
spektra. Na trovni spektralnich hustot neni mozné odliSit data z elektroencefalografu od barevného
Sumu.
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