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Uvod

Strunové teorie se v poslednich letech tési velké pozornosti mnoha teoretickych
fyzikt. Klicovym objektem pro jejich studium je dvourozmeérny nelinearni o-
model, kterému se zde budeme podrobné vénovat. Potiz je v tom, ze TeSeni
pohybovych rovnic o-modelu obvykle umime najit jen v pripadé, kdyz ma
model ploché pozadi, tzn. ze je zkonstruovan na varieté s nulovym Rieman-
novym tenzorem. Pohybové rovnice o-modelu se zakfivenym pozadim se totiz
stavaji neskutecné komplikovanymi, pfitom pravé tyto modely jsou fyzikalné
zajimavé.

Jednim z feSenim problému se ukazaly byt duality o-modelti, které umoz-
nuji ziskat feseni daného o-modelu z feseni modelu k nému dualniho. Snadno
tak muzeme prijit k feSeni zakifiveného modelu, pokud zjistime, zZe je du-
alni k néjakému plochému modelu a tento model najdeme. To je ovSem dalsi
netrivialni iloha — byla sice objevena Poisson-Lieova dualita, ktera nevylu-
¢uje existenci dualnich protéjska ani k velmi obecnym o-modelim (dfive byly
znamy pouze duality umoznujici dualizovat o-modely majici néjaké symetrie),
ale zatim nezname zadny obecny zptisob, jak zjistit, zda je zadany o-model
dualizovatelny a jak prfipadné nalézt model k nému dudalni. V soucasnosti se
proto fesi specialni, nejlépe néjaké fyzikalné zajimavé pripady, pricemz je tfeba
ke kazdému pristupovat individualné.

V této praci predvedeme postup, jak zkonstruovat dualizovatelny o-model,
jehoz pozadim je trirozmernd homogenni rovinnd vina a nalezneme model k
nému dualni. Rovinné vlny jsou pomérné castym predmétem zajmu struno-
vych fyzikt, protoze se jedna o relativné jednoduchy ptipad zakiiveného a
navic casové zavislého pozadi, u kterého je navic znamé tzv. dilatonové pole,
dilezité pro kvantovou verzi. Dimenzi tii jsme zvolili jednak jako nejjedno-
dussi pripad pro zacatek, dalsim divodem je to, ze pro konstrukci o-modelu
na n-rozmérném pozadi, je potfeba urcit 2n-rozmérnou grupu s jistymi vlast-
nostmi (tzv. Drinfeldiv double), kterd modelu piislusi. A v soucasnosti jsou
Drinfeldovy doubly klasifikovany nejvyse pro dimenzi Sest.



1 Homogenni rovinna vina

1.1 Definice, vlastnosti

Jesté predtim, nez se pustime do problematiky o-modeli, budeme se chvili
zabyvat vlastnostmi prostoru, ktery budeme chtit za pozadi naseho hledaného
modelu, tedy homogennich rovinnych vln, specidlné pro dimenzi tii.

Obecné se rovinnou vlnou rozumi metrika tvaru
ds* = 2dudv + A;;(w)a'2? du® + da?,

kde dz? znaéi standardni metriku na Euklidovském prostoru E¢ a z € E<.
Jednd se tedy o metriku na (d + 2)-rozmérném prostoru.

I pfes jeji pomérné jednoduchy tvar se explicitni vypocet prislusejicich
strunovych modeld ukazuje jako velmi obtizny. Proto se strunovi fyzici zamérili
nejprve na studium specidlnich pripadt této metriky, jako napf. rovinné viny
s konstantni negativné semidefinitni matici A;; a nebo isotropni (A;;(u) =
—A(u)d;;) rovinné viny

ds? = 2dudv — A\(u)z? du® + dz?,

k 1.1
)\(u)zﬁ,k:konst.>0, (1.1)

kterd bude i predmétem naseho zajmu. Prostor s takovouto metrikou ma né-

kolik zajimavych vlastnosti.

Pfedné je to zfejmé pfitomnost singularity pro u = 0, coz je samo o sobé
dost velké lakadlo pro studium strunovych modeli s timto pozadim. Déle bude
pro nas pomeérné dulezité, ze je to homogenni prostor, tzn. Ze ho lze povazovat



za faktorgrupu G /H, pro néjakou grupu G a jeji uzavienou podgrupu H (viz.
[1]), a Ze existuje (d + 2) rozmérna podgrupa jeho grupy isometrii, kterd na

ném mé transitivni akci.

Symetriim tohoto prostoru se budeme vénovat trochu podrobnéji. Chceme-
li totiz zkonstruovat dualizovatelny sigma model na pozadi tfirozmérné ho-
mogenni rovinné vilny (1.1), potfebujeme najit jeji grupu isometrii, urcit jeji
Lieovu algebru a nalézt jeji tiirozmérné podalgebry a identifikovat je podle
Bianchiho klasifikace (vSechny tfirozmérné Lieovy algebry jsou klasifikovany,
viz. napf. [3]). Divody pro tento postup prozatim ponechme stranou, objas-
nime je na zacatku ctvrté kapitoly.

1.2 Grupa isometrii

Za¢neme lehce obecnej$im p¥ipadem, ktery si nasledné zkonkretizujeme. Re-

senim Killingovych rovnic zjistime, ze kazda metrika tvaru
ds? = 2dudv — A\(u)z? du® + da?, (1.2)
kde A muze byt libovolna funkce u, ma tyto nezavislé Killingovy vektory:

T =0,
X; = a0; — O0,ax;0,
Rij = :L’iaj - xjé?i

pfi¢emz funkce a(u), vystupujici ve vyjadfeni X;, je uréena rovnici
02a(u) + Mu)a(u) = 0. (1.3)

Protoze to je diferencialni rovnice druhého fadu, kterd ma dveé nezavisla reseni
a, a, existuji pro kazdé ¢+ = 1,...,d dva nezavislé Killingovy vektory a — X;,
4 — X;. VSimneme si jesté, Zze vektory R;; generuji rotace v prostoru E? a
jiz. bez problému urc¢ime celkovy pocet isometrii metriky (1.2) jako 1 4 2d +

1d(d—1).



Nase specialni volba
AMu) = — (1.4)

obohati metriku o symetrii vzhledem k soucasnému preskalovani proménnych
uav

uw—lu, v—Iltv.

Pribude nam tedy navic novy Killingiv vektor
D =ud, —v0, .

V piipadé trirozmeérné homogenni viny tak zjistujeme, Ze jeji grupa isometrii je
ctyrrozmernd, generovana vektory 7', X, X aD. Vektory R;; v tomto pfipadé
ztraci smysl, protoze jsme zvolili d = 1 a mame pouze souradnice (u, v, z).
Dale, diky konkrétni volbé (1.4) funkce A\(u) muzeme bez potizi vyfe-
Sit rovnici (1.3), protoze se v takovém piipadé jedna o tzv. Euler-Cauchyho
rovnict, kterou lze prevést na linearni diferencialni rovnici s konstatnimi koe-

ficienty substituci u = e’ a poté zpétnym dosazenim ¢ = Inu do nalezeného

fesen{ ziskat feSeni v ptivodni proménné. Rovnice (1.3) po substituci u = e’

ma charekteristicky polynom
V¥—v+k=0 (1.5)

a jejl feSeni tak mohou byt kvalitativné odlisna v zavislosti na hodnoté kon-

stanty k.

1.3 Killingovy vektory homogenni viny

V pripadé, 7ze 0 < k < i, ma obecné FeSeni rovnice (1.3) tvar

a(u) = Chu” + Cout™v,



kde
1+ /1 — 4k
V= —
2

a explicitni vyjadfeni vektori X, X je

_ v—1
X =40, — vu" 20,

X=u""9, — (1 -v)u"zd,.
V piipadé, ze k = }1, ma obecné FeSeni (1.3) tvar
1 1
a(u) = Cru? + Cou? lnu

a vektory X, X jsou

1 _:
X=u ax—ia:u 20,

N|=

X =2 Inud, —xu (%lnu—l— 1>8v.

A v pfipadé, ze k > %, mé obecné feSeni (1.3) tvar
a(u) = Cyu? cos(yInu) + Cou? sin(yInu)

kde

a vektory X, X jsou

D=

X =u? cos(yInu)d, —zu~

[SIE

X =u? sin(yInw)d, — zu—

(% cos(yInu) — ysin(yIn u))@v

(% sin(yInwu) + v cos(y1n u))&) .

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)



2 Algebraicka struktura grupy isometrii pro
dimenzi 3

Jak uz bylo feceno, zatim jsou dualizovatelné modely klasifikovany maximalné
pro dimenzi tfi (mame klasifikaci maximalné Sestirozmérnych Drinfeldovych
doublit). Chceme tedy najit trirozmérné podalgebry Lieovy algebry grupy iso-
metrii, (kterd je v nasem pfipadé ¢tyfrozmérna). Musime ale vySetfit kazdy
pripad zvlast, protoZe pro rizné hodnoty konstanty k& mohou komutatory vek-
tortt X, resp. X s ostatnimi Killingovymi vektory vypadat jinak.

2.1 Pfipad ”k je mensi nez 1/4”

Za¢neme piipadem, kdy 0 < k < 1. Pouzijeme explicitn{ tvar (1.7) vektori
X a X a po nenadrocném vypoctu urcime komutacni relace Lieovy algebry
(uvadime pouze nenulové komutéatory, konstanta v je urcena vztahem (1.6))

[D,T] =T
(X, X]=Quv-1)T
(D, X] =vX
[D,X]=(1-v)X.

Asi prvni, co nas napadne, mame-li najit tfirozmérnou podalgebru tako-
véto algebry, bude zahodit jeden vektor a podivat se, jestli zbylé tii tvori
béazi néjaké algebry, tj. jestli lze jejich komutatory vyjadrit jako jejich linearni
kombinace. Na prvni pohled je vidét, ze se nam prave tohle nepodari, pokud
bychom vyhodili vektor 7" — komutator X, X | vSe zkazi.



vvvvvv

tak dojdeme témér bez prace. Zapomeneme-li na vektor D, pak zbylé tii tvori

Lieovu algebru Bianchiho typu 11, kterad je ur¢ena komutac¢nimi relacemi

[X17X2] :07 [X27X3] :X17 [X37X1] :O

pro vhodnou volbu baze X7, X5, X3. (Kompletni prehled Bianchiho klasifikace
Ize nalézt nap¥. v [3].) V naSem piipadé je takovou vhodnou bézi {T', X, X},

kde T = (2v — 1)T.

Pokud vynechdme vektor X, pak zbylé vektory tvoii Lieovu algebru urce-

nou komutac¢nimi relacemi
(D, T)=T, [D,X]=vX, [T,X]=0.

Ukéazeme, ze to je algebra Bianchiho typu VI, kde

_1—|—V
C1-v

a

Bianchiho algebra VI,, a > 0, a # 1 je urena komutac¢nimi relacemi
(X1, Xo] = —aXo — X3, [X2,X3]=0, [X3,X;1]=Xs+aX3.

Po chvilce zkouseni zjistime, Ze

[Xl,Xg —|— XQ] = —(CL + 1)(X3 + X2)
[Xl,Xg — Xz] = (1 — a)(Xg — X2)
X3+ X2, X3 — X5] =0.
Prejdeme-li proto k bazi
1
Yi=—7X;, Yo=X3+X5, Y3=X3-X5,
a+1

prejdou komutacni relace této algebry na

a—1
Y1, V5| = Y- Y. V=] =
[ 1, 2] 2, [ 1, 3] CL+1

Y37 [}/27Y3] :07

(2.1)

(2.2)

(2.3)

10



coz presné odpovidé relacim (2.1). Porovnanim vidime, ze

a—1 ¢ 1+v
vV = . a = .
atl’ J
Protoze 0 < k < %, plati pro v nerovnost % < v < 1 a parametr a tak nabyva
skutecné pouze povolenych hodnot.

Zcela analogicky muzeme postupovat i v pripadé, kdy vynechame vektor
X. Zbylé vektory D, T, X tvoii Lieovu algebru

D, T)=T, [D,X]=0-v)X, [T,X]=0,

ktera odpovida Bianchiho typu VI, pro a = 2=%. 1 v tomto piipadé parametr

14

a splnuje a > 0, a # 1.
Tim jsme vycerpali vSechny moznosti, jak ziskat podalgebru pouhym wvy-
nechdanim jednoho z generdatoru grupy isometrii. Pokud chceme najit néjakou

dalsi trirozmérnou podalgebru, musime uz nakombinovat jeji bazické vektory
ze vsech ctyr vektoru T, D, X, X.

Vcelku rychle se presvédcime, ze podalgebru miizeme ziskat volbou bazic-
kych vektort
A=D+aX, B=-al2v-1)T, X,

kde parametr o mtize byt libovolné nenulové realné cislo. Prislusné komutacni
relace pak maji velice jednoduchy tvar

[A,B]=B, [AX]=vX+B, [BX]=0. (2.4)

Tato algebra je opét Bianchiho algebrou V'I,. Z komutacnich relaci (2.3)

totiz zjistime, ze

1
[— X1, X2 +X3} = Xo+ X3
a-+1

a—1
X, 1X}= DXy + (Xy + X
[ | 1, (@ +1)Xo a+1(a+ )Xo + (X2 + X3)

[(a ‘|— 1)X2,X2 —|— Xg] = 0,

11



coz jsou tytéz relace jako (2.4), navic porovnanim opét uréime parametr alge-

bry jako a = ii’—y Tato podalgebra je tedy isomorfni jiZ nalezené podalgebre

{D,T,X}.

Vpodstaté stejnym zpiisobem zjistime, ze vybérem baze

A'=D+dX, B =d2v-1)T, X

ziskame Lieovu algebru s komutac¢nimi relacemi

[A',B'|=B', [A,X]=1-v)X+B', [B,X]=0.
To je opét Bianchiho algebra VI, kde a = 2_7”, a je proto isomorfni jiz diive
nalezené algebte {D, T, X }.
Po kratké tivaze nad moznymi tvary bazickych vektori t¥irozmérné podal-
gebry se ujistime, ze zadnou dalsi Lieovu podalgebru zkoumané ¢tyirozmérné

algebry, ktera by nebyla isomorfni s jiz nalezenymi, uz nenajdeme. Takze se
pustime do rozboru dalsi moznosti.

2.2 Pripad ”’k je rovno 1/4”

Pro ptipad k = % pouzijeme k vypoc¢tu komutatort Killingovych vektori

explicitni tvar (1.8) X a X, ¢imz ziskdme nésledujici komutacni relace:

D, T] =T

X, X]=-T
D, X] = %X
D, X] = %X +X.

Jak postupovat uz vime, takze okamzité odhalime prvni podalgebru, kte-
rou ziskdme vynechanim vektoru D:

T=-TXX : T,X]=[T,X]=0, [X,X]=T.

12



To je, stejné jako v predeslém pripadé, Bianchiho algebra typu /1. Vynechame-
li vektor X, dostaneme algebru

1
D.T.X: [DT]=T, [D.X]=_X, [I.X]=0,

coz je Bianchiho algebra VI3, tedy opét stejny vysledek, jako v predeslém

ptipadé (pro v = %)

Ale narozdil od ptedchoziho pripadu, vynechanim vektoru X uz neziskame
podalgebru — staéi se podivat na komutator [D, X ]. Lehce ovétime, zZe vlastné
zadna trojice D, T,Y = aX + BX s nenulovym 3 nemiize tvorit bazi tfiroz-
mérné algebry, protoze pak by komutator [D, Y] musel byt néjakym nasobkem
Y, coz lze ovSem splnit pouze pokud ( = 0.

Podobné tomu je i s dalsi dvojici podalgeber — zatimco vektory A = D +
aX , B=aT, X tvori pro libovolné nenulové o Lieovu algebru s komutacnimi

relacemi

[A,B] =B, [AX]= %X+B, [B,X] =0,

coz odpovida Bianchiho algebie VI3, tedy znovu tentyz vysledek jako v pred-
chozim pifpadé, vektory A’ = D + o/X, B’ = /T, X uz algebru tvorit

nemohou pro zadnou hodnotu «’.

Zadnou dal$i neisomorfni podalgebru se nam jiz najit nepodaii, a tak
jediné trirozmeérné podalgebry, které tato algebra md, jsou typu II a VIz. (V
predchozim pripadé meéla algebra vzdy tii tfirozmérné podalgebry pro dané v
—typu II,VI, aVl,, kde a = }f—z aa = 2_7” Je totiz treba si uvédomit,
ze algebry VI, jsou pro riizna a > 0 neisomorfni.)

2.3 P¥ipad "k je vétii nez 1/4”

Pro k > % dosadime za X ,X' explicitni tvar (1.10) a spocteme komutacni

13



relace Lieovy algebry pro tento ptfipad:

(D, T =T
X, X] =T

1 -
D, X] = 5X —7X

~ 1 -~

Na prvni pohled je vidét, ze vynechanim vektoru D opét ziskdme podal-
gebru
T=9TX,X : T,X]=[T,X]=0, [X,X]=T,

coz je uz znamé Bianchiho algebra typu I/. Tim jsme ale skoncili, protoze
zaddnou dalsi podalgebru se ndm uz najit nepodafi. Algebru v tomto pripadé
netvoii ani trojice {D,T,Y = aX + X}, ani {D + oX,T, X}, resp. {D +
X, T, X }. Pocet podalgeber se tedy opét snizil, tentokrat uz jen na jedinou.

14



3 Poisson-Lieova T-dualita

Vse potiebné ohledné homogenni rovinné vlny jiz mame pripraveno a miizeme
se tak pustit do studia Poisson-Lieovy T-duality sigma modelti. V této kapitole
podame stru¢ny tvod do problematiky, jez by mél i ¢tenaitim, kteri se o-

modely primo nezabyvaji, umoznit pochopeni dalsiho textu.

Klasicky nelinearni sigma model je definovan jako zobrazeni x : ¥ — M z
variety X (tzv. world sheet), s Lorentzovskou metrikou 7, do cilové variety M
(tzv. target space), na které je zaddna metrika ds* = g, dz# ® dz" a 2-forma
B = %BW dz* N dz¥. Hustota Lagrangianu takového o-modelu je

1 1
Z = inabguu(x)aamuabl’y — §€abB,W($)8al‘“8b:L‘y.

I kdyz muze byt podle této definice dimenze variety > obecné jakakoli,
v praxi se témér vyhradné zkoumaji o-modely s dimenzi dva, kvili jejich
primé souvislosti se strunovymi modely. Souradnice na ¥ pak vétsinou znacime
(7,0). Piechodem k soufadnicim svételného kuzele (* = 7 4 o ziskdme akci

o-modelu ve tvaru

S = / det de (guu(fc) + Bw(‘”))a‘x“a*xy - (3.1)

:/d§+d§_FW(a:)8_a:“8+x”.

Funkce z# : R?2 = R, = 1,...,dim M ziskdme sloZenim 2* = y*ox zobrazeni
x : R?2 — M a soufadnicové mapy y : U, — R”, n = dim M okoli prvku
z(§*.67) € M.

15



3.1 Drinfelduv double

Dualita cilovych prostorti nebo téz T-dualita (od target-space duality) o-
modeli spolu svazuje dva modely, které popisuji tutéz fyziku, i kdyz explicitni
forma jejich pohybovych rovnic je jina. Jako prvni byla objevena abelovskd T-
dualita umoznujici najit dudlni o-model k modelu, jehoz cilova varieta méa
abelovskou grupu isometrii. Sympaticka vlastnost, bohuzel ne ptilis prakticky
uziteéna, nebot se neda pouzit pro vétsinu fyzikalné zajimavych pripadd.

Dalsim krokem byl objev neabelovské T-duality, kterd umoznuje nalézt
dualni model i k modelu, jehoz grupa isometrii neni abelovska. Tento pokrok
je ale vykoupen tim, Ze grupa isometrii pfislusného dualniho modelu je vzdy
mensi nez grupa isometrii ptivodniho modelu a provedenim dualitni transfor-
mace na dualni model neziskdme model ptivodni, takze je otézka, zda lze v

takovém pripadé viibec hovorit o dualite.

Zobecnénim abelovské 1 neabelovské T-duality je Poisson-Lieova
T-dualita, kterd uz nevychdzi z grupy isometrii cilového prostoru (ten
dokonce nemusi mit Zddnou symetrii), ale je zaloZena na koncepci Drinfeldova
doublu. To je takova souvisla Lieova grupa D, jejiz Lieovu algebru D lze
rozlozit na dvé maximalné isotropni podalgebry G,G vzhledem k symetrické
ad-invariantni nedegenerované bilinearni formé (. ,.) na D. (Podprostor D je
isotropni, pokud je hodnota formy (.,.) na jakékoli dva jeho vektory nulova.
Mazximalné isotropni je tehdy, kdyz ho neni mozné zvétsit a zachovat pritom
isotropii podprostoru.) Vektorovy prostor D je pak direktnim souctem
G ® G a trojici algeber (D,G,G) nazyvame Maninova trojice. Pro jeden
Drinfeldtiv double (Lieovu grupu D) samoziejmé mize existovat nékolik
ruznych Maninovych trojic (rozklada D = G @ Q), minimalné vSak vzdy dvé

—(D,G,6) a (D,G,G).

Dimenze obou maximéalné isotropnich podalgeber musi byt stejné a
Drinfeldiv double tak mize byt pouze Lieova grupa sudé dimenze. Baze
{X;},{X7} podalgeber G,G pfitom mohou byt vidy zvoleny tak, aby platilo

(Xi, X;) = (X', X7) =0, (X3, X7) = (X7, X;) =67, (3.2)

Algebraicka struktura D je diky ad-invarianci formy (.,.) plné urcena
strukturou svych maximalné isotropnich podalgeber: necht jsou cij”C , Tesp.
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& i strukturni konstanty algeber G, resp. g, tj.

(X0, X)) = ¢;;" X, (X', X7] =67 XF. (3.3)
ad-invariance formy (.,.) znamena, Zze pro vSechna X,Y, Z € D plati rovnost
(adxY,Z) + (Y,adx Z) = ([X,Y],Z) + (Y, [X, Z]) = 0.

Plati tedy jisté i pro trojici vektortt X;, X7, X}, takze
([X:, X1, Xg) + (X9, [ X4, Xp]) = 0. (3.4)

Komutator [X;, X7] pfitom musi byt néjakou linedrni kombinaci bazickjch
vektort, takze ho miizeme napsat jako

[Xi, X =a/" X, +b7 X™. (3.5)

Dosadime-li toto vyjadieni do (3.4), za [X;, Xj] dosadime z (3.3) a vyuZzijeme
bilinearity formy (.,.) a rovnosti (3.2), dostaneme

Jj sm sl _
by Ok + ¢y 0 =0

J J _ J
b = —Cy = Chyi -

Podobng, pro trojici vektortt X7, X;, X* diky ad-invarianci formy (.,.)
plati
<[XJ7XZ]7XI€> + <XZ7 [Xja)zkb =0.

Dosazenim do této rovnosti z (3.5), (3.3) a s vyuzitim vlastnosti formy (.,.)
pak urc¢ime koeficienty stojici u X,,:

—a/"k &k gm =0

ik ~jk
a’" =",

Vidime tedy, Ze komutatory vektorit X;, X7, potfebné k tplnému urceni ko-

mutacnich relaci mezi bazickymi vektory algebry D, mtzeme ziskat pomoci
ko sid
c;;" ac”y jako

(X, X9 = ¢,/ XF + & X, (3.6)
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Potteba Drinfeldova doublu k popisu Poisson-Lieovy duality vyplyne z
odpovédi na otazku, kdy existuje k o-modelu s volnou akci grupy G na jeho
cilovém prostoru M Poisson-Lie dulni o-model s grupou G. V praci [6] autofi
ukazali, ze potfebnou podminkou je tzv. G-Poisson-Lie symetrie o-modelu
vzhledem ke grupé G. Tuto podminku lze formulovat na trovni Lagrangidnu
o-modelu jako

Lo Fuy = Fuvf &% 0} Fiy (3.7)

kde L, znaci Lieovu derivaci vzhledem k vektoru v, & ki jsou strukturni kon-
stanty Lieovy algebry G Lieovy grupy G a v; () jsou levoinvariantni vektorova
pole prislusejici pravé akci grupy G na M, jejiz algebra G mé strukturni kon-

stanty c; jk.

Podminka integrability posledni rovnice vyzaduje, aby strukturni kon-
stanty ¢;;* a ¢”, spliovaly

N N T D T N I
IV eme e N, e e, =0.

To je ale standardni vztah, ktery splinuji strukturni konstanty Lieovy bialge-
bry (G, G ), a kterému vyhovuji i maximalné isotropni podalgebry libovolného
rozkladu jakéhokoli Drinfeldova doublu.

Odpovéd na otazku, kdy 1ze k danému o-modelu a grupé G nalézt Poisson-
Lie dualni model s grupou G, zni: je to moiné tehdy, pokud existuje Drinfeldiv
double D takovy, Ze md rozklad (D, G, é), kde G je Lieova algebra grupy G a
G je Lieova algebra grupy G a navic pole F,.,, urcujici Lagrangidan o-modelu,
spliiuje podminku (3.7). O takovém modelu pak fikdme, ze ma zobecnéné iso-
metrie, protoze jde skutecné o jisté zobecnéni klasickych isometrii, pro které je
Lieova derivace £,, rovna nule (v; je v tomto pfipadé pfimo Killingtv vektor).

3.2 Konstrukce dualnich modelu

Pro libovolny rozklad Drinfeldova doublu existuji o-modely, na jejichz cilo-
vych varietach ma grupa G volnou akci, a které jsou Poisson-Lie symetrické
vzhledem ke grupé G. Kazdy takovy model ma potom duélni protéjsek, pro
néjz maji grupy G a G prohozenou tlohu.
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Uvedeme zde postup konstrukce takovychto o-model pro dany Drinfel-
dtv double D. Vysledkem budou pole F, resp. F, kterd automaticky spini
podminku (3.7), resp. jeji ,ovinkovanou“ verzi. Odvozeni téchto vysledki na-
jdeme v [6] nebo [2].

Méjme tedy grupy G (jejiz Lieova algebra G ma bézi X;) a G (jejiz Lieova
algebra G mé bazi X 7) dimenze n, piislusné Drinfeldovu doublu D (dimenze
2n) a d-rozmérnou varietu M (d > n), na niz ma G volnou akci. Pokud je
akce G na M navic i transitivni, je d = n a mlizeme ztotoznit varietu M
s grupou G a vzorce definujici o-model se znac¢né zjednodusi, coz nam bude
pozdéji velice prijemné, protoze pravé takovyto pripad nastane v nasi dloze.
Existenci potfebné grupy s transitivni akci zajistuje homogenita prostoru s

metrikou (1.1), na kterou jsme upozornovali v prvni kapitole.

Zactneme tedy tim, Ze sestavime matice a(g),b(g), d(g) adjungované repre-
sentace grupy G na D (g € G)

g Xig=al9)' X, g X7g=0(g)' X + d(g) X (3.8)

s vlastnostmi

I(g) =b(g)a"'(g), I'(g9)=-I(g).

Stejnym zptisobem pak miiZeme ziskat i matice a(§), b(3), d(§) a I1(§) pFisluzné
grupé G, stadi jen zaménit G a G v rovnicich (3.8).

Pokud G neptisobi na M transitivné, pak soufadnice na M /G oznac¢ime
y*, a = ., (d — dim G). Hustotu Lagrangianu dualizovatelného o-modelu
S cﬂovou varletou M potom definujeme jako

& = Eij(04997 ") (0-g9™ ") + &) (91997 1) 0y +
+ @20, y(0_gg™) + Papdiy d_y?

kde vystupujici matice F, @), ) & jsou uréeny maticemi E;*, F1), F2)
F', coz mohou byt libovolné funkce v y“, nasledujicimi vztahy:

E=(Ey'+mt, oW =pE'FO

19



@ =FOEIE, ®=F-FOUEE,'FY.

Cilovy prostor dudlniho modelu je d-rozmérna varieta M, na niz ma G
volnou akci. Hustota Lagrangianu dualniho modelu je

L =FE90,35")i(0-g5"); + @V (04§57 )0y +
+ é(?)ai8+ya(a_§§—l)i + i)aﬁa-i-yaa—yﬁ 3
kde matice
E= (B +I)?, &0 = FFO |
2 = _FOF, d=F—-FAEF®

Pokud ale konstruujeme sigma model na Lieové grupé G, coz muize byt i
pripad, kdy grupa G ma na cilové varieté M transitivni akci, diky cemuz mu-
zeme M a G ztotoznit, ziskame hustotu Lagrangianu dualizovatelného modelu
snadno jako

& = Eu(9)(0_99 ") (03997 ")", (3.9)
kde
E(g) = (Ey ' +1(g)) .

Matice Ey je v tomto ptipadé konstantni. Dudlni model ziskdme opét prakticky
pouze ovlnkovanim vztahu (3.9) spolu s definici

BE(G) = (B +T1()) .

Chceme-li hustotu Lagrangidnu naseho o-modelu vyjadiit pomoci lokal-
nich proménnych na cilovém prostoru

&L = Fi;(2)0_x'0,a7, i,j=1,...,dimG,

budeme potiebovat jesté spocitat komponenty pravoinvariantnich forem (viel-
beint) ef (g(z)) = ((dg); -g_l)a. Pro pole F;; pak plati

Fij(z) = €} (9(z)) Eay (9()) €} (9(2)) - (3.10)

Cela konstrukce je pritom sestavena tak, aby ziskané pole F' splnovalo pod-
minku (3.7) pro predem dany Drinfeldiv double.
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Rozklad (D, 3, Q~) Drinfeldova doublu D spolu s konstantni matici Ey tak
na G zadavaji kovariantni tenzorové pole F' (tzv. pozadi), jehoz symetrickou
cast

1
Gij = 5(Fij + Fji)

muzeme chapat jako metriku na G a jehoz antisymetrickou ¢ast

1
By = 5 (Fij — Fji)

povazujeme za torzni potencial. Poisson-Lieova dualita pak urcuje na G dudlni
pole F, které automaticky splituje ,,ovinkovanou“ verzi podminky (3.7).
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4 Model s vlnovym pozadim

Nasim tkolem ted je nalézt dualizovatelny o-model s tFirozmérnou homogenni
rovinnou vlnou jako pozadim, tj. aby jeho cilovd varieta byl prostor R3? s
metrikou (1.1). Budeme piedpokladat nulovy torzni potencidl, takze pole F'
bude symetrické a Fj; = g;;. Pak musime sestavit model k tomuto dualni a

nalézt tak pole Fj;, které bude dudlnim obrazem pole F'. To uz obecné nemusi
byt symetrické, a tak dudin? metrikou nazveme pouze jeho symetrickou cast.

Zadani zni velmi jednoduse, ovsem ma to jeden hacek. Universalni postup
pro konstrukci dvojice vzajemné dualnich o-modeli, popsany v predeslé ka-
pitole, vychazi z toho, ze mdme dany rozklad Drinfeldova doublu a matici Ey.
K nim jsme pak schopni zkonstruovat dva dualni o-modely, tj. pole F}; a Fij.
Nase situace je ale jind — mame pole F' a chceme nalézt dualni pole F, aniz
bychom ale méli zadany Drinfeldiv double. Pro feseni takovéto ulohy zatim
nezname zadny obecné platny postup, dokonce ani obecné nedovedeme Fici,
zda je zadany o-model dualizovatelny. Mame sice podminku pro zobecnéné
isometrie

L, Fij = Fyof &, 0L B, (4.1)

ktera zarucuje dualizovatelnost pole F' v pripadé jejiho splnéni, ale ta pred-
poklada, ze uz mame danou grupovou strukturu modelu, tj. zname levoinva-
riantni pole v,. Zadné voditko pro volbu vhodné grupy k zadanému modelu a

jeji vyjadieni v danych soutradnicich, ale zatim nemame.

V soucasnosti je asi nejlepsim pouzitelnym algoritmem (dle [4]) najit al-
gebru klasickych isometrii zadané metriky, tj. Killingovy vektory, a ji odpovi-
dajici grupu a nalézt jeji podgrupu G, ktera ma na cilové varieté volnou akci.
Pak urc¢ime Drinfeldtiv double umoznujici rozklad D = G @ I, tedy takovy, ze
dualni grupa G je abelovska. Takto vybrany Drinfeldiv double pak jisté vy-
hovi podmince (4.1), nebot na levé strané bude vzdy Lieova derivace metriky
podle Killingova vektoru ¢ili nula a na pravé strané bude nula diky struktur-
nim konstantndm &>, které jsou pro abelovsky piipad viechny nulové.
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Jakmile mame vhodny Drinfeldiv double, mtiizeme postupovat podle na-
vodu z predchozi kapitoly — najit matice a(g),b(g),I1(g) a e(g(x)) a matici
Ey zvolit tak, aby po sestaveni matic E(g) a néasledné pak F(z) odpovidalo
pole F' zadané metrice (i kdyz tfeba v jinych soufadnicich, nez v jakych jsme

ji méli pvodné zadanou).

I kdyz se pouzitim takovéhoto algoritmu omezujeme na velmi tizky okruh
moznych dudlnich modelt, protoze predem vime, ze grupa G bude v tomto pii-
padé vzdy abelovska, urcité se vyplati zjistit, jaky vysledek nam jeho aplikace
prinese, mimo jiné tfeba proto, ze jakmile se ndm podaii najit par dualnich
o-modell, je mozné k nému najit dalsi dudlni par, ktery lze ziskat jinym
rozkladem stejného Drinfeldova doublu (pokud takovy rozklad existuje, sa-
moziejmeé). Tato vlastnost se nazyva Poisson-Lieova T-pluralita (vice napt. v
[4]). Pokusme se tedy provést popsané kroky pro piipad t¥irozmérné homo-

genni rovinné viny.

4.1 Volba Drinfeldova doublu

V prvni kapitole jsme si pripravili vSe potiebné pro identifikaci vhodného
Drinfeldova doublu pro nasi metriku. Zjistili jsme, ze algebra isometrii mize
mit trirozmérné podalgebry Bianchiho typu I1 nebo VI, (v pfipadé, ze k < i)
Odpovida néjaké z téchto algeber tfirozmérna grupa, kterd by méla na M (nasi

cilovou varietou je R? s metrikou (1.1)) volnou a transitivni akci?

Na prvni pohled je vidét, ze mizeme hned zapomenout na pripad Bian-
chiho algebry I1. Tato podalgebra je ve vSech tfech pripadech obalem Killin-
govych vektortt T, X, X, které generuji grupu transformaci, jejiz akce na nasi
varieté nemtze byt transitivni, protoze zadny z téchto generatori neobsahuje
¢len umérny 0,,. Kazdy Killingtiv vektor ¢ predstavuje infinitesimalni bodovou
transformaci

ot — ' = xh + e&H(at)

a pokud je néktera jeho slozka nulova, pak prislusnéa transformace ponechava
tuto slozku u vSech bodt beze zmény. A libovolna linearni kombinace vek-
tortt T, X a X bude mit vzdy nulovou ,u“-tou slozku, takze p¥islusna grupa
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transformaci neobsahuje zadnou takovou transformaci, ktera by zobrazila bod
(u,v,z) na (u',v,z) pro u # u'.

Podivame se tedy blize na podalgebru typu VI,. Ta v kazdém z probira-
nych pripadi obsahuje vektor D = ud, — vd,, ¢imz se vyhybame problému,
ktery vyradil ze hry podalbegru typu II. To ale jesté nemusi znamenat, Ze
je tato algebra pouZitelnd. Skutecné, mizeme se presvédcit, ze zadna z pod-
grup prislusnych podalgebram V'I,, které jsme nalezli ve druhé kapitole, ne-
pusobi na R3 volné. Vsechny totiz maji jako jeden z generatort vektor tvaru
E(u,v, 1) = u®10, + Cou®?20,, kde C; jsou néjaké konstanty. Ten odpovida

infinitesimalni transformaci soufadnic (u,v,x) — (u’,v’, ') dané rovnicemi

u =u

v = v+ eCozu®®

=z +eur.

Z nich je vidét, ze bod (0, v, z) se pro libovolné ¢ vzdy transformuje opét na
(0,v,x). Grupa transformaci generovana Killingovymi vektory, tvoficimi po-
dalgebru typu V1,, tak obsahuje neidentické transformace, které ponechéavaji
na misté néjaké body variety, coz znamena, ze akce takové grupy neni volna.

V tuto chvili je ale dtlezité si uvédomit, ze tento fakt jesté memusi zna-
menat, Ze je tato algebra nepouZitelnd. Obecny postup pro konstrukei dvojice
dualnich o-modelt popsany v predchozi kapitole, a ktery chceme pouzit, sice
ma jako jeden z predpokladi, ze grupa G musi mit na varieté M volnou akci,
ale zamysleme se nad tim, pro¢ viibec chceme toto pozadovat. Fakt, ze je akce
grupy na varieté volna, zajistuje vzajemné jednoznaény piechod od soufadnic
na varieté ke grupovym soufadnicim (a naopak) — kazdy bod m variety mu-
Zzeme urcit tak, ze zadame prvek grupy g, ktery na tento bod prenese néjaky
vychozi, pfedem zvoleny bod mg (v pfipadé, Ze je akce i transitivni; pokud
transitivni neni, pouzijeme nejprve soufadnice y* k vybéru vhodné orbity).
A to je skutecna vlastnost, kterou potfebujeme — abychom varietu mohli
ekvivalentné popsat i v grupovych soutradnicich.

Problém grupy transformaci ptislusejici Bianchiho algebte VI, je v tom,
ze po prechodu ke grupovym soutadnicim nebudeme schopni rozlisit body
variety leZici v roviné u = 0. Ale copak jsme schopni takové body rozlisit
uz v puvodnich soufadnicich? Jakou hodnotu intervalu mezi body (0,v,x) a
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(du,v + dv,z + dz) ziskdme z metriky (1.1)? Kratce, kdyz uz ptvodni met-
rika ma v u = 0 singularitu, tak proc¢ se pozastavovat nad tim, ze provedeme

transformaci soutadnic, kterd body s u = 0 nezobrazuje proste.

Akce diskutované grupy tedy sice neni volna, ale i tak ji muZeme pro nase
ucely pouzit, protoze prechodem ke grupovym souradnicim nepiijdeme o zad-
nou potiebnou informaci. Nebo jinak, zvolime-li si za nasi cilovou varietu M
prostor (R\ {0}) x R? s metrikou (1.1), pak podgrupa grupy isometrii, genero-
vand Killingovymi vektory tvoricimi Bianchiho algebru V'I,, mad na této vari-
eté volnou akci. Kazdopadné to pro nas znamena, ze miizeme vzit za vychozi
bod naseho snazeni algebru VI,. Pro jednoduchost predpokldadejme pripad,
kdy 0<k<laa=HL v=(14+V1-4k)/2

4.2 Priprava potiebnych objektu

Ze vseho nejdiive si vypiSeme komutacni relace algebry D = G & G=VI, &l
Pripomeneme, ze komutacni relace Bianchiho algebry VI, jsou

[X1, Xo] = —aXo — X3, [X2,X3]=0, [X3,X1]=X2+aX; (4.2)
a Bianchiho algebra I je abelovska, tj. [X? X7] = 0, Vi,j. Komutétory
[X;, X7] vypocitame z rovnosti (3.6). Nenulové jsou pouze tyto:

—aX!, [X3,XY=-X',
—X' [X3, X3 = —aX!.

[Xl,X2]:CLX2—|—X3, [XQ,X2]
[Xl,XS]:Xz—Fan, [XQ,X?)]

(4.3)

ProtoZe jsou v naSem piipadé grupy G i G Feitelné, mizeme jejich libo-
volny prvek zapsat jako soucin jednoparametrickych podgrup odpovidajicich

jednotlivym generatortim

g= eT1X1oT2X2T3X3

Y

G = X uak? X
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Pokud tuto parametrizaci dosadime do rovnic (3.8), vidime, Ze pro nalezeni
matic (a),b(g),d(g) je tfeba umét upravit vyrazy typu e i%iX;e%¥i. Za-

¢énéme s vektorem Xji:

g—leg — e—ngge—ngze—xleXlelelem2X2ex3X3 )

Vnitini exponencialy e™®1%1 s X, samoziejmé komutuji, zbylé ale nikoliv,
protoze X nekomutuje ani s X5 ani s X3. Chceme-li upravit

xk

X 2 k

Xie™2 2 = E _k' X1X5
k=0

tak, aby vektor X; stal zcela vpravo, musime si indukci najit vztah pro ko-
mutator X; a X5:

X1X2 = X2X1 - (IXQ - X3
X1X3 = X3X, —2aX3 —2X2X3

X\ X¥ = XX, — kaXk — kXF71Xs.
Dosazenim a jednoduchou tupravou pak ziskame
)(leahx2 - Z k—z'(XgXl — kan — ng_ng) = ew2X2 (Xl — CL.I'QXQ —.I'QXg) .

k=0

Vyraz v zévorce je pak potfeba dal prokomutovat pres e3X3. Vektor X, ale s
X3 komutuje a diky stejnému tvaru komutatoru [Xi, X3] a [X7, X2] odvodime,
ze

X X8 = X¥X, — kaXh - kXET1X,
a nasledné pak

o0

k
XpesXs = Y %(X;jxl —kaX} — kX7 X5) = €™ (X1 — aws X3 — 23 X5) .
k=0

Ve vysledku je tedy

g_leg =X+ (—al’g — $3)X2 + (—(11113 — :Ez)Xg,
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¢imz jsme uréili prvni fadek matice a(g):

1 —axs —x3 —ax3z— 2
a(g) = | - . . (4.4)

Vypocet g~ 1 X j9, J = 2,3 stejnym zpiisobem se uz ale zna¢né komplikuje,
protoze komutatory Xs, resp. X3 s XF nabyvaji velice slozitych tvari, pro-
toze s kazdou jednou komutaci X5 3 pfes X; nam piibudou dalsi ¢leny amérné
X5 a X3, které je pak treba opét prokomutovavat. Adjungovanou akci Lieovy
grupy ale mtuzeme ziskat také exponencidlou adjungované representace Lieovy
algebry, a tu urc¢ime pohodlné ze strukturnich konstant. Nalézt pak matico-
vou exponencialu uz je jen otazka nasobeni matic, kterou mizeme prenechat
vypocetni technice. Vysledek (4.4) si tak schovame ,pro kontrolu“ a vypocet

provedeme pomoci exponencialy.

Nejprve, abychom se vyhnuli problémtim s nesikovnym znacCenim, zave-

deme pro bazi algebry D jednotné oznaceni T4, A=1,...,6
T,=X;, Tis=X' i=1,...,3
a jeji strukturni konstanty budeme znacit fijk, takze
[Tz‘,Tj] = fijka .

Matice 7; adjungované representace Lieovy algebry D sestavime ze struktur-

nich konstant jako (7;) jk = f]zk Pro ziskani matice adjungované akce grupy

prislusné algebie VI, budeme potiebovat matice

0O 0 00 O 0
O a 1 0 O 0
0 1 a 0 O 0
71 - )
0O 0 00 O 0
0 0 00 —a -1
0 00 0 —1 -—a
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O —a -1 0 0 O 0O -1 —a 0 0 O

0 O 0 0 0 O 0 O 0O 0 0 O

0 O 0O 0 0 O 0 0 0O 0 0 O
T, = T =

0 O 0O 0 0 O 0 O 0O 0 0 O

0 O 0 a 0 O 0 O 0O 1 0 0

0 O 0O 1 0 O 0 O 0 a 0 O

1T 2Tz g 375 g pak uZ jen vynasobenim (tyto

Spocteme exponencialy e
ulohy mutzeme beze strachu svétit svému oblibenému matematickému soft-

waru) dostaneme hledanou matici adjungované akce

AdT(g) — et gr2T2 | 3T

1 —xz3—arys —ars3—x9 O 0 0
0 e**1coshx; e*®sinhx; O 0 0
0 e*™1ginhxy e*tcoshz; O 0 0
o 0 0 1 0 0 ’
0 0 0 A e *icoshxy —e *1ginhx,
0 0 0 B —e %1ginhz; e %! coshxy

kde
A= 1 |:(CLZL'2 + x3) coshzy — (ax3 + x2) sinh xl} ,

B =e %" [(ax;; + x9) coshzy — (axy + x3) sinh 901} .

Jak vidime, tato matice ma blokovy tvar, ktery jsme ocekavali, protoze pte-

psanim rovnic (3.8) do maticového zapisu mame

T1 Tl

6 6

Levy horni 3 x 3 blok je tedy matice a(g), jejiz prvni fddek opravdu souhlasi
s nasim vysledkem (4.4). Matice b(g) je nulova, nic jiného jsme ani céekat
nemohli, kdy# jsme zvolili grupu G abelovskou.

To nam ale znac¢né ulehcuje vypocet dualizovatelného pole Fj;, protoze
matice II(g) = b(g)a"1(g) je potom nulova a matice o-modelu E(g) je tak
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pfimo rovna matici Ey, a tudiz konstantni. PfepiSeme-li si rovnost (3.10) do
maticového zapisu

F(z) =e(z)- Ey e (), (4.5)

vidime, Ze nam zbyva uz jen nalézt matici e(x) = ef(g(z)) tvofenou slozkami

pravoinvariantnich forem.

Dosadime g = e®171e?272¢%375 pa, pravou stranu rovnosti

dg dg dg
dg=—d —d —d
g 8331 1+ (91'2 T2+ 81173 i

provedeme piislugné derivace a ve vyrazu dg-g¢~! prokomutujeme, co se d4 a

zjistime, zZe
dg- g~ = Ty dwy + e 1 The 111 day + ™1 T2 e™2 T2 Tye~ "2 2e =111 g

K vypoctu pritomnych ,oblozeni“ exponencidlami vyuzijeme toho, ze uz

zname matici a(g(xl, Ta, xg)), takze napfr.
em1T1T267m1T1 = a(g(_x17 07 0))2l1—1l .

Takto obdrzime kone¢ny tvar

dg-g~' =Ty dxy + (e7** cosh 1Ty — et sinh 1 T3) dag+

+ (—e” ***ginh 21 T5 + e~ *** coshx1T3) dzg
ze kterého uz muzeme sestavit matici e(z)

1 0 0
e(r) =10 e *tcoshzy —e *sinhay

—e *1ginhxy e %1 coshz;

4.3 Sestaveni dualizovatelného modelu

Jako posledni krok je potifeba najit takovy tvar matice Fy, aby vysledkem
soucinu e(x)- Eg-el (z) byla metrika homogenni rovinné viny, tj. metrika (1.1),
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pouze napsana v jinych soutadnicich. Neni totiz divodu, pro¢ by nase zvolena
parametrizace x1, 2, x3 prvku g € G méla byt totozna se souradnicemi u, v, x,
ve kterych mé homogenni rovinna vlna tvar (1.1). Tento fakt ndm cestu k
vysledku jesté malinko zkomplikuje.

Hledani matice Ey za¢neme povSimnutim, Ze je matice e(x) symetricka.
Proto, aby leva strana (4.5) byla také symetrickd (mé to byt pfece metrika),
musi byt symetrickd i matice Ey. Zapisme si ji jako

m n p
Eo=|n q 7. (4.6)
p r s

Vynéasobenim e(z) - Ey - e(x) uréime slozky pole F'(z):

FH:m

Fis = e ***(ncoshx; — psinhxy)

Fi3 =e **(pcoshzy — nsinhz) (47)
Fpy = e 2%71 (g cosh? 21 — 2r cosh 1 sinh 21 + ssinh? x71)

Fog = e 291 (y cosh? 27 — (¢ + s) coshxy sinhzy + 7 sinh? x1)

Fy3 = e~ 20m (s cosh? 21 — 2r cosh 1 sinh zy + qsinh2 x1)

Ptame se, pro ktera cisla m,n,p,q,r, s je F' v jinych souradnicich zapsana
metrika (1.1), tj.

k% 1 0
G(u,v,x) = 1 0o 0], (4.8)
0 0 1
kde 9 _ 9
—2a
k= ——, 4.9
protoze z (1.5) vime, ze —k = v(v — 1) a uvazujeme piipad, kdy a = 1%,
tedy v = ‘;—jri Jestlize piechdzime k novym soufadnicim x! — z*(27), pak se
metrika transformuje podle vztahu
ozk okt
9ij = 37t i I (4.10)
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Otazka tedy zni, pro které hodnoty Sesti parametra m,n,p,q,r,s je fe-
Senim soustavy rovnic (4.10) pro ¢'(z'") = G(u,v,z) a g(z*) = F(x1, 72, 73)
trojice invertibilnich (maji to byt transformace soufadnic) funkeci

r1 =U(u,v,x), xz92=V(u,v,z), x3=W(U,0,2). (4.11)

Takovato uloha je ale, jak se zda, prilis obecnd — rovnice jsou znac¢né kom-
plikované a nalézt spravnou odpovéd se nam nepodaii.

Ve skutecnosti ale pfece viibec nemusime takovou tlohu fesit — nemusime
znat vsechny mozné tvary matice Fy, které vyhovi nasi podmince. Chceme-li
najit néjaky dualizovatelny model s vlnovym pozadim, sta¢i ndm najit ja-
koukoliv jednu vhodnou matici Fy. Pokusme se tedy néjakou ,kvalifikované
uhodnout®.

Z vyjadreni (4.7) slozek pole F' vidime, Ze by se naptiklad mnohé zjedno-
dusilo, pokud by platilo, ze p = n. Neni pro to sice zadny divod, ale také to
nic nezakazuje, takze si zvolime p = n a pokud dalsimi tvahami dojdeme k
zavéru, ze v takovém pripadé nemuze byt ' homogenni rovinna vlna, pak od

tohoto predpokladu upustime. Pokud tedy p = n, pak pouzitim vztahu
cosh z 4 sinh z = e** (4.12)

zjistime, ze
Fiy = Fi3 = ne~(@thz1

Ze zbyvajicich slozek zase vidime, ze pokud by bylo s = ¢ a jesté r = +gq,
pak by se vyrazy opét znatelné zjednodusily a vSechny coshz; a sinhzy
bychom pomoci rovnosti (4.12) prevedli na e**1. Udélame proto druhy pied-
poklad: s = ¢. To, ze v takovém pfipadé musi byt » = —¢, uz je potom
odtivodnitelné — spocitame-li ze zndmych vzorcti Christoffelovy symboly, Ri-
emannuv tenzor, Ricciho tenzor a Gaussovu kiivost metriky (4.8), ujistime
se, ze se jedna o metriku zakfiveného prostorocasu, tedy ze jeji Riemanntv

tenzor je nenulovy, dale ze jeji Ricciho tenzor mé velmi jednoduchy tvar

K
2

Rij(u,v,z) = 0
0

o o O

0
0 (4.13)
0
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a konecné, ze jeji Gaussova kiivost je nulova

Ri(u,v,2) =0.

Tato jeji vlastnost se ale nemtiize zménit prechodem k jinym soufadnicim,
a proto, mé-li byt F(z) homogenni rovinna vlna v jakychkoli soufadnicich,
musi mit nulovou Gaussovu krivost. Piimocarym vypoctem Gaussovy kfivosti
metriky F'(z) o slozkéch (4.7) dostaneme

52 +12a%qs + 2qs + ¢* — 4r? — 12a°r?
mqs — mr? + 2pnr — p2q —n?s

Ré(l’l,l’Q,x:}) =

V citateli dosadime s = ¢ a polozime ho rovny nule. Ziskame rovnici
(3a®> +1)(¢*> — %) =0,

jejiz teseni je opravdu r = =4q. Ve slusné spole¢nosti také nedélime nulou,
takze budeme pozadovat nenulovost jmenovatele. Dosadime do néj s = ¢ a

p = n a vyuZijeme toho, ze ¢> — r? = 0 a dostaneme nerovnost

2?12(7’—(]) 7& 0;

kterda nam rika nejen, Zze r # ¢, ¢imzto musi platit r = —¢, ale také Zze n musi
byt nenulové ¢islo.

Protoze jakykoli nenulovy nasobek matice Ey da ve vysledku stejnou me-
triku, mizeme se tvarit, ze jsme vyjadrili » a s pomoci ¢, celou matici Ey
vydélili ¢ a m/q,n/q pfejmenovali zpatky na m,n a nadale budeme uvazovat
matici Fy tvaru

E() = n 1 —1

-1 1
Prislusna metrika F' pak ma tvar
m ne—(a+1)x1 ne—(a—l—l):rl
F(x1,29,23) = | ne~(etDz e=2(a=Dz1  _g=2(a=Dz1 | (4.14)
ne—(a+1)x1 _e—2(a—1)x1 e—2(a—1)w1
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Ricciho tenzor této metriky se stava velmi jednoduchym

2—2a 0 O
Rij(.ib‘l,lb‘z,l'g) = 0 0 0
0 0 0

a nabizi se moznost ziskat prvni podminku na podobu transformacnich funkci
U, V,W z (4.11) pozadavkem, aby se tento Ricciho tenzor jimi transformoval
na tenzor (4.13), kam je tieba za k dosadit z (4.9). Diky nulovosti vSech slozek,
kromé Rj;, klade tento pozadavek podminky pouze na funkci U(u, v, z), a to

konkrétné
v _ov_,
ov  Or
oU \ 2 2 —2a
() -
( 2 ou (a+ 1)2u?
COZ znamena, ze
U(u,v,x):ia+1lnu. (4.15)

Tyto znalosti uz ndm umozni odvodit z rovnic (4.10) tvar funkci V a W.
Zjistime, ze pokud zvolime m = 0, pak pro kazdé n # 0 najdeme funkce V, W
prevadéjici spoleéné s funkei U, danou (4.15), metriku (4.14) na tvar (4.8).
Vhodnou volbou n pfitom pfitom mizeme funkce V, W ziskat v pomérné

jednoduchém tvaru, konkrétné: volbou matice

0 —1—-a —-1-a
Eoy=| -1—a 1 —1 (4.16)
—1—a -1 1

dostaneme ze vztahu (4.5) metriku

0 bebrt  pebn
F(z1,79,73) = | beb®t e _e2emn | (4.17)
b ebzl _GQle 62C901
kde b = —1 —a a ¢ = 1 — a. Ta pfechodem k soufadnicim (u,v,z) danym
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piedpisem (pro jednodussi formu piejdeme od a k v = ¢-1)

at+1
v—1
T = Inu
2
v n u Yx n x?
Ty = — v—
S 2 du
v u Yz n x?
Ta — — — V—
L) 2 4u
prejde na metriku
v _ 2
(Vuzl)w 1 0
G(u,v,x) = 1 0 0],
0 0 1

coz jsme pozadovali.

Podarilo se nam tedy najit dualizovatelny o-model s homogenni rovinnou
vinou jako pozadim a muZeme se tak dale ptat, jak vypadd model k nému
dudlni a jakée vlastnosti ma dudlni metrika.

4.4 Dualni model

Na konstrukci dualniho modelu neni uz ale potieba nic vymyslet — postu-
pujeme podle navodu ze tieti kapitoly, pricemz pouzijeme matici Ey tvaru
(4.16). Nejprve najdeme matice a(j), b(j), d(d) dané adjungovanou akei grupy
G naD
Ty - . Ty
PR . (d(g) b(g)) N
' 0 a(g)
Ts Ts
Vyuzijeme opét toho, ze adjungovanou akci Lieovy grupy mizeme ziskat
exponencidlou adjungované representace jeji Lieovy algebry. Sestavime proto
matice adjungované representace D piislusné generatoram Ty, T5, Tg:

14 = (0),
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000 0 a'l 0 00 0 1 a

00 0 —a 0O 0O 00 -1 0 O

00 0 -1 0 O 0 00 —a 0 O
Ty = T =

00 0 0 00 0O 00 0 0O

000 0 00O 0O 00 0 0O

00 0 0 00O 0O 00 0 0O

Pokud parametrizujeme prvek g € G jako g = e¥1Tae¥2T5¢¥3Ts  pak matice
adjungované akce

AdT(g) — e17a  qu2Ts | qusTs

1 0 0 0 ayz +ys Y2 +ays

0 1 0 —ay:—ys 0 0

0 0 1 —ys—ays 0 0
“lo o0 o 1 0 0

0 0 O 1 0

0 0 O 0 1

Matice @(§) je tedy jednotkové, coZ jsme ostatné ofekavali, nebof G je abe-
lovska grupa. Matice b(g) je ale tentokrat netrividing, takze I1(§) # 0 a

E@) = (Eo+b@) "

Duaélni pole F' v soutadnicich yq, y2, y3 pak dostaneme souc¢inem matic

F(y) =é(y) - E(3(y)) - e (y) -
Diky komutativité G je
dg-g~' = Tydy; + Ts dys + T dys,

takze é(y) je jednotkova matice a pole F(y) tak dostaneme p¥imo inverzi

F(y) = (EBo+5(3) " =

0 —l—a+ay2+ys —1—a+ys+ays
=|-1—a—ay: —y3 1 —1
—l—a—yg—ayg -1 1
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Vysledkem je matice o slozkach

Fi1=0

~ 1
Fro = —

- (y2 +y3 +2)(1 +a)

~ 1
Fia = —

o (Y2 +y3+2)(1+a)

~ 1
Fo —

T (g +ys —2)(1+a)
Fryy = (1+a+ys+ays)(—1 —a+y2 + ays)
(y2 + y3 + 2)(y2 + y3 — 2)(1 + a)? (4.18)
F23:_(1+a+ay2+y3)(—1—a+y2—|—ay3)
(y2+ys+2)(y2+ys —2)(1 +a)?
~ 1
Fay =
T (g +ys —2)(1 +a)
ngz_(1+a+y2+ay3)(—1—a+ay2+y3)
(Y2 +y3 +2)(y2 + y3 — 2)(1 + a)?

s — (1+a+ay:+y3)(—1—a+ays + y3)

(Y2 +ys +2)(y2 +y3 — 2)(1 4 a)?

To je tedy duélni pole k F(z), které je dano (4.17). Pro lepsi piehled-
nost muzeme zkusit prevést F(y) do néjakych jinych souradnic, ve kterych

nabyde jednodussiho tvaru (i kdyz ndm to samoziejmé nepfinese nic nového).

Voditkem nam miuZe byt to, ze se ve vyjadfeni (4.18) vyskytuje vzdy sou-

¢et y2 + y3. Snadno pfijdeme na to, ze prechodem k souradnicim (z1, 22, 23)

pomoci transformacnich rovnic (opét ptitom piejdeme od a k v)

21
Y1 = —
v

Yo = 29 + 23

Ys = 22 — 23

piejde F' na mnohem jednodussi tvar

1—v
0 T 2u(z2+1) 0
~ 2_2
= | 1l=v v z3 _vz3
F(Zl7z27z3) 2V(Z2_1) Z%—l 22_1
_ vz3
0 ] 1
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Povsimnéme si, ze pole F' dualniho modelu uz neni symetrické. Chceme-li
tedy opravdu dudlni metriku k homogenni rovinné vlné, musime vzit pouze

symetrickou ¢ast F

1—v
0 2U(Z2§71) 0
~ 2 2
G(21,29,23) = 1—v v Z3 _vz2z3 || 4.19
( 1,225 3) 2I/(Z§71) zgfl zgfl ( )
0 —gEm

z5—1

Tato metrika ma velmi podobné vlastnosti jako metrika homogenni rovinné
vlny — je to metrika zakriveného prostorocasu, protoze jeji Riemanntv tenzor

je obecné nenulovy, jeji Ricciho tenzor ma pritom jednoduchy tvar

0 0 0
Rij(z1,22,23) = | 0 2t g (4.20)
0 0

2__
z5—1

0

a jeji Gaussova ktivost je nulova
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Vysledkem této prace je tedy potvrzeni, ze skute¢né je mozné nalézt o-model,
jehoz pozadim je homogenni rovinna vina, a ktery je pritom Poisson-Lie syme-
tricky, tedy dualizovatelny. Zkonstruovali jsme takovy model pro Drinfelduv
double s rozkladem D = VI, & I a za pomoci nalezené matice Ey pak uz lehce
sestrojili i model k nému dudlni a nalezli tak Poisson-Lie dudlni metriku k

homogenni rovinné viné dimenze tfi.

Zajimavé je, ze pro v = —1, tj. a = 0 je Ricciho tenzor dualni metriky
nulovy, jak je vidét z tvaru (4.20). Totéz plati i pro Riemanntv tenzor, nebot
ten je ve tfech rozmérech zcela urcen pouze Ricciho tenzorem. Dualni metrika
je pak tedy plochd a pro takovyto ptipad je mozno nalézt feseni pohybovych
rovnic prislusného o-modelu. Poisson-Lie dualita by pak mohla byt pouzita k

ziskani feSeni puvodniho modelu se zakfivenym a ¢asové zavislym pozadim!

Skutecné, 1 kdyz jsme nejprve v celém postupu predpokladali 0 < k < 1/4,
diky ¢emuz ja pak a > 0,a # 1, nic ve skutecnosti nebrani tomu, vzit metriku
s a =0, tj. k = —2 a sestrojit na ni dualizovatelny model pomoci Drinfeldova
doublu D = V1y & I, ktery ziskdme dosazenim a = 0 do (4.17) a néasledné
sestrojit dualni model, ktery pak bude plochy. Proto je na misté se ptat, proc¢
autorfi v [1] pozaduji, aby k > 0.

Odpovédi je, ze tento pozadavek ma pricinu v moznosti pouziti homogenni
rovinné vlny jako pozadi strunového modelu. Chceme totiz, aby strunova vaz-
bové konstanta e?, kde ¢ je dilatonové pole, byla nulova pro u = 0. Dilatonové
pole ¢(u) (d 4 2)-rozmérné metriky (1.2) pfitom musi spliovat

¢"(u) = =5 A(u).
Pro A(u) = % ma4 dilatonové pole tvar

1
¢ = ¢o +cu+ §dklnu
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a vazbova konstanta je tedy

e¢o+cu+%dk Inu dk

1
= goe™u?

Proto, pokud pozadujeme jeji nulovost v v = 0, musi byt k£ > 0.

Vysledkem tedy je, Zze sice muzeme sestrojit dualizovatelny model pro
k = —2,a = 0 a k nému plochy dualni model, ale takovéto o-modely pak
nebudou mit zadnou fyzikalni interpretaci.
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