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1 Kosmologické modely

Kdyz v roce 1916 Albert Einstein uvefejnil svoji obecnou teorii relativity, lidstvo zis-
kalo prostredek ke studiu vlastnosti vesmiru v kosmickém méfitku, dokonce i vlastnosti
vesmiru jako celku, coz Newtonova teorie gravitace viibec neumoziiovala (nebot hmota
ve statickém Newtonové vesmiru by se musela pod vlivem gravitace stahnout do jednoho
kompaktniho télesa v pripadé konecného vesmiru a v piipadé nekonecného vesmiru do-
konce Newtonova gravita¢ni teorie implikuje nulovost hustoty hmoty v celém vesmiru).
Zejména pak naprosto nova myslenka, Ze prostor kolem nas je zakfiveny a nas vesmir jisté
neni plochy, vybizela ke konstrukci riznych kosmologickych modeli, vznikajicich vzdy na
zékladé néjakych predpokladi, které prisuzuji vesmiru urcité vlastnosti.

K nejpfirozenéjsim predpokladiim o vesmiru patii nepochybné homogenita a izotropie
vesmiru jako celku. Odhlédneme-li od lokalnich (v astronomickém méfitku ovsem) neho-
mogenit a fluktuaci hmoty ve formé hvézd a galaxii, lze pfredpokladat, Ze je vesmir vyplnén
hmotou pomérné stejnorodé a vlastnosti prostoru by tak mély byt stejné v kazdém misté
ve vesmiru a nemél by byt privilegovan ani zZadny specificky smér. Tomu zatim odpovidaji
veskeré experimentalni idaje, jako pozorované rozlozeni hvézd a galaxii v nasem okoli a
zejména pak reliktni zafeni.

Obecné je za kosmologicky model povazovana trojice — prostorocas, teorie gravitace
a hmotné pole. Jinymi slovy, musime si zvolit charakter prostoro¢asu (napt. izotropni a
homogenni, pouze homogenni nebo tfeba zcela obecny), pak musime Fici, jakymi zdkony se
fidi hmota v takovém prostorocase (je zndmo, Ze ostatni sily oproti gravitaci velmi rychle
ubyvaji se vzdélenosti, a tak se gravitace stavd rozhodujici silou ve velkych méfitkach),
a potom je také tieba Fici, jak je v tomto prostoru hmota rozlozena (muzeme mit model
pro vakuum, prostor spojité vyplnény zéfenim nebo idedlni kapalinou).

Co se tyce teorie gravitace, jiz bylo naznaceno, ze se budeme zabyvat vyhradné Ein-
steinovou obecnou teorii relativity (OTR). Vzhledem k tomu, Ze od jejich stych narozenin
nas déli jen par let, byly o ni sepsany jiz stovky, ne-li tisice knih, a proto povazuji za
pomérné zbytecné zde licit dalsi ,Uvod do obecné teorie relativity“, nehledé na to, Ze
by se tim rozsah celého textu pfiblizné ztrojnasobil. Jako vhodnou literaturu na tavod
doporuc¢uji [MF], pro pokro¢ilejsi studium potom [TF].

Presto zde uvedu alespon ty nejzakladnéjsi prvky OTR, na které se dale v textu
odkazuji, a které jsou ve vypoctech hojné pouziviny. Samoziejmé zaklad tvori Finsteinovy
gravitacni rovnice pro neznamou g;, — metricky tenzor:

1 81
Ry — §Rgik =—7Ti- (L.1)
c
Tenzor g;;, plni stejnou roli jako ve specidlni teorii relativity, tj. uréuje interval (a tim
tedy metrické vlastnosti prostoro¢asu) vztahem

ds? = gy, da’ da® | (1.2)

ale narozdil STR, v obecné relativité nemé pevné dany, diagonalni tvar odpovidajici Min-
kowskiho metrice, nybrz zcela obecny, pouze s omezenim na jeho symetri¢nost. Vzhledem
k libovolnosti znaménka intervalu vidime, Ze ve vztahu (1.2) vystupuje g;r jako indefinitni
forma.

Leva strana Einsteinovych rovnic je Cisté geometricka a k definici veli¢in, které se v
ni vyskytuji se pouzivaji tzv. koeficienty afinni konexe, v OTR nazyvané Christoffelovy
symboly, které se daji vyjadrit pomoci metrického tenzoru a jeho derivaci:

i 1
y=39

2 Gmk,l + Gim.k — Gki,m) - (1.3)
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Jen pro uplnost: zde i ve zbytku textu je uzivano Einsteinova sumacniho pravidla, tj.
opakovani indexu znamend s¢itani pres vSechny jeho hodnoty. VSechny latinské indexy
nabyvaji hodnot 0 az 3. Carka v dolnim indexu znaéi derivaci podle piislusné souradnice,
tedy napriklad

- agmk
Imk,l = W .

Pomoci Christoffelovych symbolti mizeme dale definovat tenzor ¢tvrtého radu, Rie-
mannuv tenzor krivosti

ore,,. —~ ory,

Ry =
klm 8$l amm

+ rinlrnkm - Finmrnkl ) (14)

popisujici geometrii prostoroc¢asu. Pozdéji pouzijeme nékteré jeho vlastnosti, jako symetrie
a antisymetrie v nékterych indexech, které jsou vyjadieny vztahy

Ririm = —Rritm = —Rikmi = Rimik (1.5)

Rikim + Rimkt + Ritmr = 0. (1.6)

Zuzenim Rimannova tenzoru kiivosti ziskame Ricciho tenzor
!
Ry = Ry = Ry, (1.7)
a dal$im Gzenim potom skaldrni krivost

R=Ri=g¢"Ry. (1.8)

Prava strana Einsteinovych rovnic osahuje kromé znadmych konstant (¢ — rychlost
svétla ve vakuu, G — gravitaéni konstanta) tenzor energie a hybnosti, ktery odrazi roz-
lozeni hmoty a energie v prostorocase a ziejmé se tedy bude lisit pro rizné kosmologické
modely popisujici rizné moznosti takového rozlozeni. Pozdéji pouzijeme model popisujici
hmotu jako idealni kapalinu, kterého se da vyuzit i k modelovani jiz pomérné realistického
pfipadu — homogenniho prachu. Potfebny vztah pro tenzor energie a hybnosti idealni
kapaliny (p je tlak, e hustota energie a u® ¢tyfrychlost) zni:

TF = (p+e)uiu® — poy . (1.9)

Rovnice (1.1) tedy pfedstavuji deset nelinedrnich parcidlnich diferencidlnich rovnic
pro deset sloZek metrického tenzoru (tenzory gir, Rk 1 T maji diky symetri¢nosti jen
deset nezavislych komponent). Jejich feSeni je obecné znacéné obtiZzné, takZze dodnes je
znémo jen nékolik exaktnich fesSeni pro nékolik konkrétnich, zidealizovanych pripadt (jako
napf. gravitacni pole sféricky symetrického hmotného télesa).

Pro studium vesmiru je tfeba na prostorocas uvalit néjaké omezujici predpoklady,
které by ndm umoznily Einsteinovy rovnice viibec vyftesit. Neboli, je tfeba zvolit posledni
zbyvajici ¢len trojice naseho kosmologického modelu — charakter prostorocasu. V néasle-
dujicich kapitolach probereme postupné modely s prostorem homogennim a izotropnim a
s prostorem pouze homogennim. Pouzitelnost a opravnénost takovych modelu byla disku-
tovana uz na zacatku kapitoly. Jen bych chtél jesté upozornit na to, ze pokud zde mluvime
0 izotropii ¢i homogennité, jedna se vzdy o prislusné symetrie prostoru, nikoliv o symet-
rie fyzikalnich zakont, o kterych napf. hovoii teorém E. Noetherové jako o ekvivalentech
ruznych zakond zachovani.
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K tomu, abychom mohli s pojmy izotropie a homogenity prostoru pracovat, je tfeba
je matematicky interpretovat, tedy zformulovat podminky, které musi spliovat metricky
tenzor prostorocasu (protoze pravé tento tenzor ur¢uje jeho vlastnosti), mé-li byt prostor
izotropni nebo homogenni. Podrobné odvozeni takovych podminek lze najit v [GC]. Zde
uvedeme pouze nékolik dilezitych myslenek a vysledkt bez jejich dokazovani.

Metrika g¢;(z) je podle definice tvarové invariantni vzhledem k dané transformaci
soufadnic x — 2/, kdyz transformovana metrika g, (z') je stejnou funkei svého argumentu
2!, jako je ptivodni metrika g;z (2) funkci svého argumentu 2°. Tvarové invariantni metrika
tedy splnuje

Vo,  gi(x) = gin(x). (1.10)

Transformovand a ptvodni metrika spolu souvisi vztahem

ox'™ oz’
gik(z) = ot Oxk gmn(x/) )
do kterého kdyz dosadime (1.10), ziskdme podminku pro tvarovou invarianci metriky
vzhledem k transformaci z — 2’

oz Qx'™
gir(x) = o Oak Gmn (@) . (1.11)

Transformace x — x’, kterd pro danou metriku spliiuje tuto podminku se nazyvéa
izometrie. Problém nalezeni vSech izometrii pro danou metriku je ale velmi obtizny, pro-
toze vztah (1.11) pfedstavuje pomérné slozitou podminku pro funkei ’*(x). Situace se ale

znacné zjednodusi, pokud budeme uvazovat pouze prostorové infinitezimalni transformace
soufadnic, tedy budeme hledat infinitezimdlni izometrie ve tvaru

2=t el (), (1.12)

kde ¢ je maly parametr. Pokud ted rozepiSeme podminku (1.11) do prvniho fadu v ¢ a
jesté ji prepiSseme pomoci kovariantnich komponent &, = g; €', obdrzime podminku
Ok | 0

oz’ + ozk

—24T%;, =0.

Kazdé ctyivektorové pole & (x), které tuto podminku spliiuje, se nazyva Killingiv
vektor metriky g;x(x). Problém nalezeni vSech infinitezimalnich izometrii dané metriky je
tedy preveden na problém nalezeni vsech Killingovych vektori této metriky.

Prostor nazveme homogennim, pokud existuji infinitezimélni izometrie (1.12), které
zobrazi jakykoli bod X do bodu v jeho okoli. Metrika takového prostoru musi pripoustét
Killingovy vektory, které v jakémkoli bodé mohou nabyvat vSech moznych hodnot. Pro
N-rozmérny prostor lze vybrat N nezévislych Killingovych vektor. Podobné nazveme
prostor izotropnim kolem daného bodu X, pokud existuji infinitezimdlni izometrie (1.12),
které ponechavaji bod X na misté (tj. £¥(X) = 0), a pro které prvni derivace Killin-
govych vektori nabyvaji jakychkoli hodnot (omezeny jsou pouze podminkou (1.11)). V
N-rozmérném prostoru lze vybrat N(N — 1)/2 nezavislych Killingovych vektor.

Dale jsou pro nas dtlezité pouze nékteré vysledky plynouci z podrobného studia Kil-
lingovych vektort. Zejména pak to, ze izotropie prostoru kolem vsech boda automaticky
implikuje i jeho homogenitu. Hovofi-li se dale v textu o izotropnim prostoru, mysli se
izotropie kolem kazdého bodu a z toho plynouci homogenita prostoru se jiz nezminuje.
Dalsim disledkem pouzitym v textu je platnost vztahu (2.1) vyjadiujiciho tvar Rieman-
nova tenzoru pro izotropni prostor, ktery se dd odvodit ze vztaht (1.5) a (1.6). Vsechny
dtkazy lze najit v [GC] v kapitole o symetrickych prostorech.
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2 lzotropni prostory

Nez se pustime pfimo do zkoumani metriky ¢asoprostoru, prostudujeme nejdiive met-
riku samotného (t¥irozmérného) prostoru, bez uvazovani éasové zavislosti. Metricky tenzor
tohoto prostoru, ktery budeme znacit .3, je tiirozmérny a jeho komponenty ziskdme z
piislusnych komponent g;x:

YaB = —YGap
kde indexy a i B (a v8echny Fecké indexy pouzité ddle v textu) probihaji hodnoty 1 az 3.
Ctverec délkového intervalu v prostoru mizeme psat jako

di? = 445 dz® da?

a protoze délka v tfirozmérném prostoru je vzdy kladné, vidime, Ze zde metricky tenzor
Yap Vystupuje jako pozitivné definitni forma.

Christoffelovy symboly A 5 Obdrzime z 7,4 stejné jako v (1.3). Jedinym rozdilem je,
ze se sCita jen pres tfi hodnoty indext. Trirozmérny tenzor kiivosti budeme znacit P%.
a ziskdme ho z Christoffelovych symbola stejné jako v definici (1.4).

Z vlastnosti symetrii tenzoru kiivosti (1.5) a (1.6) plyne, Ze tenzor P ; musi mit
pro izotropni prostor tvar

Paﬂ—yé = A(’Yoz’y’}/ﬂé - 7&57’7/3) ’ (21)

kde A je konstanta. Analogicky se ¢tyfrozmérnym ¢asoprostorem definujeme tfirozmérny
Ricciho tenzor ztizenim tenzoru kiivosti:

Paﬁ = P’yoz'yﬁ :
Protoze Po‘mé = ")/agpgﬁ'yév je

Pap =M (VurYap = VusVva) = M0 Yas = 05Vva) = 2M7ap - (2.2)
Dalsim tizenim potom ziskame skalarni kiivost

P =P =~"CP,5 = 2X\y*Py,5 = 6).

Vidime tedy, Ze kiivost izotropniho prostoru je urcena jedinou konstantou, podle jejiz
hodnoty rozlisujeme t¥i odlisné pripady: tzv. prostor s kladnou konstantni krivosti pro
kladnou hodnotu A, prostor se zdpornou konstantni krivosti pro A < 0 a prostor s nulovou
krivosti pro A = 0, coz je plochy, euklidovsky prostor.

K vyjadreni metriky si vypomutzeme geometrickou analogii — podivame se na tvar
metriky tFirozmérného prostoru, o némz vime, ze je izotropni, a na ktery budeme pohlizet
jako na nadplochu ve ¢tyfrozmérném (plochém) prostoru. Takovym izotropnim prostorem
muze byt t¥irozmérna sféra, kterd je uréena rovnici

o]+ 5 + a3 + 2] = a®, (2.3)

kde konstanta a je polomér sféry a xi, x2, 3 a x4 jsou soufadnice ve Ctyfrozmérném
) s 43
prostoru, na kterém ma délkovy element tvar

di? = da? + da3 + da? + dao?. (2.4)
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Z tohoto vyrazu muZeme pomoci (2.3) vyloudit soufadnici z4 a délkovy element na
tfirozmérné sféfe tak psat jako

(v1dz1 + 22 dwg + 73 d23)?

. 2.5
a? —a? — a3 — a2 (2.5)

di? = da? + da3 + da3 +

Metricky tenzor mé tedy tvar

Talg

%‘5:6&6—’—&27%%*1’%*%'

Ted uz dokdzeme urcit konstantu A z (2.1). VyuzZijeme toho, ze P35 ma stejny tvar
v kazdém bodé prostoru (homogenita), a proto ho sta¢i spoéitat jen v okoli poéatku, kde
je

Tl
Yap = Oap + Zzﬁ : (2:6)
Spocitame prvni derivace metrického tenzoru:
Tl
(b +2252) 4
Yapg = Ozt = ﬁ(aﬂgfa + bacz) .

V pocatku jsou ziejmé nulové, stejné jako Christoffelovy symboly A 3y COZ j€ patrné z
definice (1.3). Diky tomu se vypocet tenzoru kiivosti podle (1.4) znacné zjednodusuje.
Dopocitame jesté druhé derivace metrického tenzoru a prvni derivace Christoffelovych
symbolu v pocatku:

9(Yap.g) 1
Tng = 5 (05¢0an + dagdpn) ,
ox* 1 ae(00esn) | O(nes) _ 9(vpye) 1
By _ 2.t esy Me8)  OByv.e) N _ L ac
oxn 2 ( o1 T own oz ) — a2 052%n

Po dosazeni do definice (1.4) dostavdme pro tenzor kiivosti v poc¢dtku vztah

(6% 1 «
Py = 37 $(8p50ey — Opy0es)

z kterého po porovnani s vyjadienim P s z (2.1) s metrikou (2.6) plyne, Ze
1

Veli¢inu a muzeme nazyvat polomérem krivosti prostoru. Predpokladejme nyni, ze A
je kladna, tj. ze a® > 0. P¥ejdeme od soufadnic x1, =3, 3 ke sférickym soufadnicim r, ¢,
¥

r1 =T1cospsind,
To =rsinpsind,
xr3 =rcost,

kde ovSem r < a, jak plyne z (2.3). V téchto soufadnicich ted vyjadiime délkovy element
(2.5). Protoze vime, ze

daz? + da2 + da? = dr? + r2(sin? 9 dp?® + d¥?),
staci, kdyz si dopocitame

1 dxy + xodas + x3daz = rdr
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a hned mizeme psat, ze

> +r2(sin® 9 dp? + dv?). (2.8)

Pocatek souradnic mizeme samoziejmé zvolit v kterémkoli bodé prostoru. Pomoci
tohoto vyjadfeni délkového elementu mizeme spocitat integral pres thel ¢, tedy to, co
bychom mohli nazvat ,obvod kruhu*

2m

l:/7'd<,0:27r7’7

0
a stejné tak ,,povrch koule“ jako integral

2T T
S://TQSinﬁdgodﬁ:élﬂTQ.
00

,Polomér* takového kruhu ¢i koule ale neni roven r, jak se miZeme presvédcit integraci:

I
/ dr
2
oV -
Tento vyraz je vétsi nez r (pokud r < a), a tak podil ,,obvodu kruhu“ a jeho ,,poloméru®
je mensi nez 2m.

A
= a arcsim — .
a

Dal$i mozny tvar elementu di? dostaneme, zavedeme-li misto soufadnice r soutadnici
X vztahem
r=asiny, x € (0,7).
Znamena to vlastné ptejit od x1, xo, x3, x4 ke ,Ctyfrozmérnym sférickym souradnicim*

a, X, ¢, ¥ _ , _
x1 = a sin x cos psin ¥, T3 = a sin y cos ¥,

To = a sinysinpsind, T4 =@ COSY .

Dosazenim do (2.8) nebo piimo do (2.4) dostdvame
di? = a® [dy?® + sin® x(sin® ¥ dp® + d¥?)], (2.9)

tedy soufadnice x urcuje vzdalenost od pocatku, kterd je rovna a . Povrch koule je v
téchto soutradnicich roven

27w

S://azsingxsinﬁdgodﬂ:47ra231n2x.
00

S rostouci vzdalenosti od pocdatku se nejprve povrch koule zvétsuje, az pii vzdalenosti
5a dosdhne maxima a zacne se zmensovat. Nakonec dosdhne nuly ve vzdalensti ma od
pocatku, coz je nejveétsi vzdalenost, kterd mtize v tomto prostoru viibec existovat.

Pro celkovy objem prostoru plati:

T 2T T

V:///a3sin2xsin19dxdg0d19:2772(13.
00 0
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Mtizeme fici, ze prostor s kladnou ktivosti se ,uzavird do sebe“ — ackoli nema zadné
hranice, jeho objem je konecny!

Podivame se jesté na prostor se zapornou kfivosti. Z (2.7) vidime, Ze A je zapornd,
pokud je a imaginarni. Jestlize v ptfedchozich vzorcich, popisujicich prostor s kladnou
kfivosti, zaménime a za ia, ziskdme velmi snadno prislusné vzorce pro prostor s kfivosti
zapornou. Délkovy element mé v soutadnicich 7, ¢, ¥ tvar

dr?
2

L+

di? =

+ r2(sin® 9 dp? + dv?),

kde r € (0,00) a polomér kruhu s obvodem 277 ¢i koule s povrchem 4772 je ted

-
d
/7r:aargsinhz7
2 a
0 1+ 5

coz je vyraz mensi nez r a pomeér obvodu kruhu ku jeho poloméru je tedy v tomto pfipadé
vétsi nez 2!

Zavedenim nové soufadnice x vztahem
r = a sinh y, x € (0,00)
mizeme vyjadiit di? ve étyfrozmérnygch sférickych souradnicich:
di* = a® [dx® + sinh® x(sin® 9 dp? + d¥?)] . (2.10)

Vzdélenost od pocatku je op&t rovna a Y, ale x ted nabyva hodnot 0 az co. Povrch koule
s polomérem a x je 4ma?sinh® x a s rostoucim y roste bez jakéhokoli omezeni. Objem
prostoru se zapornou krivosti je tedy zfejmé nekonecny.

3 Uzavfeny a otevieny izotropni model

Pokud chceme studovat metriku ¢asoprostoru, musime nejprve vhodné zvolit vztaznou
soustavu. Pozadavku izotropie zfejmé vyhovi soustava, jejiz kazdy bod se pohybuje spolu s
hmotou, ktera se v tomto bodé pravé nachazi. Jinymi slovy, vztaznou soustavu bude tvorit
sama hmota vyplnujici prostor. Rychlost hmoty v takové soustaveé je uz z definice nulova.
Kdyby tomu tak nebylo, pak by vSechny sméry v prostoru jisté nebyly ekvivalentni, nebot
by existoval vizna¢ny smér — smér rychlosti hmoty v daném bodé. Casovou soufadnici
je treba zvolit tak, aby v kazdém okamziku byla metrika stejnd ve vSech bodech prostoru.

V [TF] a [GC|] mizeme najit vysvétleni toho, ze pokud maji byt vSechny sméry v
prostoru rovnocenné, jak vyzaduje pfedpoklad izotropie, je nutné, aby komponenty ggo
metrického tenzoru byly nulové. Pro interval tedy plati

ds? = goo(dz®)? — di?,
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kde slozka goo je funkci pouze 2°. To znamend, Ze lze vidy zvolit ¢asovou osu tak, aby
goo = 1, a pokud takto zvolenou soufadnici 2° oznaéime ct, interval miZeme psat ve tvaru

ds? = 2 de? — di?.

Nejprve prostudujeme izotropni prostor s kladnou kiivosti. Pfislusné feseni Einsteino-
vych rovnic byva oznacovano jako uzavieny izotropni model (prostor se uzavird do sebe).
Délkovy element dI? mé v tomto p¥ipadé tvar (2.9). Polomér kiivosti, ktery ted oznac¢ime
K, ted ale miize byt funkci ¢asu. Mame tedy interval

ds? = ¢ dt? — K2(t)[ dx? + sin® x(sin® 9 de? + dv?)],

kde je potfeba ur¢it funkei K(¢) pomoci Einsteinovych gravita¢nich rovnic. Pro jejich
feSeni je vhodné si misto casu ¢ zavést soufadnici  vztahem

cdt = Kdn.

Pokud funkci K(t) v soufadnici 1 oznacime a, tj. a(n) = K(t), pak miZeme interval
zapsat jako
ds? = a®(n)[dn® — dx* — sin® x(sin® ¥ dp® + dv?)] . (3.1)

Vypocitame komponenty Ricciho tenzoru R;;. Metricky tenzor mé nenulové jen dia-

gonélni slozky (soufadnicim z°, !, 22, 23 odpovidaji soutadnice 7, x, @, 9):

.2 .9
goo = a?, g22 = —a?sin® ysin® 9,

_ _ 2 2
g11 = —av, g3z = —a“sm x,

coz zna¢né ulehéi vypocdet Christoffelovych symbolii I, z definice (1.3). Nejprve

1 1 9(a®) d
o 2,00 _ - &
0= 59 (900,0 + 900,0 — 900,0) 22y a’

kde carka znaci derivaci podle 7. Pfi vypoctu dalsich slozek vyuzijeme toho, ze Vi €
{0,1,2,3} plati

09ii a
11,0 — =2— i1 - 3.2
Giio = s (3.2)
Takze
1 a’
0
r af = 2a2 (79(1570) = 759@[3’

1 1 a’

e — I 00 — for — Ja
80 29 9apB,0 2gaa% Jaa,0 55 P

%, =T%,=0.

To nam staci k vypocétu prvni slozky Ricciho tenzoru z definice (1.7):

oy OTYy,
ox! 0x0

Ry = "Ry = ¢ ( + T, T — Flnornm) =

/

a
o=
ore. N o 2 3 ( )
— 3(0/2 — CLCLH) .

at
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Stejné, jako tomu bylo u metrického tenzoru, musi i slozky Ry, Ricciho tenzoru byt
nulové, ma-li byt splnéna rovnocennost vSech sméra v prostoru. Zbyva tedy jesté spocitat
slozky RZ. Pii vypocétu Christoffelovych symbolti jsme vynechali symboly I, které
nebudeme potiebovat, protoze slozky R? nebudeme pocitat z definice (1.7) pifmo.

Vyhodnéjsi je uvédomit si, ze pokud v Rg separujeme c¢leny obsahujici pouze slozky
gap metrického tenzoru (tj. pouze symboly I‘am), pak budou pravé tyto ¢leny tvorit
slozky t¥irozmérného tenzoru —P?, které uz zndme z (2.2) a (2.7). Slozky R? tedy mayji
tvar: 9

Rg:—P£+...:—2>\gﬁvgw+...:—gég—i—... ,
kde zbytek je tvoren cleny, které obsahuji kromé g,s i slozky goo. Proto nemusime poci-
tat symboly I'*; — staci dopocitat jen zbylé ¢leny, které uz ovSem obsahuji jenom ty
Christoffelovy symboly, které uz mame spocitané.

Pro vypocet RS si tedy nejdiive najdeme piislusny rozklad a tim i ¢leny, které je
potfeba spocitat:

1 (8Fl5a o' 5

! ! !
RS =g¢°"R Bla = 955 \ ozt dzo + I Mg, =T narnﬁl> =

«

_ _Pﬁ 4 i 81—‘0305 + Fl 1—\0 . 1-\0 _ FO 7
- a 955 920 0lt Ba Oa™ Bv ya~ B0 | *

Daéle pomoci jiz spo¢itanych Christoffelovych symbold a vlastnosti (3.2) vyjadiime po-
tfebné cleny:

!/

a
aroﬁa _ 6(—(1*39&5) _ a/2 —aa" 5[3
0x0 on 966 Ocr»

; 0 a/2 s
ol g0 = —4a7955 O 5

12
0 0 a
F’YOaF By — r 'yaF’YBO = _ggﬁﬁ 6§
Takze vysledkem je

f%(2a2 +ad?+ad")sl.

1
RS =-Pl+ —(—d? —ad")d} =
a a

Nakonec jesté spocitame skalarni kfivost, coz uz je snadné:
0 a 6 "
R=Ry+ R = —ﬁ(a—i—a ).

Jak uz bylo fe¢eno, veskerd hmota je v nasi soustavé v klidu, takze pro ¢tyirychlost
plati:

Q| =

Pouzijeme-li vzorec (1.9) pro vypocet tenzoru energie a hybnosti, dostaneme potfebnou
slozku

kde ¢ je hustota energie hmoty.
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Pro dosazeni si Einsteinovy rovnice jesté upravime na tvar

1 8rG ,
gi; Ry, — iRgik = chijsz ,

kde vystupuji smisené komponenty tenzorti. Pro ¢ = k = 0 pak mame rovnici

187G
RgfiR:>gfﬂ&

kam uz muzeme pohodlné dosadit a upravit na

%(cﬁ ba?) = %Ge. (3.3)

V této rovnici vystupuji dvé neznidmé funkce a a €, coz znamend, Ze musime pouzit
jesté alespon jednu dalsi rovnici. Tu mtzeme odvodit ¢isté pomoci pojmid z termodyna-
miky. Totiz, ve chvili, kdy jsme pouzili vzorec (1.9) pro tenzor energie a hybnosti, jsme
zanedbali veskeré procesy spojené s disipaci energie (uvedeny vzorec je platny pro idealni
tekutinu). V nasem piipadé je to ale naprosto v pofadku, protoZe p¥ipadné ¢leny, které
by bylo potfeba ptidat k T kviili témto procestim, jsou zanedbatelné malé v porovnani
s hustotou ¢, ktera zahrnuje veskerou energii obsazenou v hmoté.

7 tohoto duvodu miizeme déle povazovat celkovou entropii za konstantni a pouzit
zndmy termodynamicky vztah d€ = T'dS — pdV, kde vystupujici veli¢iny jsou po fadé
energie, teplota, entropie, tlak a objem systému. Je-li entropie konstantni, pak se tento
vztah redukuje na

d€ = —pdV,

coz mizeme je$té déle upravit, pokud zavedeme hustotu energie jako e = £/V:

dVv
dE = _(5 +p)7 .

Protoze objem izotropniho prostoru s kladnou kiivosti je V = 272a?, plati dV/V =
3da/a =3d(Ina). Po dosazeni pak dostavame

d
—— —3d(lna),
E+p
coz muzeme jesté integrovat na
d
3lna:—/ i, (3.4)
E+p

Pokud zname vztah mezi € a p (stavovou rovnici hmoty), potom posledni rovnice uréuje
¢ jako funkci a.

Ted se mizeme vratit k rovnici (3.3), ze které plyne

da\?> 8rG 4 2
<d7’]> :gf‘:a —a .

Jednoduchou tpravou a integraci pak ziskdme vztah pro 7 jako funkci a:

da
=+ _— 3.5
7 / &G (8:5)

2
a ca” —1
3ct
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Do vyrazu (3.1) pak miizeme dosadit za a(n) (po nalezeni inverzniho vztahu), a tim ziskat
koneény tvar metriky. Rovnice (3.4) a (3.5) tedy obecné fesi problém nalezeni metriky
uzavieného izotropniho modelu.

Co se tyce zminované stavové rovnice hmoty, tj. vztahu mezi p a ¢, jeji podoba zavisi
uz na konkrétnim problému, ktery chceme modelovat. Pfedpoklady a zanedbani, které
musime ucinit, se budou lisit, budeme-li chtit fesit model, kde prostor vypliuje idealni
tekutina nebo model, kde hmota tvoii oddélend makroskopicka télesa. Naptiklad pro
druhy zminovany pfipad méa stavova rovnice tvar

e=puc®, p=0,

kde u je soucet hmotnosti vSech téles v jednotce objemu. Rovnéz se predpokladé, ze
rychlosti vSech téles jsou malé v porovnani s c. Pokud tyto vztahy dosadime do rovnic,
které jsme pravé odvodili, mizeme spocitat jiz zcela konkrétni tvar metriky. Podrobny
popis izotropniho modelu, kde je hmota v prostoru rozlozena ve formé samostatnych téles
(coz je model nejlépe popisujici nds vesmir) lze najit v [TF]. My se jim zde ddle zabyvat
nebudeme.

Radéji se podivame na pripad, kdy ma prostor zapornou kfivost, tedy na tzv. otevreny
izotropni model. Takovy prostor méa metriku tvaru

ds? = 2 dt* — K*(t)[ dx? + sinh® x(sin® 0 de?® + dv?)],

kde K (t) je polomér kiivosti zavisejici na ¢ase. Pokud opét zavedeme novou soufadnici 7
vztahem cdt = adn a oznacime a(n) = K(t), miZzeme tento tvar pfepsat na

ds? = a*(n)[dn* — dx? — sinh?® y(sin® ¥ dp? + dv?)],

coz je vztah, ktery mizeme ziskat z (3.1) zdménou 7, x, a za in, iy a ia. Takto lze ziskat
i potiebné rovnice pro otevieny model — provedeme zdménu v rovnicich (3.3) a (3.4):

3
at

31na=—/ de +C
E+p

Rovnice (3.4) tvar nezménila, ale z rovnice (3.6) nyni ziskdme

B :l:/ da
! a 8WG5a2 +1 '
V 3¢t

To je tedy obecné FeSeni otevieného izotropniho modelu. Pro podrobnéjsi rozbor feseni
se stavovou rovnici pro oddélend makroskopickd télesa opét odkazuji na [TF].

UG (3.6)

(a/Q _a2) — =

(3.7)

Zakladni vlastnosti izotropnich modeltt s makroskopickymi télesy (uzavieného i ote-
vieného) je jejich nestacionarita — vesmir popsany timto modelem se nutné musi rozpinat
nebo smrstovat. To je diivod, ktery donutil Einsteina ptidat do svych rovnic ¢len s kos-
mologickou konstantou, zarucujici existenci stacionarniho feSeni, ¢ehoz pozdéji Einstein
hluboce litoval a prohlasil, Ze to byla nejvétsi chyba v jeho zivoté. Model rozpinajiciho se
vesmiru totiz skvéle vysvétluje pozorovany rudy posuv vzdalenych hvézd a galaxii a dnes
jiz malokdo pochybuje o tom, Ze nas vesmir neni staticky.

Jésté je vhodné poznamenat, Ze zajimava Feseni nalezneme pouze pokud je hustota
hmoty nenulové. Pro prazdny prostor (¢ = 0) totiz ze vztahu (3.7) zjistime, Ze a = age” =
ct a substituci

r=ctsinhy, 7 =tcoshy
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upravime metriku na tvar

ds? = 2 dt? — 2 [dx2 + sinh? y(sin? ¥ dp? + d192)} =
=c2dr? — dr? — 2 (sin? 9 dp? + dv¥?),

coz je metrika plochého prostoru.

4 Homogenni prostory |

Jak jsme uz zjistili, pfedpoklad homogenity a izotropie (t¥irozmérného) prostoru ur-
¢uje jeho metriku jednoznac¢né az na znaménko A — jedind moznost volby je mezi kladnou
a zapornou kfivosti prostoru. Podstatné vice volnosti ziskdme, budeme-li uvazovat pro-
stor pouze homogenni, bez jakékoliv dalsi symetrie, tj. vypustime pfedpoklad izotropie.
Casovou zavislost opét nebudeme uvazovat a zkoumat tedy budeme vlastnosti metriky
homogenniho prostoru v daném okamziku t.

Jak uz vime z tvodni kapitoly, prostor je homogenni, pokud pfipousti mnozinu sou-
fadnicovych transformaci s jistymi vlastnostmi (zobrazeni jakéhokoli bodu do jakéhokoli
jiného bodu) takovymi, Ze metrika p¥i téchto tranformacich nezméni sviij tvar. Také jsme
uz uvedli, Ze tato mnozina transformaci (tzv. grupa pohybi) je parametrizovana N ne-
zavislymi parametry pro N-rozmérny prostor.

Protoze nami zkoumany fyzikalni prostor je tfirozmérny, bude grupa pohybu tfipara-
metrickd — kazdé transformaci lze ptifadit trojici nezavislych ¢isel. Naptiklad homogenita
plochého Euklidova prostoru je vyjadifovana invarianci metriky vic¢i translacim kartéz-
ského souradného systému. A kazdou translaci je mozné popsat trojici ¢isel — slozkami
vektoru posunuti.

Je také znamo, ze vSechna takova posunuti v Euklidové prostoru neméni t¥i nezavislé
diferencialy dz, dy a dz, z kterych se konstruuje délkovy interval. V obecném pfipadé ne-
euklidovského homogenniho prostoru transformace z jeho grupy pohybu také zachovavaji
tTi nezavislé diferencialni formy, které uz ovSem nemusi byt totalnimi diferencidly zadné
soutadnicové funkce. ZapisSme tyto diferencialni formy jako

el dz™ | (4.1)
kde latinsky index (a) oznaduje tii nezdvislé vektory — funkce soufadnic. Invariance

téchto forem vzhledem k transformacim soufadnic znamend, Ze plati

el (z) dz® = €@ (2') da'™ (4.2)

[e3%

pricemz e,(la) je na obou stranach rovnosti stejnou funkci pfislusngch soufadnic (starych
nebo novych).

Diferencidlnich forem (4.1) nyni mizeme vyuzit ke konstrukci metriky tvarové inva-
riantni vzhledem k transformacim z grupy pohybi:

di? = gy () dz®) (e da?) .
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Pokud jsou 74, pouze funkcemi Casu, je tento vyraz zjevné invariantni. Metricky tenzor
ma tedy tvar

b
Yap = Ta be(a) (b)

a ma-li byt symetricky, musi byt i koeficienty 7,5 ve svém spodnim indexu symetrické.

(a)

K trojici vektord ey’ zavedeme k nim ,prevracenou® trojici vektora e?d) takto:

a (b) _ sb a (@) _ sa
e(a) e&) = 5(17 e(a) 65 = 5ﬁ . (43)

Vratme se ted ke vztahu (4.2), jenz vyjadiuje invarianci formy (4.1). Pokud ho vynasobime
e’(ea)(:v’), mizeme s pomoci relaci (4.3) psat

[}

el (z) e(ﬁa)(ac') dz® =@ (a') e’ (') da’ = da’”.
Dosadime-li do této rovnosti ,
6 _ ox'P
ox™
a porovname-li koeficienty u dz®, dostaneme systém diferencidlnich rovnic, uréujici funkce

2'8(x):

dx dx®

0x'? "
o = el (@) ey (@) (4.4)
Aby tyto rovnice byly integrovatelné, musi byt identicky splnéna podminka
2.3 2.3
oz _ 0z . (45)

0x®0xY  OxY0x™

Z (4.4) spo¢itdme potiebné druhé derivace. Nejprve tu na levé strané rovnosti:

022’8 8 8e(a)(m) del, (a)
= 9ea (@) | @) (g L@ _
dzodzy (@) (@) Ox” *ea (@) oz
8e(a)(a:) el (') 9
_ / o (a) (a) _
= @) T el 0 Ty g T
, det () (a) 5 8e(ﬁa)(x’)

= e(ﬁa) (z") o + el () esfb)(a:) ety (7') 5278
a obdobné pak i derivaci na pravé strané:
Ox? o (') el () Defy (@)
dxYore (@) Ox™ oz’

Kdyz jesté ve druhém ¢lenu tohoto vyrazu zaménime indexy a a b (coz milzeme, nebot
jsou to volné sé¢itaci indexy, které takto pouze pfejmenujeme), tak uz snadno povytykéme
a upravime podminku (4.5) na tvar

04°() _ 9 @)] _ o 0c), (@) 0c, (@)
efa)(x)[ (;xc(‘ - 8m) :eg)(x)e(vb)(x) et(sb)(ﬂfl)(axi)/(s—e?a)(ﬂfl # )

+ el () e () ey (2')

Obé strany této rovnosti ted vyndsobime vyrazem ef (z)e (C)( z)es (f )( ) a s pouzitim
vztaht (4.3) vhodné upravime. Pro levou stranu tak dostaneme

6(‘1) T e(()éa) r
L =e{y(z) el (z )eg)( )efa)(x/) la v () Oea’( )] _

o |0 @) 0l (@)
= e?C) (l‘) e(d) (.13) [ axa o ax'y

ox« ox”Y
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a pro stranu pravou si jesté odvodime maly pomocny vztah. Zderivujeme identitu
f
e(ﬂd)(aj’) e(ﬂ UCAET

coz je jedna z relaci (4.3), podle 2’°. Ziskdme tak rovnost

ié] (f)
6(f)(x' M__eﬁ (x/)M
B ) ox'%

(@)

ktera umoznuje prejit od derivaci e?‘a) k derivacim e, ', ¢ehoz vyuzijeme pfi tipravé pravé
strany:

666(1 () 6665 (')
P = ey (@) ey (@) eff (o) el (@) el () [e?b) (o) =g — @) — | =

aeﬁa () 66617 (x")
= e (') [e?w (') 50— — el (@) —S5 | =

5 s o [267@) ae @)
= e @) (@) | 55— — g

Jak si muZeme vSimnout, leva a prava strana se liSi pouze v tom, Ze funkce na pravé
strané je v ¢arkovanych proménnych. VSechny fecké indexy zde totiz vystupuji jako séitaci
indexy, a ty lze libovolné pfejmenovat, takZe muzeme misto G a § na pravé strané psat
~v a « a funkéni pfedpis je potom presné tentyz na obou strandch rovnosti. ProtoZe tato
podminka musi platit pro jakékoli = a z’, a protoze plati (Vz,a'; f(z) = f(2')) = (f =
konst.)7 musi byt funkce vyskytujici se na obou stranach konstantni a mizeme tedy psat

R L S 1
€(a) €(b) lw Bgo | = Cab (4.6)

Funkce je sice konstantni, ale pro rtzné e?a), e?b) a eff)

jsou konstanty oznaceny tfemi indexy.

miuZe mit jinou hodnotu, proto

Kdyz vztah (4.6) jesté vynasobime ezc) a poté vhodné upravime, ziskdme pomérné
klicovy vztah:

de, de]
(b) 8 (@) _
€(a) Bma  E0) BB Ci° e(”C) _ (4.7)

K oném zminovanym vhodnym tdpravam vyuzijeme malé pomtcky, kterou si mtzeme
odvodit derivaci druhého ze vztaht (4.3). Plati totiz, ze

(¢) v
e,y 6ea _ _e(c) 86(c)
(c) axﬁ @ axﬁ ’

Vztah (4.7) hraje v popisu homogennich prostort velmi dilezitou roli — pfedstavuje
podminku pro homogenitu prostoru, nebot jsme vysli ze vztahu (4.2), ktery vyjadiuje
invarianci forem (4.1) vzhledem k transformacim z grupy pohybi a zkoumali jsme, za
jakych podminek existuje feSeni. Rliznou volbou konstant C,,¢ tak mizeme ziskat réizné
homogenni prostory, ovsem stejné tak dobfe mtizeme rtiznou volbou konstant ziskat i dva
prostory totozné.
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Dalsim tkolem je tedy najit tiidy takovych kombinaci konstant C,°, které vedou na
homogenni prostory stejnych vlastnosti, abychom mohli urcit, kolik rtznych typd homo-
gennich prostort existuje. K tomu nam poslouzi ¢ast matematiky zabyvajici se Lieovymi
algebrami. Presnéji feCeno nam tato ¢ast nejen poslouzi, ale lohu zcela vyfesi, a proto
je Lieovym algebram vénovana zvlastni kapitola.

5 Kilasifikace tfirozmérnych Lieovych algeber

Lieovou algebrou nazyvame kazdy vektorovy prostor L, na kterém je definovano bili-
nearni zobrazeni [.,.] : L x L — L, které je antisymetrické, tj. Vo,y € L [z,y] = —[y, 2]
a spliuje Jacobiho identitu:

Vz,y,z€ L [z,[y,2]] + [y, [2,2]] + [z, [z, 9] =0.

Zobrazeni [.,.] se nazyva Lieova zdvorka nebo komutdtor.

Najdeme nyni t¥idy vSech shodnych (izomorfnich) redlnych Lieovych algeber dimenze
t¥i. Protoze kazdé dva kone¢nédimenzionalni vektorové prostory stejné dimenze jsou izo-
morfni, budou dvé algebry odliSovat pouze vlastnosti Lieovy zavorky [.,.], ktera tak zcela
urcuje strukturu dané Lieovy algebry. O konkrétni volbu vektorového prostoru se proto
nebudeme vibec zajimat a Lieovu algebru budeme poklddat za jednoznacné urcenou,
pokud bude uréeno zobrazeni [.,.].

Protoze se jednd o zobrazeni linearni, stac¢i znat jeho pusobeni na prvky baze —
pusobeni na ostatni vektory se ziskd ze vztaht linearity a zobrazeni je tak definovano
jednoznacné. Necht tedy t¥i linedrné nezévislé vektory x1, xo a 3 tvori bazi vektorového
prostoru L. Obraz jakychkoli dvou vektord z L (tedy i vektorti baze) pfi zobrazeni | ., .]
je opét vektor z L, a lze ho proto zapsat jako jistou linearni kombinaci bazovych vektoru:

[z, 2] = cijk;vk .
Koeficienty linearni kombinace oznacené c; jk se nazyvaji strukturni konstanty. Jejich hod-
noty jednozna¢né uréuji pusobeni Lieovy zavorky [ ., .], protoZze zaddvaji obrazy bazickych
vektori, a lze je proto pouzit k zadani Lieovy algebry, a tudiz i k vzajemnému odliseni
dvou algeber.

Strukturnich konstant je celkem 27 (jejich indexy nabyvaji hodnot 1 az 3), ale devét
z nich je nulovych a zbylych 18 tvofi dvojice lisici se jen ve znaménku, coz oboji vy-
plyva z antisymetri¢nosti Lieovy zavorky. To znamena, ze Lieovu algebru lze jednoznacné
zadat deviti nezavislymi konstantami. Tedy pfesnéji feceno téméf nezavislymi, nebot je
nutné kromé antisymetrie Lieovy zavorky zaclenit jesté jeji dalsi vlastnost, a to Jacobiho
identitu. Méa-li totiz platit, ze

(@i, [z, ax]] + [, (2, @]] + [os [2i,25]] =

= [i, ¢ " Tm] + (75, ¢ " Tm] + [T1, €1 Tm] = 0,
pak musi strukturni konstanty spliiovat podminku:
cjkmciml + ckimcjml + cijmckml =0. (5.1)
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Podivejme se tedy, jaké moznosti nam nabizi popis Lieovych algeber pomoci deviti
strukturnich konstant. Budeme-li se zajimat o obrazy tfi vybranych dvojic bazickych
vektori, jejichz znalost staci k urceni algebry, mizZeme pisobeni Lieovy zavorky zapsat
jako maticovy soucin

([w2,23] [w3,21] [w1,20] ) = (21 @2 w3)-C, (5.2)

kde matice C je sestavena takto:

Dvé rizné matice C' ale jesté nemusi zadavat dvé rtzné Lieovy algebry. Muzeme si
totiz vzit jinou bazi y1, y2, ys prostoru L a z piislusnych strukturnich konstant sestavit
matici C’. Ta samoziejmé nemusi byt rovna matici C, ale pfitom je to matice strukturnich
konstant té samé algebry, pouze pro jinou bazi. Dalsim krokem proto nutné musi byt urceni
podminky, kdy dvé dané matice C' a C’, sestavené ze strukturnich konstant, uréuji tutéz
algebru.

Predpokladejme, Ze provedeme prechod od baze {z;} k bazi {y;} ptisobenim néjakého
regularniho operatoru, coz znamena, ze mizeme napsat

(yi v2 yz)=(z1 x2 z3)-A, (5.3)

kde matice A € GL(3,R). PfepiSeme Lieovu zévorku vektorti z baze {y,} pomoci vektort
baze {z;} a prvkd matice A. Nejprve

3
[yZ»yS] = Z AizAj3[$i7$j] = [CU2,CU3] : (A22A33 - A23A32)+
ij,=1
+ [z3, 1] - (A13A432 — A12A33) + [21, 3] - (A12423 — A13A2s) =
= [wa, ms] - ALY + [ws, 2] - ASY + [w1, 20] - AP
kde A®¥ zna¢i matici adjungovanou k A:
AUl = (—1)"+ - det A(, 1) .
Podobné dopocitame i vztahy pro [ys,y1] a [y1,y2] a zjistime, Ze
([2,us] [ysm] [iwel ) = (w2, 23] [wg,21] [w1,22] ) - A"V (5.4)
Pokud ma tedy byt
( [y2,ys] [y3, 1] [y1,92] ) = ( Yy Y2 Y3 ) 'Cl,
a pritom plati (5.2), (5.3) a (5.4), potom muzeme matici C’ vyjadtit jako

C'=A710AY =det A- A71C(A™ )T, (5.5)
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kde jsme jesté vyuzili zndmy vztah

1

_ Aadj T )
det A ( )

Vysledkem tedy je, Ze pokud jsou dvé matice C' a C’ svézany vztahem (5.5), kde matice
A je regularni, potom tyto dvé matice zadavaji stejnou Lieovu algebru.

KaZdou matici miZeme zapsat jakou soufet matice symetrické a antisymetrické (staci

si zapsat jeji komponenty jako M;; = M”';M” + M”;Mj" ). Napisme tedy
C=S+a,
kde S je symetrickd matice 3 x 3 a
0 —a3 as aq
a= as 0 —ai |, a=| as
—a2 a1 0 as

Pokud rozepiSeme i matici C’ na soucet C' = S’ + @', pak ze vztahu (5.5) ziskdme trans-
formacni vztahy pro jeji symetrickou a antisymetrickou ¢ast:

S’ =detA-ATS(AHT, o =Aa. (5.6)

Symetricka a antisymetricka ¢ast (resp. vektor a) kazdé matice strukturnich konstant
splnuji vztah plynouci z Jacobiho identity, ktery snadno odvodime. Nékolika upravami
ziskame

0= [x1, [w2,23]| + [w2, [w3,21]] + [23, [21, 7] ] =
= (C3g — Ca3)[w2, 23] + (C13 — C31)[w3, 21] + (C21 — Cr2)[w1, 2] =
= 2a1[w2, 23] + 2as[w3, 21] + 2a3[w1, v2] =

22(581 To arg)-C’a,

z &ehoz vyplyva, ze Ca = 0, nebot z; jsou linedrné nezdvislé. Protoze ale aa = 0, tak
Ca = (S +a)a = Sa a onim zmitiovanym vztahem je

Sa=0. (5.7)

Tento vztah skuteéné musi platit pro kazdou matici strukturnich konstant, protoze pfi
prechodu (5.3) k jiné bézi pomoci reguldrni matice plati

[y1, 2, wsl] + [z, lys, val] + [ys, 1, v2]] =

=det A- ([ml, [x2, 3]| + [w2, (w3, 21]] + |3, [xl,:cg]D .

Z toho plyne, ze vtah (5.7) je ekvivalentni Jacobiho identité.

Vzhledem k tomu, Ze nezalezi, v jaké bazi vyjadfime strukturni vztahy Lieovy algebry,
muzeme se dale zabyvat pouze pfipadem, kdy je matice S diagonalni a vektor a ma
nenulovou pouze jednu slozku — toho totiz mizZeme dosahnout vhodnou volbou matice
A, neboli prechodem k vhodné bézi. Ukazeme, ze vzdy muzeme zvolit cilovou béazi tak,
aby toto platilo.
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Még&jme libovolnou symetrickou matici S s vlastnimi hodnotami A\ a (vzajemné orto-
gonalnimi) vlastnimi vektory . Zvolime-li matici A jako

A = (\/dodsity, \/didsiis, \/didais ), (5.8)
kde dj, jsou libovolné nenulové ¢isla splnujici
sgn(dy) = sgn(dz) = sgn(ds) ,
pak se po bazovém prechodu (5.3) matice S transformuje dle vztahu (5.6) na
S" = diag(di 1, da)a, d3)s) .

Podle hodnosti matice S ted mizeme rozlisit ¢tyfi pripady.

1.) Pokud je hodnost S tfi, pak vSechny slozky vektoru a musi byt nulové v dusledku
Jacobiho identity (5.7). A pokud parametry dj zvolime jako dj = i\lel’ potom po
prechodu (5.3) ziskdme

S" = +diag(sgn(\1), sgn(X2), sgn(As) ) , ()T =(0,0,0).

2.) Pokud je hodnost S dva, pak jedna jeji vlastni hodnota je nulova. Pfedpokladejme,
ze to je A1. Mlizeme potom zvolit d; = :|:|le‘ , 1 =2,3, ¢imz ziskdme
S =+ diag(0, sgn(X2), sgn(A3) ) .

Z Jacobiho identity (5.7) pak plyne, ze (a’)” = (a, 0, 0). Pokud a # 0, pak by se
nam jisté libilo vyuzit dosud neurcené konstanty d; a docilit toho, aby a = 1. To
ale neni mozné, protoze jak je vidét z transformacniho vztahu (5.6) pro vektor a a
z tvaru (5.8) transformacéni matice A, tak prvni slozka vektoru a’ je imérné /dad3
a parametry do a ds jsme jiz zvolili. V piipadé nenulového vektoru a’ tedy méme
jednoparametrickou mnozinu Lieovych algeber a celkové pro S s hodnosti dva:

()T =(0,0,0),
S’ = +diag( 0, sgn(X2), sgn(Az) ), {
(a')T = (a, 0, 0)

3.) Jestlize je hodnost S jedna, potom ma dvé nulové vlastni hodnoty. Polozme tedy
A1 = A2 = 0. Volbou d3 = :l:ﬁ obdrzime S’ = :l:diag(O, 0, sgn()\g)) a v pripadé
nenulového vektoru a’ mame obecné vektor (a/)T = (ay, as, 0), kde a; ~ /daods a
as ~ +/dids. Vhodnou volbou koeficienti d; a ds lze vzdy docilit toho, aby vektor
a’ byl jednotkovy a dalsi transformaci, tentokrate pomoci matice z O(3), zachova-
vajici t¥et{ soufadnici, miizeme tento vektor transformovat na (1, 0, 0), aniz by se
zménila matice S’ (jednotkovy vektor a’ jen ,otoéime* vhodnou rotaci kolem tfeti
soufadnicové osy do sméru prvni soufadnice). Miizeme proto shrnout, Ze pro matici
S s hodnosti jedna se lze pfechodem k jiné bazi dostat k

(a)"'=(0,0,0),

S" = +diag(0, 0, sgn(\3)) {
(a)''=(1,0,0).

4.) Koneéné, pokud mé S hodnost nula, potom se potykdme s nulovou matici, a proto
nemé smysl provadét transformaci pomoci (5.8). V piipadé nenulového vektoru a
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muZeme provést takovou transformaci, abychom nejprve vektor a uéinili jednotkovym
a poté transformaci z O(3) ho opét otocit do sméru prvni soutadnice, takze celkové
mame

(a)''=(0,0,0),

S" = diag(0, 0,0), {
(@) =(1,0,0).

Tim jsme ukazali, ze jakoukoli Lieovu algebru lze popsat diagonalni matici a vektorem
s nulovou druhou a tfeti slozkou:

S = diag(s1, s2, s3), a’ =(a,0,0).
V piislusné bazi maji tedy komutacéni relace (vztahy uréujici hodnoty Lieovych zévorek
bazickych vektort) tvar
(21, 2] = s373 — aza,
[x2, 73] = s171,
[x3,x1] = sa2xo + azxs.

Rizné Lieovy algebry lze ziskat rtiznymi volbami signatury S. Vzhledem k uvedenym
podpfipadim s riznym a to je celkem deset moznosti. Jak se ale ukazuje, je jeSté nutné
brat zvlast piipad, kdy hodnost S je dva a a = 1/2. Podrobné vysvétleni lze najit v [BC].

Celkem tedy mame jedenact raznych typu tfirozmérnych realnych Lieovych algeber,
pricemz dva z nich jsou jednoparametrické mnoziny. Pravé popsané rozdéleni je znamé
jako Bianchiho klasifikace Lieovych algeber (i kdyz pFesné tento postup vlastné neni pi-
vodni Bianchiho, z r. 1918, ale jeho tprava, o kterou se zaslouzili Schiicking a Behr v roce
1962).

Nésledujici tabulka prehledné shrnuje Bianchiho klasifikaci. Oznaceni rtznych typt
algeber Fimskymi ¢isly (s indexy) zavedl Bianchi a je jiz velmi ustlené a hojné pouzivané
(a zndmé jako Bianchiho typ).

Bianchiho klasifikace

Typ a S1 So S3
I 0 0 0 0
II 0 0 0 1
III 1/2 0 -1 1
v 1 0 0 1
\% 1 0 0 0
Vi 0 0 -1 1
VI, a 0 -1 1
VII 0 0 1 1
VII, a 0 1 1
VIII 0 1 -1 1
IX 0 1 1 1
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6 Homogenni prostory Il

Po této matematické vsuvce je jiz jasné, pro¢ ma vztah (4.7) tak dilezitou roli pro
klasifikaci homogennich prostorti. Konstanty C,¢ jsou zjevné strukturni konstanty tii-
rozmérné Lieovy algebry nad prostorem vektort

0

Xa = e?a)%

s komutatorem [X,, Xp] = X, Xp — X X,. Lze se o tom pomérné snadno piesvédéit:

_pa 9 (5 0 g 0 (o 0\ _
[Xa, Xo] = €(a) g <e(b)8xﬂ> T C) 9B (e(a)axa) =

B
92 92 ) dely 0
:e?)e(ﬁb) —6'6 e + e (b)i_eﬁ (@ 9 _
a Ox0xP ®)7(@) 9Bz (@) 9z §zB ®) 98 dre
¥ o
oo P 5 Pw) O ooy O
7@ g ®) gxB | oxr — T (@ 9z
= Cachc .

o a . .z z 7 z v . e ~_ 7 ~
Volba vektort eg) v diferencidlnich forméch (4.1) neni samoziejmé jednoznacnd, coz

odpovida moznosti volby jiné baze vektorového prostoru operatoru X,.

Operatory X, tedy tvofi tfirozmérnou redlnou Lieovu algebru a vztah (4.7), ktery
je podminkou selektujici homogenni prostory, predstavuje komutacni relace v této al-
gebie. Celou posledni kapitolu proto miizeme vpodstaté beze zmény vyuzit ke klasifikaci
homogennich tfirozmérnych prostori! To tedy znamend, Ze tak, jako existuje jedenéct
typtu neizomorfnich Liovych algeber, existuje i jedenact typu neizomorfnich homogennich
prostort.

Protoze izotropni prostor je jen zvlastnim pripadem homogenniho prostoru, musi byt
v této klasifikaci misto i pro vysledky z kapitol o izotropnich prostorech. V knize [TF] se
miizeme docist, jak pro dany typ homogenniho prostoru vyjadrit Riemanniv tenzor, a ze
plochy Euklid@v prostor odpovida Bianchiho typu I, prostor s kladnou konstantni kfivosti
A odpovida specidlnimu p¥ipadu typu IX pro 1., = 04p/4), a Ze prostor se zadpornou
konstantni kiivosti odpovidd specidlnimu pfipadu typu V pro 7., = d4p/A. Navic se dd
dokézat (viz. [TF]), ze Einsteinovy gravita¢ni rovnice pro vesmir s homogennim prostorem
se redukuji na soustavu oby¢ejnych diferencialnich rovnic, obsahujici pouze funkce casu.
Vzhledem k tomu, ze pro jejich feseni jsou zndmé matematické postupy, mizeme tak
prohlasit, ze otazka kosmologickych modeld s homogennimi prostory je tak zcela vyfeSena.
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