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Úvod

Motivacı́ k této práci byl úkol — dokázat, že metrický prostor, který je homogennı́,
má konstantnı́ skalárnı́ křivost. V přı́padě prostorů dimenze tři se o tom lze přesvědčit
přı́mým výpočtem, protože třı́dimenzionálnı́ homogennı́ prostory jsou klasifikovány
(viz. [1 ]) a přı́slušné metriky jsou známé (viz. [2 ]). Otázkou ale bylo, jak odůvodnit
konstantnost skalárnı́ křivosti, aniž by se musela konkrétně počı́tat. Z takového důkazu
by pak také mohlo vyplynout, zda je toto tvrzenı́ pravdivé i pro prostory vyššı́ch dimenzı́.

I když se nakonec samotný důkaz ukázal být velmi jednoduchý (ještě o něco silnějšı́
tvrzenı́ pro libovolnou dimenzi lze dokázat vpodstatě na několika řádcı́ch), cesta k němu
rozhodně jednoduchá nebyla. Dı́ky tomu jsem si alespoň ujasnil mnoho pojmů, osvojil si
oblasti diferenciálnı́ geometrie zabývajı́cı́ se popisem a pracı́ s prostory, které majı́ nějaké
druhy symetriı́ a vlastnı́mi silami dokázal i několik pomocných tvrzenı́, z nichž, jak jsem
zjistil později, byla většina již dávno známá, dalšı́ část byly jen triviálnı́ přepisy již dávno
známých tvrzenı́ a ten zbytek byl úplně k ničemu.

V následujı́cı́m textu bych si tak kromě pouhého předvedenı́ hledaného důkazu
dovolil i lehce přiblı́žit svůj (zprvu marný) postup, čı́mžto prosı́m čtenáře, aby se nepoza-
stavoval nad tı́m, že celá prvnı́ kapitola je vpodstatě věnována ukázce, jak se konstantnost
skalárnı́ křivosti homogennı́ho prostoru dokázat nedá.

1 Maximálně symetrické prostory

Narozdı́l od homogennı́ch prostorů, je o tzv. maximálně symetrických prostorech všeobecně
známo, že majı́ konstantnı́ skalárnı́ křivost a důkaz této vlastnosti lze nalézt v každé
slušné publikaci zabývajı́cı́ se obecnou teoriı́ relativity nebo Riemannovskou geometriı́.
Přirozeně se tak nabı́zı́ možnost, jak bychom mohli dospět k důkazu, že homogennı́
prostor má konstantnı́ křivost: nahlédneme do jedné ze zmiňovaných slušných publikacı́
a prostudujeme již hotový důkaz téhož tvrzenı́ pro maximálně symetrické prostory. Když
budeme mı́t štěstı́, podařı́ se nám ho modifikovat pro prostory homogennı́ a k výsledku
tak dojdeme téměř bez práce.

Onou modifikacı́ je zeslabenı́ podmı́nek, nebot’ maximálně symetrický prostor je
prostor izotropnı́ kolem všech bodů a tedy i homogennı́. V důkazu je tak třeba najı́t mı́sto,
ve kterém do něj vstupuje požadavek izotropie prostoru a nahradit ho požadavkem
pouze homogenity. A pak samozřejmě doufat, že i tyto slabšı́ podmı́nky budou stačit k
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implikaci konstantnı́ křivosti. Předvedu zde proto podrobně onen vzorový důkaz pro
maximálně symetrické prostory.

Jak už jsem zmı́nil, maximálně symetrický prostor je nutně izotropnı́ kolem všech
bodů a také homogennı́ (důkaz, pro naši věc nepodstatný, lze nalézt v [1 ], jakož i úvod
do problematiky symetrických prostorů, který zde nebudu reprodukovat). O prostoru
přitom řekneme, že je izotropnı́ kolem daného bodu X, pokud metrika takového prostoru
připouštı́ existenci infinitezimálnı́ch izometriı́

x′µ = xµ + ε · ξµ(x) ,

které ponechávajı́ bod X na mı́stě, tj. ξµ(X) = 0 a přitom prvnı́ derivace ξµ;ν(X) probı́hajı́
všechny hodnoty, omezené pouze podmı́nkou (tzv. Killingovou rovnicı́)

ξν;µ + ξµ;ν = 0 , (1.1)

kterou musı́, jak pravı́ definice, splňovat každý Killingův vektor ξµ(x).

Pokud má prostor nějaké symetrie, odrazı́ se to na struktuře jeho Riemannova
tenzoru křivosti. Podı́vejme se na podmı́nky, kterým musı́ tenzor křivosti vyhovovat,
aby měla metrika Killingův vektor ξµ. Vyjdeme ze vztahu pro komutátor kovariantnı́ch
derivacı́ vektoru

Aµ;ν;σ − Aµ;σ;ν = −Rκ
µνσAκ . (1.2)

Přičteme k němu dvě jeho cyklické permutace a využijeme vlastnosti Riemannova ten-
zoru

Rκ
µνσ + Rκ

σµν + Rκ
νσµ = 0 ,

dı́ky které zı́skáme na pravé straně nulu. Pro libovolný vektor Aµ tak platı́

Aµ;ν;σ − Aµ;σ;ν + Aσ;µ;ν − Aσ;ν;µ + Aν;σ;µ − Aν;µ;σ = 0 ,

což pro Killingův vektor můžeme dı́ky (1.1) dále upravit na

ξµ;ν;σ − ξµ;σ;ν − ξσ;ν;µ = 0

a použitı́m vzorce (1.2) pak dostaneme vztah, který platı́ pro každý Killingův vektor

ξσ;ν;µ = −Rκ
µνσξκ . (1.3)

Dále použijeme vzorec pro komutátor kovariantnı́ch derivacı́ tenzoru druhého řádu

Aσν;µ;λ − Aσν;λ;µ = −Rκ
σµλAκν − Rκ

νµλAσκ ,

pro tenzor Aµν ≡ ξµ;ν. Do levé strany dosadı́me za použitı́ vztahu (1.3)

ξσ;ν;µ;λ =
(
−Rκ

µνσξκ

)
;λ = −Rκ

µνσ;λξκ − Rκ
µνσξκ;λ

−ξσ;ν;λ;µ =
(
Rκ

λνσξκ

)
;µ = Rκ

λνσ;µξκ + Rκ
λνσξκ;µ
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a zı́skanou rovnost ještě upravı́me vhodným vytknutı́m na tvar

(
−Rκ

σµλδρ
ν + Rκ

νµλδρ
σ − Rκ

λνσδρ
µ + Rκ

µνσδ
ρ
λ

)
ξκ;ρ =

(
Rκ

λνσ;µ − Rκ
µνσ;λ

)
ξκ . (1.4)

To je podmı́nka, které musı́ vyhovovat každý Killingův vektor ξµ prostoru s tenzorem
křivosti Rκ

µνλ.

V tomto mı́stě vstupuje do hry typ prostoru. Druh symetrie totiž určuje vlastnosti
Killingových vektorů daného prostoru a rovnice (1.4) tak při požadavku jejı́ho splněnı́
pro vektory určitých vlastnostı́ klade podmı́nky na Riemannův tenzor křivosti tohoto
prostoru. Konkrétně, pokud uvažujeme maximálně symetrický prostor, tedy prostor
izotropnı́ kolem všech bodů, musı́ pro každý bod x existovat Killingův vektor, pro který
∀κ = 1, . . . , n : ξκ(x) = 0 a přitom jeho prvnı́ derivace může být libovolný antisymetrický
tenzor ξκ;ρ(x) = ξρ;κ(x) (libovolnost je důsledek izotropie, antisymetrie zase Killingovy
rovnice).

Pro každý bod x lze tedy zvolit Killingův vektor tak, aby pravá strana rovnice
(1.4) byla nulová. Aby byla nulová i levá strana, musı́ být výraz v závorce symetrický
v indexech κ a ρ (součin symetrického a antisymetrického tenzoru je nula). Pro každé x

tudı́ž platı́
− Rκ

σµλδρ
ν + Rκ

νµλδρ
σ − Rκ

λνσδρ
µ + Rκ

µνσδ
ρ
λ =

= − R
ρ

σµλδκ
ν + R

ρ
νµλδκ

σ − R
ρ

λνσδκ
µ + Rρ

µνσδκ
λ .

(1.5)

Rovnici zúžı́me přes ρ a ν a využijeme vlastnostı́ Riemannova tenzoru a toho, že v
n-dimenzionálnı́m prostoru je δ

ρ
ρ = n

−nRκ
σµλ + Rκ

σµλ − Rκ
λµσ + Rκ

µλσ︸ ︷︷ ︸
=0

= Rκ
σµλ − Rλσδκ

µ + Rµσδκ
λ .

Zjišt’ujeme tak, že Riemannův tenzor izotropnı́ho prostoru je funkcı́ Ricciho tenzoru a
metriky

(n − 1) Rκσµλ = Rλσgκµ − Rµσgκλ . (1.6)

Levá strana této rovnice je antisymetrická v indexech κ a σ, a proto musı́ mı́t stejnou
vlastnost i strana levá

Rλσgκµ − Rµσgκλ = −Rλκgσµ + Rµκgσλ .

Zvednutı́m indexu κ a zúženı́m přes κ a µ zı́skáme vztah mezi Ricciho tenzorem a
skalárnı́ křivostı́ R

Rλσ =
R

n
gλσ , (1.7)

který když dosadı́me do (1.6), zjistı́me, že Riemannův tenzor křivosti izotropnı́ho pro-
storu má velmi jednoduchou strukturu a je funkcı́ pouze skalárnı́ křivosti a metriky

Rκσµλ =
R

n(n − 1)
(
gλσgκµ − gµσgκλ

)
. (1.8)
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Ted’ se podı́váme na skalárnı́ křivost R. Zúženı́m Bianchiho identity

Rκ
µνλ;σ + Rκ

µσν;λ + Rκ
µλσ;ν = 0

přes κν a µλ dostaneme obecně platnou rovnost

Rµ
σ;µ −

1
2
R;σ = 0 . (1.9)

Pro izotropnı́ prostory dı́ky jejich vlastnosti (1.7) pak tato rovnost nabývá tvaru

R;µ

n
δµ

σ −
1
2
R;σ =

(
1
n

−
1
2

)
R;σ = 0 .

Odtud je patrné, že maximálně symetrický prostor dimenze alespoň tři má konstantnı́
skalárnı́ křivost. Po zavedenı́ tzv. konstanty křivosti

K =
R

n(n − 1)
,

tak můžeme Riemannův tenzor takového prostoru psát ve tvaru

Rκσµλ = K
(
gλσgκµ − gµσgκλ

)
. (1.10)

V literatuře (např. [3 ]) se prostory, jejichž tenzor křivosti má právě takovýto tvar, nazývajı́
prostory s konstantnı́ křivostı́. Rozhodně to ale neznamená, že by všechny prostory, které
majı́ konstantnı́ skalárnı́ křivost, musely splňovat podmı́nku (1.10). K tomuto se ještě
vrátı́m v poslednı́ kapitole.

2 Křivost homogennı́ch prostorů

Podı́vejme se ted’, jak je to s homogennı́mi prostory. Metrický prostor dimenze n se
nazývá homogennı́, pokud má n-dimenzionálnı́ grupu izometriı́, která na něm působı́
tranzitivně. To znamená, že pro libovolné dva body prostoru musı́ existovat nějaká
izometrie zobrazujı́cı́ jeden bod na druhý. Nebo jinak, pro jakýkoliv bod x homogennı́ho
prostoru lze vybrat takový Killingův vektor ξµ, aby ξµ(x) 6= 0 pro všechna µ = 1, . . . , n.

Prvnı́ myšlenka samozřejmě putuje k podmı́nce (1.4) a k tomu, co z nı́ vyplyne po
nahrazenı́ předpokladu izotropie prostoru pouze homogenitou. Zatı́mco u izotropnı́ch
prostorů jsme těžili z toho, že existence vhodných Killingových vektorů nuluje pravou
stranu této podmı́nky, u prostorů homogennı́ch už to tak lehké nemáme. Pro daný bod x

totiž nemusı́ existovat Killingův vektor nulový v tomto bodě na pravé straně tak obecně
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může být cokoliv. Stejně tak i na levé straně už nemusı́ být nula pro všechna x, výraz v
závorce už nemusı́ být symetrický v κ a ρ. Zkrátka, zatı́mco pro izotropnı́ prostory nás
předvedený postup velmi dobře dovede ke kýženému výsledku dı́ky silné podmı́nce
(1.5), kterou zı́skáme z rovnosti (1.4) požadovánı́m existence vhodných Killingových
vektorů, v přı́padě homogennı́ho prostoru už toto nefunguje a podmı́nka (1.4) už neklade
na Riemannův tenzor žádná významná omezenı́.

Když tedy zklamal nápad ”opsat domácı́ úkol” od někoho jiného a z tohoto přı́stupu
se mi už nepodařilo nic použitelného vydolovat, bylo třeba se porozhlédnout jinde.
Nakonec se ukázalo, že se na věc musı́ trochu od lesa a vrátit se až k samému začátku.

Homogennı́ prostor, to je prostor, na kterém lze najı́t Killingovy vektory určitých
vlastnostı́. Nic jiného homogenita prostoru neznamená. Tou jedinou vlastnostı́ je to, že
pro každý bod prostoru existuje Killingův vektor, tj. vektor splňujı́cı́ Killingovu rovnici
(1.1), který je v tomto bodě nenulový.

To nám ovšem umožňuje řı́ci něco vı́ce o skalárnı́ch funkcı́ch na homogennı́ch
prostorech. Konkrétně, pokud má skalár Φ(x) nulovou Lieovu derivaci podél libovolného
Killingova pole, potom je nutně na celém prostoru konstantnı́. Lieova derivace skaláru je
přece rovna jeho směrové derivaci

Ł
ξ

Φ = Φ,ρ · ξρ ,

a pokud má být rovnost Φ,ρ(x) ·ξρ(x) = 0 splněna pro všechna x a pro libovolný Killingův
vektor ξµ a současně vı́me, že pro každý bod x existuje Killingův vektor s nenulovými
složkami v tomto bodě, pak nenı́ zbytı́ a pro všechna x musı́ být nulové všechny parciálnı́
derivace skaláru

Φ,ρ = 0 , ∀ρ = 1, 2, . . . , n .

Skalár Φ je tedy na celém prostoru skutečně konstantnı́. Tohle si samozřejmě mů-
žeme dovolit jen v homogennı́m prostoru, protože jinak nemáme zaručeno, že pro daný
bod x existuje nějaký Killingův vektor s nenulovými složkami a o konstantnosti skaláru
Φ tak obecně nemůžeme nic tvrdit.

Tato jednoduchá úvaha může být klı́čem k vyřešenı́ našeho problému. Ted’by nám
totiž stačilo, kdyby Lieova derivace skalárnı́ křivosti R podél libovolného Killingova pole
byla v homogennı́m prostoru nulová. Tı́m by byl důkaz hotov. Můžeme se ale přesvědčit,
že ŁξR je nula pro jakýkoli prostor (nejen homogennı́) s Killingovým vektorem ξ.

Rozepı́šeme R postupně pomocı́ Ricciho tenzoru, Riemannova tenzoru, Christoffe-
lových symbolů a metrického tenzoru

R = gµνRµν = gµνRκ
µκν = gµν

(
Γκ

µν,κ − Γκ
µκ,ν + Γκ

σκΓσ
µν − Γκ

σνΓσ
µκ

)
=

= gµν

(
1
2

∂

∂xκ

[
gκσ

(
gσµ,ν + gσν,µ − gµν,σ

)]
+

1
2

∂

∂xν

[
gκσ

(
gσµ,κ + gσκ,µ − gµκ,σ

)]
+

+
1
4

gκρ
(
gρσ,κ + gρκ,σ − gσκ,ρ

)
· gσλ

(
gλµ,ν + gλν,µ − gµν,λ

)
−

−
1
4

gκρ
(
gρσ,ν + gρν,σ − gσν,ρ

)
· gσλ

(
gλµ,κ + gλκ,µ − gµκ,λ

))
.
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Dalšı́ konkrétnı́ úpravy výrazu už nejsou potřeba. Nám postačı́, když si uvědomı́me,
že po zderivovánı́ a roznásobenı́ dostaneme součet několika členů, které budou tvořeny
(až na násobek čı́slem, který nehraje roli) součiny metrického tenzoru a jeho prvnı́ch,
přı́padně druhých derivacı́ (s různě zvednutými indexy). Velmi symbolicky tak můžeme
napsat

R =
∑

( konst.) · g · . . . · g · ∂g · . . . · ∂g · ∂2g · . . . · ∂2g .

Využijeme toho, že Lieova derivace je lineárnı́ zobrazenı́, že splňuje Leibnitzovo
pravidlo pro derivovánı́ součinu, a že zachovává typ objektu, na který působı́ (Lieova
derivace tenzoru je tenzor stejného typu). Při Lieovském derivovánı́ poslednı́ rovnice
tak můžeme derivaci vsunout dovnitř sumy a pak derivacı́ součinu zı́skat členy tvořené
součiny metrického tenzoru a jeho prvnı́ a druhé derivace a vždy jedné Lieovy derivace
metriky, plus součiny „odpadnı́“, kde vystupujı́ Lieovy derivace zbytku, což lze shrnout
symbolickým zápisem

Ł
ξ

R =
∑[

Ł
ξ

(g) ·
∏(

g · ∂g · ∂2g
)]

+
∑[

g · . . . · g ·Ł
ξ

(∏(
∂g · ∂2g

))]
. (2.1)

Ukážeme, že Lieova derivace v prvnı́ sumě je nulová. Výraz na levé straně rovnice
(1.1) je totiž roven Lieově derivaci metrického tenzoru podél vektorového pole ξµ, o
čemž se můžeme snadno přesvědčit (kovariantnı́ derivace metrického tenzoru je vždy
nula)

Ł
ξ

gµν = gµν;ρξρ + gρνξρ
;µ + gµρξρ

;ν = ξν;µ + ξµ;ν .

Killingova rovnice tedy vlastně neřı́ká nic jiného, než že Lieova derivace metrického
tenzoru podél Killigova pole je nulová

Ł
ξ

gµν = 0 . (2.2)

To, že ve výrazu (2.1) vystupuje metrický tenzor s různě zvednutými indexy nevadı́,
protože gν

µ = δν
µ a Lieova derivace konstanty je nula a Lieovou derivacı́ identity gµσgσν =

δν
µ dostaneme i Łξ gµν = 0. Pomocı́ metrického tenzoru tak můžeme zvedat a snižovat

indexy za znamenı́m Lieovy derivace

gµσgνρ Ł
ξ

T σ...
ρ... = Ł

ξ
T ν ...

...µ ,

ovšem jen pokud je ξ Killingovo pole (pro Lieovu derivaci podél obecného vektorového
pole si takto počı́nat nemůžeme).

Celá prvnı́ suma na pravé straně (2.1) je tedy nula a druhá suma tak musı́ být
celkově skalár, nebot’skalár máme i na levé straně. Kromě přı́močarého rozepsánı́ tohoto
výrazu a podrobných a velmi zdlouhavých úprav, můžeme nulovost Łξ R dokázat i
mnohem rychleji (ovšem s malým háčkem(†)).

(†) Ten malý háček tkvı́ v tom, že se mi nepodařilo nikde najı́t důkaz následujı́cı́ho tvrzenı́ o záměnnosti Lieovy derivace s

parciálnı́, a to přitom nenı́ nijak na prvnı́ pohled zřejmý výrok. Zde se proto silně odvolávám na uvedenou literaturu a tvrzenı́

dále použı́vám bez důkazu.
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V knize [5 ] se totiž můžeme dočı́st, že Lieovu derivaci lze definovat obecně pro
jakýkoli lineárnı́ geometrický objekt, i netenzorového charakteru (co je třeba rozumět pod
pojmem geometrický objekt je definováno tamtéž). Pak prý, jak se tvrdı́ v [5 ], Lieovu
derivaci můžeme zaměnit s parciálnı́, tj. můžeme napsat

Ł
ξ

(
∂

∂xα
gµν

)
=

∂

∂xα

(
Ł
ξ

gµν

)
.

Taková vlastnost se nám velmi hodı́, protože rovnici (2.1) lze evidentně upravit na tvar
součtu, kde každý sčı́tanec je násobkem Lieovy derivace metrického tenzoru nebo jeho
prvnı́ či druhé derivace, tedy symbolicky

Ł
ξ

R =
∑[

Ł
ξ

(g) ·
∏(

g · ∂g · ∂2g
)]

+
∑[

Ł
ξ

(∂g) ·
∏(

g · ∂g · ∂2g
)]

+

+
∑[

Ł
ξ

(∂2g) ·
∏(

g · ∂g · ∂2g
)]

.

(2.3)

V přı́padě, že ξ je Killingovo pole, zı́skáme záměnou Lieovy derivace s parciálnı́
vztahy

Ł
ξ

gµν,α = Ł
ξ

gµν,αβ = 0 .

Ve výrazu (2.3) jsou tak všechny Lieovy derivace rovné nule, a proto i levá strana rovnosti
je nulová, neboli

Ł
ξ

R = 0 .

To platı́ pro libovolné vektorové pole ξ splňujı́cı́ (1.1), neboli pro jakýkoliv prostor
s Killingovým vektorem ξ. Je-li ale prostor homogennı́, pak navı́c (z výše popsaných
důvodů) nulovost ŁξR zajišt’uje, že skalárnı́ křivost je na tomto prostoru konstantnı́

R = R(xµ) = konst.

Navı́c z předchozı́ho postupu je vidět, že tento výsledek vůbec nezávisı́ na dimenzi
prostoru, proto nejen třı́rozměrné prostory, ale každý homogennı́ prostor má konstantnı́
skalárnı́ křivost. Hledaný důkaz je tak hotov a můžeme být spokojeni.

3 Dalšı́ důsledky

Z předvedených úvah ale můžeme zı́skat ještě o něco významějšı́ informaci o homogen-
nı́ch prostorech. Jak už bylo zmı́něno, nejen skalárnı́ křivost, ale obecně každý skalár,
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který má nulovou Lieovu derivaci podél libovolného Killingova pole, je na homogennı́m
prostoru konstantnı́.

Lze ale takovéto skaláry odlišit od ostatnı́ch nějakou jejich dalšı́ vlastnostı́, kterou
přitom umı́me snadno ověřit? Pak bychom mohli poměrně lehce rozhodnout o tom, zda
je zadaná skalárnı́ funkce na homogennı́m prostoru konstantnı́ i bez jejı́ho konkrétnı́ho
vyšetřovánı́. Bohužel se ukazuje, že samotná nulovost Lieovy derivace je přı́liš obecná
vlastnost. Existuje ale třı́da skalárnı́ch funkcı́, o kterých snadno rozhodneme, že majı́
Lieovu derivaci podél Killingova pole nulovou.

Podı́vejme se znovu na postup, jakým jsme ukázali nulovost Lieovy derivace ska-
lárnı́ křivosti R. Důležité bylo pouze to, že ji bylo možné vyjádřit jako součet členů, které
byly násobkem Lieovy derivace metrického tenzoru nebo jeho prvnı́ch a druhých deri-
vacı́, a že právě tyto Lieovy derivace jsou nulové (což je důsledek Killingovy rovnice,
potažmo tvrzenı́ o záměnnosti Lieových a parciálnı́ch derivacı́ dle [5 ]). Proto pokud
nějaký skalár závisı́ pouze na metrickém tenzoru a jeho derivacı́ch

Φ = Φ( gµν, gµν,α, gµν,αβ, . . . ) ,

musı́ mı́t nutně nulovou Lieovu derivaci podél libovolného Killingova pole. Tuto derivaci
totiž můžeme rozepsat jako

Ł
ξ

Φ =
∂Φ

∂gµν
Ł
ξ

gµν +
∂Φ

∂gµν,α
Ł
ξ

gµν,α +
∂Φ

∂gµν,αβ
Ł
ξ

gµν,αβ + . . . ,

což je zjevně nulový výraz, protože všechny Lieovy derivace na pravé straně jsou v
důsledku Killingovy rovnice nulové.

Výrok o konstantnosti skalárnı́ křivosti homogennı́ch prostorů tak můžeme brát
jako speciálnı́ přı́pad lehce obecnějšı́ho tvrzenı́: libovolný skalár, který je funkcı́ pouze me-
trického tenzoru a jeho derivacı́, je na homogennı́m prostoru konstantnı́. Při úvahách o tom,
”k čemu je to ale dobré”, jsem se stále nějak nemohl dobrat k oné významné a slávu
přinášejı́cı́ aplikaci, což je mi velmi lı́to. Předkládám tak jen několik banalit, ke kterým
lze dokázané tvrzenı́ využı́t.

Napřı́klad: protože Riemannův tenzor křivosti Rκ
µνλ je funkcı́ metriky a jejı́ch

derivacı́, musı́ být na homogennı́m prostoru konstantnı́ nejen R = R
µ
µ, ale i dalšı́ skaláry

které můžeme zı́skat úženı́m Riemannova tenzoru, jako RµνRµν nebo RκµνλRκµνλ. Navı́c
můžeme i kovariantně derivovat a potom úžit a násobit jinými tenzory, dı́ky čemuž
můžeme zı́skat velmi mnoho (většinou k ničemu nepoužitelných) výrazů typu

Rκ
µνλ;κ · Rνλ · Rµσ

;σ ,

o kterých můžeme s nadšenı́m prohlašovat, že jsou na homogennı́m prostoru konstantnı́.

O něco zajı́mavějšı́ může být fakt, že na homogennı́m prostoru je nulová kovariantnı́
divergence Ricciho tenzoru. Opět použijeme zúžené Bianchiho identity

Rµ
σ;µ −

1
2
R;σ = 0 ,
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ze které snadno nahlédneme, že pokud je skalárnı́ křivost R konstantnı́, pak má Ricciho
tenzor jistě nulovou kovariantnı́ divergenci

R = konst. ⇒ Rµ
σ;µ = 0 .

Možná jediný praktický užitek dokázaného tvrzenı́ o homogennı́ch prostorech by
mohl být tento: skalár RκµνλRκµνλ je známý jako tzv. Kretschmannův invariant a je hojně
použı́vaný v relativistické fyzice (tedy popravdě řečeno nemám tu hojnost nijak ověře-
nou, ale na přednáškách mi byl Kretschmannův invariant takto prezentován). Pokud tedy
relativisté majı́ napočı́tány tyto invarianty pro různé prostory, mohou pak lehce oveřit,
zda mohou být zkoumané prostory homogennı́ či nikoliv — jestliže totiž Kretschman-
nův invariant nenı́ na celém prostoru konstantnı́, nemůže být tento homogennı́. Naše
tvrzenı́ přeci řı́ká, že na homogennı́m prostoru by takovýto skalár musel být konstantou.
Relativista si pak ušetřı́ práci s hledánı́m Killingových vektorů zadané metriky.

Takovým triviálnı́m přı́kladem může být třeba nejstaršı́ známé přesné řešenı́ Ein-
steinových rovnic — Schwarzschildovo řešenı́

ds2 = −

(
1 −

2M

r

)
dt2 +

1

1 −
2M

r

dr2 + r2 (dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2) .

Kretschmannův invariant této metriky je

RκµνλRκµνλ =
48M2

r6 ,

což je funce závisejı́cı́ na souřadnici r. Swcharzschildova metrika skutečně nenı́ homo-
gennı́, což je však jasné na prvnı́ pohled vzhledem k existenci jednoho význačného bodu,
a to počátku souřadnic r = 0. U jiných metrik ale nehomogenita tak jasná být nemusı́ a
pak by mohl být tento postup poměrně šikovnou pomůckou.

4 Bianchiho klasifikace

Abych nezůstal čtenáři nic dlužen, uvedu ještě stručně (tj. pouze výsledky, bez od-
vozovánı́) tzv. Bianchiho klasifikaci. Tento již ustálený termı́n označuje rozdělenı́ všech
homogennı́ch prostorů dimenze tři na několik vzájemně neizomorfnı́ch typů, které au-
tor, Luigi Bianchi, očı́sloval řı́mskými čı́slicemi I až IX a dodnes se mluvı́ o Bianchiho
typech.
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V práci [2 ] Bianchi odvozuje tvary metrik třı́rozměrných prostorů, které majı́ spojité
r-parametrické grupy izometriı́, kde r nabývá hodnot jedna až šest (šest je největšı́ možný
počet nezávislých Killingových vektorů, které může mı́t třı́rozměrný prostor — takový
prostor je pak maximálně symetrický). Největšı́ pozornost přitom věnuje prostorům s
tranzitivnı́ třı́rozměrnou grupou izometriı́, tedy homogennı́m prostorům. Následujı́cı́
seznam stručně shrnuje jeho výsledky. Zákony skládánı́ infinitezimálnı́ch transformacı́
X1f, X2f, X3f určujı́ strukturu grupy izometriı́ daného typu prostorů. Všechny prostory s
metrikou izomorfnı́ uvedené reprezentujı́cı́ metrice patřı́ do téhož typu.

Typ I

Grupa je určená vztahy

[X1, X2]f = [X1, X3]f = [X2, X3]f = 0 ,

metrika má tvar
ds2 = dx2

1 + a dx2
2 + 2b dx2 dx3 + c dx2

3 ,

kde a, b, c jsou konstanty. Takový prostor je plochý, tedy s nulovou křivostı́. Má šestiroz-
měrnou celkovou grupu izometriı́, je maximálně symetrický.

Typ II

Grupa
[X1, X2]f = [X1, X3]f = 0, [X2, X3]f = X1f ,

a přı́slušná metrika

ds2 = dx2
1 + dx2

2 + 2x1 dx2 dx3 + (x2
1 + 1) dx2

3 .

Prostor s takovouto metrikou připouštı́ třı́rozměrnou grupu jako svoji grupu izometriı́,
ale jeho celková grupa izometriı́ je čtyřrozměrná.

Typ III

Grupa
[X1, X2]f = [X2, X3]f = 0, [X1, X3]f = X1f ,

metrika
ds2 = dx2

1 + e2x1 dx2
2 + 2nex1 dx2 dx3 + dx2

3 ,

kde n je konstanta. Opět jako v předešlém přı́padě má takovýto prostor čtyřrozměrnou
celkovou grupu izometriı́.

Typ IV

Grupa
[X1, X2]f = 0, [X1, X3]f = X1f, [X2, X3]f = X1f + X2f ,
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a metrika

ds2 = dx2
1 + ex1

[
dx2

2 + 2x1 dx2 dx3 + (x2
1 + n2) dx2

3
]
,

s konstantnı́m n.

Typ V

Grupa

[X1, X2]f = 0, [X1, X3]f = X1f, [X2, X3]f = X2f ,

metrika

ds2 = dx2
1 + e2hx1 ( dx2

2 + dx2
3) ,

h je konstanta. To je přı́pad prostoru se zápornou konstantnı́ křivostı́. Celková grupa
izometriı́ je tedy šestirozměrná, jedná se o maximálně symetrický prostor.

Typ VI

Grupa

[X1, X2]f = 0, [X1, X3]f = X1f, [X2, X3]f = hX2f, h 6= 0, 1 ,

metrika

ds2 = dx2
1 + e2x1 dx2

2 + 2ne(h+1)x1 dx2 dx3 + e2hx1 dx2
3 ,

n a h opět konstanty.

Typ VII

Grupa

[X1, X2]f = 0, [X1, X3]f = X2f, [X2, X3]f = −X1f + hX2f ,

metrika

ds2 = dx2
1 + e−hx1

[
(n + cos vx1) dx2

2 + (h cos vx1 + v sin x1 + hn) dx2 dx3+

+
(

2 − v2

2
cos vx1 +

hv

2
sin vx1 + n

)
dx2

3

]
,

kde h, v a n jsou konstanty.

Typ VIII

Grupa

[X1, X2]f = X1f, [X1, X3]f = 2X2f, [X2, X3]f = X3f ,
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metrika

ds2 =
Q(4)(x1)

24
dx2

1 + Q(x1) dx2
2 +
[
Q(x1)x2

2 −
Q′(x1)

2
x2 +

Q′′(x1)
2

−
h

2

]
dx2

3+

+ 2
(

Q′′(x1)
12

+ h

)
dx1 dx2 + 2

[
Q′′′(x1)

24
−

(
Q′′(x1)

12
+ h

)
x2

]
dx1 dx3+

+ 2
(

Q′(x1)
4

− Q(x1)x2

)
dx2 dx3 ,

kde Q(x1) je polynom čtvrtého stupně s nezáporným koeficientem u x4
1 a h je konstanta.

Typ IX

Grupa
[X1, X2]f = X3f, [X2, X3]f = X1f, [X3, X1]f = X2f ,

a metrika určená

ds2 =
3∑

i,k=1

gik dxi dxk ,

kde

g11 = 2e cos 2x3 + 2f sin 2x3 +
a2 + d2

2
,

g22 = 2 sin x1 cos x1(b sin x3 − c cos x3) − g11 sin2 x1 + a2 + d sin2 x1 ,

g33 = a2 ,

g12 = cos x1(b cos x3 + c sin x3) + 2 sin x1(e sin 2x3 − f cos 2x3) ,

g13 = b cos x3 + c sin x3 ,

g23 = a2 cos x1 + sin x1(b sin x3 − c cos x3) .

Zde jsou samozřejmě a až f konstanty. Tento typ obsahuje jako speciálnı́ přı́pad prostor
s kladnou konstantnı́ křivostı́, který je opět maximálně symetrický, s šestirozměrnou
celkovou grupou izometriı́.

5 Terminologický dodatek

Právě jsme dokázali, že homogennı́ prostory majı́ konstantnı́ skalárnı́ křivost. Přitom
se ale v literatuře můžeme setkat s definicı́ prostoru s konstantnı́ křivostı́ jako prostoru,
jehož tenzor křivosti má tvar (1.10). Tomu vyhovujı́ maximálně symetrické prostory,
které jistě majı́ skalárnı́ křivost konstantnı́. Ale to majı́ i prostory homogennı́ a přitom
podmı́nku (1.10) rozhodně nesplňujı́.
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Znamená to snad, že se autor definice domnı́val, že pouze prostory maximálně
symetrické majı́ konstantnı́ skalárnı́ křivost, a proto je zavedl právě takto, což je chybné?
Odpověd’ znı́: rozhodně ne. Ale protože já sám jsem byl o tom chvı́li přesvědčen, nad
čı́mž se nejspı́š pousměje každý průměrně vzdělaný geometr, dovolil jsem si pro jistotu
zařadit na konec ještě malý dodatek k názvoslovı́ kolem křivostı́ prostorů, který situaci
objasnı́ i čtenářům s menšı́m rozhledem v geometrii.

Věc se tedy má tak, že je třeba rozlišovat mezi ”křivostı́ a křivostı́”, protože jich je
pro metrické prostory definováno několik, ale často se použije pouze obratu ”křivost” s
tı́m, že je většinou zřejmé, kterou má autor právě a mysli. Ti, co jim to nenı́ zřejmé od
přı́rody, pak musı́ nahlédnout do literatury. Já nahlı́žel do [6 ].

Prostory s konstantnı́ křivostı́. To jsou prostory, které majı́ konstantnı́ tzv. úsekovou křivost
(což je můj volný překlad angl. termı́nu sectional curvature). Ta je pro vektory ξµ a ην v
bodě x definována jako

K(x; ξ, η) =
Rµνκλξµηνξληκ(

gµλgνκ − gµκgνλ

)
ξµηνξληκ

.

Lze dokázat, že pokud pro každé x nezávisı́ K(x; ξ, η) na volbě ξ a η, pak je také konstantnı́
vzhledem k x. To je ekvivalentnı́ podmı́nce

Rκσµλ = K
(
gλσgκµ − gµσgκλ

)
.

Einsteinovy prostory. Také známé jako prostory s konstantnı́ Ricciho křivostı́. Ricciho křivost
K(x; ξ) je definována jako součet

K(x; ξ) =
∑
m

K(x; ξ, ηm) ,

kde množina {ηm} tvořı́ ortonormálnı́ bázi. Konstantnost Ricciho křivosti je ekvivalentnı́
podmı́nce

Rµν = kgµν .

Ricciho tenzor Einsteinova prostoru je tedy násobkem metrického tenzoru.

Prostory s konstantnı́ skalárnı́ křivostı́. V tomto přı́padě je pojmenovánı́ odpovı́dajı́cı́,
jde skutečně o prostory, které majı́ konstantnı́ skalárnı́ křivost R. Lze si povšimnout, že
konstantnı́ křivost implikuje konstantnı́ Ricciho křivost a ta zase implikuje konstantnı́
skalárnı́ křivost. Tedy

Rκσµλ = K
(
gλσgκµ − gµσgκλ

)
⇒ Rµν = kgµν ⇒ R = konst.

To vysvětluje, proč jsou prostory s konstantnı́ křivostı́ zcela klasifikovány, Einsteinovy
prostory částečně klasifikovány a prostory s konstantnı́ skalárnı́ křivostı́ nejsou klasifiko-
vány vůbec (viz. [6 ]). Z předcházejı́cı́ho textu ale už vı́me, že mezi prostory s konstantnı́
skalárnı́ křivostı́ patřı́ všechny homogennı́ prostory.
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