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Uvod

Motivaci k této praci byl tikol — dokazat, Ze metricky prostor, ktery je homogenni,
maé konstantni skalarni k¥ivost. V pfipadé prostort dimenze tfi se o tom lze presvédcit
piimym vypoctem, protoZe tiidimenzionalni homogenni prostory jsou klasifikovany
(viz. [1]) a pfislusné metriky jsou zndmé (viz. [2]). Otazkou ale bylo, jak odtvodnit
konstantnost skalarni kfivosti, aniz by se musela konkrétné pocitat. Z takového ditkazu

vy

by pak také mohlo vyplynout, zda je toto tvrzeni pravdivé i pro prostory vyssich dimenzi.

I kdyZ se nakonec samotny diikaz ukéazal byt velmi jednoduchy (jesté o néco silnéjsi
tvrzeni pro libovolnou dimenzi 1ze dokézat vpodstaté na nékolika fadcich), cesta k nému
rozhodné jednoducha nebyla. Diky tomu jsem si alespori ujasnil mnoho pojmti, osvojil si
oblasti diferencidlni geometrie zabyvajici se popisem a praci s prostory, které maji néjaké
druhy symetrif a vlastnimi silami dokazal i nékolik pomocnych tvrzeni, z nichZ, jak jsem
zjistil pozdéji, byla vétsina jiz davno znam4, dalsi ¢ast byly jen trividlni pfepisy jiz davno
zndmych tvrzeni a ten zbytek byl tpIné k nicemu.

V nasledujicim textu bych si tak kromé pouhého pfedvedeni hledaného dikazu
dovolili lehce p¥ibliZit sviij (zprvu marny) postup, ¢imZto prosim ¢tenafe, aby se nepoza-
stavoval nad tim, Ze cela prvni kapitola je vpodstaté vénovana ukazce, jak se konstantnost
skalarni kfivosti homogenniho prostoru dokazat neda.

1 Maximalné symetrické prostory

Narozdil od homogennich prostort, je o tzv. maximdlné symetrickijch prostorech vseobecné
znamo, Ze maji konstantni skalarni k¥ivost a diikaz této vlastnosti lze nalézt v kazdé
slusné publikaci zabyvajici se obecnou teorii relativity nebo Riemannovskou geometrii.
Pfirozené se tak nabizi moZnost, jak bychom mohli dospét k diikazu, Ze homogenni
prostor mé konstantni kfivost: nahlédneme do jedné ze zmitiovanych sluSnych publikaci
a prostudujeme jiz hotovy dtikaz téhoZ tvrzeni pro maximalné symetrické prostory. Kdyz
budeme mit stésti, podafi se ndm ho modifikovat pro prostory homogenni a k vysledku
tak dojdeme téméf bez préce.

Onou modifikaci je zeslabeni podminek, nebot’ maximalné symetricky prostor je
prostor izotropni kolem vSech bodii a tedy i homogenni. V dtikazu je tak tfeba najit misto,
ve kterém do néj vstupuje pozadavek izotropie prostoru a nahradit ho pozadavkem
pouze homogenity. A pak samoziejmé doufat, Ze i tyto slabsi podminky budou stacit k



implikaci konstantni kfivosti. Pfedvedu zde proto podrobné onen vzorovy dtikaz pro
maximalné symetrické prostory.

Jak uz jsem zminil, maximalné symetricky prostor je nutné izotropni kolem vsech
bodi a také homogenni (diikaz, pro nasi véc nepodstatny, 1ze nalézt v [1], jakoZz i tvod
do problematiky symetrickych prostor, ktery zde nebudu reprodukovat). O prostoru
pfitom fekneme, Ze je izotropni kolem daného bodu X, pokud metrika takového prostoru
pripousti existenci infinitezimalnich izometrii

XM =x*+e-EM(x),

které ponechavaji bod X na misté, tj. £#(X) = 0 a pfitom prvni derivace &, (X) probihaji
vSechny hodnoty, omezené pouze podminkou (tzv. Killingovou rovnici)

En/;u + E»u;v =0, (11)

kterou musi, jak pravi definice, spliiovat kazdy Killingtiv vektor £"(x).

Pokud ma prostor néjaké symetrie, odrazi se to na struktufe jeho Riemannova
tenzoru kfivosti. Podivejme se na podminky, kterym musi tenzor kfivosti vyhovovat,
aby méla metrika Killingtiv vektor ", Vyjdeme ze vztahu pro komutator kovariantnich
derivaci vektoru

Apvio — Aoy = —R" Ag. (1.2)

nvo’ tK

Pfi¢teme k nému dvé jeho cyklické permutace a vyuZijeme vlastnosti Riemannova ten-
zoru
K K K —
R +R +R*, . =0,

wvo oy B
diky které ziskdme na pravé strané nulu. Pro libovolny vektor A, tak plati

AH;V;U - Au;cr;v + AU}P-;V - Acr;v;u + Av;ﬁ;u - AV}P—;O' =0,
coz pro Killingliv vektor mtizeme diky (1.1) déle upravit na

Euw;d - E'H}G}V - EG}V;H =0
a pouzitim vzorce (1.2) pak dostaneme vztah, ktery plati pro kazdy Killingtiv vektor
Eorvin = — RS 1y &k - (1.3)
Dale pouzijeme vzorec pro komutator kovariantnich derivaci tenzoru druhého fadu
Agviur — Agvinu = _RKUMAKV - RKvu)\AUK )

pro tenzor A, = &,;y. Do levé strany dosadime za pouZiti vztahu (1.3)

ad;v;u;A = (_RKH'VO‘E'K);?\ = —RKFWG;)\E,K - RK]J.’VO‘E'K;}\

— K — K K
—&ovam = (R AVGE‘K);u = R%vonbe + R\ o lin



a zfskanou rovnost je$té upravime vhodnym vytknutim na tvar
(_RKUpAég + RKV},L}\ég‘ - RK)\‘VO‘BS + RKLL‘VO‘B;)\)E'K;p = (RKAVU;u - RKHVG;)\)E’K . (14)

To je podminka, které musi vyhovovat kazdy Killingtv vektor &# prostoru s tenzorem
kfivosti R*,5.

V tomto misté vstupuje do hry typ prostoru. Druh symetrie totiZ ur¢uje vlastnosti
Killingovych vektorti daného prostoru a rovnice (1.4) tak pfi pozadavku jejiho splnéni
pro vektory urcitych vlastnosti klade podminky na Riemanntiv tenzor kfivosti tohoto
prostoru. Konkrétné, pokud uvaZujeme maximélné symetricky prostor, tedy prostor
izotropni kolem vSech bodti, musi pro kazdy bod x existovat Killingtiv vektor, pro ktery
Vk=1,...,n: &(x) = 0apfitom jeho prvni derivace miize byt libovolny antisymetricky
tenzor &, (x) = &,:¢(x) (libovolnost je diisledek izotropie, antisymetrie zase Killingovy
rovnice).

Pro kazdy bod x lze tedy zvolit Killingtiv vektor tak, aby prava strana rovnice
(1.4) byla nulova. Aby byla nulova i leva strana, musi byt vyraz v zdvorce symetricky
v indexech «k a p (soudin symetrického a antisymetrického tenzoru je nula). Pro kazdé x

tudiz plati
- RKUu)\ég + RKvukég - RK)\V66ﬁ + RKuvuég = (1 5)
== Rpcu)\&(/ + vau)\ég - Rp)\vcéﬁ + RPP_VUS; . '

Rovnici zGzime pfes p a v a vyuZijeme vlastnosti Riemannova tenzoru a toho, Ze v
n-dimenzionalnim prostoru je §5 = n

K K K K _ pPK K K
—nR Up.)\+R cu)\iR )\ucr+R HAC =R Gu)\*R?\Gép"'RpUé)\-

=0

Zjistujeme tak, Ze Riemanntiv tenzor izotropniho prostoru je funkci Ricciho tenzoru a
metriky

(Tl—l) RKO‘IJ.?\ = R?\ngp._Rp.o‘gK?\‘ (16)

Leva strana této rovnice je antisymetrickd v indexech k a o, a proto musi mit stejnou
vlastnost i strana leva

R?\ngp. - RpagK)\ = 7R?\Kgap. + RngaA .

Zvednutim indexu k a ztGZenim pfes k a p ziskdme vztah mezi Ricciho tenzorem a

skalarni k¥ivosti R -
Rao = 9o (1.7)

ktery kdyZz dosadime do (1.6), zjistime, Ze Riemanntiv tenzor kiivosti izotropniho pro-
storu mé velmi jednoduchou strukturu a je funkci pouze skalarni kiivosti a metriky

R
RKcu)\ = ) (gAagKu - guGQKA) . (1.8)

nn-—1



Ted' se podivame na skalarni kfivost R. ZtZenim Bianchiho identity

RKHVA;U + RK},LO"V;)\ + RKp)\o‘;v =0
pfes kv a pA dostaneme obecné platnou rovnost
" 1
R¥G., — ER;G =0. (1.9)

Pro izotropni prostory diky jejich vlastnosti (1.7) pak tato rovnost nabyva tvaru

R, 1 11
MEH R = (n—> Ro=0.

n 2 2

Odtud je patrné, Zze maximalné symetricky prostor dimenze alespon tfi mé konstantni
skalarni ktivost. Po zavedeni tzv. konstanty kiivosti

_ R
T nn-1)"

tak miizeme Riemanntiv tenzor takového prostoru psat ve tvaru

Riour =K (g?\crgku - gufrgK)\) . (1.10)

V literatute (napft. [3]) se prostory, jejichz tenzor kfivosti ma prévé takovyto tvar, nazyvaji
prostory s konstantni kiivosti. Rozhodné to ale neznamend, Ze by vSechny prostory, které
maji konstantni skaldrni kfivost, musely spliiovat podminku (1.10). K tomuto se jesté
vratim v posledni kapitole.

2 Kf¥ivost homogennich prostoria

Podivejme se ted, jak je to s homogennimi prostory. Metricky prostor dimenze n se
nazyva homogenni, pokud mé n-dimenzionalni grupu izometrii, kter4 na ném ptisobi
tranzitivné. To znamend, Ze pro libovolné dva body prostoru musi existovat néjaka
izometrie zobrazujici jeden bod na druhy. Nebo jinak, pro jakykoliv bod x homogenniho
prostoru lze vybrat takovy Killingtiv vektor £V, aby EF(x) # 0 pro véechnap=1,...,n.

Prvni myslenka samozfejmé putuje k podmince (1.4) a k tomu, co z ni vyplyne po
nahrazeni pfedpokladu izotropie prostoru pouze homogenitou. Zatimco u izotropnich
prostorti jsme téZili z toho, Ze existence vhodnych Killingovych vektorti nuluje pravou
stranu této podminky, u prostorti homogennich uz to tak lehké nemame. Pro dany bod x
totiZ nemusi existovat Killingtiv vektor nulovy v tomto bodé na pravé strané tak obecné



mtiZe byt cokoliv. Stejné tak i na levé strané uz nemusi byt nula pro vsechna x, vyraz v
zavorce uz nemusi byt symetricky v k a p. Zkratka, zatimco pro izotropni prostory nas
pfedvedeny postup velmi dobfe dovede ke kyZenému vysledku diky silné podmince
(1.5), kterou ziskame z rovnosti (1.4) poZzadovanim existence vhodnych Killingovych
vektort, v pfipadé homogenniho prostoru uz toto nefunguje a podminka (1.4) uZ neklade
na Riemanntv tenzor zadna vyznamna omezeni.

Kdyz tedy zklamal ndpad “opsat doméci tikol” od nékohojiného a z tohoto pfistupu
se mi uZ nepodafilo nic pouZzitelného vydolovat, bylo tfeba se porozhlédnout jinde.
Nakonec se ukézalo, Ze se na véc musi trochu od lesa a vratit se az k samému zacatku.

Homogenni prostor, to je prostor, na kterém Ize najit Killingovy vektory urcitych
vlastnosti. Nic jiného homogenita prostoru neznamend. Tou jedinou vlastnosti je to, Ze
pro kazdy bod prostoru existuje Killingtiv vektor, tj. vektor spliiujici Killingovu rovnici
(1.1), ktery je v tomto bodé nenulovy.

To ndm ovSem umoZiiuje fici néco vice o skaldrnich funkcich na homogennich
prostorech. Konkrétné, pokud mé skalar @ (x) nulovou Lieovu derivaci podél libovolného
Killingova pole, potom je nutné na celém prostoru konstantni. Lieova derivace skaldru je
prece rovna jeho smérové derivaci

LO=0,-£,

a pokud ma byt rovnost © ,(x) - &£°(x) = 0 spInéna pro vsechna x a pro libovolny Killingtiv
vektor &M a soucasné vime, Ze pro kazdy bod x existuje Killingtiv vektor s nenulovymi
slozkami v tomto bodé, pak neni zbyti a pro vSechna x musi byt nulové vSechny parcialni
derivace skalaru

®,=0, Vp=12,...,n.

Skalar @ je tedy na celém prostoru skute¢né konstantni. Tohle si samoztejmé mui-
Zeme dovolit jen v homogennim prostoru, protoze jinak nemame zaruceno, Ze pro dany
bod x existuje n&jaky Killingliv vektor s nenulovymi slozkami a o konstantnosti skalaru
@ tak obecné nemiiZeme nic tvrdit.

Tato jednoducha tivaha miiZe byt kli¢em k vyfeSeni naseho problému. Ted by nam
totiZ stacilo, kdyby Lieova derivace skaldrni k¥ivosti R podél libovolného Killingova pole
byla v homogennim prostoru nulova. Tim by byl diikaz hotov. Mizeme se ale pfesvédcit,
Ze £¢R je nula pro jakykoli prostor (nejen homogenni) s Killingovym vektorem &.

Rozepiseme R postupné pomoci Ricciho tenzoru, Riemannova tenzoru, Christoffe-
lovych symbolti a metrického tenzoru

R= QHVRLLV = guvRKqu = gpﬁ (rKuv,K - rKuK,v + rKGKrGuV - rKceruK) =

1 0 1 o
= guv (2 aXK |:ch(96%\/ + gcﬂ/,u - gu\/,c):| + E @ |:gKU(gO'},L‘K + gO‘K,u - g},LK‘O'):| +
+ ng(ng,K T Jpk,0 — gUK»P) : QGA(QMN T Oav,u — guVJ\)*

B =

9"? (gporv + Gov,0 — Gov,e) - 97 (Gam,k + Gak,p — gum)> .



Dalsi konkrétni tpravy vyrazu uz nejsou potfeba. Nam postaci, kdyZz si uvédomime,
Ze po zderivovani a roznasobeni dostaneme soucet nékolika ¢lent, které budou tvofeny
(aZ na nasobek ¢islem, ktery nehraje roli) souc¢iny metrického tenzoru a jeho prvnich,
pfipadné druhych derivaci (s riizné zvednutymi indexy). Velmi symbolicky tak mtZeme
napsat

R:Z(konst.)-g~...-g~ag-...~ag-azg~...-azg.

VyuZijeme toho, Ze Lieova derivace je linearni zobrazeni, Ze splituje Leibnitzovo
pravidlo pro derivovani soucinu, a Ze zachovava typ objektu, na ktery ptisobi (Lieova
derivace tenzoru je tenzor stejného typu). Pfi Lieovském derivovéni posledni rovnice
tak miizeme derivaci vsunout dovnitf sumy a pak derivaci souc¢inu ziskat ¢leny tvofené
souciny metrického tenzoru a jeho prvni a druhé derivace a vzdy jedné Lieovy derivace
metriky, plus souciny ,,odpadni”, kde vystupuji Lieovy derivace zbytku, coZ lze shrnout
symbolickym zapisem

éR=Z é(g)-H(g-ag-62g) +Z g~...-g-é(H(ag-a2g)) ) (2.1)

Ukéazeme, ze Lieova derivace v prvni sumé je nulova. Vyraz na levé strané rovnice
(1.1) je totiz roven Lieové derivaci metrického tenzoru podél vektorového pole &V, o
¢emz se muZzeme snadno presvédcit (kovariantni derivace metrického tenzoru je vzdy
nula)
é Juv = Guv;p&’ + vaap;u +0up&’y = Evip + vy -

Killingova rovnice tedy vlastné nefika nic jiného, nez Ze Lieova derivace metrického
tenzoru podél Killigova pole je nulova

égw =0. (2.2)

To, Ze ve vyrazu (2.1) vystupuje metricky tenzor s rtizné zvednutymi indexy nevadi,
protoze g;; = o a Lieova derivace konstanty je nula a Lieovou derivaci identity g,,c9°" =
&) dostaneme i £; g*¥ = 0. Pomoci metrického tenzoru tak mutizeme zvedat a sniZovat
indexy za znamenim Lieovy derivace

u“. ,

nggv‘) %Tpc =€/T’v“.

ovsem jen pokud je & Killingovo pole (pro Lieovu derivaci podél obecného vektorového
pole si takto po¢inat nemtizeme).

Cela prvni suma na pravé strané (2.1) je tedy nula a druha suma tak musi byt
celkové skalér, nebot’skalar mdme i na levé strané. Kromé piimocarého rozepséani tohoto
vyrazu a podrobnych a velmi zdlouhavych tprav, mtizeme nulovost £¢ R dokézat i
mnohem rychleji (ovéem s malym hackem().

) Ten maly hacek tkvi v tom, Ze se mi nepodaftilo nikde najit dtikaz nasledujiciho tvrzeni o zdménnosti Lieovy derivace s
parciélni, a to pfitom neni nijak na prvni pohled zfejmy vyrok. Zde se proto silné odvoldvam na uvedenou literaturu a tvrzeni

dale pouzivam bez diitkazu.



V knize [5] se totiz mzZeme dodist, Ze Lieovu derivaci lze definovat obecné pro
jakykoli linearni geometricky objekt, i netenzorového charakteru (co je tteba rozumét pod
pojmem geometricky objekt je definovano tamtéZz). Pak pry, jak se tvrdi v [5], Lieovu
derivaci miizeme zaménit s parcialni, tj. mtiZeme napsat

0 0
é(aﬂ) = oxe (’?QW) :

Takova vlastnost se nam velmi hodi, protoZe rovnici (2.1) 1ze evidentné upravit na tvar
souttu, kde kazdy s¢itanec je nasobkem Lieovy derivace metrického tenzoru nebo jeho
prvni ¢i druhé derivace, tedy symbolicky

£x=3 [0 Tl00 5] + X [ 00 TTa-00 5]
+> lé(azg) J](g-09- 629)] :

(2.3)

V piipadé, Ze & je Killingovo pole, ziskdme zaménou Lieovy derivace s parcidlni
vztahy
}Z:/ Opv,a = é Juv,ap = 0.

Ve vyrazu (2.3) jsou tak vSechny Lieovy derivace rovné nule, a proto i leva strana rovnosti
je nulova, neboli

£R=0.

g

To plati pro libovolné vektorové pole & splriujici (1.1), neboli pro jakykoliv prostor
s Killingovym vektorem &. Je-li ale prostor homogenni, pak navic (z vySe popsanych
dtivodt) nulovost £¢R zajistuje, Ze skalarni k¥ivost je na tomto prostoru konstantni

R = R(x") = konst.

Navic z pfedchoziho postupu je vidét, Ze tento vysledek viibec nezavisi na dimenzi
prostoru, proto nejen t¥irozmérné prostory, ale kaZdy homogenni prostor md konstantni
skaldrni kfivost. Hledany dtikaz je tak hotov a mtizeme byt spokojeni.

3  Dalsi dasledky

Z predvedenych tivah ale mtizeme ziskat jesté€ o néco vyznaméjsi informaci o homogen-
nich prostorech. Jak uz bylo zminéno, nejen skalarni kfivost, ale obecné kazdy skalar,



ktery ma nulovou Lieovu derivaci podél libovolného Killingova pole, je na homogennim
prostoru konstantni.

Lze ale takovéto skalary odliSit od ostatnich né&jakou jejich dalsi vlastnosti, kterou
pfitom umime snadno ovéfit? Pak bychom mohli pomérné lehce rozhodnout o tom, zda
je zadand skalarni funkce na homogennim prostoru konstantni i bez jejtho konkrétniho
vysetfovani. Bohuzel se ukazuje, Ze samotna nulovost Lieovy derivace je pfili§ obecna
vlastnost. Existuje ale tfida skalarnich funkci, o kterych snadno rozhodneme, Ze maji
Lieovu derivaci podél Killingova pole nulovou.

Podivejme se znovu na postup, jakym jsme ukézali nulovost Lieovy derivace ska-
larni kiivosti R. Dtilezité bylo pouze to, Ze ji bylo moZné vyjadfit jako soucet ¢lenti, které
byly nadsobkem Lieovy derivace metrického tenzoru nebo jeho prvnich a druhych deri-
vaci, a Ze pravé tyto Lieovy derivace jsou nulové (coz je dlisledek Killingovy rovnice,
potazmo tvrzeni o zdménnosti Lieovych a parcidlnich derivaci dle [5]). Proto pokud
néjaky skaldr zavisi pouze na metrickém tenzoru a jeho derivacich

o= (D(gyn/) Juv,or Juv,ap )a

musi mit nutné nulovou Lieovu derivaci podél libovolného Killingova pole. Tuto derivaci
totiZ mlizeme rozepsat jako

oD
£O0=_—~FLguv+—— —
3 0guv & Y 00, o & 00uv,ap &
coz je zjevné nulovy vyraz, protoZe vSechny Lieovy derivace na pravé strané jsou v
diisledku Killingovy rovnice nulové.

Vyrok o konstantnosti skalarni k¥ivosti homogennich prostorti tak mtiZeme brat
jako specidlni pfipad lehce obecnéjsiho tvrzeni: libovolny skaldr, ktery je funkci pouze me-
trického tenzoru a jeho derivaci, je na homogennim prostoru konstantni. P¥i tivahach o tom,
"k ¢emu je to ale dobré”, jsem se stile né&jak nemohl dobrat k oné vyznamné a slavu
pfinasejici aplikaci, coZ je mi velmi lito. Pfedkladam tak jen nékolik banalit, ke kterym
lze doké&zané tvrzeni vyuzit.

Naptiklad: protoze Riemanntiv tenzor kfivosti R* ., je funkci metriky a jejich
derivaci, musi byt na homogennim prostoru konstantni nejen R = R};, ale i dal3i skalary
které mtizeme ziskat tizenim Riemannova tenzoru, jako Ry~ R*Y nebo Ry v ARMYA Navic
muZeme i kovariantné derivovat a potom 1Zzit a nasobit jinymi tenzory, diky ¢emuz
muZeme ziskat velmi mnoho (vétsinou k ni¢emu nepouzitelnych) vyrazi typu

R . R’V)\ . RLLO';U ,

K
WVA;K
o kterych mtiZeme s nadSenim prohlasovat, Ze jsou na homogennim prostoru konstantni.

Onéco zajimavéjsi mhzZe byt fakt, Ze na homogennim prostoru je nulova kovariantni
divergence Ricciho tenzoru. Opét pouZijeme ziiZené Bianchiho identity

1
RHO‘;LL - ER;O— = O,

-10-



ze které snadno nahlédneme, Ze pokud je skaldrni kfivost R konstantni, pak ma Ricciho
tenzor jisté nulovou kovariantni divergenci

R =konst. = R* ., =0.

MoZna jediny prakticky uzitek dokdzaného tvrzeni o homogennich prostorech by
mohl byt tento: skalar Ry, AR**¥? je zndmy jako tzv. Kretschmanniiv invariant a je hojné
pouzivany v relativistické fyzice (tedy popravdé fe¢eno nemam tu hojnost nijak ovére-
nou, ale na pfednaskach mibyl Kretschmanniiv invariant takto prezentovan). Pokud tedy
relativisté maji napocitany tyto invarianty pro rtizné prostory, mohou pak lehce ovefit,
zda mohou byt zkoumané prostory homogenni ¢i nikoliv — jestliZe totiz Kretschman-
nav invariant neni na celém prostoru konstantni, nemtze byt tento homogenni. Nase
tvrzeni pfeci fika, Ze na homogennim prostoru by takovyto skaldr musel byt konstantou.
Relativista si pak uSetii praci s hledanim Killingovych vektor(i zadané metriky.

Takovym trividlnim piikladem mtzZe byt tfeba nejstarsi zndmé presné feSeni Ein-
steinovych rovnic — Schwarzschildovo feSeni

ds? = —<1 — 2M> dt? + dr? + 1% (d9* +sin” D de?) .

T 2M
1—- 22
T
Kretschmanntiv invariant této metriky je
R RK}L’V}\ — 48M2
KHUVA = T ’

coZ je funce zavisejici na soufadnici r. Swcharzschildova metrika skute¢né neni homo-
genni, coZ je v8ak jasné na prvni pohled vzhledem k existenci jednoho vyzna¢ného bodu,
a to pocatku soufadnic v = 0. U jinych metrik ale nehomogenita tak jasna byt nemusi a
pak by mohl byt tento postup pomérné Sikovnou pomiickou.

4 Bianchiho klasifikace

Abych nezftistal ¢tenéfi nic dluZen, uvedu jesté struéné (tj. pouze vysledky, bez od-
vozovani) tzv. Bianchiho klasifikaci. Tento jiz ustaleny termin oznacuje rozdéleni vSech
homogennich prostorti dimenze tfi na nékolik vzajemné neizomorfnich typd, které au-
tor, Luigi Bianchi, o¢isloval fimskymi ¢islicemi I az IX a dodnes se mluvi o Bianchiho
typech.
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V préci [2] Bianchi odvozuje tvary metrik tfirozmérnych prostort, které maji spojité
r-parametrické grupy izometrii, kde r nabyva hodnot jedna az Sest (Sest je nejvétsi mozny
pocet nezavislych Killingovych vektort, které mtiZze mit tfirozmérny prostor — takovy
prostor je pak maximalné symetricky). Nejvétsi pozornost pfitom vénuje prostorim s
tranzitivni tfirozmérnou grupou izometrii, tedy homogennim prostortim. Néasledujici
seznam stru¢né shrnuje jeho vysledky. Zakony skladani infinitezimalnich transformaci
Xif, Xof, Xaf uréuji strukturu grupy izometrii daného typu prostorti. Vsechny prostory s
metrikou izomorfni uvedené reprezentujici metrice patii do téhoz typu.

Typ 1

Grupa je urcend vztahy
[X1, X1 = [Xy, X3]f = [X2, X5]f = 0,

metrika ma tvar
ds? = dx? + adx3 +2bdx, dxz + cdx3,

kde a, b, c jsou konstanty. Takovy prostor je plochy, tedy s nulovou kfivosti. M4 Sestiroz-
mérnou celkovou grupu izometrii, je maximalné symetricky.

Typ II

Grupa
[X1, Xolf = [X1, X3]f =0, [X2, Xz]f = Xyf,

a pfislusna metrika
ds? = dxd + dx3 +2x; dxp dxs + (33 + 1) dx3.

Prostor s takovouto metrikou pfipousti tfirozmérnou grupu jako svoji grupu izometrii,
ale jeho celkova grupa izometrii je ¢tyfrozmérna.

Typ III

Grupa
[X1, Xolf = [X2,X3]f =0, [Xg, Xz]f = Xyf,

metrika
ds? = dx? + ¥ dx3 + 2ne* dx, dxz + dx3,

kde n je konstanta. Opét jako v pfedeslém piipadé md takovyto prostor ¢tyfrozmérnou
celkovou grupu izometrii.
Typ IV

Grupa
X1, Xolf =0, [Xg, X3]f =Xif,  [Xz,Xs]f = X¢f + Xof,

-12 -



a metrika

ds? = dx} +e¥' [ dx3 + 2x1 dxp dxs + (x] + n%) dx3]

s konstantnim n.

Typ V

Grupa
[Xl)XZ]f = 0» [Xl»X3]f = lea [XZa X3]f = Xzf)

metrika

2 _ 342 4 o2hxag 3,2 2
ds® = dx] + e "1 (dx; + dx3),

h je konstanta. To je pfipad prostoru se zapornou konstantni kfivosti. Celkova grupa
izometrii je tedy Sestirozmérna, jedna se o maximalné symetricky prostor.

Typ VI

Grupa
[X1,Xolf =0, [Xy, Xs]f = Xaf, [X2,X3]f = hXpf, h #0,1,

metrika

ds? = dx? + e dx3 + 2ne™™V*1 dx, dxz + 21 dxZ

n a h opét konstanty.
Typ VII
Grupa
[Xl»XZIf = Oa [XlaX3]f = Xzf) [XZ)X3]f = _X1f+hx2fa
metrika

ds? =dx? + e ™ [ (n + cosvx;) dx3 + (hcosvx; + vsinxy + hn)dx, dxs+
1 2

22 hv . 2
+ 5 cosvx1+751nvx1 +n | dx3|,

kde h, v a n jsou konstanty.

Typ VIII

Grupa
[X1, Xolf = Xof,  [Xq, X3]f = 2Xof,  [Xo, X3]f = Xsf,
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metrika

ds? =

(4) ’ "
Q 22(1) dx? + Q(x1) dx2 + [Q(m)x% _Q ;XQXQ L Q §X1) _ }2‘} dxg+

+2 (Qﬂ(xl) + h> dxq dxy +2 {Q”’(xl) — (Q//(Xl) + h) Xz] dxq dxz+

12 24 12

!/
+2 (Qflxl) — Q(Xl)X2> dx, dxz,
kde Q(x1) je polynom &tvrtého stupné s nezdpornym koeficientem u x} a h je konstanta.

Typ IX

Grupa
[X1, XoIf = Xaf, [Xo, Xs]f = Xqf, [X3, Xq]f = Xof,

a metrika urdené
3
d82 = E Jik dXi ka N
ik=1

kde
a? + d?
2 )
g = 2sinxq cos x1(bsinxz — ccos x3) — g11 sin®x; + a® + dsin?x; ,

2
033 =a-,

g12 = cos x1(b cos x3 + csinx3) + 2sinx; (e sin 2x3 — f cos 2x3) ,

g11 = 2e cos 2x3 + 2f sin 2x3 +

g13 = bcosxsz + csinxs,

g23 = a% cosx; + sinx;(bsinx3 — ¢ cos x3) .
Zde jsou samoziejmé a aZ f konstanty. Tento typ obsahuje jako specialni pfipad prostor
s kladnou konstantni kfivosti, ktery je opét maximalné symetricky, s Sestirozmérnou
celkovou grupou izometrii.

5 Terminologicky dodatek

Pravé jsme dokéazali, Ze homogenni prostory maji konstantni skalarni kfivost. Pf¥itom
se ale v literatufe mtizeme setkat s definici prostoru s konstantni k¥ivosti jako prostoru,
jehoz tenzor kiivosti ma tvar (1.10). Tomu vyhovuji maximéalné symetrické prostory,
které jisté maji skaldrni kfivost konstantni. Ale to maji i prostory homogenni a pfitom
podminku (1.10) rozhodné nespliiuji.
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Znamena to snad, Ze se autor definice domnival, Ze pouze prostory maximalné
symetrické maji konstantni skaldrni k¥ivost, a proto je zavedl praveé takto, coz je chybné?
Odpoveéd’ zni: rozhodné ne. Ale protoZe ja sam jsem byl o tom chvili pfesvéd&en, nad
¢Iimz se nejspis pousméje kazdy primeérné vzdélany geometr, dovolil jsem si pro jistotu
zafadit na konec jeSté maly dodatek k nazvoslovi kolem kiivosti prostorti, ktery situaci
objasni i ¢tenditim s mensim rozhledem v geometrii.

1
1

Véc se tedy mé tak, Ze je tfeba rozliSovat mezi “kiivosti a kfivosti”, protoZe jich je
pro metrické prostory definovano nékolik, ale ¢asto se pouZzije pouze obratu “k¥ivost” s
tim, Ze je vétsinou ziejmé, kterou ma autor pravé a mysli. Ti, co jim to neni zfejmé od

pfirody, pak musi nahlédnout do literatury. Ja nahliZel do [6].

Prostory s konstantni k¥ivosti. To jsou prostory, které maji konstantni tzv. isekovou kiivost
(coz je mtj volny preklad angl. terminu sectional curvature). Ta je pro vektory E* an™ v
bodé x definovéna jako

Rp.v KA EHHV E.)\T] «

K(x; &) = .
(9urgvk — GukGva) EFNY EMK

Lze dokazat, ze pokud pro kazdé x nezavisi K(x; &, 1) na volbé & an, pak je také konstantni
vzhledem k x. To je ekvivalentni podmince

RKG;,L)\ =K (g?\UgKu - gngK}\) .

Einsteinovy prostory. Také znamé jako prostory s konstantni Ricciho kiivosti. Ricciho k¥ivost
K(x; &) je definovana jako soucet

K(x; &) = Z K(x; &Mm)

kde mnozZina {nm} tvofi ortonormalni bazi. Konstantnost Ricciho kfivosti je ekvivalentni
podmince
Ruv = kgpuv -

Ricciho tenzor Einsteinova prostoru je tedy nasobkem metrického tenzoru.

Prostory s konstantni skaldrni kfivosti. V tomto pfipadé je pojmenovani odpovidajici,
jde skute¢né o prostory, které maji konstantni skalarni k¥ivost R. Lze si povSimnout, Ze
konstantni kfivost implikuje konstantni Ricciho kfivost a ta zase implikuje konstantni
skalarni kfivost. Tedy

Reour =K (9)\69Ku - gudgKA) = Ruw=kgyw = R= konst.

To vysvétluje, proc¢ jsou prostory s konstantni kiivosti zcela klasifikovany, Einsteinovy
prostory ¢aste¢né klasifikovany a prostory s konstantni skalarni k¥ivosti nejsou klasifiko-
vany vibec (viz. [6]). Z pfedchézejiciho textu ale uz vime, Ze mezi prostory s konstantni
skalarni k¥ivosti patfi vSechny homogenni prostory.
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