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Kapitola 1

Uvod s podékovanim

Ukolem této price je prokazat jakousi miru pochopeni zakladt diferencialni
geometrie a theorie Lieovych grup a algeber a sezndmeni s konstrukei dualnich
modelt na Drinfeldové doublu s konkretnim ptikladem na GL(R?).

Dékuji v8em, ktetfi vyslechli mé otézky, zvlasté pak tém, ktefi na né i odpo-
vidali. Mezi nimi je skute¢nym ¢islem 1 vedouci této prace, Prof. RNDr. Ladi-
slav Hlavaty, DrSc., ktery ji dokonce ¢etl, za coz mu patii dik mimofadny.



Kapitola 2

Vektory & Vektorova pole

Budte M, resp. N, diferencovatelné variety dimense m € N, resp. n € N,
M ={(Uq,&0a)}aca, resp. N = {(V3,93) } sep jejich diferencovatelné struktury.
Pak fekneme, 7e zobrazeni ¢ : M — N je t¥idy C») (p € Ny nebo p = +00),
jestlize

Vo € M3(U,€) € MIA(V,9) € N(w € U&p(U) CV &po(p | U)ot € C<P)).

Je-lli z € U&p(x) € V, fekneme, ze (U,€) je mapa v z a (V,) je mapa
v ¢(x). Nyni mame nékolik moznosti, jak definovat pojem tecného vektoru v
bodé x € M a teéného prostoru v bodé x. Te¢ny vektor lze pojmout jako t¥idu
ekvivalence kiivek v M, jako ,teény vektor ke kiivce“ v M, nebo jako linearni
funkcional na jakési algebie funkci.

1. Necht (U, &) je mapa na M takovd, ze x € U. Bud Z mnoZina vSech
zobrazeni v t¥idy C (1) otevieného okoli nuly v R do variety M takovych,
7e 7(0) = z. Na této mnoziné lze zavést relaci ~ ekvivalence vztahem:

V,d€ Z (1~ 8 = (£07)(0) = (£20)(0)).

Na mnozZinu Z/ ~ lze prenést strukturu vektorového prostoru pomoci
bijektivniho zobrazeni

Owe : Z/ ~—=R":[y] = (£07)'(0)
a zobrazeni k nému inversniho

0—1

e R = 2/ ~ir e [t €71(E() + tr)].

(Symbol [¢] znadi t¥idu ekvivalence representovanou prvkem ¢.) MnoZinu
Z/ ~ s touto strukturou pak oznaéime T, (M) = T, M a nazveme teénym
prostorem variety M v bodé z € M. Prvky tecného prostoru nazveme
tenymi vektory.

2. Uvazujme mnozinu Z z prvniho pifpadu. Déle bud F)(z) algebra real-
nych funkei t¥idy C) definovanych v otevienych okolich bodu z € M.
Potom teénym vektorem k draze v € Z v bodé z = v(0) nazveme linearni
zobrazeni

v:FY (@) 5 R: fes (foy)(0).



Toto zobrazeni zifejmé ma Leibnizovu vlastnost:

Vf,g € FO(2)(v(fg) = f(z)vg + g(a)vf).

Te¢nym prostorem variety M v bodé x € M nazveme mnozinu vSech
tecnych vektor ke vSem draham ze Z v bodé x. Struktura vektorového
prostoru na této mnoziné je dana béznym s¢itanim linearnich zobrazeni a
jejich nasobeni skalarem.

3. Definujme relaci ekvivalence v prostoru F(z) realnych funkci t¥idy C'*
definovanych v otevienych okolich bodu z € M nasledujicim zptisobem:
Funkee f,g € F(z) jsou ekvivalentni pravé kdyZ jsou si na néjakém okoli
bodu z rovny. Prostor tiid takto ekvivalentnich funkci ozna¢me F(z).
Vf € F(x) symbol f oznacuje t¥idu ekvivalence representovanou funkci f
a obrdcené. Operace s¢itdni a soucin funkci a nésobeni skalarem definujici
strukturu algebry maji smysl i na F(z), stejné jako i symbol f(z) := f(z).
Potom lze definovat te¢ny vektor v v bodé x jako linearni funkcional na
vektorovém prostoru F(x) majici Leibnizovu vlastnost. Tzn., ze plati:
Vf,g € F(z)Va € RVv,w € T, M

- v(f+ag) =vf+avg
fg) = f(z)vg + g(z)vf
v+ w)f ;= vf +wf
av)f := a(vf)

<

- (
(

A nakonec polozime Vf € F(z) Vv € TwM(vf = vf)

Takto jsou tfemi zplsoby definovany tii vektorové prostory stejné dimense
n =dim M. Nespornou vyhodou tfetiho zptisobu je formulace v pojmech neza-
vislych na mapach. Korespondenci mezi nimi zajistuje nasledujici fakt:
VfeF(x)Vv eT,M3ye€ Zresp.Vf € Flx)Vye ZIve T, M

vi=(fo)(0)=(fo& 0£07)(0) = (fo &) (&) bw,e) ([VD-

Bud nyni (e;);cs standardni base prostoru R". Za jeji pomoci zavedeme
dvéma ekvivalentnimi zpiisoby basi (0;|z)icn prostoru T, M:

- Bilz =0 ¢ (i)
- Vf € F@) (8ilaf = (f o€ (E(w))es)

Déle bud ¢ : M = N € CM), z € M. Budte (U, ¢), (V,) mapy na M v bodé
x, resp. na N v bodé ¢(z), takové, ze p(U) C V. Definujeme linearni zobrazeni

Top =0y 0 (W op|Uo&™) (&) o bug : ToM — Ty(r)N,

I Ktery lze t6% povaZovat za definici v f pro p¥ipad (1) a funkci f € F(z). Timto zpisobem
lze také definovat piisobeni vektoru v € T M na funkce z algebry F!(z). V tom ptipadé je ale
tfeba dévat pozor na to, %e ne viechny linearni funkcionaly na F!(z), které maji Leibnizovu
vlastnost, mohou byt tenymi vektory.




které nazveme tecnym zobrazenim k zobrazeni ¢ v bodé x. Déle plati, ze je-li
v € T, M te¢ny vektor k draze v € Z v bodé z, pak T p v je vektor teény k
draze ¢ oy v bodé ¢(z) = (¢ 0¥)(0). A tedy

Vf € F()¥v € .M ((Topv) f = v(f o))
Vt € R definujeme vektor r; € T;R vztahem r; := G(Tlal’idR) (1) =[s >t + s]. Pak
Vi:MsReCWvve TmM(Tzfv = (vf)rf(x)).

Tedy je-li v: (J CR) - M € CV, pak teénym vektorem k drize v v bodé
x = v(t) rozumime vektor 4(t) := Tyyrs. Je-li K diferencovatelnd varieta a
9:N = KeCW, pak

Tm(ﬁ o 90) = Tga(w)'l9 © TzSO
Budn: M = R € CV  (p € N). Pak definujeme linearni zobrazeni
dzn = (| U0 &) (E(x)) 0 bure) : ToM — R,

které nazyvame diferencialem zobrazenin v bodé z. Je-liu: R? - R? (¢ € N)
linearn{ zobrazeni, pak plati d,(u on) = u o d,n, z ehoZ specialné plyne rov-
nost d,n = d;n’ ® r;,2 kde (r;)ic7 je standardni base v RP. Déle se ukazuje, Ze
d:€ = O(u), a tedy n-tice kovektorl (ds&')ien tvori basi prostoru T M dual-
niho k te¢nému prostoru T, M a to basi dualni k (9;|z)icn-

Mimochodem plati: Vf € F!(z) Vv € T, M (dy f v = vf).

Soudin dvou diferencovatelnych variet M = M; x Ms je téZ diferencovatelnd
varieta. Kanonické projekce m; : M — M; a mg : M — M jsou tiidy C* a
V(z1,z2) € M je zobrazeni

(T($17$2)W1’T(561,$2)7r2) : T(acl,acg)M - Tlel X TzzMZ

isomorfismem vektorovych prostorti. (Tedy tyto vektorové prostory ztotoznime.)

Jsou-li o1 : N — My a w2 : N = My dvé zobrazeni variet, pak zobrazeni
(1,92) : N = My x M, je zobrazeni tiidy C(9 (¢ € N nebo g = 400) pravé
tehdy, kdyz jimi jsou obé zobrazeni ;1 a 5.

Yy € N(Ty((<,017902)) = (Ty<P17Ty‘P2))

Jsou-li 1 : Ny = My a @2 : No — My dvé zobrazeni variet tfidy c@ (geN
nebo ¢ = +00), pak zobrazeni @1 x @ : Ny x No — My x My je téz tiidy C(9) a

v(ylay2) € Ny x Ny (T(yl,yz)((pl X 902) = T?h(pl X Tyz()o2)'
Bud ¢ : My x M, — N zobrazeni variet tfidy C(@ (¢ € N nebo g = +00),
(a1,a2) € My X My. Oznaime p(ay,.) : My = N : 25 — @(a1,z2) a analogicky

p(ya2): My = Nz - @(z1,a). Potom

T(al,ag)(p = Ta1 (So(a a2)) o T(al,az)’[rl + Taz (Qp(ala )) o T(a1,a2)7r2' (21)
2Symbolu ® bude dén smysl ve 3.kapitole.




Ve specialnim piipadé, kdy N = RP (p € N), plati

d(a1,a2)<p(vaw) = da1 (90(7 a2)) v+ da2 (So(ala )) w.
Nyni definujeme teény prostor T' = T(M) = T M variety M:

T(M):= \/ T,(M) = | J{z} x .M

TEM TzEM

Definujeme projekci
7:T(M)—= M:(z,v) — .

Je-li (U, €) € M, pak zavedeme zobrazeni

E:m (U) = B™ : (z,v) = (€(2), dz€ V).

Potom mnozina {{'(B) | B C R?™ oteviend & 3U C M ((U,€) € M)} je basi

topologie a mnozina {(x~*(U),€) | (U,£) € M} atlasem na teéném prostoru

T(M). To ndm umoziuje zavést na T' (M) diferencovatelnou strukturu.
Jellip: M — N e C@ (q €N nebo g = +00), definujeme te¢né zobrazeni

To:TM — TN vztahem V(z,v) € TM (T(p (z,v) == (p(2), Ty v))

Dale zavedeme pojem vektorového pole X na oteviené mnoziné U C M jako
zobrazeni X : U — T'(M) takové, ze w o X = idy

Pro kazdou otevienou mnozinu U C M oznaéme

FU):={f:UoR|feC®}. (F:=F(M))

Déle Vf : U — R € C! definujeme funkci X f : (X f)(z) := X(x)f. ® Vekto-
rové pole X na U nazyvame diferencovatelnym, 4 jestlize je diferencovatelnym
zobrazenim U — T'(M). Potom jsou nésledujici podminky ekvivalentni:

- X je diferencovatelné vektorové pole na M

SY(U€) € M(X | U =aid;|. = Vie m(ai € }'(U)))

- YU C M oteviend Vf € }'(U)(Xf € f(U))

Vektorovy prostor v8ech diferencovatelnych vektorovych poli na M oznaéime
X = X(M). Na tomto prostoru lze zavést bilinearni operaci [,] : X x X — X
vztahem

Vf € FV¥z € MVX,Y € x([x, Y]()f == X (z)(Y ) — Y(:c)(Xf)).

Tato operace je dobfe definovdna (ili je opravdu bilinearni a [X,Y] € X) a
navic m4 nasledujici dvé vlastnosti:

VX € x([X,X] - 0)

3Akci prvku (z,v) tetného prostoru na funkci f chiapeme oviem jako akci vektoru v a
nadale budeme (kdyZ se to bude hodit) predstirat, Ze se jednd o totéz.

4Slovo diferencovatelné bude se zhusta vynechévat s tim, %e vSechna déle vystupujici vek-
torova pole (n8kdy jen pole) jsou diferencovatelna.



- VX,Y, 7 € X([[X, Y], 2] + [[Z, X], Y] +[[V; 2], X] = 0)

Bud ¢ : M - N € C™ zobrazeni variet, X € X(M)&Y € X(N). Pak
fekneme, Ze vektorova pole X &Y jsou ¢-svazana, jestlize Tpo X =Y o . Je-
li ¢ difeomorfismem, je moZné pomoci vektorového pole X € X(M) definovat
vektorové pole Y € £(N) vtahem YV := Tpo X o' =", X. (Takto je vlastné
definovéno zobrazeni ¢. : (M) — X(N).)

Bud X € X. Pak zobrazeni v : (J C R) - M € C* nazveme integralni
kiivkou pole X, jestlize Vt € j(X('y(t)) =4(t) = Tt'yrt). Jei X eX&xe M,
pak 3y, integralni kiivka pole X definovand na néjakém okoli nuly H§ takova,

7e prochazi bodem z = 7(0), coz plyne z theorie obyéejnych diferencialnich
rovnic, protoze podminka X (y(t)) = 4(¢) v lokalnich soufadnicich (U, &) € M

(Y(HE) CU& X | U = fi8;) znamené Vi € mVt € H2 (f"('y(t)) = (& o'y)’(t)),
coz je system obyc¢ejnych diferencialnich rovnic.

Jednoparametrickou grupou difeomorfismt na varieté M nazveme zobrazeni
p:Rx M — M:(t,z) = pi(x) takové, Ze plati

- Vte R(cpt 1z = @i(x) je difeomorfismus )

- Vs,t e RVz € M(cpt+s(x) = sot(sos(m)))-

Zobrazeni X : M — TM : x — ¢o(x) = Top.(x)re je pak diferencovatelnym
vektorovym polem a zobrazeni ¢.(x) : R = M je jeho integralni kfivkou pro-
chazejici bodem = = ¢ (z).

Bud U C M oteviend & Hy C R okoli nuly, pak lokalni jednoparametrickou
grupou lokalnich difeomorfismti definovanou na Hy x U rozumime zobrazeni
p: Hy x U — M takové, ze

- Vt € Hy (cpt 1 x> () je difeomorfismus otevienych mnozin U & ¢ (U ))

- Vt,s € HyVz € U<t+s € Hy& ps(x) €U = piq5(x) = got(gos(a:))).

Zobrazeni X : U — TM : z — ¢o(x) je zase diferencovatelnym vektorovym
polem.

Bud X € X, pak Ve € M3H, C M3Hy, C R3p : Hy x H, —» M lo-
kalni jednoparametrickd grupa lokalnich difeomorfismi, ktera lokalné indukuje
pole X. Existuje-li jednoparametrickd grupa difeomorfismi (globalni) induku-
jici pole X € X, fikdme, Ze pole X je Uplné. (Vztah pole X € X a (lokalni)

jednoparametrické grupy ¢ (lokalnich) difeomorfismii oznac¢ime X UO(—f) ©t-)

Velmi uzitecnd jsou nésledujici tvrzeni:
- (X 8 oy &b : M — M difeomorfismus ) = X pop ot

Z toho mj. plyne, ze X je y-invariantni (tj. 1. X = X) pravé tehdy, kdyz
Vt (¢ komutuje s 1))

- Budte X,Y € X(M) & X s p¢. Pak Vo € M, kde mé vyraz smysl, plati

X, Y)(@) = lim = (Y () = ((00)-Y) @),



coz se bézné znadi tak, ze se prosté vynechd pismenko z. Popiipadé:

Y] = = 5l ((90)-Y)

- P1i zachovani predpokladt a oznaceni z pfedchoziho:
(001X, Y] = im © (00 = ((prn)aY) ) = = Jocs ((00).Y)
EVE] 9 150 t S )* s+t )% dt =s *

- Necht’Xlo<—§g05&YlO<—§¢t
Potom Vth(c,050¢t =¢t0805) —= [X,Y]=0

- jestlize dvé lokalni jednoparametrické grupy ¢ & v lokalnich difeomor-
fismid indukuji na oteviené mnoziné U C M totéz pole, pak ¢, 1 Py

- Bud Hy C R néjaké okoli nuly. JestliZe je lokalni jednoparametrickd grupa
¢ lokalnich difeomorfismt definovana na Hy x M, pak indukuje Gplné
pole.

- Budy: M — M € C®. Jsou-li vektorové pole X & X' p-svizana a rovnéz
tak vektorova pole Y &Y', pak vektorové pole [X,Y]& [X’, Y] jsou také
(p-svazana.

Nyni se na vektorova pole podivame tros§ku z jiné strany:

Def 2.1 Okruh R = (R, +,.) je mnoZina R s binarnimi operacemi + & . tak, Ze
plati

1. (R,+) je Abelova grupa
2. (R,.) je monoid (tj. asociativni grupoid s jednotkou) ®
3. Vz,y,2 € R ((m(y +2)=azy+z2) & ((z+y)z=22+ yz))
(Oboustranny distributivni zdkon)
Podle této definice je F ovSem okruhem. (A to komutativnim.)
Def 2.2 Bud R okruh. Potom R-modul je Abelova grupa A spolu s operaci
RxA— A:(z,a)~ za
takovou, Ze Vx,y € RVa,be A
1. z(a+b) =za+ xb
2. (x+y)a=1za+uya
3. (zy)a = z(ya)

4. la=at

5N&kdy se okruhem mysli obecnéjsi objekt a v této vlastnosti se poZaduje pouze grupoid,
ale toho si nebudeme vSimat
6N&kdy se tento pozadavek vynechava, ale to ndm také nevadi.



Definujeme-li operaci
FxX=>X:(f,X) fX:Vze M((fX)(z) := f(z)X(2)),

zjistime, Ze X je F-modulem, coz se bude déle hodit. Plati:

Vg€ FYXY € X([fX,g¥] = fg[X, Y]+ f(Xq)Y - gV [)X).



Kapitola 3

Tensory & Tensorova pole

Budte ¢ € N, Vi,...,V, vektorové prostory nad R dimensi nq,...,n;, € N
s basemi (v1,i)ien,-- - (Vq,i)ien, @ Vl#,...,Vq# prostory k nim dualni s du-
alnimi basemi (v#1%);cq,, ..., (V#%%);cp,. Déle Vi € g budte xf’t € V;.# linearni
funkcionaly. Potom zobrazeni

i x...xV}I—HR:(:cl,...,a:q)r—)H(x,'|xf&)

i€q

je g-linearni forma, kterou nazveme tensorovym soucinem forem wfé, ce a:j‘f a

oznacime symbolem xfé ®...0 xq# Vektorovy prostor vSech g-linearnich forem
L,(V1,...,V;R) ! nazveme tensorovym soucinem prostort Vl#, een, Vq# a ozna-
¢ime symbolem V¥ ®...® V#. Mnozina {v#11 ®...@v#%4 | Vk € q(ix € fix)}
je basi tohoto prostoru. Diky ztotoznéni V « V## lze stejnym zpiisobem defi-
novat tensorovy soudin Vi ®...®V, s basi. {v1;, ®...®vy;, | Vk € q(ir € Tix) }-

Velmi dilezita je nasledujici fundamentalni vlastnost: Je-1i W libovolny vekto-
rovy prostor nad R, pak VA € L,(Vi,...,Vi;W)3IuB e LV ®...Q Vg, W)

vmhuﬁﬁemxmxm@mmmwazm@®m®%»

a nékteré isomorfismy, které umozinuji ztotoznéni:
-1V e V1oV, Vs
-(VieV) oV e (VioVs) @ (V2@ Vs)?

LVI @ Vo, W) & L2(V1,Va; W) & L(V1, L(V2, W)

LV, W) Q@ L(Va,Ws) « L(VI @ Vo, W1 @ Wa)

- VEQVE & (Vi @ a)#
-VHEQW « L(V,W)

1Jsou-li Ay,...,Aq, A, B vektorové prostory, pak se symbolem L4(Az1,..., Ag; B) rozumi
vektorovy prostor viech g-linearnich zobrazeni f : A1 X ... x Ay — B. L(A,B) := L1(A, B).
2Symbol @ znad&i piimy (direktni) soudet vektorovych prostorti.
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Bud nyni V vektorovy prostor dimense n € N s basi (v;)icsn, V# jeho dual
s bast (v#%);cn, m € 1+N. Potom symbolem TF* (V) oznac¢ime tensorovy souéin
m exemplaft prostoru V a nazveme jej m-tou tensorovou mocninou tohoto
prostoru. Pro m = 1 nebo m = 0 pokldddme T4(V) := V nebo TY(V) := R.
Tensorovy sou¢in m € 1+N exemplai prostoru V# ozna¢ime symbolem T (V)
a pokladame T?(V) := V#. Pro p,q € N definujeme T?(V) := TH(V)@T(V) a
prvky tohoto prostoru nazveme p-krat kontravariantnimi a ¢-krat kovariantnimi
tensory nebo tensory typu (¥). Mnozina

{vi, ®...0v;, ®v#*" @ ...®@v* |Vk € pVl € §(ix, 51 € 1) }

tvori basi prostoru T%(V).
A nyni dalsi uZiteéné isomorfismy (ztotoznéni):

- TH(V) ¢ L(TG(V), TH(V))

- TH(V) @ T;(V) & TP (V)

- (T2()* & YY)

Je-lii € p, j € q, pak existuje pravé jedno linearni zobrazeni
CLiTP(V) = TV 1(V) i1 ®...07, 0" ®... @271 —

(2 | 2 01®. . .@Ti_ 19711 ®. . .Qr,R27 ' ®. . .z 1 er#itle. . .z,

které se jmenuje kontrakce.
Nyni definujeme prostor

T=T(V):= Y TV):=

P,9€No

= { Z ull | uff € T? & nejvyse koneény pocet ul # 0}.
P,4€No

Prvky ub € TH(V) z této definice se nazyvaji homogennimi prvky prostoru
T(V). Nyni na tomto prostoru zavedeme strukturu asociativni (nekomutativni)
linearni algebry nad R pomoci sou¢inu homogennich prvkd tak, aby byl splnén
oboustranny distributivni zékon:

Yu,v € T 3Ik,m € N(u = Z ubi & v = Z vyl (rozklad na homogenni prvky))

ick jem

k
-— o P1 T1 P1 Tm V4 T1 Pr Tm
uvi=ull Quil +...+ull QUi +---+ub il + ... +ult @um

Tuto algebru nazveme tensorovou algebrou vektorového prostoru V.

Nyni mé&jme mnozinu Iso(U,V) = {B € L(U,V) | B invertibilni } isomor-
fismi vektorového prostoru U na vektorovy prostor V. Déle qIso(T(U), T(V))
necht je mnozina isomorfismii algebry T(U) na algebru T(V') takovych, které
komutuji s kazdou kontrakci a zachovavaji typy tensord (Tzn., Ze homogenni
prvky zobrazuji zase na homogenni prvky stejného stupné.). Potom existuje
pravé jedna bijekce I'so(U,V) — qIso(T(U),T(V)) : A — f4 takova, ze
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1. falU=A
2. fa|U# =141,

Kde 'A:V# — U# : 2# — z# o A je transponované zobrazeni k zobrazeni A.
Linearni zobrazeni D : T(V) — T(V) se jmenuje derivace, jestlize zachovava
typ tensorli, komutuje s kazdou kontrakci a

VK,Le T(V)(D(K®L)=DK ®L+ K ® DL).

Definujeme-li na vektorovém prostoru Der(T(V)) viech derivaci algebry T(V)
operaci komutatoru VD, D' € Der(T(V)) ([D,D'] := DD' — D'D), ziskdme
Lieovu algebru isomorfni Lieové algebte gl(V'), kteryzto isomorfismus m4 tvar

Der(T(V)) = gl(V): D+ D | V.

Akci inversniho zobrazeni oznaéime A — Ar.
Nyni bud p € N. Definujeme akci grupy S, (grupy permutaci mnoziny p) na
prostoru TH (V)

SpXTg(V) — Tg(V) : (U,.’E1®...®.Z'p) = 0'(.’L'1®...®.Z'p) =Zy1) Q... QTe(p)

Opravdu plati Vo, 7 € S,Vz € T§(V)((r (¢ 3)) = (o) z). Tensor z € TH(V)
se nazyvé symetrickym (resp. antisymetrickym), je-li Vo € S,(c 2z = z) (resp.
oz = sgn(o) z). Déle definujeme operaci a antisymetrisace a operaci s symet-
risace na prostoru T§. Vz € Tj(V)

ST := Z ox ax:= Z sgn(o)(o x)

0ES, gES,

Vz € TH(V) je opravdu az antisymetricky a sz symetricky. Je-li jiz tensor z
antisymetricky (resp. symetricky), pak az = p!z (resp. sz = p!z). Vektorovy
prostor viech antisymetrickych tensort typu (§) oznacime symbolem A, (V).
Je-li n < p, pak A, (V) = {0}. Pro p < n tvoii (Z) -prvkova mnozina

{a(vi, ® ... Qw;,) | {ir,...,ip} CR&iy <...<ip}

basi prostoru A, (V). (Ag(V) :=R& A (V) =V)
Budte z, € A,(V), 24 € Ay(V), pak definujeme vnéjsi soudin antisymetric-
kych tensori x, & x4 jako antisymetricky tensor x, A x4 € Apy(V):

Tp AN Tg 1= %a(xp ® z4)
plg!
Plati: Vo, € Ap(V)Vz, € Ay(V)Vz, € A (V)
-2 ANxg = (—1)Pz, A2y
- N(@gNEy) = (@p AZg) NTp =1 2p ATg A2y
Dale Vt, € THVt, € T§
- a(a(ty) ®t,) =pla(t, @1,)

a(t, ®a(ty) = ¢'at, ®t,)
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- a(t, ®ty) = (—1)PMa(t, @ tp)
Protoze pro vektory x1,...,zp, € V a pro o € S, plati
TIN . ATy =8g0(0) Ty A+ AN Top) = A(T1 ® ... O Tp)
je prostor A, (V) nazyvan p-tou vné&jsi mocnimou prostoru V' a oznafovan sym-

p
bolem A V. Fundamentalni vlastnosti tohoto prostoru je: Je-li W libovolny
vektorovy prostor a u € Lp(V,...,V;W) libovolné antisymetrické p-linearni

P
zobrazeni, pak existuje pravé jedno zobrazeni v € L( A\ V,W) takové, ze
V&1,...,2p € V(v(:cl/\.../\a:p) :u(ml,...,xp)).

Bud u € L(V,W). Pak zobrazeni
P
Ve /\W (21, 2p) P u(@) Al Au(zp)

P
je p-linearni a antisymetrické. Z fundamentalni vlastnosti prostoru A V plyne,

p p
%e existuje pravé jedno zobrazeni v € L( A\ V, A W) takové, Ze

le,...,:cpeV(v(:cl/\.../\:cp) :u(wl)/\.../\u(xp))).

p
Toto zobrazeni nazveme p-tou vnéj$i mocninou zobrazeni u a oznafime A w.
Na mnoziné (kterou za chvili¢ku nazveme vnéjsi algebrou vektorového pro-

storu V)
n p
/\V:= G}(}/\V
p=

definujeme témér stejné jako v pripadé tensorové algebry operaci A nisobeni a
tim i stukturu asociativni linearni algebry nad R.
Bud M diferencovatelnd varieta dimense n € N. Vo € M oznadime

T(z):= Y Thz):= Y THT.M)=T(T,M)

P,9€No P,9€No

tensorovou algebru vektorového prostoru T, M. Bud V C M oteviend, pak zob-
razeni
K:(zeV)— (K(z) € T(z))

nazveme tensorovym polem typu (Z) na V. Je-li (U, €) € M, pak lze zapsat
K|U=K;!""70,]®...98,| ® d&é" ®...® d&,

kde K;:”;‘; jsou funkce na U, které se jmenuji slozky tensorového pole K

vzhledem k (U, &). Rekneme, Ze tensorové pole K je t¥idy C(@) na V, jestlize
jeho slozky vzhledem ke kazdé mapeé (U, &) € M (takové, ze UNV # B) jsou t¥idy
C@ (g € N nebo g = +00). Rekneme, 7e tensorové pole je diferencovatelné,

3Déle viechna tensorové pole (n&kdy jen pole) budou diferencovateln4, tedy op&t toto slovo
budeme vétSinou vynechéavat.

13



jestlize je tfidy C'°°. Mnozinu v8ech tensorovych poli typu (Z) definovanych na
M ozna¢ime symbolem 7P (M) = 7P a definujeme

T=TM):= Y Tr

P,9€Ng

Potom mnozina T s bodové definovanou operaci nasobeni ®
VK,L € TVzeM ((K ® L)(z) = K(z) ® L(a:))

pfedstavuje algebru nad R.
Bud V C M oteviend, r € Ny. Pak zobrazeni

w:(zeV) (w(z) E/T\TfM)

nazveme diferencialni formou stupné r, nebo prosté r-formou na V. Jestlize je
(U, &) € M, pak lze psat

w| U= fiy,in A& AL A dE,

kde se s¢itd pouze pies indexy i1 < ... < i,. Funkece f;, . ; se jmenuji slozky
r-formy w vzhledem k (U, ¢). Rekneme, ze w € C'? (pro ¢ € N nebo ¢ = +00),
jestlize to plati pro vSechny jeji slozky vzhledem ke kazdé mapé (U, &) takové,
72e UNV # 0. A opét fekneme, ze r-forma je diferencovatelnd, 4 je-li t¥idy C°.
Mnozinu v8ech r-forem (r € {0,...,n}) definovanych na M oznadime symbolem
D"(M) = D" a definujeme

D =D(M) = i@T(M).
=0

Potom mnozina ® s bodové definovanou operaci nasobeni A
Yw,e € DVz € M ((w Ae)(z) == w(z) /\E(.’L‘))

predstavuje algebru nad R. Mimo to lze na kazdé ®" pohlizet jako na F-modul,
definujeme-li

FXxD" =597 (fiw) = fw: (fw)(z) = f(z)w(z)

Diky isomorfismiim uvedenym v prvni &asti této kapitoly (zejména tedy
T?(V) ¢ L(T§(V),T5(V))) a diky skutefnostem uvedenym na konci kapi-
toly predchozi, 1ze na kazdé tensorové pole K typu (2) (resp. (;)) pohlizet jako
na g-linearni  zobrazeni

XX = F(resp. X) : (X1,...,Xy) = K(X1,...,X,),

4kteréto slovo budeme zase vynechavat, protoZe s jinymi diferencialnimi formami se ne-
budeme setkavat.
5linearni ve smyslu F-linearni, na X pohli*ime jako na F-modul: Jsou-li A, A’ R-moduly,

. . , d
pak zobrazeni u : A — A’ je R-linearni &4

Ya,b € AV € R (u(a +b) =u(a) +u(d) & u(za)= wu(a))
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kde K(X1,...,X,): (x € M) — K(z)(X1(2),...,X,(2)).

Toto se samoziejmé tyka i diferencialnich r-forem, protoZe ty jsou antisymetric-
kymi tensorovymi poli typu (°). Tj. Yw € D"VXy,..., X, € XVo € S,

w(Xh s 7XT') = sgn(a) w(XO'(l)J s 7X<7(T))

Stejné tak 1ze definovat operaci A antisymetrisace a operaci S symetrisace na
prostoru 7.0: VK € T°VX1,..., X,

(AK)(Xli s JXT') = Z SgTL(U) K(Xa(l)a s JXO'(T‘))
oc€S,

(SK)(Xh’XT) = Z K(XO'(].)7“‘5X0'(7‘))
oc€S,

Na prostoru ® zavedeme operaci d vnéjsiho derivovani takto:

1. d:® — ® je R-linearni zobrazeni takové, ze

vr € {0,...,n} (d(®") C D"

2. Vf € F je df to, co uz zname jako d.f
3.Vr,s €{0,...,n}Vw € D"Ve € D° (d(w Ae) =dw Ae + (—1)"w A de)
4. =0
Jeli (U,€) € M a
W|U = fi, i d€" A...A dE¥, potom
dw |U =dfi,,. i NAES A .. A dE™.

Jelli o : M — N € C zobrazeni variet, z € M, w € D"(N). Potom
definujeme p*w € D"(M): Ve € MVvy...v, € T, M

((p*w) () (vi,-..,vr) = w(p(z)) (ngo Vi, .., T vT)
Definici 1ze i pfeformulovat:
VX, X € X(M) ((¢*w)(Xy,..., X;) == (wop)(Tpo Xy,...,Tpo X,))

Pro f € D°(N) = F(N) plati p*f = f o ¢. Vné&jsi derivovani komutuje s ¢*,
tj.: Yw € D(N) (d(p*w) = p*(dw)). Je-li ¢ difeomorfismem, pak

v € FIN)VX € (M) (¢ (9. X)) = X (¢ )

Bud ¢ : M — M difeomorfismus. Potom vzhledem k tomu, Ze zobrazeni
Tp-1(2)p : Ty-1(0)M — T, M jeisomorfismem vektorovych prostorii, a vzhledem
k vySe uvedené bijekei I'so(U,V) — qIso(T(U),T(V)) : A fa, lze definovat
jakousi obdobu zobrazeni ¢, i pro tensorova pole:

G T(M) = T(M): A GA: (FA)@) = fr_, o (Al " ()))
Rekneme, Ze zobrazeni A : T(M) — T (M) je derivaci algebry T (M), jestlize

jsou splnény nésledujici podminky:
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1. Zobrazeni A je linearni a komutuje s kazdou kontrakci

2. VK,L € T(A(K®L) — K® AL + (AK) ®L)
Bud X € X& X & ¢, potom definujeme zobrazeni £x : T — T

(£x4) () == lim % (A@) - Gd)@)

t—0

nazyvané Lieovou derivaci tensorového pole A, podle vektorového pole X. (Ve
znaleni se vétdinou opét vynechéva pismenko z.) Plati:

- L£x je derivaci algebry T
-VieF(&xf=X)
- VY € X(&xY =[X,Y))

Vime, ze je-li S tensorové pole typu (}), lze Vo € M interpretovat S(z)
jako prvek gl(T,M). Déle vime, Ze toto zobrazeni lze pravé jednim zptsobem
prodlouzit na (S(z))r € Der(T(z)). Jestlize tedy definujeme

Vo € M (S(z) == (S(@))r) tj. VKeTVzeM ((§K)(m) = (S(a:))TK(a:)),

ziskdme derivaci S algebry T, kterd se nazyvé idukovanou polem S. B

Kazdou derivaci D algebry T lze jednozna¢né rozlozit na soucet D = £x+.5,
kde X € X& S e T.

Budte Dy, Dy derivace algebry T. Jestlize se rovnaji zizeni Dy & D> na
F & X, potom plati D; = Ds.

Definujeme-li na mnoziné Der(T) v8ech derivaci algebry 7 operaci [, ]| ko-
mutatoru

VK € TVD, D' € Der(T) ([D,D’]K .= D(D'K) — D'(DK)),
obdrzime Lieovu algebru nad R. Mnozina {S | S € 7;'} je potom v této algebie

idealem. ©
Mnozina {£x | X € X} je podalgebrou algebry Der(T), jelikoz plati

VX,V € % (Lxy) = [Ex, &),

kterouzto rovnost, diky vySe uvedenému tvrzeni, stac¢i jednoduse overit na X a
na F. .
Bud X € ¥a X & ¢, potom VK € T

_ d, .
Ps(LxK) = - ahzs(%K)
Z toho plyne: (w (31K = K) < £xK = 0).

Linearni zobrazeni D : ® — D se jmenuje derivace (resp. antiderivace)
algebry © jestlize plati

6Bud h podalgebrou Lieovy algebry g. Pak fekneme, %e b je idealem algebry g <déf>

VX €gVY € ([X,Y] € b)
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derivace: Yw,e € D (D(w Ne)=DwAe+wA Ds)

antiderivace: Yw € ®"Ve € D (D(w ANe)=DwAe+ (-1)"wA Ds).

Rekneme, 7e derivace & antiderivace algebry D je stupné k € Z, jestlize pro
kazdé r € {0,...,n} zobrazuje D" do D"**. Plati

- Jsou-li D, D' derivace stupné k, k', pak [D, D'] je derivace stupné k + k'.

Je-li D derivace stupné k, D' antiderivace stupné k', potom je [D,D']
antiderivace stupné k + k'.

Jsou-li D, D' antiderivace stupné k, k', pak DD’ + D'D je derivace stupné

k+ K.
- Derivace i antiderivace jsou plné urceny svym ptsobenim na F a na D!.
1
Tj. "< p'=D=D

VX € X je £x derivaci stupné 0 algebry ® komutujici s vné&j&i derivaci d. 7
A obracené: Bud D derivace stupné 0 algebry © komutujici s vnéjsi derivaci d,
pak existuje X € X tak, ze D = £x.

VX € X definujeme antiderivaci ix stupné (—1) algebry ®, kterou nazveme
vnitini derivaci podle vektorového pole X:

1. VfeF(ixf=0)

2. Vw e D! (ixw = w(X))
Plati

- VX eX (i =0)

-VX €eX(Lx =doix +ixod)

VX, Y €% ([sx,iy] = i[X,Y])

A na zavér této kapitoly uz jen jeden podivny zpusob vyroby tensorového
pole pomoci dvou jinych: Budte A, B tensorova pole typu (}) Definujeme-li

VX,Y e X

S(X,Y) := [AX,BY] + [BX, AY] + AB[X,Y] + BA[X,Y] —
—A[X,BY] - A[BX,Y] — B[X, AY] — B[AX,Y],

je zobrazeni S : X x X — X F-bilinearni (Tedy S je tensorové pole typu (3)) a
S(X,Y) = — S(V, X).

TVnéjsi derivace d je ovSem antiderivaci stupné 1.
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Kapitola 4

Lieova grupa a jeji Lieova
algebra

Def 4.1 Vektorovy prostor V s bilinearni operaci [,] : V x V — V, kterd je
antisymetrickd a spliuje Jacobiho identitu:

va,y,2 € V([ Iy, 2] + 2, [0,9]] + [y, [2,2]] = 0)
nazyvdme Lieovou algebrou. Dimensi Lieovy algebry rozumime dimensi V.

Def 4.2 Topologickou grupu G, kterd je soucasné diferencovatelnou varietou
tak, Ze zobrazeni o : G x G — G : (g,h) — gh a zobrazeni1:G — G : g g~!
jsou tridy C*°, nazveme Lieovou grupou. Dimensi Lieovy grupy rozumime jeji
dimensi jakoZto variety. Jednotku grupy oznacme e.

Vg € G definujme zobrazeni Ly : G -+ G:h—gha R;:G = G :h— hg.

Piiklad 4.1 Bud G Lieova grupa dimense n € N; h,g € G; (ey)ucn base
v R, k = (Hp,¥), A = (Hgn, &) mapy v bodech h, gh; Ou|n € ThG, teiny
vektor takovy, Ze Vf € F(Oulnf = (fov™1) (¢(h))ey). Th Ouln = 07 (en).
Oznacime-li 8;|gn := 6, ' (e;) (kde e, = e; pro p = i); & = (€&,...,€"). Pak
plati: _

Tth6u|h = (é.z o Lg o Qpil)l(lﬁ(h)) €y 61"5’1‘ (41)

Def 4.3 Vektorové pole X € X(G) nazveme
- levoinvariantnim, jestlize Vg € G((Ly)X = X)
- pravoinvariantnim, jestlize Vg € G((Ry)«X = X)

Prostor viech levoinvariantnich (resp. pravoinvariantnich) diferenovatelnijch ve-
ktorovijch poli oznaéme symbolem Xrin, (G) (resp. XRiny(G))

Def 4.4 Vv € T.(G) definujeme diferencovatelné levoinvariantni vektorové pole

Xy vztahem Vg € G(Xv(g) = Te(Lg)v)
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Prostor X(@G) v8ech diferencovatelnych vektorovych poli s operaci Lieovy za-
vorky [, ] je Lieovou algebrou a protoze Lieova zavorka levoinvariantnich vekto-
rovych poli je znovu levoinvariantnim vektorovym polem, je prostor Xpin.(G)
jeji Lieovou podalgebrou. A protoZe zobrazeni Te(G) — XLiny(G) : v — Xy de-
finované v pfedchozi definici je isomorfismem vektorovych prostort, 1ze na pro-
stor T.G prenést strukturu Lieovy algebry. Algebry T.G a Xr1i,,G pak ztotoz-
nime, ozna¢ime symbolem g, nazveme Lieovou algebrou pfislugné Lieovy grupy
G a s jejimi prvky budeme podle potieby naklddat bud jako s te¢nymi vek-
tory v jednotce nebo jako s Levoinvariantnimi vektorovymi poli. OvSem plati
dim G = dim g.

Def 4.5 Budte G, H Lieovy grupy. Zobrazeni ¢ : G — H nazveme homomor-
fismem Lieovijch grup (ddle homomorfismem), jestliZe je homomorfismem grup
a zdroven zobrazenim tiidy C°.

Def 4.6 Homomorfismy Lieovijch grup R — G nazyvdme jednoparametrickymi
podgrupami grupy G.

Tvrzeni 4.1 Zobrazeni 6 — 0(0) = Tofroy mnoZiny jednoparametrickych pod-
grup Lieovy grupy G do T.G je bijektivni. Obraz vektoru v € T,G pri inversnim
zobrazeni oznacime 0 .

Def 4.7 Bud G Lieova grupa. Pak definujeme erponencialni zobrazeni exp :
T.G - G:vr—6,(1)

Tvrzeni 4.2 Bud ¢ : G - H homomorfismus Lieovijch grup, v € T.G. Pak

- zobrazeni R — G : t = exp(tv) je jednoparametrickd podgrupa grupy G a
0(0)=v

- poexp=expoTeyp
- Zobrazeni Top : T.G — T.H : g = b je homomorfismem Lieovijch algeber

Je-li navic G souvisld, pak homomorfismus ¢ je zobrazenim T.p uréen jedno-
znacné. Tzn.: Jsou-li 1,00 : G — H homomorfismy a Tepr = Teps, pak
p1 = @o. Je-li G dokonce jednoduse souvisld, pak ke kaZdému homomorfismu
Lieovych algeber p : g — b existuje prdvé jeden homomorfismus Lieovyjch grup
@ :G — H tak, Ze p = Tep.

Nyni definujeme nékolik uzite¢nych zobrazeni:

Def 4.8 Bud G Lieova grupa. Potom definujeme

-a:G@xG—G:(g9,h) = ay(h) :=ghg™!
neboli Vg € G def difeomorfismus ag := Lyo Ryg-1 = Ryg-1 0Ly : G = G

- Ad: G — Aut(g) : g = Tea,
- ad:=T.Ad: g — End(g)

Kde Aut(g) = GL(g) je Lieova multiplikativni grupa invertibilnich linearnich
operatori na g a T Aut(g) = End(g) = gl(g) je jeji Lieova algebra, ¢ili vektorovy
prostor vsech linearnich operatori na g s operaci komutatoru.
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Jelikoz je Vg € G zobrazeni a, homomorfismem (dokonce automorfismem), plati
podle piedchoziho tvrzeni ay o exp = exp o Ad,. A jelikoz i zobrazeni Ad je
homomorfismem, Ad o exp = exp o ad. Cili

Vt € RVv € gVg € G(emp (t Adyv) = g(emptv)gfl)

Déle plati: Vg € G (Teay = Ty-1Lg 0o TeRy-1 = TyRy-1 0 T, L,). Také zavedeme
nasledujici oznaceni: Vz,g9 € GVY(z,v) € TG

- gv:=TLy(z,v) =T,Lyv

- vg:=TRy(z,v) =Ty R,v
Potom plati: Vz,g,h € GVv € T,G

-g(vh)=(gv)h=:gvh

- (gh)v=g(hv)=:ghv

-v(gh)=(vg)h=:vgh
Tedy s pouZitim tohoto oznaceni lze zpsat Vg € GVv € T.G

Teayv=Ad,;v=gvg"

Jméno zobrazeni exp pochazi od toho, ze v pfipadé maticové grupy GL(V)
libovolného (kone¢nédimensionalniho) vektorového prostoru toto zobrazeni mé
doopravdy tvar exponencialy

At
exp:gl(V) > GL(V): A E T

1€Np
Proto pro homomorfismus ¢ : G - GL(V) a A € T.G plati

_ N Tep4)
¢ (exp A) = Z e
1€Ng
Nyni se obratime k jednoparametrickym grupam difeomorfismi. Bud 4 € g

a A% ¢ Tzn. (budeme-li se zabyvat bodem e), Ze ¢ je definovina na néjaké
mnoziné Hy x H, C R x G. Tedy vyraz pie =: a; mé smysl pro t € Hy.
Definujeme V2 € G (gota: = Lw(cpte)) a tedy vime, Ze kazdé levoinvariantni pole
je Gplné. Déle vime, Ze a; = exp(t A), coZ znameni Ze

Vo € GVt € R( gz = Lq (eap(t 4)) ).
Toho 1ze vyuzit pro snadny ditkaz nasledujictho vztahu
VA,B € g (adaB = [A, B]).

Velmi vhodné je si pfipravit tvar teéného zobrazeni k zobrazeni soudinu,
inverse a libovolného homomorfismu Lieovych grup ¢ : G — G’

- V(z,v) e TG((Typt)v = —z vz 1)
- V((a:,y), (V,W)) € T(G X G)((T(w,y)a) (V,W) =TwW+ Vy)
- Y(z,v) € TG((Tup)v = ¢(z) (Tep(z'v))

Druhé tvrzeni plyne pfimo ze vztahu (2.1). Prvni plyne z druhého a z toho, ze
Ve € G (U(:L‘, Wz)) = e). A tieti plyne z rovnosti ¢ o Ly—1 = L(,(5))-1 © .
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Kapitola 5

Priklad

Neékteré z diive definovanych pojmt si ukdzeme na piikladu Lieovy grupy Af1
afinnich transformaci v R. Afinni transformace v R je zobrazeni

RoR:z—axr+b kdeaeR\{0}&beR.

Grupovym nésobenim je sklddéni transformaci. Oznagime-li M := (R\{0}) xR,
jde o grupu
G=Afl= (M%), kde (¢',9°)*(h',h%)=(g"",g'h" +g°)
&
= (- ﬁ)

gt g
Varieta je vnorena do R? a struktura grupy spolu s diferencovatelnou strukturou
zdédénou od R? skuteéné definuje Lieovu grupu, tedy nejhezéi a nejrozuméjsi
mapa je p := (M,idpr). Teény prostor T.G v jednotce e = (1,0) m4a dimensi 2
a jeho basi vybereme takto: Vi € {1,2}

8Z‘|e = 9;1(61)

Je-li f € Fl(e), pak 9;lef = f'(e) e; = fi(e), coz je obydejna parcialni derivace
funkce f podle i-té proménné v bodé e. Bud v = ai6i|e € T.G, pak levoinva-
riantn{ vektorové pole X, definované vztahem Vg € G (X,(g) := T.(Ly)v) se
spocte za pomoci jeho akce na funkci f € F

Xu(9) f = (Te(Ly)v) f = @'yle(f o Ly) = &'g" filg)
protoze (f o Ly)(z) = f(Lyx) = f(gz) = f(9'z", g'2” + ¢°).

Cili Xy(g) = a’g*dj|g-.
Najit jednoparametrickou grupu transformaci ¢; pfisluSejici tomuto poli zna-
mend vytesit soustavu diferencialnich rovnic

a'p;(9) = ¢i(9)

s po¢atecnimi podminkami §(g) = g'. Coz v tomto pifipadé neni problém a
vysledkem je

1 a2 1 a2
pi(g9) = (gle“ Lol et gt - 915) (pro o' #0)
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nebo
ei(9) = (¢',a%g't +¢%) (pro a' =0).
Poditat komutator poli Xy & Xy (v' = 89;|e) pomoci limity

[XV:XV’](g)f =
= tim < (X (0)f~ ((p0)-Xur) (9)f) = lim = (Xu(9)f =X (7 (9)) (o) =

0
2

2 . .
= tim - (37" 12(9) = 9" %5 1o(g) + B9 o) Sy = 579" falg)e ™) =

t—0
A 1 _ a® 1 —at
=pB*g' fo(yg )hm (1 —e t) 5191f2(9)5t11_% ;(1 —e Y =
= p%alg' f2(9) — B'a’g! falg) =
=Xw(9)f, kdew =00le+ (a'f* —a’B")dgle
pro o' #0 & f € F, nebo pomoci jiné limity, pro a* =0

[XV’XV’](g)f =
1
_ i 1,21 2 L9911 _
}g%t(gﬂfz() v(g, agt+g)(f°<pt))—}g%t( a’Blg'tfa(g)) =
= Xw(9)f, kdew =09;|e—a’3'gle
je cesta dosti neSikovnéa, vzhledem k tomu, Zze kdyZ se podivame, jak vypada
nasledujici vyraz
[Xv, Xv](9)f = Xo(9) (Xv f) = Xvr(9) (Xof) =
= g'a'd4l4(g" B £i(9)) —glﬂ’a'lg( a’f;( ) =
=g'a' B fi(9) + g 9 B fij(9) — 9" B fi(g) — glglﬂ’a’f i(9) =
= pB%a'g' f2(9) — B'a’g' f2(9) = Xw(9)f
pro f € F, zjistime, ze w = 004|e + (o' 8% — a®B)dyg|e, coz znamend (pokud
ozatime X; := Xf’ile)7 7e [X1, Xa] = Xo.

Provedeme-li stejny postup s tim, ze k vektoru v € T.G budeme hledat
pravoinvariantn{ pole Y, podle vztahu Y, (9) = T.(R,)v a oznacime Y; := Y3i| e

obdrzime Lieovu algebru pravoinvariantnich poli a bude platit [Y7,Y2] = —Y5.
Vztah (4.1) a s nim souvisejici pismenka v této grupé znamenaji: Vf € F
= Oulnf = fu(h)

- Oilgn f = fi(gh)
- ThLgdi|n = g'01lgn & ThLyOaln = g'algn-
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Kapitola 6

Drinfeldiv double a GL(R?)

Bud U vektorovy prostor nad télesem K, B : U x U — K symetrickd bilinearni
forma, W C U podprostor. Pak definujeme podprostor

W':={yeU|Vz e W(B(z,y) =0)}

a fekneme, Ze forma B je nedegenerovand &Ly = {0}.
Dale podprostor W je

- isotropni LL wnw #{0} < B|W x W je degenerovana
~ totalnd isotropni <% W C W' < B|W x W =0

- maximalné isotropni <déf> je totalné isotropni & pro kazdy totalné isot-
ropni podprostor V C U plati (W CV=>W= V)

Bud G Lieova grupa, g jeji Lieova algebra, B : g X g — R bilinearni forma.

v . . . , de
Rekneme, ze forma B je ad-invariantni &4

VX,Y,Z € g(B(adXY, Z) + B(Y, adx Z) = 0).
Definujeme mnozinu O(G) := {g € G | 3X € g(g9 = exp X)} potom plati:
B je ad-invariantni = Vg € O(G)VX,Y € g (B(Ang, Ad,Y) = B(X, Y)).

To plyne z toho, ze

(adz)i)

VZ € g (Ad%.pz = expladz) = Z B

1€Np

a z toho, ze vSechny ¢leny se stejnym souctem i + j # 0 ve vyjadfeni

dz)? d,)I
B(Adeap 2X, AderpzY) = > > B((“if) X, (a .'Z) Y)
i1€Ng jeNo ) .7

se vzajemné pozerou. (Pro i+ j liché je to vidét pomérné snadno, pro i + j sudé
tento fakt lze ovéfit pomoci Pascalova trojihelniku a vizualniho kriteria.)
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Souvisla Lieova grupa D, jejiz Lieovu algebru D vybavenou symetrickou
nedegenerovanou ad-invariantni bilinearni formou (|) lze rozlozit na direktni
soudet dvou (vzhledem k (| )) maximalné isotropnich podalgeber g & g, se nazyva
Drinfeldiv double.

Z pozadavkt kladenych na formu (| ) plyne, Ze ob& zminéné podalgebry musi
mit nutné stejnou dimensi. Necht n4$ Drinfeldiiv double ma dimensi 2n € N.
Budte G,G C D podgrupy piislusné podalgebrdm g,g. Budte £+,£~ C D
podprostory dimense n, pro které plati:

VX e&tvweé ((X|Y)=0) & E£t+E& =D. (ortogonalita)
Base (T%);cn, (fz)zeﬁ algeber g & g lze vybrat tak, ze plati
vijen((T|T) =00 & (T'|T7) =0=(T;|T}))

Nechf Vi, j € 7 ([T%,T9) = fT* & [I;,Tj] = fz’sz) Potom z ad-invariance
formy (|) plyne [Ti,Tj] = ffkfk - ﬁkT’“ Mgéjme déle zobrazeni [ : R2 — D.
Oznatme z = (z4,7_) € R?, mnozina {9;,0_} necht je basi T,R?. Rovnice
maji tvar

Vi € RVX € &% (((Tzlai)(l(a:))*l | X) = 0)

Jelikoz v okoli jednotky e € D existuje jednoznatny rozklad I(z) = g(z)h(z)
prvku doublu D pomoci prvki grup G& G a jelikoZ lze zobrazeni [ Sikovné

rozlozit na _
l=00(g,h):R2 - DxD - D,

lze prvni ¢len na levé strané upravit:

(Teld) (@) ™" = (Ta(0 0 (9,1) 0

< (o(e) i@ © Te(9,1)) ()

( (9(2).h(2)?
= (9(@)Tuhds + (T99:)h(x) ) (h(x)) " (g()) " =

)
)
(Tog0s, Tohd2) ) (h(2) ™ (g(a
)
= 9(@) (Tuhos ) ((2)) " (9(2)) " + (Tug0s ) (9()) ™"

Pouzijeme-li ad-invarianci formy (|), dostaneme

((TohoL) (@)™ + (9(2)) 7 (Tugds) | (9(x)) X g(x)) = 0 (6.1)

Je-li base £+ vybréna ve tvaru (T+ E¥T});cs, potom z pozadavku ortogona-
lity plyne, e chceme-li mit basi £~ ve tvaru (T + BiT});cs, plati B = — B,
Jelikoz zobrazeni Ady(,))-1 je linearnim isomorfismem a g je vzhledem k nému
invariantnim podprostorem, jsou Ad(y,))-1€F = {(g(z)) ' X g(z) | X € £*}
znovu podprostory stejné dimense (a znovu ortogonalni z ad-invariance formy
(])) a jejich base lze zapsat ve tvaru

(T* + E¥ (g(2)) Ty)ien resp. (T° — B (g(2))T))icn-
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Pokud toto zohlednime ve vztahu (6.1) dostaneme takovéto vztahy mezi sou-
fadnicemi

— (@ho) (i) )" = B9 (9@) (@) (Tog04)) =t 4 (a() (6.2

J

~ (TR0 ) (h(@) ™) = = B (g(2) () 7 (T290-) )| =+ AL (9(2)-
(6.3)
Budte £ = (Hz &), A = (Hﬁ(w),'gb), mapy na G v bodech €, h(z). (Pro
x € R? pevné.) Oznaéme & = (£1,...,£M) astejné tak i pro ¢. Déle pro libovolné
zobrazeni F' : R® — R™ bude symbol 9;F”(a) znamenat parcialni derivaci j-té
slozky zobrazeni F' podle jeho i-té proménné v bodé a. Obdobné v pfipadé
zobrazeni F : R" x R" — R" bude symbol 8" Fi(by,b,) (resp. 8> Fi(by, b))
znalit parcialni derivaci v bodé& (b1, be) j-té slozky zobrazeni F' podle jeho i-té
proménné z prvni (resp. druhé) sady. (4% (g9(z)) ="' A% (z))
Vektordm _ _ B
— (Tuhox) (h(x)) ™t = AL (9(2))Ti = ax

z Tg@~lze jednozna¢né piifadit levoinvariantni vektorova pole na G vztahem
Vg € G (X+(9) := TsLzoy ). Potom pro f € F(G) je

Xef: (g€ Hs) = =0, (fo&1)(€(9)0p(E" 0 Lz o &7")(€(E)) -
-05(€° 0 Ry 1y -1 07 1) (¥ (h())) 02 (7 0 ) (2).

Oznadime
@5 = 0P (" 000 (671 x €71)) (E(), £@)).
Pak plati
[X_, X, ]@f = X_€)(X+ f) - X4 &) (X_f) =
= 0, (f 0 €Y (€(®)) ¢ (A% (2) AL () — A° (2) AL ().
Tj.

(X, X)) = g5 (45 (2) A7 (2) — 4° () A} (2)) T

Na A% (g(-)) =: A% lze také pohlizet jako na zobrazeni R* — R, ¢ili m4
smys] se ptat, jak vypada vyraz 04 A® (z) — 0_ A’ (z). Pfi jeho vypoctu je dobré
si uvédomit, ze

Vg € G (o(Ry-1 (), L3()) = o(:,-)).

Pokud vypocet opravdu provedeme a vysledek porovname s pfedchozim vzta-
hem pro komutator, dostaneme nésledujici vztah

0L Al (2) — 0_ A () = (X, X,1@)) "
Jinymi slovy

0 0

WA’; (9(z)) — %Ai (9(2)) = FixA? (9(2)) A% (g(z)) = 0. (6.4)
4 _
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Nyni se budeme vénovat konkretnimu piikladu. UvaZzujme dva exempléfe
podgrupy Bs := (R; X R, *) grupy Af1. Na né& lze pohliZet i jako na dvé rizné

podgrupy G & G grupy GL(R?) v nasledujicm smyslu:

1 2 ~ ~ ~
G={(go gl)lgleR+,92eR} G={<£2 Eol)lhlel&,hzeR}

Grupové nésobeni * je representovano obvyklym sou¢inem matic. Polozime-li
D := (GUG) ! a podivame-li se, co je to zac, zjistime, Ze jde o souvislou
podgrupu grupy GL(R?) tvofenou viemi linearnimi operatory na R? s kladnym
determinantem. Lieova algebra D této grupy m4 tvar

L (10 , (01
m=(50) ™= (5 0)
~ 0 0 ~ 0 0
T1_<0 1)7 T2_<_1 0)7

kde (T*,T?), resp. (T1,T»), tvoii basi podalgebry g, resp. §. 2 Bilinearni formu
spliiujici pozadované vlastnosti lze definovat vztahy

(T Ty) =85 (TH|T9):=0=:(T; | T))?

Vztahy (6.2) & (6.3) potom pfechézi na tvar

_ 94k (@) B9 ()
T e “Eg@) [ W) = ( A} (9()) )
84 h2(z) — gl—ggmhl(m) o A% (g(2))
— m 8_g' (x)

hl(z) _ _mT FRE _. AL (g(m))
o) - Elo By | T F ) ( B )= (462

A rovnice (6.4) znamenaji

%Al_ (g(x)) — &Ui_Ai (g(:c)) =0
942 (ga)) = 22— 42 (g()) — AL (9(x)) A2 (9(x)) + A (g()) AL (g()) = O.
Oxy 0x_

! Nejmensi podgrupa grupy GL(R?) obsahujici sjednoceni G U G

2Lieovy grupy B2 & Af1 maji oviem stejnou Lieovu algebru stejn& tak jako i D & GL(R?).

38 timto také souvisi vybér base algebry D. Kdyby symbol T, oznafoval —1-ndsobek toho,
co znadf ted, komuta&ni relace by ziistaly beze zmény poze v rdmci g a takto definovan4 forma
by nebyla ad-invariantni.
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Kapitola 7
Zaveér

Uvédomuji si, Ze michani riznych piistupt k téze problematice neptisobi zrovna
prili§ hezky a ¢tivé, nicméné mi velmi pomohlo k pochopeni zdkladnich pojmu
diferencialni geometrie a vztahi mezi nimi.

Dale bych rad podotkl, Ze z literatury, kterou jsem pouzil, neni zcela jasné,
co je to vlastné Drinfeldiv double a pro¢._ Cili za jakych podminek a na jak
velké mnoziné v D lze pouzit rozklad | = gh = gh. !

Riizné ¢lanky na grupu D kladou rtizné pozadavky. Naptiklad: [6] souvislost,
[12] souvislost a jednoduché souvislost, [11] jednoduché souvislost, 2 v [5] jde
o grupu zcela libovolnou. O struktufe grup G & G se nemluvi. Co se tyce
uvedeného rozkladu, otazka je, zda existuje na celé grupé D, ¢i nikoli.

Podivame-li se bliZze na piiklad z pfedchézejici strany, vSimneme si, Ze grupy
G, G a D jsou vsechny souvislé. G & G jednoduse souvislé. 3 A pfesto rozklad
l = gh lze najit pouze na mnoziné

Gé::{g?ﬂgeG,EEé}:{(i g))|m,y,z€R,w€R+,wx—yz>0},

rozklad [ = gh na mnoZiné

T
z

C~¥G::{§h|§€é,h€G}:{< g)>|y,z,w€]R,x€R+,wa:—yz>0}

a rozklad I = gh = gh na GG N GG C D.
Tomuto problemu se (mimo jiné) budu dile vénovat.

1 P¥i zachovani znadeni z pfedchozi kapitoly.
2V souvislosti s jednoduchou souvislosti a jeji souvislosti se souvislosti provadim pétrani.
3Pro mnoZiny v R? vim, %e to znamend ,nemit diry“.
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