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Studium korelac¢nich vlastnosti lidského EEG signalu

Emil Dolezal

Matematické inzenyrstvi

Prof. RNDr. Petr Seba, DrSc.

V teoretické prvni ¢asti se zabyvame spektralni hustotou sou-
boru kovarian¢nich matic v zavislosti na vykonovém spek-
tru odpovidajiciho signalu. Bily sum vede k Marchenko-
Pasturové formuli. Nasim cilem je odvozeni spektralni hus-
toty pro barevny sum. V dalsi ¢asti pouzijeme teorii ndhod-
nych matic k nalezeni univerzalnich vlastnosti lidského EEG,
které nezavisi na subjektu, jenz je studovan. Ukazeme, zZe
EEG signal vypada jako barevny Sum jenom na malych ca-
sovych usecich. Dale zkonstruujeme vyssi spektralni charak-
teristiky, jmenovité level spacing a number variance a po-
rovname je s teoretickymi predpovédmi. Nejvétsi odchylky
predpovézenych a namérenych charakteristik se objevi presné
v okamzicich, které odpovidaji dobte definovanym udalostem
v mozku. V této praci se zabyvame zrakovymi a motorickymi
evokovanymi potencialy.

Teorie nahodnych matic, spektralni hustota, level spacing,
number variance, EEG, evokované potencidly.

The study of correlation properties of human EEG signal
Emil Dolezal

In theoretical first part we study the dependence of the
spectral density of the covariance matrix ensemble on the
power spectrum of the underlying multivariate signal. The
white noise signal leads to the celebrated Marchenko-Pastur
formula. We demonstrate results for some colored noise sig-
nals. In second part we use random matrix theory to find the
universal subject-independent properties of human EEG and
show that EEG signal looks like coloured noise in short time
scales. Next we construct higher spectral characteristics, na-
mely level spacing and number variance, and compare them
with their theoretical predictions. The biggest differences of
predicted and measured characteristics appear exactly at the
time lags corresponding to well-defined events in the brain.
We are dealing with the visual and motor evoked response
data in this study.

Random matrix theory, spectral density, level spacing, num-
ber variance, EEG, evoked response.
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Uvod

vvvvvvvvvvvv

vsSechny ostatni ¢asti organismu. Pres velké tusili 1ékatiti a védct z jinych oborti, neni
jeho popis zdaleka tplny. Procesy, které v ném probihaji, jsou velmi komplikované.
Na prvni pohled se zdaji byt dokonce chaotické a neusporadané.

Mozek patii mezi komplexni systémy. Jejich charakteristickym rysem je slozitost,
diky které vypadaji zvnéjsku chaoticky, ale ve skutec¢nosti nejsou. Detailni znalost
interakce mezi stavebnimi kameny komplexnich systémi jesté nezarucuje pochopeni
chovani celého objektu. Teorie ndhodnych matic poskytuje nastroje ke zkoumani a
klasifikovani takovych systémt. Jedna se o disciplinu, ktera se vyvijela hlavné v 50.
a 60. letech 20. stoleti. Mezi jeji zakladatele a prikopniky patfili Wigner, Dyson,
Mehta a dalsi. Ptivodné méla prinést jisty fad do popisu spekter slozitych atomo-
vych jader. Pozdéji nasla uplatnéni v oboru nazyvaném kvantovy chaos, jenz se
zabyva systémy, které jsou z hlediska klasické fyziky chaotické a popisuji se kvanto-
vou mechanikou (viz [13]). Dnes se teorie ndhodnych matic pouziva téméf ve vSech
oblastech fyziky (napt. [16], [17] a [4]).

Elektromagneticka aktivita mozku se méri elektrodami, rozmisténymi na povrchu
lebky. Hlavnim zdrojem aktivity jsou nejvyssi vrstvy koncového mozku (kortexu),
obsahujici neurony. Vyprodukované signaly se rozdéluji do nekolika typid - podle
umisténi zdroje, intenzity a frekvencéni charakteristiky.

Soucinnosti neuronii vznika sttidavé napéti s frekvenci v rozsahu 2-50 Hz. Vlast-
nosti povrchu a obsahu lebky umoznuji bezproblémové Sifeni jen urcitym vinam.
Casto dochézi k tlumeni nebo tiplnému pohlceni vin. Ve visledku vypadé signél na-
meéteny elektrodami jako barevny sum, kterym se budeme zabyvat v prvni kapitole.
Hlavnim cilem zde bude odvozeni spektralni hustoty korela¢nich matic, vytvore-
nych z barevného sumu. Ve druhé kapitole nejprve popiSeme méfeni a zpracovani
lidského EEG a nésledné porovname vysledky z prvni kapitoly s namérenymi hodno-
tami. TTeti kapitola bude vénovana dalsim spektralnim charakteristikdm korelac¢nich
matic. V posledni kapitole shrneme analyzu EEG signalu.



Kapitola 1

Spektralni analyza barevného
sumu

Prostor kolem nas je vyplnén vinénim rozlicné povahy. Existuje mnoho cest vedou-
cich ke vzniku vln. Jmenujme alesponn nékteré. Chvénim materiald vznikaji viny
zvukové (princip hudebnich néstroji). Pf¥i kmitani molekul nebo atomi v krysta-
lické mrtizce se uvolnuje tepelné zatreni. Zrychleny pohyb nabitych ¢astic je zdrojem
elektromagnetického vinéni. Nehledé na typ zdroje muzeme kazdé vlné prisoudit
amplitudu, frekvenci a rychlost Sifeni.

Vzhledem k rtzné povaze vlnéni existuje také pestra paleta detektori, konstru-
ovanych k méfeni konkrétnich druhtt vin. Detektory periodicky métri hodnotu jisté
fyzikalni veliiny (napf. napéti). Jejich vystupem jsou proto ¢asové fady.

Stfetnou-li se vlny na jednom misté, dochézi k jejich skladani (superpozici).
Umistime-li do tohoto mista detektor, nedostaneme jiz informaci o jednotlivych
vlnach, ale pouze o jejich superpozici. Frekven¢nim rozkladem casovych fad, zazna-
menanych detektorem, miizeme alespon urcit zastoupeni signalu o daném kmitoctu.

Predpokladejme dale, ze signal je ndhodny, Gaussovsky rozdéleny, se stfedni
hodnotou rovnou nule. Jsou-li v jeho frekvenénim rozkladu zastoupeny vsechny
frekvence a pfispivaji-li k celkovému vykonu priblizné stejné, mluvime v souvislosti
s prichazejicim vinénim o tzv. bilém Sumu. Nepfispivaji-li vSechny frekvence k cel-
kovému vykonu rovnomérné, budeme vInéni nazyvat barevny Sum. Pfesna definice
bude zminéna pozdéji.

Data ziskana z jednoho detektoru vétSinou nejsou dostatecna k analyze méte-
ného signélu. Z tohoto dtivodu se do zkoumané oblasti umistuje celd sada stejnych
detektori. Namérené casové rady je mozné rozdélit na okénka predepsané délky.
Z udaji v okénkach lze nasledné vytvorit korelaéni matice a zkoumat jejich vlastni
¢isla. V pripadé, ze frekvencni analyza dat ze vSech detektort ukazuje na bily Sum,
predpovida teorie vybudovana Pasturem a Marchenkem [3], za jistych okolnosti, tvar
rozdélovaci funkce vlastnich ¢isel. Cilem této kapitoly je rozsitit predpovéd o tvaru
rozdélovaci funkce bilého Sumu na barevny Sum.
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1.1 Konstrukce korelac¢nich matic

Uvazujme systém M detektor poskytujici M casovych rad {xl}f\il Dale predpo-
kladejme, ze vSechna méridla zaznamenala N hodnot.

Prvnim krokem pii zpracovani dat je rozdéleni ¢asovych fad na okénka. Tento
krok je velmi dilezity. Spravna volba poc¢tu méfeni n v jednom okénku ovliviiuje
celou dalsi analyzu. Z nasledujicich iivah bude zfejmé, ze n musi byt alespon stejné
velké jako M, jinak bychom s jistotou dostali singularni korelacni matice. Na druhé
strané, je-li n srovnatelné s N, nemtzeme z vysledkii dosazenych pro jednotliva
okénka fici, ke které udélosti se vztahuji (v jednom okénku muiize probéhnou vice
udélosti).

Casovou fadu ' je zvykem pieskalovat tak, aby platilo

no na
; i\ 2
doai=0 ) () =1, (1.1)
Jj=n1 Jj=n1
kde ny, ny urcuji pocatek a délku okénka n = ng — ny. Této tpravé tad se iika
whitening - vybéleni.
Nyni definujme prvek ¢; ; korela¢ni matice vztahem

n9 ‘
Cij = Z TyT.. (1.2)
k=n1

Oznacime-li symbolem x matici M x n obsahujici data z ¢asovych rad v fadcich,

miizeme predchozi definici zapsat piehlednéji jako ¢ = zx™.

1.2 Marchenko-Pasturova piedpovéd rozdéleni
vlastnich cisel

Necht M je i nadéle pocet detektort, které pouzivame pii analyze. Zvolime-li délku
méfeni NV neprilis velkou a okénko dostatecné Siroké vzhledem k celému souboru,
poskytuji korelacni matice pro jednotlivé vzorky dobrou aproximaci korela¢ni matice
pro cely soubor. Nicméné, nechame-li N riist do nekonecna a sitka okénka n ztistane
konecna, zjistime, ze vyse zminovany vztah jiz nebude platit.

Za ptredpokladu, Ze prvky matice x jsou nezavislé a identicky rozdélené kolem
nuly se smérodatnou odchylkou o, poskytuje Marchenko-Pasturiv teorém (viz [3])
vzorec pro hustotu vlastnich ¢isel korela¢ni matice xz* piisludejici k jednomu okénku
v limitnim pripadé

M — oo, — — .
n
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V zavislosti na volbé parametri o a p méa spektralni hustota tvar

1

o(A) = : (1.3)
0 A<a\l A>0

2

kde a = o?(1—/p), b =02 (1+ \/]_))2 Pfi p > 1 se ve funkci g(A\) dodatecns

objevi Diracova delta funkce (o velikosti 1 — }—1) v bodé 0). Existence delta funkce

v hustoté vlastnich éisel je zfejma (viz odstavec 1.1), uvazime-li fakt, ze v tomto
pripadé dostavame singularni korelac¢ni matice.

V dalsich odstavcich zjistime, Ze rozdéleni (1.3) je do zna¢né miry univerzalni.
Ukazeme, ze je speciadlnim pripadem obecnéjsiho rozdéleni vlastnich cisel, zavislého
na frekvencnim rozkladu ¢asovych fad, z nichz je vytvorena ptislusna korelac¢ni ma-
tice.

1.3 Frekvencni analyza c¢asovych rad

Dilezitou vlastnosti méficiho pristroje, periodicky zaznamenévajiciho urcitou fyzi-
kalni veli¢inu, je vzorkovaci frekvence f,. Udava, jak ¢asto pristroj uklada namérenou
hodnotu. Nepiimo také ovliviiuje rozsah frekvenci pro frekvencéni analyzu.

Casovou fadu si mfizeme predstavit jako prvek vektorového prostoru RY. Po-
dobné data v jednotlivych okénkach této fady jako vektory v prostoru R". Zavedena
interpretace umoznuje podrobit ¢asovou fadu diskrétni Fourierové transformaci.

Diskrétni Fourierova transformace (DFT) je definovana na komplexnich prosto-
rech formulemi (slozky vektord ¢islujeme od 0)

= 1 N
Xp=—= Y me ™ pi= ") XpeWilk 1.4
kde uhlova frekvence wy, a ¢as t; jsou urceny vzorkovaci frekvenci
2w
W = kﬁfv =k

TN ti=--=7T, fo=1=, fx (1.5)

f T T o
T je casovy interval mezi dvémi mérenimi.

Transformacni vztahy (1.4) je mozné zapsat piehledné v operatorovém formali-
zmu. Necht U oznacuje operator definovany prvnim vyrazem v (1.4). Tento operator
je unitarni, zachovava tedy standardni skalarni soucin < , >. Inverze U~! je vyja-
dfena druhou formuli v (1.4).

Zastavme se u nékolika vyznamnych vlastnosti operatoru diskrétni Fourierovy
transformace U.

27 J 1 Wik
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Redlnost vektoru x umoziuje prepis definice inverzniho operatoru U~! na tvar

N-1
1
;= — Z Re(Xj) sinw;ty, — Im(X}) cos wjty, (1.6)
VNS

ze kterého je vidét, Ze realné a imaginarni casti slozek vektoru X; predstavuji v jis-
tém smyslu amplitudy vin (nemusi vSak byt kladné).

Definici korela¢ni matice (1.2) mizeme pomoci skalarniho sou¢inu zapsat jako
rovnost

Clm =< xlaxm >RV =< Xl7Xm >CN, (17>

kde indexy RY a CV urcuji prostor, na kterém skaldrni soucin pocitame.

Operétor U, zGZeny na realny prostor RV, zobrazuje vektor x € RY na vektor
X € CV, ktery je obecné komplexni a jeho slozky jsou navzajem zavislé. Piesndji:
plati vztah

X; = Xn_i, 0<i<N. (1.8)

Velmi pouzivanou charakteristikou pfi frekvenc¢ni analyze signalu je vykonové
(power) spektrum. Jedné se o graf zavislosti |X,|* na odpovidajici frekvenci fj.
Urcuje prispévky jednotlivych frekvenci k celkovému vykonu, ktery je pfimo imérny
kvadratu amplitud. Diky platnosti vztahu (1.8) je zbytecné kreslit power spektrum

pro vSechny frekvence f;, proto se obvykle pouzije pouze prvnich [g} + 1 slozek
rozkladu X, (hranaté zavorky znaci celou ¢ast).

Nékteré vlastnosti vektoru X jsou pro nasi dalsi analyzu nezadouci. Pokusme
se definovat jiny linedrni operator U, zobrazujici R — RY tak, aby slozky obrazu
X vektoru z stale urcovaly frekvenéni rozklad (1.6) a aby skaldrni soucin zistal
zachovan.

Definujme ptisobeni operatoru U na vektor z pomoci vektoru X = Ux vztahem
Re(X)) 0<i< %

Xi=v2- . (1.9)
Tm (Xx ) [%

<1< N

Zbyvajici dva prvky definujeme samostatné, protoze jejich vyznam a vlastnosti se
od ostatnich lisi. Prvni prvek Xy je vidy redlny a je definovan souc¢tem fady {x;}.

Pro sudé N je prvek Xy také redlny a oznacuje se ”Nyquist component”. Obé
2
naposledy zminéné slozky vektoru X jsou pro frekvencni rozklad nedilezité, jelikoz

nehraji roli amplitudy viny o jisté frekvenci jako ostatni slozky. Definujme X, = X

a v zavislosti na N, bud )?N = Xy pro sudé N, nebo )?N,l = V2Re (XNl),
2 2 T2 T2
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je-li N liché. Snadno ovérime, ze takto definovany operator méa vSechny pozadované
vlastnosti.

Podobné jako v odstavci 1.1 muzeme definici korela¢ni matice prehledné zapsat
rovnosti

c=zz" = XX* = XX", (1.10)

kde z je matice rozméru M X n. Radky matice X, resp. X jsou obrazem radkut
matice z pfi zobrazeni U, resp. U.

Graf zavislosti X? na frekvenci fi, budeme v dalsich odstavcich nazyvat modi-
fikované power spektrum. Jeho vyznam je podobny jako u power spektra a lisi se
tim, Ze rozliSuje mezi sudou a lichou ¢asti vin (viz rozklad 1.6).

1.4 Spektralni hustota korelacnich matic
obecného barevného Sumu

V pfedchozim odstavci jsme popsali nastroje, kterymi je mozné odlisit barevny Sum
od bilého sumu. Nasledujici definice jsou zaloZeny na tvaru power spektra.

1.4.1 Definice (Bily Sum). Mé&jme ndhodnou ¢asovou fadu {xj}j.vz_ol, jejiz ele-
menty jsou Gaussovsky rozdélené kolem nuly. Je-li power spektrum prislusné k fadé
{z; };\:01 konstantni, nazyvame odpovidajici signal (Gaussovskym) bilym Sumem.

1.4.2 Definice (Barevny Sum). Mé&me ndhodnou ¢asovou fadu {:cj}j.\;l, jejiz ele-
menty jsou Gaussovsky rozdélené kolem nuly. Neni-li power spektrum prislusné
k radé {z; };,V:_Ol konstantni, nazyvame odpovidajici signal (Gaussovskym) barevnym
sSumem.

V disledku nulovosti stfednich hodnot slozek rady {xj}jy:_ol jsou také stfedni

~ yN-1
hodnoty slozek rozkladu {X k}

v /v Ni]. 7z . v 7z
¢asové fady {z;},_, nulové (viz. definiéni vztahy
k=0 =

1.4 a 1.9). Déle pro ¢leny diskrétniho Fourierova rozkladu {X k},iv:_ol plati rovnosti

<(Re(Xk))2> = <(Im(XN_k))2>, pro [g] <k <N, (1.11)

<(yk)2> _ <(x)> pro [g

kde lomené zavorky znaci stfedni hodnotu.
Analogické definice k 1.4.1 a 1.4.2 bychom mohli formulovat na zakladé modifi-
kovaného vykonového spektra, které by bylo symetrické v souladu s rovnosti 1.12.

neboli

<k<N, (1.12)
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Z odstavce 1.2 vime, jak bude vypadat hustota vlastnich ¢isel o(\) korelacnich
matic zz", obsahuji-li matice v fadcich bily sum. K uréeni spektralni hustoty
korela¢nich matic odpovidajicich barevnému Sumu pouzijeme Vétu formulovanou
Girkem (viz [19]).

1.4.3 Véta. Bud A nédhodnd matice n X [cn] s nezavislymi elementy, které maji
nulovou stifedni hodnotu a spliuji podminku
nVar(4;;) < B, (1.13)

kde Var znamena rozptyl a B < co. Pfedpokladejme, ze funkce v,,: (0,1) x(0,¢) — R
definované jako
. 1 g ‘11
vn(z,y) = nVar(Ay), ~<z< o L<y<t®
n n ' n n

(1.14)

stejnomérné konverguji k limitni funkei v(x,y). Potom limitni rozdélovaci funkce
vlastnich ¢&isel o()\) korela¢ni matice AAT existuje a spliiuje rovnici:

00 1

/ Ql(i)‘:j - / u(z, t)de, (1.15)

kde funkce u(x,t) je uréena rovnici:

1

1 ‘I’tf I’U(l',y)dy

O 1+t [u(zt)v(z,y)dz
0

u(z,t) =

(1.16)

Regeni rovnice (1.16) existuje a je jednoznacéné na t¥idé funkei u(z,t) > 0, analytic-
kych v ¢ a spojitych v z € (0,1).

Necht matice X je obrazem matice x pfi zobrazeni U (presnéji: Ffadky matice
X jsou obrazem fadkt matice z, viz odstavec 1.3). Odpovidaji-li fadky matice z,
o rozmérech M x n, barevnému Sumu, zvolime X jako matici A ve Vété 1.4.3.

Ihned vidime, Ze ¢ = % Splnéni podminky (1.13) nebudeme nyni Fesit, vyplyne

totiz z vlastnosti konkrétnich posloupnosti {v,}.

Modifikované vykonové spektrum, urcujici rozptyl slozek v fadku matice X , je
pro vSechny fadky stejné. Funkce v(z,y) diky tomu nebude zaviset na prvnim argu-
mentu, tedy:

v(x,y) =v(y). (1.17)

VyuZijeme-li vztahu (1.17), zjistime na zdkladé definice (1.16), Ze ani funkce
u(x,t) nezavisi na prvnim argumentu.
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Nakonec se podivejme na rovnice (1.15) a (1.16). Jejich tvar se také vyrazné
zjednodusi. V kazdé z nich zmizi jeden integral a dostanou tvar

/M — u(t) (1.18)

1+tN
0

u(t) = .
n < o(y)d
L+tf 1 +—t<3()t)1y)(y)

_ Principidlné jsme nasli hustotu vlastnich ¢isel libovolnych korela¢nich matic
XXT odpovidajicich barevnému sumu. ReSeni rovnic (1.18) a (1.19) vSak neni tri-
vialni. V dalsich odstavcich se pokusime najit predpis pro hustotu o()), v ptipadé,
ze funkce v(y) je schodovitda (nespojita funkce tvorfend konstantnimi bloky rtzné
vysky).

(1.19)

1.5 Zobecnény bily Sum

Predstavme si situaci, kdy do jednoho mista pfichazi signal z nékolika zdroju.
Kazdy zdroj produkuje ve svém frekvenénim pasmu zmét vin ndhodnych fazi. Pro
vsechny vysilace je spolecny pouze pramérny vykon, pfendseny jednotlivymi vinami.
Meéirime-li prichazejici signal M detektory, dostaneme casové rady {x;}ziwjj:on_l
Zobrazime-li tyto fady diskrétni Fourierovou transformaci a nasledné zkonstfuujeme
vykonové spektrum, bude pfislusna funkce v(y) (viz 1.17) po ¢astech konstantni, po-

dobné jako funkce na obrézku 1.1 (v(y) bude stejna pro vSech M fad!).

Z M ¢asovych fad {a:;}:i‘d]fon_l
v odstavci 1.1, matici z o rozmérech M X n.

Pro urceni hustoty vlastnich ¢isel o()\) korela¢nich matic zzT jsou podstatné
pouze dva udaje o tvaru funkce v(y) diskutovaného typu. Soucet délek intervali d,
na kterych v(y) nabyva nenulové hodnoty, a funkéni hodnota v na téchto intervalech.
Neni slozité se presvéddit, ze TeSeni rovnice (1.19) nezavisi na umisténi intervald, na
nichz je v(y) konstantné rovna v.

Dosazenim funkce v(y), podobného tvaru jako je na obrazku 1.1, do vyrazu

(1.19), nalezneme ptedpis pro funkei u(t)

umisténych do radka vytvorime, stejné jako

— [+ to(d = D] £ /[1+ to(d - D + 4t
t) = , 1.20
ult) v (1.20)
ktery je prozatim nejednozna¢ny. Véta 1.4.3 predpovida feseni (1.19) jednoznacéné
na t¥idé analytickych funkci, pro néz plati u(t) > 0. Znaménko pfed odmocninou ve
vzorci (1.20) proto bude kladné.
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u(y)

Nlo -

Obrazek 1.1: Graf funkce v(y) (viz 1.17) pro zobecnény bily Sum.

Integralni rovnici (1.18) pfevedeme na tvar

1
[e.o] u —
e(A)dA <3/> ~
- —a(y), 1.21
e ) (121
0
ktery odpovida Stieltjesové transformaci (viz [18]).
Operator zobecnéné Stieltjesovy transformace je definovan vztahem

_ [ Flydy
G(z) = 0/ Wt larg z| < , (1.22)

kde p je kladny redlny parametr. Pfedpoklada se, ze F'(y) je libovolnd zobecnénd
funkce, ktera je definovana na kladné ose a pro kterou existuje realné ¢islo a takové,

Y2
ze vyraz | [ y* PF(y)dy| je stejnomérné omezeny pro libovolné 0 < y; < y» a zaroven
Y1
0 < a < p. Obraz G(z) je potom holomorfni na |arg z| < 7 a existuje 3 > 0 takové,
Ze limita z absolutni hodnoty |2°G(z)| v nekoneénu je koneén4.

Alternativné se na zobrazeni (1.22) pohlizi jako na nasobnou Laplaceovu trans-
formaci. Jedna z moznosti, jak definovat inverzni operator, je proto vyuziti nasob-
ného operatoru inverzni Laplaceovy transformace. Jiny zptisob nabizi jiz zminovany
¢lanek [18], ktery dokazuje, Ze inverzni transformaci k (1.22) 1ze formulovat pomoci
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jedno-dimenzionélniho integralu. Piedpis pro pfechod od G k F' je zde uvadén ve
formé

1 [ G(yw)dw

Fly)=—5 v / )P (1.23)
C

kde C je krivka v komplexnim prostoru, majici zacatek i konec v bodé —1 a obihajici

pocatek ve sméru hodinovych rucicek.

Srovname-li rovnici (1.21), kterou se snazime vyfesit, a obecny tvar Stieltjesovy
transformace, zjistime, ze nas zajima pripad, kdy parametr p je roven 1. V definici
(1.23) mzZeme snadno provést integraci, zvolime-li parametr p = 1, diky platnosti
Cauchyho teorému, ktery poskytuje spravné reseni

. 1 . .
F(y) = lim o— (G(~y —ig) — G(-y +ie)). (1.24)
pro y > 0.

Funkei %(t) mame uréenou na kladné ¢asti redlné osy pomoci analytické funkce
u(t) (viz (1.21)). Chceme-li na ni pouzit inverzni operator (1.24), musime ji nej-
prve holomorfné dodefinovat na celém |argt| < m. Holomorfni podobu funkce ()
muizeme zapsat ve tvaru

_1_M+\/[1+Mr+4_v

t t
u(t) =

o (1.25)

s tim, Ze hodnota u(t) v bodé 0 je rovna ,je-lid # 1. Pro d =1 jde limita

1
v(d—1)

u(t) zprava v bodé 0 do nekonec¢na.
Hustotu vlastnich ¢isel o(\) nalezneme jako limitu ve formuli (1.24) pfi volbé

G =u a F = p. Vysledny vzorec
1
m\/()\l—)\)()\—/\z) A <A< A\
oN) = )
0 A< A\ V A > Ao

2
kde Mo = v <1 F \/3) , je stejny jako v Pastur-Marchenkové piedpovédi (1.3),
vCetné existence Diracovy delta funkce (o velikosti 1 — d v bodé 0) v pfipadé, ze
d < 1. Diikaz spociva v dosazeni parametri d = % a v = po? do vzorce (1.26). Volba

parametri d a v primo odpovida predpokladiim uvedenym odstavci 1.2.

Shoda obou vysledkt je velmi zajimava, zvlasté, kdyz si uvédomime, ze nale-
zend hustota neni zavisla na typu rozdéleni elementi v matici « (implicitné jsme
predpokladali Gaussovo).
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03[

02

01

Obrazek 1.2: Experimentalni vysledky (hvézdicky)! prolozené grafem
funkce o(\) pfi volbé parametri v =1 a d = 3.

Zavér: Hustota vlastnich ¢isel korelaéni matice 2™ m4 tvar (1.26) (viz obrazek
1.2), ktery nezavisi na po¢tu zdroji vln ani na jak vysokych frekvencich vysilaji, di-
lezity je pouze soucet $itek jednotlivych vysilacich pasem a tvar vykonového spektra.
Rozdéleni je nenulové pouze na intervalu uréeném \; a \,.

1.6 Specialni pripad barevného Sumu

Na zakladé tvaru modifikovaného vykonového spektra libovolného barevného Sumu
miizeme stanovit rovnice, kterym musi hustota vlastnich ¢isel korela¢nich matic
vyhovovat. Obdrzené rovnice se v obecném pripadé tézko fesi. Proto se je pokusme
vyTesit alespont v nejjednodussich pripadech.

V redlném experimentu vypadaji funkce v,(y), definované formuli (1.14), jako
schodovité funkce (viz odstavec 1.4), protoze vySetfované ¢asové fady jsou konecéné.
Vykonové spektrum, jez urcuje funkce v,(y), je v principu mozné zpfesnit dvémi
zpusoby.

Prodlouzeni pozorovaciho okénka je jedna z moznosti, kterd ovSem neni prilis
vhodna. Ve skutecnosti pfi ni spojujeme po sobé jdouci okénka, ktera sama o sobé
nesou dil¢i informaci o studovaném systému za urcitou dobu, coz muze vést k myl-
nym zavértim o stavu probihajiciho procesu.

!Experimentalni vysledky byly ziskany zpracovanim nahodnych dat, generovanych pocitacem
pfi volbé parametri v =1a d = 3.
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Mnohem atraktivnéjsi zpiisob zpfesnéni vykonového spektra je zvySovani vzor-
kovaci frekvence méticiho pristroje, protoze délka pozorovaciho okénka mize ztstat
stejna. Nanestésti vzorkovaci frekvence je zdkladni vlastnosti méfidla, a proto ji
obvykle viibec nelze ménit, nebo pouze v omezeném rozsahu.

Spokojime-li se s urcitou presnosti ve stanoveni modifikovaného vykonového
spektra, miizeme ucinit predpoklad, Ze se zvysSovanim vzorkovaci frekvence se spek-
trum nezméni ve smyslu definice funkei v, (y). Posloupnost {v,(y)} je potom kon-
stantni a ma za limitu schodovitou funkci.

Korektni odvozeni hustoty vlastnich ¢&isel () probirané v tomto odstavci je po
formalni strance velmi slozité, nebudeme proto uvadét presné vypocty u kazdého
kroku, spise se budeme snazit, aby celkovy algoritmus ztstal pfehledny.

(M)

1.4

06
0.4+

02

Obrazek 1.3: Experimentalni vysledky (hvézdicky)? prolozené grafem
1 1
funkce o(A\) pro K =2, v = <1, E)’ d= (m, 15>.

Dosazenim schodovité funkce v(y) do integralu ve vyrazu (1.19) a uzitim definice
u(t) (viz 1.21) ziskdme rovnost

K K d~
tu(t di—1=Y) ———, 1.27
u()+; ;1+viu(z€) ( )

kde K je pocet schodu ve funkci v(y), d; a v; pak jejich vyska a délka.

2Experimentalni vysledky byly ziskany zpracovanim nahodnych dat generovanych pocitacem

1 1
pro K =2,v = <1,15),d— (10715>.
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Resen{ rovnice (1.27) vytsti v hledani kotfenti polynomu (K +1)-ho stupné v u(t).
Vysledny pfedpis pro u(t), pokud existuje, je v zavislosti na parametrech d; a v; velmi
dlouhy. Z tohoto diivodu ho zde nebudeme uvadét.

Prabéh funkce u(t) neni zavisly na umisténi schodt ve v(y), tj. kdybychom zpte-
héazeli potadi schodii ve v(y) s tvarem u(t) se nic nestane. Také spojovat schody
o stejné vysce do jednoho Sirstho mizeme beztrestné.

Tvrzeni Véty 1.4.3 zarucuje, ze funkce u(t) bude kladna na pozitivni realné po-
loose a v dusledku definice (1.21) také u(t). Pokud budeme chtit pouzit Stieltjesovu
transformaci musime navic pozadovat holomorfnost na |arg¢| < 7, kterou zafidime,
podobné jako v odstavci 1.5, spravnym dodefinovanim mimo kladnou realnou polo-
osu.

Obrazek 1.4: Experimentalni vysledky (hvézdicky)® prolozené grafem

1 1
funkce o(A\) pro K =3, v = (1,25,12), d = (10, =330 )-

Hledanou hustotu vlastnich éisel g(\) pro barevny Sum, narozdil od zobecnéného
bilého sumu, nemtiizeme zapsat jedinym prehlednym vzorcem. Pro ilustraci spoc¢téme

pripad, kdy
1 11
K=2 v=1[1- d=1|=,=-]. 1.2
) /U ( 72>7 (2’ 2) ( 8)

3Experimentalni visledky byly ziskany zpracovanim nahodnych dat generovanych poécitacem

pro K =3,v = (1,25,12),d:<10 L 1).

507 20
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Spektralni hustota potom vychazi

2
(—{’/—27A—8A3+36A2+27+3\/§\5\/54—16A3+72A2—81A+2A—3)

o(A) =
8T2AY/—27 A — 8 A3 + 36 A2 + 27 + 33V AV5B4 — 16 A3 + 72 A2 — 81 A

(1.29)
Grafy funkci o(\) ve dvou vybranych ptipadech pro K = 2 a K = 3 jsou na
obrazcich 1.3 a 1.4.

ZAavér: Hustota vlastnich ¢isel o()\) korelacnich matic zz™ v piipads, kdy frek-
vencni rozklad signalii tvoricich matici z odpovida barevnému sumu, ma podobny
tvar jako je na obrazcich 1.3 a 1.4. Nezavisi na kmitoctu jednotlivych vysilacich
pasem (pouze na jejich vykonu tmérnému v; a Sifce d;), ani na jejich potradi (viz
obdobné tvahy o prehazovani schodt ve funkci v). Rozdéleni je nenulové pouze na
nékterych intervalech.



Kapitola 2

Analyza lidského
elektroencefalogramu

Mozek je slozeny prevazné z gliovych bunék, které jsou uvniti, a neuronti, které
pokryvaji povrch. Obal neuront je tvoren elektricky nabitou membranou. Elek-
tricky potencidl membrany vznika pii metabolické preméné latek dodavanych krvi
(glukdza a kyslik). Neurony jsou propojeny dvémi druhy vybézki, dendrity a neu-
rity neboli axony. Navzajem spolu komunikuji prostfednictvim ”chemickych posli”
neurotransmitert ¢ili mediatorti.

Biochemicko-elektricky signal je pfijiman na membranach dendritii a somatu
(téle) bunék. Po neuritu se §if{ informace k jinym neuronim. Membranové poten-
ciadly jsou jednak pomalé, fadové desetiny Hz a rychlé, fadoveé desitky az stovky
Hz. Pomalé nazyvame "stalé” ("standing”), rychlé nazgvame ”hrotové” (”spiking”).
Synchronizaci pfedevsim ”standing” potenciali vznika elektroencefalogram (EEG).

V mediciné je analyza EEG velmi subjetivni. Vysledky se znac¢né lisi podle toho,
kdo analyzu provadeél. Jakékoli ”"objetivni metody” jsou proto zadané a potiebné.

2.1 Meéreni EEG

RozlozZeni elektrod na hlavé neni nadhodné, 1idi se jednoduchym systémem, ktery
navrhl H. Jasper (viz [6]). Ptiklady moznych zapojeni jsou na obrazku 2.1.

Spojeni mezi dvémi elektrodami je bud bipolarni ¢ili diferenéni, kdy zesilovaci
kanal ma na vstupu vzdy dvé elektrody, nebo je spojeni unipolarni cili referencni,
kdy k jedné elektrodé (Goldmannové) jsou ostatni pfipojeny pres uréity odpor. Pro
zpracovani EEG signalu na pocitaci se pouziva unipolarni zapojeni.

Nejcastéji se EEG méii ve dvou piipadech:

e Kdyz predpokladame, ze je mozek v klidu a neptisobi na néj zadné vnéjsi vlivy.
Vysledky takového métfeni budeme oznacovat jako klidové EEG.

20
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Nasion

Obrazek 2.1: Rozmisténi elektrod na povrchu lebky s oznacenim (oéislo-
vanim) jednotlivych elektrod.

e Kdyz je mozek stimulovan. Jeden z béznych experiment se nazyva Reversal.
Subjekt pfi ném sleduje obrazovku, kde je zobrazena ¢ernobild Ssachovnice. Sti-
mulace nastane, kdyz se barva vsech poli nahle invertuje. Podobnym méfenim
se Tika vySetfeni evokovanych potenciali. Vysledky budeme oznacovat jako
stimulované EEG.

V prvnim piipadé se provede jedno dlouhé méteni (typicky 15-20 min) a namé-
fené hodnoty se dale nijak nediferencuji. U evokovanych potencialii se celé méreni
jesté rozdéli do epoch urcenych okamzikem, kdy doslo ke stimulaci.

Data v jednotlivych epochach miizeme povazovat za vysledky stejného experi-
mentu, provedeného nékolikrat po sobé. Nejjednodussi statistické zpracovani spociva
ve zprumeérovani signalti pres vSechny epochy.

Kromé zamyslenych stimulaci obcas dochazi k spontannim stimulacim (artefak-
ttim), jako je mrknuti o¢i, polknuti, pfipadné jind svalova ¢innost, které je potfeba
co nejvice omezit. Nastésti maji odezvy na takovy podnét obvykle vyssi frekvenci
a amplitudu, nez maji odezvy na nami zvoleny stimul. V datech je tedy snadno
rozpozname a odpovidajici epochy jednoduse vyradime.

Vsechna méreni, kterd budeme v dalsim textu zminovat, byla provadéna na 64-
kanalovém elektroencefalografu bez dodatecného frekvencéniho filtru. Ptistroj tlumi
pouze velmi male frekvence v rozsahu 0 — 0,01 Hz a velmi vysoké tj. > 150 Hz,
u kterych se nepredpoklada, Ze jsou zdrojem normalni ¢innosti mozku. Spojeni mezi
elektrodami bylo unipolarni. Vzorkovaci frekvence byla nastavena na 1024 Hz (ma-
ximalni hodnota pristroje).
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2.2 Frekvencni analyza

Zmény potencialu synaptodendritickych membran v nejvyssich vrstvach koncového
mozku (pfipadné z jinych ¢asti, ale odtud hlavné) se pfenéseji na povrch lebky, kde
jsou zaznamenany elektrodami. P1i své cesté musi prochézet rtiznym prostredim.
V zavislosti na frekvenci miZe dochazet, bud ke ztratam energie, nebo k tiplnému
pohlceni viny. Nejvyssi frekvence se diky tomuto ”organickému filtru” nedostanou
na povrch viibec. Proto se diive myslelo, Ze v mozku tak rychlé procesy neprobihaji.

Zakladni aktivitou mozku, ktery je zdravy, bdély a zraly (pfiblizné od 5. — 7.
roku), je tzv. "alfa” aktivita, vyznacujici se frekvenci v rozsahu 8 — 13 Hz a amplitu-
dou 30 — 80 ©V. Na druhém misté jmenujme "beta” aktivitu s frekvenci 14 — 30 Hz
4 — 7,5 Hz a amplitudou do 30 V. Ostatni druhy aktivit se vyskytuji jen zfidka
nebo jsou diisledkem neurologickych poruch.

Vystupy z elektrod putuji do zesilovaci, kde kromé zesileni signalu mize dojit
k odfezani n¢kterych frekvenci. Na konec jsou vysledky zaznamenany v pocitaci ve
formé ¢asovych fad {@}ZT}Z)N_I, kde M je pocet elektrod (kanélid) a N urcuje
délku méfeni v zévislosti na vzorkovaci frekvenci f, (viz vzorec 1.5).

Zpracovani dat zacneme volbou sitky pozorovaciho okénka n = cM, kde c je
konstanta z Véty 1.4.3. Pomoci diskrétni Fourierovy transformace zobrazime ¢asové
fady a vytvorime power spektra (viz odstavec 1.3), ktera zprameérujeme pfes vSechna
okénka.
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Obréazek 2.2: Vykonové spektrum signalti pfijimanych elektrodami pro
¢ = 2. Pouzito bylo 64-kanalové EEG s vzorkovaci frekvenci 1024 Hz.
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Priklad vykonového spektra ziskaného z EEG je na obrazku 2.2. Vidime, ze
jednotlivé frekvence nejsou zastoupeny rovnomeérné. Nejvyssi frekvence v rozkladu
chybi uplné. Vysvétleni bychom, v souladu s pfedchozimi tivahami, pravdépodobné
nalezli ve vlastnostech prostifedi uvniti lebky a v lebce samotné nebo v parametrech
zesilovaci.

2.3 Hustota vlastnich ¢isel korelacnich matic

Data z lidského EEG jsme v pfedchozim odstavci zobrazili diskrétni Fourierovou
transformaci. Obdrzeli jsme frekvenc¢ni charakteristiku v podobé vykonového spek-
tra.

Spektralni analyza EEG spociva v konfrontaci zvoleného modelu mozku s na-
méfenymi hodnotami. Nas model je zaloZen na jednoduchém predpokladu, ze signal
uvniti lebky je obycejny bily Sum. Pronikdnim na povrch hlavy se z ného stava ba-
revny Sum. Stale zlistava ndhodnym signalem, narozdil od skutec¢né elektromagne-
tické aktivity, ktera prenasi informaci mezi jednotlivymi ¢astmi mozku, resp. ¢astmi
celého téla.

o(N) In(e(N)
500

65—

*

450 —

400 —

In(A)

1 1 1 1 1 1 ) |
o 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 Q.01
A

Obrazek 2.3: Hustota vlastnich ¢isel korela¢nich matic, vytvorenych
z EEG (hvézdicky) pro ¢ = 1, prolozend hustotou o(\) pro korela¢ni
matice z barevného Sumu, urcéeného odpovidajicim vykonovym spektrem
EEG.

Na prvni pohled se mize zdat, ze kolisani potencialu na membranach kazdého
z neuronti nema globalni vyznam. Shromazdi-li se skupina neuront, vykazujicich
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podobné zmény napéti (vnitiné proviazané zmeény), na jednom misté, stava se z nich
samostatna jednotka schopna vykonavat jistou funkci. EEG je tvofeno elektromag-
netickou aktivitou pravé takovych shluki.

Plné nahodny signal, jako je bily Sum, nemiize prenadset informaci. Navrzeny
model mozku proto musi byt v rozporu s experimentalné namérenymi daty. Hustota
vlastnich ¢isel by mohla byt tim ukazatelem, ktery odhali nedostatecnost naseho
popisu ¢innosti mozku.

Na zakladé vysledkii odvozenych v kapitole 1, jsme schopni nalézt spektralni hus-
totu korela¢nich matic barevného Sumu, podle pribéhu vykonového spektra. Spo-
lecné s experimentalné zjisténym rozdélenim vlastnich ¢isel jsou na obrazcich 2.3 a
2.4.

o(N) In(e(A)

400~ Bog

In(A)

o] 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 N

Obrazek 2.4: Hustota vlastnich ¢isel korela¢nich matic, vytvorenych
z EEG (hvézdicky) pro ¢ = 2, prolozend hustotou o(\) pro korela¢ni
matice z barevného sumu, urcéeného odpovidajicim vykonovym spektrem

EEG.

Zmensujeme-li A\ experimentalni hustota o(\) prudce roste. Polovina vlastnich
¢isel je velmi malych a druhé polovina je priblizné rovnomérné rozmisténa na zbytku
kladné realné poloosy. Z obrazkt je vidét, ze shoda teoretické kiivky s experimen-
talné zjisténym rozdélenim je tim lepsi ¢im mensi ¢ zvolime. Na druhé strané, je-li ¢
dostatecné velké, objevi se ve spektralni hustoté pro ndhodny signal (barevny Sum)
pas kolem nuly, kde by neméla byt vlastni ¢isla. Experimentalni rozdéleni je vsak
v této oblasti nenulové.

Zavér: Pribéh hustoty vlastnich ¢isel korelacnich matic, konstruovanych z ¢aso-
vych fad pochézejicich z elektrod umisténych na hlavé, se v zavislosti na volbé ¢ lisi
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od predpovédi uc¢inéné prostiednictvim znalosti vykonového spektra. Zmensujeme-
li délku casového okénka odpovida spektralni hustota stale vice spektralni hustoté
korela¢nich matic vytvorenych z barevného Sumu.



Kapitola 3

Vlastnosti spektra korelac¢nich
matic EEG

Existence malych vlastnich ¢isel korela¢nich matic z lidského EEG v oblastech, kde
je teoretické rozdéleni p(\) nulové, narusuje nas model zaloZeny na nahrazeni EEG
signalu barevnym Sumem. Navic podle obrazkt 2.3 a 2.4 mé experimentalni spekt-
ralni hustota, narozdil od spektralni hustoty pro barevny sum, v oblasti kolem nuly
algebraickou singularitu nezavisle na ¢, podobné jako tzv. kritické systémy (viz [7]
nebo [8]).

Diky predchozi kapitole mtizeme predpokladat, ze minimalné nejmensi vlastni
Cisla (nebereme-li v tivahu nulovd) neodpovidaji ndhodnému signélu. Nejedna se
o intuitivni fakt, nékdo by mohl ocekévat, ze malé vlastni ¢isla budou pocitovat
nejvetsi vliv systémového Sumu. Studiem pravé této casti spektra mozna zjistime
nékteré dilezité vlastnosti samotného EEG.

Korela¢ni matice jsou podle definice (1.2) a normovani (1.1) redlné symetrické
matice s jednickami na diagonale. Pfedpokladame-li ddle, Ze ¢leny casovych rad a:f
jsou nahodné a Gaussovsky rozdélené, nazyva se soubor odpovidajicich korela¢nich
matic ”white-Wishart ensemble” (WWE, viz [9], [5]).

Spektrum WWE popisuje rozdélovaci funkce vlastnich ¢isel Ay, ..., Ay (anglicky
nazyvana ” Joint density of the eigenvalues”)

N
P, ) = KJJYA e [T = M), M<h <. <y, (31)
=1

i<j
kde ¢ mé stejny vyznam jako v piedchozim textu (viz Véta 1.4.3). Normaliza¢ni
konstanta K je dana vzorcem

K = . (3.2)
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Pti¢emz hodnotu I'y(a) uréuje Gamma funkce I’

N(]\ifl) i—1
Ty(a) =m Hr (a - ) . (3.3)

V teorii ndhodnych matic se ¢asto pouziva tvrzeni, jehoz pfiblizné znéni je ob-
sahem nasledujici Véty.

3.0.1 Véta. Vyplnuje-li zvoleny soubor matic dostatecné prostor s urc¢itou symetrii
(napt. prostor symetrickych matic), pfedpovida teorie ndhodnych matic univerzalni
statistické vlastnosti pro tzv. unfoldované spektrum (zvoleného souboru matic, viz
nasledujici odstavec). Tyto vlastnosti se shoduji se statistickymi vlastnostmi spektra
celého pokryvajiciho prostoru.

Z Véty 3.0.1 vyplyva, ze spektralni charakteristiky pro WWE jsou stejné jako
pro Gaussiv ortogonalni soubor (GOE, viz [13], [16] nebo [10]), ktery tvoii syme-
trické matice, jejichz elementy jsou Gaussovsky rozdélené (narozdil od WWE neni
kladena podminka na diagonalu). Tohoto faktu vyuZijeme, protoze GOE je dikladné
prozkouman a pro vétsinu distribu¢nich funkci zname predpis.

3.1 Unfoldované spektrum

Unfoldovani spektra spociva v transformovani vlastnich ¢isel {/\i}ij\il — {)TZ} ,
_ i=1

tak aby spektralni hustota o(\) byla konstantni a platilo

o(A) =1. (3.4)
Transformujeme-li vlastni ¢isla vztahem
Ay
5= [ oty (3.5)

kde o(z) je ptivodni spektrdlni hustota normovand na N, miizeme se snadno pfe-
svédeit, ze 9(\) bude rovna 1.

Znéme-li predpis pro o(}), je unfoldovani trividlni zélezitosti. U naméfenych dat
bohuzel tvar funkce o(\) nezndme. Uréeni unfoldovaného spektra je potom otézkou
jisté aproximace.

Predpokladejme, Ze jsme pro experimentalné ziskana data spocetli mnozinu J

iy i=N,j=J
spekter {)\f}izuzl
spektralni hustotou o(A). Smichame-li vSechna vlastni ¢isla a vytvofime histogram
(viz obréazek 3.1), dostavame piiblizny pribéh funkce o(A). Ziskanou kiivku mizeme

. i1V ,
takovych, Ze pro libovolné j je posloupnost {)\g}izl popsana
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Obréazek 3.1: Histogram vlastnich ¢isel korela¢nich matic EEG pro ¢ =5
a z ného plynouci pribéh funkce p(\) (plné ¢ara).

pfipadné vyhladit. Uzitim transformace (3.5) nalezneme aproximaci unfoldovanych
spekter.

Jiny postup, vedouci ke stejnému cili, je zalozen na priblizném urceni kfivky
funkce

P(a) = [ o)y (36)
U F(z) zndme piesné N hodnot, kterych nabyva, ale vime jen pfiblizné, ve kterych
je to bodech, plati totiz vztahy

Fz) =i, x; =\, VYi,j. (3.7)

Zaroven predpokladame, ze posloupnosti {)\f }iil jsou setfazeny podle velikosti. Po-
moci prumérovani hodnot )\{ pres index j obdrzime nejpravdépodobnéjsi z;, ve kte-
rém funkce F(z) nabyva hodnoty i (viz obrazek 3.2). Nalezenou kiivku F'(x) se mu-
zeme pokusit vyhladit. Nakonec interpolaci (pfipadné extrapolaci u krajnich bodit)
uré¢ime unfoldovana spektra z formule

N=F(\), ¥ij (3.8)
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F(x)

65

Obrézek 3.2: Cast pritbéhu funkce F(z) (plna ¢ara), kterd je uréend stied-
nimi hodnotami (¢tverecek) spekter korela¢nich matic z EEG (hvézdicky)
pii ¢ = 5.

VsSechny nésledujici statistické vlastnosti spektra budou vychazet z unfoldova-
ného spektra. Budeme-li mluvit o spektru, budeme mit na mysli unfoldované spek-
trum korelac¢nich matic.

3.2 Rozdélovaci funkce vzdalenosti
mezi nejblizsimi sousedy

Asi nejintenzivnéji studovana spektralni charakteristika je distribu¢ni funkce vzdale-
nosti mezi nejblizsimi sousedy p(s) (anglicky nazyvana ”nearest neighbour distance
distribution”, pfipadné ”level spacing distribution”). Popisuje, jak jiz nézev napo-
vida, rozdéleni vzdalenosti mezi po sobé jdoucimi vlastnimi ¢isly A;, srovnanymi
podle velikosti A\; < Ay < ... < Ay

Pro relné symetrické matice (GOE) predpovida teorie ndhodnych matic funkci
p(s) ve tvaru

B(s) = gsexp (—232) . (3.9)

4VInkou budeme v této kapitole oznacovat funkce predpovézené teorii ndhodnych matic.
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Prostfednictvim tvah z vodu kapitoly mizeme oc¢ekavat, ze pribéh kiivky p(s)
(3.9) bude sledovat i rozdéleni vytvofené z unfoldovaného spektra korela¢nich matic
EEG.

Shodu naméfenych hodnot s teoretickou predpovédi funkce p(s) (viz obrazek
3.3) nalezneme, jak pro celé spektrum korela¢nich matic, tak i pro ta nejmensi
vlastni ¢isla, jejichZ existence narusuje model s barevnym Sumem (viz odstavec 2.3).
Vysledek pro klidové EEG je stejny jako pro stimulované EEG. Rovnéz délka okénka
nehraje roli.

p(s)

0.8

Obrazek 3.3: Rozdélovaci funkce vzdalenosti mezi nejblizsimi sousedy
(Level spacing distribution) pro spektrum korela¢nich matic EEG pfi
¢ = 2 (hvézdicky), proloZena teoretickou kiivkou (3.9) pro GOE.

Zavér: Teoretickd predpovéd rozdéleni vzdalenosti mezi nejblizs§imi sousedy pro
GOE souhlasi s experimentalné nalezenym rozdélenim pro data z EEG.

3.3 Rozptyl poctu vlastnich cisel
Rozptyl po¢tu vlastnich ¢isel (anglicky ”Number variance”) popisuje dalsi statis-

tickou vlastnost spektra. Znadi se ¥%(\, L) a udava st¥edni kvadratickou odchylku
Yo . N .
mnozstvi bodu ze spektra {);};_, v intervalu

L L
<)\—§,)\+§>.
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Definici ¥2(), L) je moZné zapsat ve tvaru
2\ L) = ((n(\ L) — (n(\, L))?) = (n(A\ L)?) — (n()\, L))?, (3.10)

kde n(\, L) udava pocet vlastnich ¢isel v intervalu délky L se stiedem v bodé A,
lomené zavorky znamenaji souborovou stfedni hodnotu. Diky konstantnosti spekt-
ralni hustoty unfoldovaného spektra (3.4) je stfedni hodnota (n(A, L)) nezavisla na
A a plati vztahy

(n(\,L)) =L, *(\,L)={(n(\L)*) - L (3.11)

Teorie ndhodnjch matic je schopna pfedpovédét tvar distribuéni funkce X2(\, L)
pro GOE a vysledny vzorec je nezavisly na A

Y2 (L) = % <ln(27TL) - %2) : (3.12)

kde v ~ 1,5772.

Porovnani Number variance pro klidové a stimulované EEG je na obrazku 3.4.
Ve vysledcich pro stimulované EEG jesté rozdélime vlastni ¢isla na malé a velké (viz
obrézek 3.5).

Obrazek 3.4: "Rozptyl poétu vlastnich &isel (Number variance), vytvo-
feny ze spektra korelacnich matic klidového (hvézdicky) EEG a stimu-
lovaného (¢tverecky) EEG (v obou piipadech bylo ¢ = 1,1), spolecné
s teoretickou pfedpovédi (plné ¢ara) pro GOE (3.12).
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Z obrazkil 3.4 a 3.5 je patrné, Ze shoda teoretické pfedpovédi Y? s experimen-
talnim rozdélenim neni uplna jako u Level spacing distribution. Je tfeba dodat, zZe
funkce X2 je velice citliva na artefakty, proto je dtlezité, aby byly z méieni peclivée
odstranény.

23(L)

4

Obrazek 3.5: "Rozptyl poctu vlastnich &sel (Number variance), vytvo-
Feny z Casti spektra korela¢nich matic stimulovaného EEG (¢ = 1,1). Pro
nejmensich 20 vlastnich ¢isel jsou pouzity hvézdicky a pro nejvétsich 20
kolecka. Plnou ¢arou je vykreslena teoretické predpovéd pro GOE (3.12).

Zavér: Rozptyl poc¢tu vlastnich éisel X2 se ukazuje jako citlivéjsi charakteristika
nez Level spacing distribution. Pro klidové EEG odpovida experimentalni rozdéleni
predpovédi pro GOE. Je-li mozek stimulovan odchyluje se naméfené rozdéleni od
funkce (3.12) a z jeho pribéhu je mozné usuzovat, zda-li byl mozek v klidu, ¢ nikoliv
(viz obrazek 3.4). Pro stimulované EEG se lisi tvar Number variance podle toho,
z jaké oblasti spektra volime vlastni ¢isla (viz obrazek 3.5). V souladi s pfedchozimi
uvahami se potvrzuje vyznam nejmensich vlastnich ¢isel jako nositele informace
(vlastnosti velkych vlastnich ¢isel se vice podobaji vlastnostem spektra korela¢nich
matic, vytvofenych z barevného Sumu).

M+1
2
¢isel. Volba A odpovida predpokladanému stiedu unfoldovaného spektra.

SExperimentalni rozdéleni ¥2(\, L) bylo vytvoieno pro A = , kde M je pocet vlastnich
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3.4 Casovy vyvoj EEG signalu

Spektralni vlastnosti korela¢nich matic (vytvorenych z lidského EEG) jsou v urdi-
tych mezich nezavislé na subjektu, ktery je méfen. V predchozich odstavcich jsme
zkonstruovali statistické funkce, jejichz pribéh je shodny pro vSechna EEG, ktera
jsme méfili (tj. pro kazdého ¢lovéka, u kterého jsme méfily EEG). Zvlasté Number
variance se ukazala uzitecnou.

Dosud jsme analyzovali EEG jako celek. Rozdélili jsme epochy na ¢asova okénka,
ale vysledky jsme pres né vzdy vystfedovali. Nyni se pokusime analyzovat jednotliva
okénka a primérovat vysledky pouze ptes epochy.

Zvolime-li casové okénko délky n = cM, mlizeme spektralni vlastnosti korelac-
nich matic porovnat se spektralnimi vlastnostmi korela¢nich matic okénka v jiném
case. Sefadime-li vysledky pro urcitou charakteristiku, vytvorenou na zékladé dat
z okének jdoucich v Case za sebou, dostaneme casovy vyvoj charakteristiky:.

Level spacing distribution se s ¢asem neméni a je shodné s predpovédi pro GOE
(3.9). Naopak Number variance se vyviji. Jeji ¢asovy prubéh budeme popisovat

kvadratickou odchylkou od teoretické predpovédi 2.

R(t)

68—

L L L I L L
o] 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
13

ms

Obrazek 3.6: Funkce R, vytvofend z EEG dat (¢ = 1,1), jejiz definice je
(3.14). Naméteny signal pochazi ze stimulovaného EEG (Reversal, viz od-
stavec 2.1). Stimul nastal pfiblizné v ¢ase 488 ms.

Predpokladejme, Ze jsme z experimentalnich dat vytvofili kiivku funkce ¥2 po-
moci L hodnot v bodech [;. Stejné zpracovani dat jsme provedli v K po sobé na-
sledujicich okénkach, jejichz délka je urcena konstantou c. Kazdému okénku, jakoz i
libovolné funkci pro ného stanovené, prifadime cas t;, dany stfedem okénka.
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Definujeme nejprve funkci

XL: (225,10 ﬁ(zi))Z, (3.13)

=1

hli—‘

kde Y2(t;,1;) ptislusi experimentalnimu rozdéleni’ a iV?(lz) je teoretickd predpovéd
(3.12) v pripadé Gaussova ortogonalniho souboru.

Daéle definujeme funkci R pomoci r (pouze znormujeme smérodatnou odchylku
r(t;) na 1)

R(t)) = . (3.14)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t

Obréazek 3.7: Funkce R (3.14) pro experimentalni data, naméfend na 13

elektrodach nad zrakovym centrem (podmnoZina ze stejnych dat, kterd
byla pouzita k vytvofeni obrazku 3.6) pfi ¢ = 4. Stimul v ase 488 ms.

Na obrazku 3.6 je pribéh funkce R(t), vytvofené pomoci EEG dat mozku, ktery
byl opticky stimulovdn (Reversal, viz odstavec 2.1). Casova vzdalenost mezi stimu-
lem a maximem funkce R(t) pfiblizné odpovida dobé, za niz dorazi informace z oka
do zrakového centra (viz [6]). Existenci maxima ve funkci R(?) je mozné vysvétlit

6Velka hodnota konstanty ¢ nemusi byt zarazejici, uvédomime-li si, Ze pii 13 kandlech a c = 4
je délka okénka pfiblizné 51 ms. P¥i volbé ¢ = 1,1 a 63 kandlech (viz obrazky 3.6 a 3.9) je délka
okénka priblizné 68 ms. Ve mérfeno s vzorkovaci frekvenci 1024 Hz.
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dostatecnou synchronizaci signalu na jednotlivych elektrodach, zpiisobenou zvyse-
nou aktivitou mozku v oblasti zrakového centra. Reversal je jedno z nejjednodussich
méfeni proto se zda, jako by ke zpracovani informace v mozku dochazelo pouze pri
reakci zrakového centra.

Jesté vétsi vypovidajici hodnotu maji obrazky 3.7 a 3.8, které zachycuji stejnou
veli¢inu jako obrazek 3.6, ale pouze pro vybrané kanaly EEG.

R(t)

9—

8

Obréazek 3.8: Funkce R (3.14) pro experimentalné namétena data (stejna
jako na obrazku 3.6) z elektrod v oblasti piedni ¢asti hlavy (pferusovana
¢ara) a v oblasti pravé zadni ¢asti hlavy (plnéd ¢ara). V obou pfipadech
bylo pouzito 13 kanald a konstanta ‘¢ = 4. Stimul v ¢ase 488 ms.

Elektrody umisténé priblizné nad oblasti zrakového centra (zadni ¢ast hlavy),
podle predpokladu, nejvice reaguji v okamziku, kdy by mélo dochazet ke zpracovani
informace ve zrakovém centru (viz obrazek 3.7). Naopak elektrody z opa¢ného konce
hlavy (pfedni ¢4st) na stimul téméF nereaguji (viz obrazek 3.8). Nakonec pravé zadni
strana hlavy. Zde se sice promita vzruch ze zrakového centra (soudé podle okamziku,
kdy se objevila vychylka), ale maximum neni tak presvéd¢ivé v rameci celého prabéhu.

Na optickou stimulaci reaguje zrakové centrum, na zvukové nebo hmatové sti-
muly reaguji jina centra v mozku. Proto neni udivujici, Ze podobnych vysledku jako
u Reversalu dosahneme i u nejjednodussich podnétti tohoto typu (viz [6]). Rozdilna
muze byt casova vzdalenost maxima funkce R od stimulu, nebo se nejvice aktivuji
jiné elektrody.

Na obrazku 3.9 je funkce R pro stimulované EEG, kdy subjektu bylo na prst
navleceno pouzdro s jehlou, ktera se pravidelné vysouvala a zptisobovala tak bolest.
Ocekava se, ze na tento podnét bude reagovat somatosenzoricky kortex, ktery se
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nachazi na opac¢né strané mozku, nez je strana téla, ve které doslo k podrazdéni.
Vzdalenost maxima funkce R od podnétu opét ptiblizné odpovida dobé, za kterou
dorazi informace o pichnuti do somatosenzorického kortexu.

R(t)

7

I I I |
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ms

Obréazek 3.9: Funkce R (3.14) pro experimentalné naméfena data (kon-
stanta ¢ = 1,1). Subjekt byl stimulovan pichdnim do prstu v ¢ase 488
ms.

Kromé casového vyvoje miizeme s jistou presnosti urcit pozici loziska signalu.
Omezeni jsme pouze minimalnim poctem elektrod, které musime vybrat. Aby se dalo
mluvit o spektralni analyze, mélo by jich byt alespon 10, coz u 64 a vice kanalového
EEG neni problém.



Kapitola 4
EEG signal

Meéteni EEG je velmi narocné na presnost. Stava se, ze nékteré elektrody vzajemné
probijeji pres povrch lebky (zvlasté u lidi bez vlasii). Pfipadné nejsou elektrody
spravné pripojeny a nameéreny signal je slaby. Obvykly EEG vystup je velmi za-
Sumény (viz obrazek 4.1) a amplituda Sumu je mnohokrat vétsi nez amplituda sig-
nalu, ktery nese informaci. Z tohoto dtivodu neni metoda, spocivajici v primérovani
pres epochy, nejvhodnéjsi nastroj pro analyzu. Presto se pouziva a dava uspokojivé
vysledky, minimalné pro nejjednodussi stimuly.

AU

Y

Ay

Obrazek 4.1: Vzorek nékolika kanalt lidského EEG. Na vertikalni ose je
rozdil napéti mezi zvolenou a referen¢ni elektrodou (viz odstavec 2.1).

Kromé primeérovani existuji i jiné postupy, jak z EEG dostat potfebné informace.
V élanku [11] je zminéna metoda zaloZend na predpokladu, Ze jednotlivé epochy na-

37
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méteného EEG obsahuji stejnou odpovéd na stimul a jsou zasumény zcela nahodnym
signalem. Tato metoda slouzi k odfiltrovani Sumu. Narozdil od primérovani, konver-
guje ke skuteénému signalu mnohem rychleji (tj. neni potteba tolik epoch) a funguje
i pri velmi vysoké hladiné sumu, jako je tomu u EEG.

Dalsi hojné vyuzivand metoda se nazyva principal-component. Studuje nejvétsi
vlastni ¢isla a ptislusné vlastni vektory korela¢nich matic. Pouziva se hlavné k urceni
nezajimava. V odstavci 2.3 jsme ukazali, ze v piipadé EEG to nemusi byt spravna
cesta, protoze podle spektralni hustoty a Number variance nejmensi vlastni ¢isla
pravdépodobné ukryvaji informace o systému.

Nase spektralni analyza EEG se soustieduje na korelaci mezi kanély. Jedna se
o Cisté€ linearni metodu, stejné jako vysSe zminéné metody. Slouzi predevsim k popisu
EEG jako celku a k nalezeni jeho universalnich statistickych vlastnosti. Nicméné
v predchozi kapitole jsme ukéazali, Ze je schopna popsat Casovy vyvoj signalu na-
méfeného na elektrodach a ptiblizné lokalizovat jeho zdroj (respektive uréit, které
elektrody vzdjemné nejvice koreluji).

4.1 Zavér

Cilem této prace bylo poskytnout objektivni metody ke zkoumaéani lidského EEG,
které stale chybi. K EEG jsme od zacatku az dokonce pristupovali jako k obycej-
nym casovym fadam. Nekladli jsme na né zadné dodatecné predpoklady. Vychazeli
jsme z frekvencni analyzy hodnot namétfenych na elektrodach, a postupné jsme do-
kazovali, ze se nejednd o nahodny signal, prestoze se tak mutze na prvni pohled
jevit.

Spektralni analyzu jsme zacali odvozenim hustoty vlastnich ¢isel korelacnich ma-
tic pro barevny Sum. Jedné se o rozsiteni Marchenko-Pasturovy predpovédi pro bily
Sum, ktera se pouziva v rtznych oblastech fyziky a statistiky (viz [2], [12]).

Zkoumanim spektralni hustoty o(\), ziskané z naméfenych dat, jsme dosli k za-
véru, ze nenahodnost EEG se projevi v existenci malych vlastnich cisel, ktera se
nalézaji mimo oblast ur¢enou spektralni hustotou pro barevny sum. Podstatnym
parametrem pii srovnavani experimentalniho a teoretického rozdéleni vlastnich cisel
je délka okénka. Nejvétsi shoda nastava pro kratka okénka (pfesnéji: pro malou hod-
notu konstanty c, udavajici pomér mezi délkou casového okénka a poctem kanalt
EEG).

Dalsi spektralni charakteristiky jen potvrzuji vyznam malych vlastnich c¢isel.
Hustota vlastnich ¢isel stejné jako Level spacing distribution nejsou pro dalsi po-
krok ve zkoumani EEG dostatecné citlivé. Proto jsme zkoumali jemnéjsi statistické
funkce. Number variance se ukazala jako vhodna charakteristika a diky ni se ndm
podafilo rozlisit klidové a stimulované EEG. Tento vysledek mtzeme povazovat za
prvni kricek k objektivni analyze.

Po zkoumani EEG jako celku jsme se soustfedili na ¢asovy vyvoj stimulovaného



KAPITOLA 4. EEG SIGNAL 39

EEG. Vyuzili jsme pfitom jiz ovéteny fakt, Ze experimentalni rozdéleni Number va-
riance Y2 neodpovida teoretické predpovédi. Detailni studie jednotlivych ¢asovych
okének ukazala, ze existuje spojeni mezi udalostmi v mozku a pribéhem funkce
R definované prosttednictvim distribuéni funkce 32 (viz 3.14). Na dvou jednodu-
chych experimentech, aktivujicich zrakové centrum a somatosenzoricky kortex, jsme
ukazali, ze pozice maxima ve funkci R odpovida casu, kdy dochazi ke zpracovani
podnétu v téchto centrech, nezavisle na subjektu, ktery je méren.

Vychylky ve funkci R jsou zpiisobené hlavné zvysenou korelaci mezi elektrodami
(ndhodny Sum korelace nezpusobuje). Existuje mnoho riznych stimult a na kazdy
z nich nejvice reaguje né&jaké centrum (nebo centra) v mozku. Zdé se logické, ze
signaly z elektrod nad takovym centrem budou nejvice korelovany. O pravdivosti této
domnénky jsme se presvédcili, kdyz jsme studovali zrakové, hmatové nebo zvukové
podnéty. Dulezité je, ze ke stejnym vysledktim jsme dospéli u vsech lidi, které jsme
mérili.

Predlozi-li ndAm nékdo neznamé EEG, mizeme stejnym postupem analyzovat
signal a Tici, zda se aktivovalo zrakové centrum, somatosenzoricky kortex nebo jina
¢ast mozku a v jakém case.

Pro urceni loziska signalu je dilezité mit k dispozici dostatecny pocet elektrod.
Dnesni elektroencefalografy takové mnozstvi elektrod poskytuji (napt. 64-kanalové
nebo 112-kanalové), ale jedna se vétSinou o experimentalni zafizeni. V l1ékafstvi se
k méreni EEG bézné pouziva jen 16 nebo 20 kanali.

Spektralni analyzu jsme ke zkoumani EEG pouzili hlavné pro jeji invariantni
vlastnosti. D4 se snadno dokéazat, Ze spektralni vlastnosti korela¢nich matic se ne-
zméni, transformujeme-li kanaly EEG libovolnou ortogonalni transformaci (napi.
zdmeéna dvou a vice elektrod nehraje roli).

Jak jiz bylo zminéno, navod, jak provést objektivni analyzu EEG, zatim ne-
existuje. Nam se alespon podarilo najit né€kolik objektivnich metod pro zkoumani
lidského EEG.
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