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Konvence a znadeni

V definujicich rovnostech nahradime bézné rovnitko znakem :=.
A znaéi komplexni sdruzeni, je-li A ¢islo ¢ funkce, a uzavér, je-li A mnozina nebo operator.
Pro mnozinu prvkt komplexné sdruzenych k prvkim mnoziny A pouZijeme hvézdicku: A*.
Pod pojmem operator rozumime linedrni zobrazeni definované na podprostoru Dom(.)
Hilbertova prostoru 7. Standardni skaldrni soucin na prostoru kvadraticky integrabilnich
(s nezédpornou mirou du) funkei na mnozing M: # = L?(M,du) a jim generovanou normu
budeme znadit (.,.) a ||.||

(f,g) = /fg dp, Vf,ge A
M

Abychom predesli pfipadnym nedorozuménim, budeme nékdy navic symboly pro skalarni sou-
¢in a normu opatfovat indexem Hilbertova prostoru: (.,.)., ||.||,#. Skaldrnim souc¢inem vek-
torovych funkci rozumime soucet skalarnich soucini dil¢ich komponent.

C (resp. R) znadi téleso komplexnich (resp. realnych ¢isel), skaldrni souéin na C™ (resp.
R™) potom definujeme jako obvykle: (a,b) :=>"" | @;b;.

Kvadratickou formu generovanou seskvilinearni formou u(.,.) budeme oznacovat stejnym
pismenem ul.].

Bud A C R", potom D(A) pfedstavuje vektorovy prostor hladkych funkci s omezenym
nosi¢em lezicim v A. Oznafme déle D’(A) prostor vSech spojitych linedrnich funkciondla
na D(A). Prvky D(A) nazyvame testovacimi funkcemi, prvky D’(A) funkcemi zobecnénymi.
(f, ) :== f(p) pro libovolné f € D'(A) a ¢ € D(A). Je-li f lokdlné integrabilni na J (regularni
zobecnéna funkce), klademe

(f) 1= / Flo)o(z)d"
A

Pro ¢ € C libovolné bereme imaginarni ¢ast nezapornou 3(c) > 0.
Pouzité symboly vcetné téch jiz zavedenych pro prehlednost setfidime do tabulky.

ii



KONVENCE A ZNACENT

Symbol Vyznam
komplexni sdruzeni, resp. uzavér

* komplexni sdruzeni mnoziny

' derivace funkce jedné proménné

f hermitovské sdruzeni

i zuzeni

= definujici rovnost

(o ) skalarni soucin na Hilbertové prostoru .77’

IRIE% norma na Hilbertové prostoru .7

[, e ”Lagrangeova” zavorka (viz (D.3))

AC™(J) prostor funkci, jejichz derivace do n-tého fadu jsou absolutné spojité na
mnoziné J, AC = AC?

arc zobrazeni R? — (0,27), 2 = r(cos g, sin p) — ¢

B(H) prostor omezenych operatori na Hilbertové prostoru s

C téleso komplexnich ¢isel

o Diracova delta funkce na R"

D(A) prostor testovacich funkci s nosi¢em lezicim v mnoziné A

D'(A) prostor zobecnénych funkei (spojitych funkciondlii na D(A))

Dom(.) defini¢éni obor

(1)

HY Hankelovy funkce (viz dodatek D.2)

H™ m-ty Sobolevuv prostor (viz dodatek D.4)

F Fourierova transformace, resp. Fourier-Planchereliiv operator; pro f €
LYR",d"z) klademe (F f)(€) := (27) 7% [g, /@8 f(z)d 2, €€ R"

flay) limita funkce f v bodé a zprava (resp. zleva)

R imaginarni cast

Ida identicky operator na prostoru A

Ker(.) jadro operatoru

L1(2)(M ,dp)  prostor (kvadraticky) integrabilnich funkci na mnoziné M s mirou p

110(02) (M,du)  prostor lokalné (kvadraticky) integrabilnich funkci na mnoziné M s mi-

rou f

N téleso prirozenych éisel, Ng := NU {0}

o(.) rezolventni mnozina operatoru: p(.) = C\ o(.)

R realnd Cast

R téleso realnych cisel

R* kladna (resp. zapornd) poloosa: Rt := (0,00), R™ := (—00,0)

Ran(.) obor hodnot

Tac,c,ess,p,r absolutné spojita, spojita, esencialni, bodova a rezidualni ¢ast spektra

St jednotkova kruznice

< (R™) Schwartzuv prostor (prostor rychle ubyvajicich funkci)

' (R™) prostor temperovanych distribuci (spojitych funkcionala na . (R™))

span {.} linearni obal

Tr(.) stopa operatoru: Tr(A) := > (¢n, Apn), kde {¢,} je ortonormalni baze

separabilniho Hilbertova prostoru
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Uvod

Bodova interakce (nékdy téz nazyvana ¢ interakce) si zasluhuje pozornost jiz jen z hlediska
matematického, nebot predstavuje jeden z mala Fesitelnych modelt kvantové mechaniky [1].

Na nésledujicich strankach si detailné popiseme hned dva zpiisoby zavedeni bodové inter-
akce, vySetfime spektrum ziskaného hamiltonianu a vyresime tlohu rozptylu, tj. nalezneme
operator a amplitudu rozptylu.

Pomocna tvrzeni, nékteré vlastnosti cylindrickych funkci, zakladni poznatky o Sobolevo-
vych prostorech a minimum teorie rozptylu jsou pro piehlednost odsunuty do dodatki.

Pouzité postupy lze zobecnit a aplikovat na dalsi modely s potencialy nesenymi mnozinou
nulové miry. Vyznam vyzkumného tkolu je pfevazné studijni jakozto piiprava na dalsi praci,
pripadné muze toto dilko poslouzit dals$im studentim v uvedeni do problematiky.



Bodova interakce ve dvou dimenzich

Bodovou interakei nejprve zavedeme metodou samosdruzenych rozsifeni [1], poté ukizeme,
ze ke stejnému vysledku je mozné dospét nalezenim samosdruzeného operatoru asociovaného
vhodné zvolenou kvadratickou formou [2]. Oba postupy lze pfimo zobecnit pro koneény pocet
bodu. Pro pfipad jednobodové interakce v poc¢atku vyreSime tlohu rozptylu.

1 Metoda samosdruzenych rozsifeni

Vyjdéme z husté definovaného operatoru H na # = L?(R? d?z)

0? 0?
H:=-A=—-—-——5, Dom(H):=D®R*\ {0 1
52~ gy Dom(H) = D@2\ (o) 1)
Operator H nejprve prevedeme do polarnich soutadnic a pouzijeme rozklad do parcidlnich
vln. Jelikoz néasledujici prostory jsou izometrické [3]

H = LHR?, d%z) £ L2(RT x (0,2r), rdrdp) = LA(R*, rdr) @ L2((0,21), dy)
=2 1 . (2)

= LXRY,rdr) @Y, = ', kde Y,(yp) := e’

kazdému prvku g € # miuzeme piifadit pravé jeden prvek f € 7' takovy, ze

(U(9))(r, ) == g(rcosp,rsing) = f(r,p) = Y fa(r)Ya(),

n=—oo

kde fn(r) = (Yo, f)12((0,27),dg)

pricemz [|glle = [ £l
Izometrii (2) odpovida operatorovy rozklad

H = U_alolarU = l-]—1 ( Z Hn ®Idspan{yn}> U, kde

n=—oo

0 10 1 92

Hpolar = _ﬁ - ;5 - ﬁ@) Dom(Hpolar) = D(R+ X (0a277))
0? 10 2
H, =— ", Dom(H,) = D(R")

or2 ror  r?2’



BODOVA INTERAKCE VE DVOU DIMENZICH

Diferencialni vyraz pro pusobeni operatoru H,, zjednodusime dalsi izometrii
V: LA(RF,rdr) — LARY,dr), f(r) > 7 f(r) na

1 d2 n2 1
o -1 _ 4 _ +

Nyni mtzeme preformulovat ilohu nalezeni samosdruzenych rozsifeni operatoru H.
Tvrzeni 1 Vsechna rotacné symetrickd' samosdrufend rozsiveni operdtoru H ziskdme z mno-
Ziny véech samosdruzenych rozsireni operdtori hy,, n € Z ndsledujicim zpisobem. Bud h,
libovolné pevné samosdruzené rozsiveni operdtoru h,, pro kazZdé n € Z, potom

H:=U""! < @ V7 h,V ®Idspan{Yn}> U

je samosdruZené rozsireni operdatoru H.
Dikaz

Operatory svazané unitarni transformaci jsou samosdruzené pravé soucasné. Tvrzeni
tedy plyne z predchoziho.

[ |
2 2 1
hT:_di_i_n 4
" dr? r2

Tvrzeni 2 Operdator hl, hermitovsky sdruZeny k operdtoru (3) md tvar

2 1
4

rgf> € L2(R+,dr)}.
sdruzeného operatoru rika, ze

Operator h, je husté definovan, ma tedy smysl hledat sdruzeny operator. Definice

Dom(h!) = {f € LART,dr)| f € ACY(RT), <—f” +

Operdtor h,, je tedy symetricky pro vsechna n € Z.
Dikaz

coz je vzhledem k tomu, ze f,g € L>(R*,dr) C L

f € Dom(h}) & 3g € L*(R*,dr)| Y € Dom(h,) = D(R") (f, hnp) = (9. ¢),
1

(4)

Le(®T.dr), ekvivalentni podmince

2

1
21
- 4f,90> =(9,9)
2 1
& 3ge AR, dr)| — f'+ 2

f € Dom(h}) & 3g € L*(R*,dr)| Vo € D(RY) (f, hny) = (—f” +

=9V D[R

1tj. rozsifeni, kterd pro viechna n € Z komutuji s projektorem Id 2@+ rar) ® Pn, kde Pn = (Yn, )Yy



BODOVA INTERAKCE VE DVOU DIMENZICH

Patii-li tedy f do Dom(hil), pak podle disledku D.4 f nutné lezi v AC'(RT). Celkem jsme
dostali nésledujici implikaci

f € Dom(hl) =

2_ 1
feM,:= {f e LA (RT,dr)| f € AC*(RT), (—f”+ "724 ) € LQ(R+,dr)}.
r
Pro libovolné f € M, pevné a kazdé ¢ € D(R™) dostaneme za pouziti Lagrangeovy

formule (D.4) 2

n2

_1
4f790>:[fa@]oo—[fﬂo]oz()—o:o

r2

<f7 hn90> - <_f// +
21
Nasli jsme tedy g := —f" + nriz‘* f € L2(R*,dr) takové, Ze plati prava ¢ast ekvivalence
(4). Dom(h},) = My, hy, C hi, pro n € Z.
|

Tvrzeni 3 Pro kaZdé n € 7\ {0} je operdtor h, v podstaté samosdruzeny h, = hi.
Operdator hg md indexy defektu (1,1), jeho uzdveér je tvaru

- d? 1

fo="42 " 32

Dom (hy) :{f € L*(R*,dr)| f € ACY(RY), <—f” - 471n2f> € L*(RT,dr),
90110 =[5/l = 0}

kde g(r) := \/FH(SI)(WT).

Dukaz Naleznéme nejprve defektni podprostor Ker(hl, — i), tzn. fesme na Dom(h},) dife-

rencialni rovnici

2 1
n®—z .
—Q/I+T49:Zg'

Za linearné nezavisla feSeni této rovnice miizeme vzit dvojici \/;Hr(Ll)(\/’ZT) a \/?Hr(f)(\ﬁr)
(viz dodatek D.2). Ma-li feseni g navic lezet v Dom(h}), pak podle diisledku D.9 nutng
lim, .o g(r) = 0. Vzhledem k (D.12) a (D.13) tedy muzeme uvazovat pouze feSeni g =
\/FHy(Ll) (V/ir), to je v8ak kvadraticky integrabilni pouze pro |n| < 1 [4], coz v naSem piipadé
znamena
{0} pron € Z\ {0}

Kol 0= { o (e i) e

2resp. dvakrat provedeme integraci per partes



BODOVA INTERAKCE VE DVOU DIMENZICH

*
Operétor hl, je redlny a proto Ker(hL +i) = (Ker(hil — z)) .

Indexy defektu operatoru hg jsou tedy opravdu (1,1). Pron € Z\ {0} plati Ker(hL +i) =
{0} a podle kritéria podstatné samosdruzenosti [3] je operator h, v podstaté samosdruzeny
hn = hi,.

Jesté zbyva nalézt uzavér operatoru hg. Pouzitim Lagrangeovy formule (D.4) v lemmatu
o uzaveéru D.10 dostaneme

Dom(ho) = { f € Dom(h)| [g. /1 ~ 19, flo = 3, flow — [3: Flo = 0}
Navic podle dtsledku D.9 pro vSechny funkce f,h € Dom(h(T)) (a tedy i pro g a g) plati
|
Tvrzeni 4 KaZdé samosdruiené roziiveni operdtoru hg lze charakterizovat parametrem o €
(—00,00):
d? 1
Mo =gz " 52
1
Dom(ho,o) = {f € L*(R*,dr) N ACT(RY)| <f” - T2f) € L*(RT,dr), 2rafo+ f1 = o} :

kde
1

fo:= lm (rln(r)) " f(r), fi:= lim — (f(r) - fov/rinr)

r—0-+ r—0+ /T

Dukaz Podle druhé von Neumannovy formule [3] maji samosdruzend rozsifeni operatoru
ho tvar

hosf =hof +i€ (g+¢73), 8 € (0,2m)

Dom(ho) = { f € L*(R*,ar)| f = [ +¢(g—e”g), [ € Dom(ho), ¢ € C},

kde opét g(r) := \/FHél)(\ﬁr). ) B o

Nejprve ukdzeme, Ze pro vsechna f € Dom(hg) jsou limity fo, fi nulové. Z podminek
l9, f1 = [g, f] = 0 plyne
R/ (0+).f(0+) = Rg(0+) /' (0+) = 0

Sg'(0+) F(0+) — Sg(0+) f'(0+) = 0.

Za g(0+) a ¢'(0+) dosadime z rozvoji pro Hankelovy funkce (viz pozndmku D.11) a po
elementarnich upravach dostaneme

Fo4) (2 + 0 "o

f'(0+) <\/7>“ + O(rg In 7“)) e}
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COZ znamena, ze

im 77 0 him fo)vE—o.

r—0+ \/’7“ r—0+

Nulovost prvni z limit implikuje fo = f1 = 0.
Zbyvajici cast f € Dom(ho 3) mizeme rozvinout:

£ (90r) —%3(r)) "2t €2 (146) vy +£ (A~ P A) Vi = foFinr + iV,

kde A := 1 — 2(In2+ ¥(1)). Pro pomér % dostaneme vztah

h o7 (. 1—eb m I}
== A A—— | =—-In2 - ¥(1) — — tan =
o = 2 iISA+R T+ oP n (1) 2 tan g,
ktery pfi oznaceni
L (o4 w)+ Tan 2 (5)
a:=—(In — tan —
2m 4 2

prejde na 2rafo+ f1 =0, a € (—oo0,00). Ovérili jsme tedy inkluzi hg 3 C ho,o, kde a souvisi
s 8 formuli (5).

Necht nyni f € Dom(hoa) C Dom(hg). Rozlozime-li f podle prvni von Neumannovy
formule (D.8), staci jiz jen ovétit, ze v Dom(hg o) lezi pravé takova linearni kombinace vektort
g a g, kterd se vyskytuje v.Dom(hg g).

Vezméme tedy az na nasobek obecny prvek podprostoru K er(h:r) —i)+ K er(hg —1i): g+
~vg, v € C. Z jeho rozvoje v pravém okoli nuly dostaneme

21
~ 2+ w(1)(1 )

(94790 = (=), (g+9) = 5(1+7)

pricemz pozadujeme

G 1
opa = W _ 2w+ LY
(9+79)o 4il—~

coz s ohledem na oznaceni (5) znamena

a tedy v = —e®.
|

Poznamka 5 Vysledny operdtor zkonstruovany v turzeni 1 budeme znacit indexem « podle
cdstecneho hamiltonidnu ho o, ktery jako jedingy neni spolecny vsem samosdruZenym rozsirenim
operatoru (1).

Pro a = oo dostaneme hamiltonidn volné cdstice s hmotnosti m =

D=

Hy = —A, Dom(H.) = H?*(R?) (6)
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Tvrzeni 6 Greenova funkce pro rezolventu operdtoru H, v bodé z € C\ R md tvar
g?(x> y) = gz(x - y) + )\a(z)gz(x)gz(y)7 kde
i
Go(w —y) = JHy (Vzle = y)) (7)

-1
Aa(z) = 27 (27ra — (1) +In \2/2>
i
Ditkaz ~ Samosdruzena rozsifeni operatoru H se lisi jen na podprostoru % := L2(RT, rdr)®
span{Yp} z rozkladu (2) a tudiz pravé na néj se muZzeme omezit pti hledani podprostort
Ker(HT — 2) a Ker(H' — 2) , € C\ R.
Operator H ptisobi na netrivialni ¢asti 4 jako

9 10
g% Y
O or2 ror
ofr 10f
T 2(p+ L+ _J9 28 2(pt
Dom(HO)—{fEL (R7,rdr)| f € ACH(R™), < 52 7"(97’) € L“(R ,rdr)},

odkud spocteme
Ker(H' — z) = span {Hél)(\/gr)} . Ker(H' — 2) = span {W} .
Z Kreinovy formule (viz vétu D.12) dostaneme pro rezolventu operatoru H, v bodé z
(Ho — 2) ' = (Ho — 2) P + 2Ma(2)(G2, )Gz, Aa(2) €C (8)
a pro pfislusnou Greenovu funkci
G2 (z,y) = G=(x — y) + Aa(2)G:(2)G:(y),

nebot Greenova funkce rezolventy operatoru Hy je pravé G, (viz dodatek D.6).
Greenova funkce G¢(z,y) musi pro libovolné y # 0 pevné splilovat hraniéni podminku
samosdruzeného rozsireni H,

2rafo + f1 =0, kde
fo= Tim (nr)"Uf(r), fi= lim (F(r) — folnr). ©)

= lim
r—0+ r—0+

S ohledem na rozvoj (D.15) plati pro G%(z,y) v okoli |x| = 0 vztah
2 ) 21 z|lx
G2(2.0) " 6.0 + a2 (142 (w57 v ) ) 0.

ze kterého pfi pozadavku platnosti podminky (9) dostaneme

Nal2) = 21 <2m _ o)+ h{f) -
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Tvrzeni 7 Kazdy prvek f € Dom(H,) lze jednoznacéné zapsat ve tvaru

(@) = fo(@) + 2a(2)f-(0)G:(2), = #0, (10)
kde z € C\R a f. € Dom(Hy) = H2(R?). Pritom plati
(Ha - Z)f = (Hoo - Z)]Fz (11)

Dukaz Vezméme libovolné z € C\R pevné. S pomoci formule pro rezolventy (8) dostaneme

Dom(Hy) = (Hy — 2) ' = (Hy — 2) Y (Hoo — 2)Dom(Hy) (12)
= [(He — 2)71 + Ma(2)(G., )G:| (Hso — 2) Dom(Hy).

Pro libovolné f, € Dom(H,,) plati

@, (Hoo — 2)2) = {per partes} = / Fol@) (—A — )G (x)ds? = / f(@)62(x)da? = £.(0),
R2 R2

coz spolu s (12) dava dokazovany rozklad (10). Navic plati
f=(Ha— Z)il(Hoo - Z)fz € Dom(H,)

a tedy i vztah (11).
Jesté zbyva ovéfit jednoznacnost rozkladu . Budte f1, fo € Dom(H) takové, ze

f(@) = fi2(z) + Mal2) f12(0)G. (), x#0

a tedy
(fi = f2)(@) = Aa(2)(f2 — [1)(0)G:(z), =z #0.

Ponévadz funkce (f; — fa2) je spojita na R?, kdezto funkce G. ma v bodé 2 = 0 nespojitost,
musi platit f1(0) = f2(0) a nasledné f; = fo.

Tvrzeni 8 Spektrum operdtoru H, md tvar

Oess(Ha) = 0ac(Ha) = (0, 00) pro a € (—00,00)
op(Hy) = {—462[_2”°‘+‘I'(1)]} pro a € R
op(Hoo) = @

Dukaz Bodové spektrum nalezneme vySetfenim singularit rezolventy. Rovnice

mé na R jediné Fefeni z = —4e2l-2mat+¥(1)] < g,
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Je znamo, Ze pro spektrum operatoru Hy, plati 0(Hy) = Oess(Hoo) = 0ac(Hoso) = (0, 00).
Podle vztahu (8) je rozdil rezolvent Ry (z) a Ry, (#) jednodimenzionalni (tedy nutné trace
class®) operator. Absolutné spojitd i esencialni ¢ast spektra je invariantni viiéi trace class
poruchdm [5]%, tzn. 0ac.ess(Ri, (2)) = Oac,ess(Ri., (2))-

Jelikoz rezolventu libovolného samosdruzeného operatoru H lze pro kazdé z € o(H) zapsat
ve tvaru [3]

Ry(z) = / L 4Bn(),

t—=z
o(H)

kde Eg(.) je projektorova mira operatoru H, odkud

€SS

0 e (H) = {/\ cR| Aiz c UeaS%(RH(Z))};

rovnaji se sobé i absolutné spojitd a esencidlni spektra operatori H, a Hoo: Oess(Hy) =
Oac(Hy) = (0,00).
Spektrum libovolného uzavieného operatoru lze rozlozit na ne nutné disjunktni casti

0 = 0Ocss Uop U oy

Navic pro samosdruzené (a tedy nutné normalni) operatory plati o, = ). Nalezli jsme tedy
celé spektrum operatoru H,,.

Pozniamka 9 Bodovou interakci v libovolném bodé y € R? zavedeme stejnym zpiisobem jako
v pocdtku s tim, Ze nejprve provedeme posunuti y — 0.

2 Kvadraticka forma pro bodovou interakci

Motivovani vysledky kapitoly 1, zavedeme seskvilinearni formu F,, na L?(R?, d%z) nasledovné:

Dom(Fy,) == {u e L*(R*,d*2)| 3Q, € C: (u— Q,G.) € H'(R?)}

Fo(u.0) = F(u,0) + $3(Que Q1) )
F*(u,v) == (V(u— QuG:), V(v — QuvG.)) — z(u — QuG.,v — QuGz) + 2(u,v)
B Q) = 5 (2n0 - W) + 10 Y] ) QuQ = Ta() QG

kde z < 0, a € R a G, zna¢i Greenovu funkci operatoru Hyo, = —A, Dom(Hy) = H?(R?):

G.(x—y) = %H(gl)(\/ﬂx —y|]) €R proz<0

30perator A nazjvame trace class, pokud mé koneénou stopu Tr(A) < co.
4Esencialni spektrum je dokonce invariantni vigi kompaktnim porucham.
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Poznamka 10 Forma F, nezdvisi na volbé z < 0.

Ditkaz  Jelikoz pro libovolné 2,2’ < 0 patii G, — G.» do H'(R?), Dom(F,) neni na volbé z
zavisly. Navic pro libovolné uw € Dom(F,) a z, 2’ < 0 plati

F2lu] — F [u] = / {V(gz - G.)V UQU‘QQZ + |Qu|2gz’ — (Quu + Quu)]}

R2

+ / {2(Qut + Quu)G. — 2|Qu|*G? — 2 (Qui + Quu)G + 2'|Qu[*G% }
R2

= {per partes) = = [ {A(G: - G) 100 +1Qul*Gur — (@ut + Quu)]}

R2

+ / {2(Qui + Quu)G. — 2|Qu|*G? — 2/ (Qui + Quu)Gy + 2'|Qu|*G2 }

R2

= {_Agz = Zgz} = (Z - Z/)‘Qu‘Z/gzgz’
R2

= {rezolventni formule: R(z) — R(z') = (z — 2')R(2)R(z') }
= [QuP m (6. — G)(x) = {podie (D.14)} = —_(Inv/z ~ I V)|Qu* =
= [Ta(?) = Ta(2)]|Qul” = 5 [Qu] — 22 [Qu]

Tvrzeni 11 Kwvadraticka forma Fy, je symetrickd, zdola omezend a uzaviend.
Dukaz Pro libovolné o € R pevné lze volit z(«) < 0 tak, aby I',(z(«)) > 0. Odhadem
Falu] = |V (u=QuGu(o))|I” = 2(@)[lu=QuG-(a) > +2(c) [u]* +Ta (2()) |Qul® = 2(a)ul* (14)

jsme ovérili, ze F,, je zdola omezena.
Forma F,, je uzaviend, pravé kdyz je uzaviena forma

FA) = Fy — z(a)|ul|?, Dom(FA ) := Dom(Fy).

(e
Bud {u,} C Dom(FaZ(a)) libovolna posloupnost takova, ze

lim  F2uy, —uy] =0 (15)

m,n— 00

Polozme wy, := up — Qu, G (o) Pfedpoklad (15) implikuje

m,n— oo

lim [[V(w, —wn)|| =0, lim |w, —wny,|] =0 (16)
m,n—00 m,n—0o0

10
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Vztahy (16) fikaji, Ze lim, noo |wn — Wi || 12y = 0. Prostory C a H'(R?) jsou tplné (viz
poznamku D.16), a tudiz existuji Q € C a w € H'(R?) takova, ze

lim |Q —Qu,| =0
lim ||[V(w—wy,)|| =0, lim |w—w,|]=0

Pro u := w + Q0. (,) plati

u € Dom(F*®), lim FZ [y —u,] =0,

n—oo

z(x) . I v 7
a forma Fa( ) je tudiz uzaviena.
Symetrie formy je ihned patrna ze symetrie skalarniho soucinu.

Tvrzeni 12 Forma F, asociuje samosdruZeny operdator —Ag:

Dom(—~Aq) = {u € L*(R*)| 3Qu € C: (u—QuG:) € H*(R?), (u—QuG:)(0) = La(2)Qu}
(—Ay —2)u=(—A—2)(u—QuG.), 2<0

Dukaz Forma F, je, jak jsme ukazali, symetricka, zdola omezené a uzaviena. MuZeme pro
ni tedy pouzit vétu D.19 o reprezentaci, kterd ¥ika, Ze existuje samosdruzeny operator A,
takovy, Ze pro libovolné v € Dom(A,) C Dom(F,) pevné existuje g € L?(R?, d%z) takové, ze
plati

Fo(u,v) = (u,g) proV u € Dom(F,) (17)

Klademe potom A,v = g.
Bud nyni specialné u € H'(R?) libovolné, potom @, = 0 a plati

Fo(u,v) = (Vu, V(v — QuG.)) — z(u,v — QuG.) + z(u,v) = (u, g), (18)

COZ znamena

(Vu, V(v — QuG.)) = (u,g — 2Q,G.) Yu € HY(R?).

Z lemmatu D.18 potom plyne (v — Q,G,) € H?(R?). V podmince (18) miizeme tudiz
integrovat per partes:

(u, (A = 2)(v = QuGz)) = (u,g — zv) pro Vu € H'(R?),
to vzhledem k tomu, ze prostor H'(R?) je husty v L?(R2,d%x), znamen4
(—A —2)(v—=QwG:) =g — 2v = (Aq — 2)v.
Déle uvazujme obecné u € D(F,), potom (u — Q,G.) € H'(R?) a podminka (18) dava

<V(u - ngz)a V(U - Qvgz)> - Z<’LL - ngzﬂ) - Qvgz> = <u - ngz7g - ZU>7

11
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coz dale pomoci rovnosti (17) upravime na

<u7g> - z(u,v) - ‘I’é(Qu, Qv) = (U - QuY., 9 — ZU>
a tedy

@2(@“ Qv) = <ng27g - ZU> = Qu/gz(_A - Z)(U - Qvgz) = Qu(v - Qvgz)(0)7
R2

nebot G, je Greenova funkce operatoru Hu. Plati tedy (v — Q,G:)(0) = I'n(2)Qo.
Celkem jsme ukézali A, C —A,.
Obrécenou inkluzi, tj.pro libovolné v € Dom(—A,) existuje g € L%(R?) tak, Ze plati (17)
(A = 2)(v = QuvG:) = (—Aq — 2)v,
dokézeme podobnym zptisobem jako ptedchozi tak, Ze nejprve uvazujeme u € H'(R?).

Poznamka 13 Vidime, Ze jsme skutecné ziskali stejnou tridu operdtori jako metodou samo-
sdruZenych rozsireni (viz tvrzend 7). Vzdjemné si odpovidagjici operdtory jsou svdazdny vztahem

Tu(z) = /\&1(2).
3 Rozptyl

Tvrzeni 14 Zobecnéné viastni funkce operdtoru H,, s vlastni hodnotou k2, k € R? maji tvar

4 j +7\ !
FE(r) = eitlwa) 4 % <2Tra —¥(1)+1In 2;) Hél)(j:lr)5,
kde vektor k jsme rozloZili na k = lw, | = |k| ar = |z|.

Dukaz Budeme hledat feSeni rovnice

+ 2t
~AFE = K7,

ktera splituji hrani¢ni podminku (9) spolu s asymptotickou podminkou (D.26).
Asymptoticka podminka vede na reSeni

Ff(z) = &M@® 4 L) B (£1r),
konstanty L™ uréime z hrani¢ni podminky na

i +\ !
2

5Hankelovu funkci H(gl) zaporného argumentu bereme ve smyslu definice (D.21)

12
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Poznamka 15 Funkce Fki(x) = F*(l,w;x) zapsané v poldrnich souradnicich r,Q jsou ve
skutecnosti funkcemi pouze proménnych l,r, | — arcw|:
Fi(l Wi T Q) — eilrcos(ﬂfarcw) + E

+\ 7! 1)
5 27roz—‘11(1)+lng Hy " (£lr).

Poznamka 16 JelikoZ

. +1 -1 etilr ) etilr
Fi r=00 il{w,x) iz \f ) _ In — _ ail{w,z) + l 6
k (:L‘) € +ed—s \/E T« ( ) + % \/7*4 € + f ( ) \/; )

amplituda rozptylu (viz vztah (D.26)) nezavisi na ihlovych proménnych (sméry nalétavajici a
rozptylené éastice) a plati

f)y=77(1) = Z\/Z<27ra—\11(1)+1n2li>1.

Tvrzeni 17 Pro g tvaru
= / / M) (1, w)dwldl
0 st

je operdator rozptylu S, bodoveé interakce ddn predpisem

://ei”“/’”’c> /S&l)(w,w')go(l,w)dw dw'ldl,
0 g1 1

, -1
kde SV (w,w') = dg1(w,w') + % <2ﬂ'a —¥(1)+1n 2l>
i

Dikaz  Pro usnadnéni zapisu nebudeme v dikazu indexovat parametrem c.

Zobecnéné vlastni funkce F+ hamiltonianu H, spliiuji pfedpoklady lemmatu D.22 7, pokud
jesté ovéiime platnost vztahu (D.31) (my dokonce S() uréime), plynou dokazované tvrzeni
pfimo z lemmatu D.24

Pokusme se tedy nalézt integralni jadro S (w,w’). Uvazime-li rota¢ni symetrii modelu,
miizeme jej volit tvaru

Z Sr’(yll)eim(arcw—arc w') )

m=—00

Definujici rovnost (D.31) vyjadiime pro r — oo

mioo we—i”_‘_ e_i% +frJnr(l) eilr eim(Q—arcw) —
V2rlr Vorlr VT

et fa i L e | ) im@—arcw)
27T + m e wur + el ' Sm elm arcw ,
mzoo [( V2mlr N ) vV 2rlr

5Ztejmé f(1) = f~(1).
"P#i ovéfovani podminek piijde vhod vztah %Hél)(lr) = —rHl(l)(lr).

13
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ilr cos (Q—arcw) ( ilr cos (Q—arcw’))

kde jsme v F*(l,w;r, Q) (resp. F~(I,w';7,Q)) za vyraz e resp. e
dosadili z (D.27) a kde f:£(I) znaéi m-t§ Fouriertiv koeficient funkce f¥(I) (vzhledem k neza-
vislosti na thlové proménné f£(1) = 0 pro m # 0 a f(1) = f*(1).).

Snadno se presvédéime, Ze pro vSechna m € Z plati

()me'd | ()me't
i - e ' + ’
Vol 7am T fm()

a tudiz pro libovolné m € Z dostaneme

1 .
W =5 (1 + e@z\/znzm(o) .

Pro S (w,w’) jsme tak ziskali vyjadieni

S(l)(w,w’) _ i Z eim(arcwfarcw’) + 2i

T Vs 1
mez\{0}

l 71
1+im <2Tra —¥(1)+1In 2> ]

: -1
_ Nt i (2ra - L
=dg1(w,w) + 5 <27ra U(1) +In 21,)

Poznamka 18 Vysledek je v souladu s obecnym vztahem (D.33). Jinak jsme mohli v dukazu

)

primo ovérit platnost (D.31) pro Sg ze znénd tvrzend.
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Dodatky

D.1 Nékolik uziteénych lemmat

Lemma D.1 (Du Bois-Reymond) 8 Bud f € L} (J,dx), kde J je otevieny interval na R

loc

a necht pro viechna ¢ € D(J) plati (f,p) = 0. Potom f =0 na L} (J,dx).

loc

Dukaz Dikaz lemmatu mtzeme nalézt napiiklad v [6].

Lemma D.2 Bud f € D'(J), kde J je interval naR a necht f' = 0 v D'(J). Potom f = konst.
v D'(J).

Dukaz Vezméme n € D(J) takové, ze (1,1) = [,;n =1 a supp(n) C (a,b), pro libovolné
¢ € D(J) definujme 9 := ¢ — (1, ¢)n. 1) mizeme vyjadfit jako derivaci funkce 1):

—0o0

¥ je ziejmé hladké funkce a vzhledem k tomu, Ze nosi¢ ¢ je omezeny supp(p) C (c,d), a
vzhledem k tvaru funkce v, je omezeny i nosi¢ i supp(qﬂ) C (m,M), kde m := min{a,c} a
M := max {b,d}. ¢ tedy lezi v D(J).

Jelikoz o funkci f piedpokladame (f/, ) = —(f,¢') = 0 pro ¢ € D(J) libovolné, plati

0=(f,¢") = (f,v) = (f,e— 1, 0)n),

odkud jiz dostaneme

(f7 ‘:0) = (fa ”7)(17(70) = konst. (1790) = (k:onst.,cp)

Lemma D.3 Budte f,g € L} (J,dz), kde J je interval na R, a necht v D'(J) plati f' = g.

loc

Potom f € AC(J) a s.v. na J plati f'(x) = g(x).

8Lemma plati obecn& na prostorech Llloc(M7 d"z), kde M je oteviend podmnozina R".
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Dikaz Vezméme libovolny pevny bod a € J a pro libovolné = € J definujme

T

h(z) = / g(t)dt (D.1)

a

Integral (D.1) existuje, nebof g € Lj (J,dz). Funkce h je absolutné spojitd na J jakoZto
funkce integralni meze a s.v. na J plati h'(z) = g(x).

Pro vSechna ¢ € D(J) plati

(f,¢) = —/fsz?’ = (9,¢) = /?J«p = /ﬁ’w = {per partes} = —/7%90’ = (W, )
J J J J

a tudiz (f —h)’ =0 v D'(J). Podle lemmatu D.2 v D'(J) plati f = h + konst.. Lemma D.1
potom iika, ze f(z) = h(x) + konst. s.v. na J. Funkci f jakozto prvek prostoru L} (J, dz)

loc
miuizeme tedy reprezentovat primo prvkem h+konst., odkud jiz pfimo plynou tvrzeni lemmatu.

Dusledek D.4 Budte f,V € L2 (J,dz) C L. .(J,dz) a g € L (J,dz). Plati-li v D'(J)

loc loc

rovnost f"" +V f = g, potom f € AC*(J).

Dukaz Funkce g — V f patii do LZIOC(J, dz). Naprosto stejnym zptisobem jako v dikazu
lemmatu D.3 ukadZeme, Ze f’ je absolutné spojitd na .J, tedy f € AC'(J).

Lemma D.5 (Lagrangeova formule) Bud J = (a,b) interval na R a l diferencidlni vyraz

tvaru )
d
li= =25+ V(@), kdeVe LL.(J), V(z) €R. (D.2)
x
Bod a (resp. b) nazveme requldrnim koncem, pokud a > —oo (resp. b < o00) a 'V je integrabilni
na néjakém pravém (resp. levém) okoli a (resp. b). Symbolem J; oznacime sjednoceni intervalu

J s mnoZinou requldarnich koncu. Pro kazZdé x € J; definujme

[f. 9le == F(2)d'(x) = f'(z)g(x) (D.3)
Potom pro libovolny uzavieny interval (c,d) C J; a funkce f,g € AC(J)) plati

d

/ (U(Fg = filg)) dz = [f, gla — [f. gle (D.4)

C

Vztahu (D.4) se tikd Lagrangeova formule [3].
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Dikaz Pro f,g € AC'(J)) je zobrazeni = — [f, g], absolutné spojité na J; a ma tudiz s.v.
na J; derivaci, pro kterou podle definice (D.3) plati

[f.9]' = fg" = f'9=UF)g — filg)
Integraci od ¢ do d dostaneme Lagrangeovu formuli.

Poznamka D.6 Diferencidlni vyraz (D.2) urcéuje na L*(J,dz) operdtor H s mazimdlnim
definicnim oborem

Dom(H) = {f € L*(J,dz)| f € AC*(J)), I(f) € L*(J,dz)}
Pro f,g € Dom(H) existuji vlastnd limity limy o+ [f, 9]z a limgy_p_[f, g]-

Dukaz Dikaz provedeme napiiklad pro levy koncovy bod a, diikaz pro pravy koncovy bod
je analogicky.

Vezméme libovolny uzavieny interval (c,d) C J; a f,g € Dom(H). Potom (I(f)g — fl(g)) €
LY(J,dz) a tudiz existuje vlastni limita

d

lim [ (I(f)g — fl(g)) da

c—a+
c

Podle Lagrangeovy formule (D.4) se tento integral rovné vyrazu [f, g|lq—lim.—q+[f, g]. a jelikoz
zavorka [f, g]q je kone¢na, je kone¢nd i limita lim, .4 [f, g]z-

Lemma D.7 Buda € R. Necht f € L?((a,),dr)NAC(a, <) takovd, Ze f' € L?*((a, o0),dr).
Potom lim, . f(r) = 0.

Dikaz Oznaéme g := f'f + ff' {= (|f|?)'}. Jelikoz g € L*((a, 00),dr), musi nutng platit

r1
Ve > 03K € R|Vry,re > K \/g(r)|<5 (D.5)

T2

Ponévadz f:; g(r)dr = |f(r1)|? — | f(r2)|?, podminka (D.5) ¥ik4, Ze limita lim, ., |f(r)|? exis-
tuje. Ma-li byt f € L?((a,00),d, ), tato limita je nutné nulova.

Lemma D.8 Buda € R. Necht f € L?((a,c0),dr)NAC*(a, ) takovd, ze f" € L?((a, oc),dr).
Potom i f' € L*((a,c0),dr).
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Diikaz ~ Ptedpokladejme f’ ¢ L?((a,00),dr). Pro libovolné r € (a, o0) plati identita
s =2 [ 1P+ [ 17+ [ 17+ gta) (0.6)

kde g := f'f 4+ ff. Hodnota g(a) je koneéné z absolutni spojitosti funkci f a f’, druhy a
tieti integral na pravé strané (D.6) maji vlastni limity pro r — oo, zatimco prvni integral pro
r — oo roste nade vSechny meze. Existuje tedy lim,_,o, g(r) a plati

lim g(?“) lim (|f’2)/ 00,
r—00 r—00
COZ je ale ve sporu s f S 1;2(((2, ()O),d] )
[ |

Disledek D.9 Bud'V omezenend na (a,00) pro néjaké a € RT, ddle bud f € L*(RT,dr) N
ACYH(R™T) takovd, Ze (f" + V f) € L3(R*,dr). Potom plati lim, . f(r) = lim,_ f/(r) =0

Dtkaz 7 odhadi

[ e vie < [1m+vie <o
a 0

/\Vf]2<konst./|f]2<oo

plyne (f” + Vf),Vf € L*((a,00),dr) a tudiz i f” € L?((a,o0),dr). Tvrzeni potom piimo
plynou z lemmatti D.7 a D.8.

Lemma D.10 (Lemma o uzavéru) ® Bud H symetrickyj operdtor H C HT. Definujme
mnozinu

M(H) = { f € Dom(H")| Vg € Ker(H' 1) (H'g, ) = (9. H /) } .
Potom H = H' | M(H)
Dukaz Uvazime-li, ze H = H'f, diikaz jiz neni obtizny.
f € Dom(H') & 3h € 5| Vg € Dom(H') (H'g, f) = (g, h)
Ponévadz z H C H' plyne Hf ¢ HY, sta¢i polozit h = H f:

(g,h) = (g, H''f) = (g, H'f),

9N4zev lemmatu je &isté interni.
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coz dava

Dom(H) = {f e Dom(HY)| ¥g € Dom(H') (H'g, f) = (g, Hff>} . (D.7)

Jelikoz H je symetricky operator, plati prvni von Neumannova formule [3], jez fika, ze
libovolny prvek f € Dom(HT) lze jednoznaéné rozlozit na

f=f+g9++g_, kde f e Dom(H), g+ € Ker(H' 1) (D.8)

Pro g € Dom(H) je podminka (D.7) vzdy splnéna a tudiz ji jiz sta¢i ovéfovat jen pro g €
Ker(HT +1).

[ |
D.2 Cylindrické funkce
Cylindrickymi funkcemi se nazyvaji feseni linearni diferencialni rovnice druhého fadu
1 2
M+M+<L—g>u:Q (D.9)
z z

kde z je komplexni proménna a v je obecné komplexni parametr. Dvojici linedrné nezavislych
feseni tvori napfiklad Besselovy funkce prvniho a druhého druhu: J, a Y, které jsou holomorfni
na C\ R™. Dalsi vyznamnou dvojici nezavislych feseni jsou Hankelovy funkce H,El) a H,S2),
které s Besselovymi funkcemi souvisi vztahy

HWY = J,+iYy,, H? =J,-iY,
Hankelovy funkce jsou vzajemné svazany vztahem [7]
HV(—2) = —e "™ HP(2) (D.10)
Lehce pozménénd diferencialni rovnice (D.9)
u"—i—lu’— <1+Vz>u:()
z z
ma za nezavisla feSeni tzv. modifikované Besselovy funkce I, a K,,.

D.2.1 Nékteré Wronskiho determinanty [7]

W), Vulo)}h = —
w{HD ), 1)) = -
WKL), L)} =

19



DODATKY

D.2.2 Asymptotické rozvoje pro velké argumenty |z| — oo [7]

1 1
~— {cos <z VT - 47T> +el¥Ho(|2| 1)} pro |argz| <7 (D.11)
Tz
2 1 1 -
sin 2 Gum = om +e¥0(]2] ™ pro |argz| <
\/ i) pro —m < argz < 2w (D.12)
Tz
2 771'
1 pro — 2w <argz < T (D.13)

1
1+ 0(|z1 ro |argz| < —m
m{ (|| )} pro |arg z| 9

T _, _ 3
K,(2) ~ ,/ge {1+0(7 1)} pro |arg z| < o

I,(z) ~

D.2.3 Asymptotické rozvoje pro malé argumenty z — 0 [7]

1 _\V
(32) g

Ju(2) T+ 1) prov # —1, =2, —3,...

Yo(2) ~ —iHO (2) ~ iHE (2) ~ %lnz (D.14)

Y, (2) ~ —iHWM(2) ~ iHP) (2) ~ —lF(y) <1z) pro Rv >0

s 2
(z2)”
z
1 ~ 2" -1, =2, =3,...
V(Z) F(I/—i—l) pro 1/7& ’ ) )

Ko(z) ~—Inz

K (2) ~ 10(0) (z) U o R > 0

Poznamka D.11 S pomoci software Maple 9 dostaneme presnéji

Hél)( ) z20 1+ 2 (lng — (1 )) + O(z2 In 2) (D.15)
T
2 21 1 .
(1)( ) O*FZZﬁL%(W—zf%\IJ( )+ 2iln = >z+0(231nz)

kde ¥(z) := % InI'(z) znaci digamma funkci. (—¥(1)) se rovnd Eulerové konstanté v = 0.5772.
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D.2.4 Vyjadieni K, pomoci Hankelovych funkci [7]

1 ; 1
K,(z) = ime%”mngl)(iz) pro — 7 < argz < 57 (D.16)
1 ; 1
K,(z) = —§7rie*%”mH£2)(—iz) pro — om < argz <7 (D.17)

D.2.5 Néktera uziteéna integralni vyjadieni [7]

™

1
Im(z) = — /cos(z sinaw — ma)da pro Rz >0, meZ (D.18)
T
0
[ tholtla)
0

Dalsi poznatky o cylindrickych i dalsich specidlnich funkci nalezneme naptiklad v [8].

D.3 Kreinova formule

Véta D.12 (Kreinova formule) Bud H uzavieny, symetricky a husté definovany operdtor
na Hilbertové prostoru . Pro z € C\ R libovolné a libovolnou dvojici samosdruZenych
rozsireni Hy, Hyo operdtoru H oznacme Vo(z) (resp. Vioo(2)) izometrii z Ker(H' — 2) do
Ker(HY — 2) urcujict rozsireni Hy, (resp. Hy, ), P(2) ortogondini projektor na Ker(H' — z)
a P*(2) vnoveni Ker(H' — 2) do . Mezi rezolventami operdtori Hy a Hy v bodé z potom
plati vztah

Va(2) — Vael2)

zZ—z

(Ho — 2) ' = (Hoo — 2) 71 + P*(2) P(%)

Dukaz Formuli postupné ovéfime na podprostorech v rozkladu ¢ = Ker(H L zZ) ®
T N\ L
(Ker(HT — 2)) .
Bud nejprve

fe (Ker(HT - 2))L = <(Rcm(H - z))L)L = Ran(H — z) = Ran(H — 2).

Posledni rovnost plati diky tomu, ze H je uzavfeny, symetricky operator a z € C\ R [3].
Existuje tedy g € Dom(H) tak, ze (H — z)g = f a protoze H C H, o, plati i

(Ho — 2)g = (Hoo — 2)g = f.

Jelikoz z € C\ R C p(Hqy,00), muzeme rovnost invertovat na Kreinovu formuli pro f €
L
(Ker(HT —2))
(Ha — Z)_lf = (Hoo — Z)_lf
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Pro f € Ker(H' — %) pouzijeme druhou von Neumannovu formuli [3]

Ha,oo(f + Va,oo(z)f) = Zf + ZVa,oo(Z)fa
kterou pfevedeme na tvar

[+ Vas®)f

zZ—z

(Ha,oo - Z)_lf =

)

odkud jiz okamzité dostaneme Kreinovu formuli na f € Ker(HT — 2):

Va(g) B Voo(z)

(Hy —2) ' = (Hoo — 2) 1 + —

Pozndmka D.13 Pro dim (Ker(H' — 2)) = dim (Ker(H' — 2)) = 1 miZeme Kreinovu for-
muli zapsat ve tvaru

(Ho —2)"" = (Hoo — 2) " + M2)(9(2), ) (2),
kde 0 # ¢(2) € Ker(HT — 2) a M(2) € C

D.4 Sobolevovy prostory

Nejprve standardné zavedeme multiindexové znaceni. Multiindexem « nazveme usporadanou
n-tici nezdpornych celych éisel: @ = (o, ..., ay). Symboly |af, ¢ a D potom maji nasledujici
vyznam:

n
la] := Z o
=1

(67

@ i=aft e

on prox = (T1,...,%n)

|al
D« : 9

= e o
025 O

Definice D.14 Temperovand distribuce f € .#'(R™) lezi v m-tém Sobolevové prostoru H™(R™)
(m € No)1%, pokud .Z f je méritelnd funkce a plati

Iy = [+ IEPPIF DO Pe < o0
]Rn
Poznamka D.15 Podle Plancherelova teorému [9], ktery vikd, Ze Fourierovu transformaci

Ize jednoznacné rozsiFit na unitdrni zobrazeni z L*(R", d"z) na L*(R",d"¢), spljvd Soboleviiv
prostor H® s prostorem L*(R",d"x).

0becné se stejnym zptusobem definuje Soboleviiv prostor pro m € R.
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Poznamka D.16 Prostory H™(R™) jsou uplné.

Ditkaz ~ Vezméme libovolnou cauchyovskou posloupnost {f;} € H™(R") C L%*R", dz).
Vzhledem k unitarité Fourier-Plancherelova operatoru je potom cauchyovské i posloupnost
{Z fi} ¢ F(H™R")) = L2(R", (1 + |£*)™d"¢). Posledni prostor je oviem tplny [3], existuje
f e H™(R") takové, ze

lim [ (7 - F QP+ P =o.
.

Posloupnost {f;} tedy v H"™(R") konverguje.
[ |

Véta D.17 f € H™(R") prdvé tehdy, kdy? D*f € L?(R™, d"z) pro vsechny multiindezy o
splnugici |a] < m, kde D® znaci derivaci v zobecnéném smyslu.

Diikkaz  Bud f € H™(R"), potom podle definice £*(# f) € L*(R",d"¢) pro |a| < m.
Jelikoz F(Df) = (—i&)*F f pro f € ' (R™), podle Plancherelova teorému potom D f €
L2(R", d"x).

Necht nyni D®f € L?(R",d"x) pro |a| < m. Obracenym postupem nez v predchozi ¢asti
ditkazu ukazeme, ze £*(Z f) € L*(R",d"¢), odkud jiz || f|| grm @y < 0.

|
Lemma D.18 Bud f € HY(R") a g € L*(R",d"x). Pokud
(V Vo) ={g,0) VpeH R, (D.20)
potom f € H?(R™)

Dukaz Diky unitarité Fourier-Plancherelova operatoru # muzeme podminku (D.20) pte-
psat na
(F(VF).F (V) =(Fg,F0) VYoeH(R"

neboli

E(FN).E(Fp)) =(EPTf, T o) =(Fg. Fy) Vo H (R

Uvéazime-li jeste, ze . (HY(R™)) = L2(R", (1 + |£]?)d™¢) je husty podprostor L?(R™, d"¢),
plati rovnost |27 f = F g ¢ili

L+ [)Ff=Fg+ Ff e LXR",d)

a tudiz skutecné f € H2(R").
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D.5 Véta o representaci formy

Véta D.19 (o reprezentaci formy) Necht s je husté definovand uzaviend symetrickd a
zdola omezend forma na . Potom existuje samosdruzeny operdator A takovy, Ze

i. Dom(A) C Dom(s) a pro vsechna f € Dom(s) a g € Dom(A) plati
s(f,9) = (f, Ag)
ii. Dom(A) tvori jddro s, tj. s | Dom(A) = s
iii. jestlize existuji vektory f € Dom(s) a h € F takové, Ze pro vSechna g € Dom(s) plati
s(f,9) = (h,9)
potom f € Dom(A) a h = Af.
Samosdruzeny operdtor A je podminkou (i) uréen jednoznacné.

Dukaz Dtikaz této vyznamné véty nalezneme napiiklad v [3], [5] nebo [10].

D.6 Greenova funkce rezolventy volného hamiltonianu

Hamiltonidn volné ¢astice v roviné je dan operatorem
H,, = —A, Dom(Hs)= H?*R?).

Integréalni jadro operatoru (Ha,—2) ! (tj. Greenovu funkci rezolventy operatoru Hy, v bodé
z) najdeme pomoci Fourierovy transformace .7 . Hledand Greenova funkce musi spliiovat zo-

becnénou rovnici
(—A = 2)G.(x —y) = 8(z —y) proy € R pevng,
¢ili po ptisobeni zpétné Fourierovy transformace
_ _ _ 1
FHA=)F TGz —y) = (K —2)F HG.(z —y)) = o
Odtud jiz pfimo vyjadiime G, (x — y) jako

G.(x —y) = 1)2 / L b=y 42 = {sub.: k= (\/ucosp,using)}

k2 — 2z

_ 1)2/dv d(pie i+/v{(cos p,sin @),z —y) dv da 1\/5|$*y|sina
v z

dacos(v/v|r — y|sina) = {(D.18)} 417r/ JO (Volz — y[)dv
0

Il
—
[\
S|~
e
0\8 -
o,
4
4
| |~
N
o,

[e o]

1 t
= {sub.: Vv=t} = Gy / mJ@(t\az —y|)dt

0
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Pro z € C\ R pouzijeme k vypoétu posledniho integrélu formuli (D.19), ve které za Z
dosadime —i/z ( $y/z > 0, a proto RZ > 0):

Gu(e —y) = JHEV (Ve —u). SVE>0

Pro z > 0 posledni integral diverguje, (Hoo — 2)~! ¢ B(57), tj.rezolventa neexistuje.
Nicméné integrél mizeme regularizovat pfi¢tenim (resp. odectenim) malého ryze imaginarniho
¢isla ie ke jmenovateli:

1t 1
— i': 1 _ - — f— —_ s ) —
G:(x —y)* = lim QW/t2_2$i€J0(t\a: y|)dt = {(D.19)} 27rKo( vz tiew y|)
0

i) i
= {(D16), (DAT)} = 7 H (Vale —yl) = THEY (2v2]e —y)),

pokud Hankelovu funkci Hél) na R~ dodefinujeme limitou z horni poloroviny roviny komplex-
nich cisel:

Hél)(—z) = El_i>%1+ Hél)(—z +ig) proz > 0. (D.21)

D.7 Zaklady teorie rozptylu

V tomto dodatku shrneme zékladni pojmy a postupy stacionarni i ¢asové zavislé teorie roz-
ptylu. Vétsinu vysledkd budeme formulovat pro rovinnny ptipad. Podrobnéjsi vyklad nalez-
neme napi. v [11], [12], [13] nebo [3].

D.7.1 Stacionarni teorie rozptylu

Uvazujme potencial V' kone¢ného dosahu, tj. V(z) = 0 pro |z| > a € RT. Vinovou funkci
dopadajici ¢astice, ktera je v pevném case tg lokalizovana mimo dosah potencidlu oznac¢me
1o Jeji ¢asovy vyvoj v oblasti |x| >> a je fizen volnym hamiltonidnem H:

io(t) = Hootho(t),  %o(to) = tho (D.22)
kde c¢arka znaci ¢asovou derivaci v silném smyslu
. 1
lim || (ol + h) — (1)) — ¥4(4)]| =0.
V této oblasti muzeme Feseni (D.22) rozlozit na

¢0($7t) _ /@(k)el<k’x>lk2(tt0)d2k, kde (,O(k) _ (27r)2 /€Z<k’x>¢0($)d2x.
R2 R2

V oblasti ptisobeni potencidlu musime zobecnéné vlastni funkce e!*%) hamiltonidnu Hoo
nahradit zobecnénymi vlastnimi funkcemi Fj, hamiltonidnu —A + V:

(~A+V)FE = K2FF. (D.23)

"Reseni F* maji predepsanou asymptotiku (D.26), kterou nize uréime.
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Presny ¢asovy vyvoj ¢astice je potom dan funkcemi
valant) = [ or ()] (e e
R2

b (a,1) = / o (k) (z)e#20-10) @2,
R2

kde spojité koeficienty @y jsou dany pocateéni podminkou.
Schrodingerovu rovnici (D.23) muzeme prepsat do integralniho tvaru (Lippmann-Schwin-
gerova rovnice)

Fif (z) = ¢! 4 /fo(ﬂ? — )V i (y)d®y = B 4 Ga(ks ), (D.24)
R2

kde g;f je tzv. retardovand (resp. advancovand) Greenova funkce Schrodingerovy rovnice

G (x — y) = ~H (£k]jx — y)).

4
Pro y pevné a |z| =: r — oo miizeme funkce G s pomoci (D.12) rozvinout na
= 1 T 1 1
G —y) "<~ —eldetitllev o0 ———— (D.25)
221 VEK[[z =yl (|k||z —y|)?

a protoze zaroven |z —y|  ~° r — (n,y), kde n := £, pro asymptoticka vyjadieni funkci F) ki

dostaneme

+ilk|r

vr

i [ FWIV(EE)dy, K = k= = |kl
r

€

FE(z) "7 ) 1 (1 k) kde (D.26)

1
+/1./

K k) = ———
AL 2/£27|k]|

Vyjadiime-li vektor k jako k = lw, | = |k| a zapiSeme-li polohovy vektor x v polarnich
soufadnicich 2 = r(cosQ,sin ), vidime, Ze funkce f* jsou ve skutecnosti funkcemi pouze
proménnych [, w, Q: fF (k' k) = f£(l,w,Q).

Pro rotacné symetricky potencial miizeme bez Gjmy na obecnosti uvazovat hybnost nalé-
tavajici ¢astice k ve sméru prvni souradné osy a vztah (D.26) potom piejde na

+ilr

FE(r, ) TR el oot (L 0)=

Funkce f(k', k) = fT(k', k) (tzv. amplituda rozptylu ) ma v teorii rozptylu zasadni vyznam,
nebot pro diferencidlni G¢inny prifez srazky plati

do
— k/ k 2
o= )
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Poznamka D.20 Ve dvoudimenziondlni teorii rozptylu se casto hodi nasledujici rozvoj:

o0
gl cost Z ime(r)eimQ pror >0

m=—00

Dukaz S pomoci integralniho vyjadieni (D.18) napoéitdme Fourierovu fadu

’LT‘ sinQ __ Z J zmQ

m=—0Q0

odkud jiz plyne tvrzeni

0o
. . x . :
oir cos Q _ eir sin(Q+3) _ § : - (T)ezmﬂ

m=—00

Poznamka D.21 Z asymptotického vyjadreni pro Besselovy funkce (D.11) dostaneme

ir cos ) T—00
~Y

e ( geir + (_)meigefh) eimﬂ (D.27)

>

m=—0oQ

D.7.2 Casové zavisla teorie rozptylu

Opét uvazujme potencial kone¢ného dosahu. Casovy vyvoj vlnové funkce rozptylované ¢astice
1 je Tizen totalnim hamiltonidnem H

Y(t) = e M (0).

Pred dosazenim interakéni oblasti se ¢astice pohybuje pfiblizné jako volnad a muze tedy
existovat stav ¢g_ fizeny volnym hamiltonidnem H., takovy, Ze

lim [[9() — g- ()] = lim_[le”145(0) — e~ = g_(0)]| = 0. (D.28)

Jestlize takovyto stav existuje, nazyvame jej vstupnim asymptotickym stavem stavu 1. Ana-
logicky zavedeme vystupni asymptoticky stav g,

Jim [16(t) — g (6)] = Jim [le=45(0) — &= g, (0)| = 0. (D.29)

Ma-li stav ¢ vstupni i vystupni asymptoticky stav, nazyva se stavem rozptylovym. Podminky
(D.28) a (D.29) potom miizeme zapsat pomoci tzv. vlnovych operatora Wy

¥ =Wige, kde Wy = s-lim etfe it
t—+oo
Asymptotické stavy g+ rozptylového stavu v jsou svazany operatorem rozptylu S:

9+(0) = W 'W_g_(0) =: Sg_(0).
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D.7.3 Souvislost stacionarni a ¢asové zavislé teorie rozptylu

Lemma D.22 Bud ¢ € D(R' x S'). Definujme uzavienou kouli Bg := {z € R?| |z| < K}
Pokud pro funkce G+ z obecného vyjddieni (D.24) zobecnéngch vlastnich funkci F* totdlniho
hamiltonidnu H plati Gy, §Gy € L} (RT x S',dldw) pro kazdé z € R?, fGi,fglGi

jsou spojité v na R? pro k € By \ B, a pokud jsou navic funkce (fi, 5 f*, 2 2 fi) (l,w,Q)

esencidlné omezené na (By \ Bg) x (0,27), kde oo > b > a > 0 libovolné, potom vinovd funkce

= / / M) (1, w)dwldl (D.30)
0 st

popisuje vstupni (resp. vistupni) asymptoticky stav stavu = (resp. YT ):

//F:F o(l,w)dwldl.

0
Dukaz Chceme ukazat, ze

tl}irloo ”e thoog o efitHwiH —0.

Diikaz provedeme napriklad pro limitu v —oo, pro druhou z limit se provede piesné ana-
logicky. Funkci

[e.o]

Az) = (e Mg —e ™y~ (2) = /e_itl2 /(p(l,w)G+(l,w;:v)dwldl = {per partes}
0 S1

—m2 oG+ ,
2zt /( Gy+o a0 )(l,w,x)dwdl

na libovolné uzaviené kouli Bx odhadneme pomoci spojité nezaporné konecné funkce Cx

o)l < / Jlaes %
=9t ol

Body a,b jsou koncové body intervalu, ktery obsahuje v proménné [ omezeny nosi¢ funkce
Jo1 o(l,w)G (1, w; z)dw.
Integral pro normu funkce A rozdélime do dvou ¢asti I; a Iy

(I, w; 2)dwdl < 1 Crelw)

1V

Ko 27 oo 27

HA‘Z:Il+f2Z//\A(?“,Q)\Qdﬁrdr—i-//]A(T,Q)lderdr,
00 Ko 0

ibr konst.
—.

) — (S
G-i-(k’ ) f (k’k) (l’l”)5

W

kde Ko > 0 takové, ze sup
2€R2\ B(K)
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Existence takového K plyne z asymptotického rozvoje pro Greenovu funkci (D.25).
Nezéporné funkce Ck, je spojitd na kompaktni mnoziné By, (a je na ni tudiz omezend),
proto miizeme provést odhad

] Ko 27
0 0

V integralu I dosadime do vyrazu A za 1~ z (D.26), v zavéru dikazu potom ukazeme,

ze zbytek tadu O <(l 1)3> v limité€ t — —oo k Is rovnéz nepfispiva.
r)2
Zkoumejme tedy dale funkci

ilr

oo
A(r,Q) = (e_itH‘x’g - e_itHw(_THoo)) (r,Q) = /e_itl2 /g@(l,w)er(l,w,Q)(i/Fdwldl.
0 51

Funkei o(l,w) f*(l,w, ) rozlozme ve Fourierovu fadu

pLw) [T (Lw, Q) = s(l,w, Q) = Y sm(l, Q)™
Po integraci po kruznici dostaneme
% zlr
= 27‘1’/6 i o(l,9) —ldl {s(1,Q) :=27lso(l,2), 2 x per partes}
0

G 0/6_m2+m§l [i(r —1 2tl)8al <i(r —1 2tl)8(l’m>} dl

Vzhledem k tomu, ze supp(s) C By \ By, 0 < @ < b < 00, a s ohledem na predpokladané
vlastnosti fT miiZeme ucinit odhad (bereme ¢ < 0)

Ay < L / i ow
r — 2tl)? Vr2tr —2ta

kde 0 < M = konst. Pro ptispévek k Is potom plati

oo 2T o
7 M> 1 M? ¢
// (r, Q)|2dQrdr < / dr = — =125,
2t2 (r — 2ta)? 4at3
K 0

0
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L oznaime A
Ir)2

Cast funkce A obsahujici jiz jen zbytek fadu (

o o

_ i —ztl2ﬁ ~ 1
=z e <<p(l)(lr)g> dl
0

Ponévadz uvazujeme r > Ky a funkce ¢ mé omezeny nosi¢, mizeme provést snadny odhad

[>n

o(l) == /cp(l,w)dw € D(R"), per partes
Sl

odkud jiz pro prispévek k I, dostaneme

oo 271

| [ 1Braarar < 2R 2
Ko O K0|t|
0

Celkem tudiz skuteéné lim;_,_ ||A|| = 0.

Poznérpka D.23 Zobecnéné vlastni funkce F* tak predstavuji integrdlng jddra vinovijch ope-
ratoru Wi na 7impulzovém prostoru”:

Wi = Wi}\_l

Lemma D.24 Spliiuji-li zobecnéné vlastni funkce FT totdiniho hamiltonidnu H predpoklady
lemmatu D.22 a jsou-li navic svdzdny integrdlnim operdtorem na S s jédrem SO :

Fr(l,w;z) = /S(l)(w,w’)F_(l,w';m)dw', (D.31)

potom pro g tvaru (D.30) je operdtor rozptylu S bodové interakce ddn predpisem

0= [ [ea | [0 el wis | di (D-32)
0 st 1

Dukaz Pomoci lemmatu D.22 dostaneme

W-g)(@) = v~ (a) = [ [ F*awia)etw)dotat
0 s1

_7/ F~(l,u'; ) /S (w, W Np(l,w)dw | dw'ldl
0

7/1“ /S(l (w,w)e(l,w)dw | dw'ldl,

0

S1
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coz jiz. dava obecny tvar (D.32) operatoru S, nebof S = WJIW,.
|

Poznamka D.25 V piipadé rotacné symetrického potencidlu md integrdlni jadro SO tvar [4]

SV (w,w') = dg1(w,w') + 4/ ;—lf(l, arcw — arcw’), (D.33)
™

kde 61 (w,w') znaci jadro identického operdtoru na S*.
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Za dtkladné vedeni, pomoc pfi feSeni problému, studijni materidly a v neposledni fadé za
peclivou kontrolu preprintu dékuji Prof. Pavlu Stovickovi.
Za zapujceni knih dékuji Ing. Ondfeji Lvovi.
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