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¢tvrté ¢asti je zavedena kvantova kinematika na diferencovatelnych
varietach, pfricemz je vyuzito dynamickych systémt na varieté a
konexi v hlavnim a pfidruzeném fibrovaném prostoru. Pata kapi-
tola je pokusem o nalezeni kvantové kinematiky na mnohonasobné
souvislych prostorech za pomoci ¢isté topologickych metod, tj. bez
potieby zavadét konexe. Konkrétné je navrzeno jisté unitarni zobra-
zeni mezi kvaziperiodickymi funkcemi na univerzalnim nakryvacim
prostoru a funkcemi na dané varieté, kterda je mnohonasobné sou-
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Uvod

Prvni ¢ast této diplomové prace je vénovana strucné revizi formalismu kvan-
tové mechaniky ! a symetriim v kvantové mechanice. Tyto tivodni kapitoly
pfitom beze zbytku vychdzi z prace [1]. V druhé ¢asti je pomérné podrobné
diskutovana kvantova kinematika na homogennich prostorech, tj. postup jak
sestrojit pozorovatelné polohy a hybnosti v pfipadé, ze konfigura¢nim pro-
storem kvantového systému je varieta, jejiz grupou symetrie je lokalné kom-
paktni Lieova grupa a je definovan Mackeyho systém imprimitivity. Pied-
staven je jak klasicky pristup k této problematice, tak i piistup pouzivajici
metod moderni diferencialni geometrie. Fyzikalni praxe ukazuje, ze tato me-
toda je pouzitelnd v pomérné sirokém mnozstvi pripadi. K sepsani této casti
velmi pomohly knihy [2] a [3], kde je mozné najit hlubsi informace tykajici se
této problematiky. Tteti Cast se vénuje zobecnéni Mackeyho systému imprimi-
tivity, takzvanému Schrédingerovu zobecnénému systému imprimitivity, na
pripad, kdy neni k dispozici zadné grupa symetrie konfigura¢niho prostoru a
je nutno vysetifovat hladka vektorova pole na varieté, ktera mtizeme povazo-
vat za generatory transformaci takovychto konfiguracnich prostori. Na tuto
cast tésneé navazuje ¢ast ¢tvrta, ve které je explicitné ukazano, jak zkonstruo-
vat pozorovatelné polohy a hybnosti v tomto obecnéjsim pripadé, pricemz je
zahrnuta i moznost vnéjsiho pole, jez se vyskytuje na konfigura¢nim prostoru.
Pf1i konstrukci se pritom vyuziva konexi na hlavnim a pridruzeném fibrova-
ném prostoru, viz [4]. Vice o této velmi obecné metodé je uvedeno v [1], kde
je podrobné diskutovana otazka ekvivalence a reducibility takovych systémi.
Pata kapitola je pak autorovym pokusem o nalezeni kvantové kinematiky na
mnohonasobné souvislych prostorech za pomoci cisté topologickych metod,
tj. bez potieby zavadét konexe. Konkrétné je vyuzito jisté unitarni zobrazeni
mezi kvaziperiodickymi funkcemi a periodickymi funkcemi na univerzalnim
nakryvacim prostoru. Pritom periodické funkce odpovidaji funkcim na dané
varieté, ktera je mnohonasobné souvislym prostorem.

1Rozumi se nerelativisticka kvantovd mechanika.
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Kapitola 1

Uvod do problematiky

1.1 Formalismus kvantové mechaniky

Fyzikalnimu systému je pritazen Hilbertiiv prostor H. Stavy systému jsou re-
prezentovany von Neumanovymi operatory (maticemi hustoty), omezenymi,
samosdruzenymi, pozitivnimi operatory v ‘H s jednotkovou stopou.Takto za-
vedena mnozina stavilt w je konvexni a jeji extremalni body se nazyvaji Cis-
tymi stavy. Cisté stavy jsou reprezentovdny projektory na jednorozmérné
podprostory. Méfeni nad systémem s vysledky z mnoziny X, ktera je vyba-
vena o - algebrou B(X) méfitelnych mnozZin, pfislusi projekéni mira na X.
Kazdé méfitelné mnoziné S € B(X) je pfifazen projektor F'(S) v H pficemz
plati: F(X) =1I; F(U;2, Si) = > ooy F(S;), pokud S;(S; = 0 pro i # j.Je -
li systém ve stavu U € w, pak ¢islo py(S) = Tr(UF(S)) predstavuje pravdé-
podobnost toho, Ze vysledek méfeni padne do mnoziny S € B(X). Zobrazeni
pu : B(X) — R je zfejmé pravdépodobnostni mira na X.

7 uvedeného vyctu je patrné, ze zasadni roli v kvantové mechanickém
formalismu hraje ortokomplementarni svaz projektorti na podprostory Hil-
bertova prostoru H. Tento svaz oznacime L, ¢astecné usporadani na ném je
definovéno: Fy, < F, pravé kdyz FyF, = F, doplnék F+ = I — F. Ziejmé
Fy < F, préavé kdyz piislusné podprostory jsou v inkluzi, F+projektuje na or-
togondalni doplnék. Vyznacnymi vlasnostmi svazii jsou: i) pro kazdou spocet-
nou mnozinu Fy, Fy... prvki z L existuje A, Fy, a V, F,, v L; ii) pro Fy, Fy € L
a I} < F; existuje prvek P € L takovy, ze P < Fj- a PV I} = F;. Tento
prvek P = Fi-Fy = (I — Fy)Fy, = Fy, — F} je jediny s uvedenou vlastnosti.
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1.2 Symetrie a kvantova mechanika

Necht konfigura¢ni varieta, kterou nadale budeme oznacovat M, je G - pro-
storem grupy symetrie G. Prvky grupy ¢ se nazyvaji akce a kazda akce g
predstavuje transformaci prostoru M na sebe. P¥itom pozadujeme: i) ep = p;
i) g1(g2p) = 9192p, kde g1,92 € M, p € M. Jedna se takzvanou levou akci G
na M.

Mnoho tvrzeni, specialné tvrzeni o Mackeyho systému imprimitivity, 1ze
vyslovit za pfedpokladu, ze grupa G je lokalné kompaktni se spocetnou bazi.
tyto predchozi podminku splnuji diky tomu, zZe maji strukturu variety. Déale
budeme pozadovat, aby varieta M byla souvisla a hladka. Samoziejmé také
plati, Ze zobrazeni (g, p) — gp je nekoneéné diferencovatelné.

Zakladni fyzikalni predstava nyni je, ze transformaci symetrie g konfigu-
racniho prostoru M odpovida transformace symetrie kvantové mechanického
popisu. Pro upresnéni této predstavy zavedeme nékolik pojmi: Automor-
fizmem logiky L rozumime bijekci o : L — L ktera spliiuje: 1) o(I) = I; ii)
a(Ft) = a(F)*4iil) a(VaF,) = Vaa(F,). Konvexnim automorfizmem mno-
Ziny stavll w rozumime bijekci § : w — w, kterd splinuje podminku: jsou- li
¢isla ¢y, ¢g, ... nezaporna, > c, =1, pak 8(>_, c.Uyn) = >, cuB(Uy).

Zformulujme nyni pozadavek transformace symetrie kvantové mechanic-
kého systému takto:

a) existuje homomorfizmus « : g — «a(g) grupy G do grupy automorfismi
logiky L, a(g) : L — L: F — F9.

b) existuje homomorfizmus 3 : g — [((g) grupy G do grupy konvexnich
automorfismi mnoziny stavt w, 5(g) : w — w: U — UY.

c) rozdéleni pravdépodobnosti se neméni, tj. Tr(UIF9) = Tr(UF), kde
UewF eL.

d) méjme projekéni miru F' na mnoziné X, kterd je pfifazena jistému mé-
feni nad systémem s vysledky z této mnoziny. Mnozina X je vybavena
o - algebrou B(X) méfitelnych mnozin. Pak existuje homomorfizmus
v : g — ~(g) grupy G do grupy méfitelnych, bijektivnich zobrazeni
prostoru X na sebe. Jestlize se pii konstrukei mnoziny X vyuziva kon-
figura¢niho prostoru M, zobrazeni v(g) nemusi byt identické. Kazdé
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v(g) indukuje automorfizmus o - algebry B(X) — B(X) : S — S9.
Pfitom pozadujeme aby F(SY) = F(S)9.

Automorfizmy logiky a konvexni automorfizmy stavi 1ze velmi dobie po-
psat, jak ukazuje nasledujici dobie znama Wignerova véta.

Véta 1.2.1 Je - li 'H separabilni nekonecné rozmérny Hilbertiv prostor,
plati: Vsechny automorfizmy logiky L jsou pravé tvaru o(F) = TFT™1, kde
F e L aT je pevné zvoleny unitarni (antiunitdarni) operator v ' H. Dva ta-
kové operdtory indukuji tyZ automorfizmus logiky, prdve kdyz se lisi o fazovy
faktor. Vsechny konvexni automorfizmy mnoZiny stavi w jsou prdvé tvaru
BU) = TUT, kde U € w a T je pevné zvoleny unitdrni (antiunitdrni)
operdtor v 'H. Dva takové operdtory indukuji tyZ konvexni automorfizmus
stavt, prave kdyz se list o fazovy faktor.

Wignerova véta a pozadavky a), b) vedou k zavéru, ze kazdé akci g € G
je pfifazena dvojice operatora T'(g) a T(g), z nichZ kazdy je unitarni nebo
antiunitarni. Aby bylo vyhovéno pozadavku ¢) musi se T(g), T'(g) lisit nejvyse
o fazovy faktor. Mitzeme tedy oba operatory ztotoznit: T'(g) = T(g), g € G.
Protoze jsme se omezili na souvislé Lieovy grupy, budou vsSechny operatory
unitarni. To plyne jednak z toho, Ze souc¢in dvou antiunitarnich operatort je
unitarni operator, jednak z toho, ze v jistém okoli O jednotkového prvku e
ke kazdému b € O existuje a € O, b = a?, pficemz prvky z O generuji G.
Ozna¢me nyni U(H) grupu unitarnich operatort na H se silnou topologii.
Centrum Z této grupy tvoii operatory zI, zde z € T', kde T je Lieova
grupa komplexnich ¢isel modulu 1. Faktorgrupa P(H) = U(H)/Z se nazyva
projektivni grupou Hilbertova prostoru H. Pozadavky a), b), ¢) muzeme
shrnout v pozadavek abc). Existuje homomorfizmus h : G — P(H). Po
tomto homomorfizmu budeme navic pozadovat, aby byl méfitelny (v tom
ptipadé i spojity).

Pozadavek d) vySe jsme nechali dosud stranou, to protoze jeho rozbor
vyzaduje popis konkrétniho méfeni nad systémem. Pro lokalizované systémy
mé zasadni vyznam méfeni polohy. Vysledky meéreni jsou v tomto pripadé
body konfiguracniho prostoru tj. X = M. Pravé v tomto piipadé vétsinou
neni homomorfizmus v z bodu d) identické zobrazeni. Ptitom lokalizova-
telnost znamena zhruba feceno to, ze pokud mame dvé transformace, které
transformuji danou mnozinu S € B(M) stejné, pak jim odpovidajici transfor-
mace Hilbertova prostoru stavi prislusejiciho k S jsou také stejné. Takovymi
systémy se nadale budeme zabyvat.






Kapitola 2

Kvantova kinematika na
homogennich prostorech

2.1 Homogenni prostory a G-prostory

V tomto odstavci bude uvedeno nékolik zakladnich vlastnosti homogennich
prostort a (G - prostort, tj. v nasem piipadé variet, na kterych piisobi Lieova
grupa G jako grupa transformaci.

2.1.1 Faktorprostory a homogenni prostory

Bud G Lieova grupa a H Lieova podgrupa G. Definujme relaci ekvivalence
na G jako g ~ ¢, pravé kdyz existuje prvek h € H takovy, ze ¢’ = gh.
TFida ekvivalence [g] je tudiZz mnozina {gh; h € H}. Faktorprostor G/H méa
strukturu variety a dim G/H = dim G — dim H. G/H ale obecné nemusi byt
Lieova grupa, tou se stane, pokud podgrupa H je normalni podgrupou, tj.
plati ghg™! € H, Vg € G a Yh € H. V tomto piipadé jsou operace nasobeni
a inverzniho prvku nezavislé na vybéru zastupce t¥idy ekvivalence a tudiz
dobfe definované. Jiz bylo zminéno, ze faktorprostor je varietou, tj. je na ném
definovana topologie (Hausdorfova topologie). Topologii na G/H definujeme
pomoci zobrazeni 3 : G — G/H, po kterém pozadujeme, aby bylo spojité a
oteviené. Definujeme dale zobrazeni 7(g) : aH — gaH, Vg € G, potom G
je grupou transformaci G/H. Jelikoz G piusobi na G/H tranzitivné je G/H
homogennim prostorem.



2.1.2 Tranzitivni G-prostory - homogenni prostory

Uvazujme hladkou konfigurac¢ni varietu M a jeji Lieovskou kone¢nédimenzio-
nalni grupu symetrie GG, ktera na varieté M piisobi tranzitivneé tj. Vm,n € M
existuje g € G takové, ze m = gn. Zvolme pevné libovolny bod m z vari-
ety M a oznac¢me H grupu stability prvku m. H je tedy podgrupa grupy
G, ktera svou akci na varieté M ponechava bod m bez zmény. Grupa H je
také Lieova a nezavisla na volbé bodu m, nebot diky tranzitivité grupy G
jsou si podgrupy stability vSech prvkt z variety M vzajemné izomorfni, tj.
plati H,, = gH,g ', kde H,, je grupa stability prvku m a H, grupa stability
prvku n a plati m = gn. Déle plati nasledujici dulezita véta viz [4].

Véta 2.1.1 Je-li G grupa, kterd pisobi tranzitivné na mnoziné M, potom
pro kazdy bod m € M, existuje bijekce j,, : G/H,, — M definovand jako
Im : gH, — gm, kde H,, je grupa stability bodu m. Pokud navic M je lo-
kalne kompaktni hladkd souvisld varieta a G lokdlnée kompaktni Lieova grupa,
potom bijekce j,, je difeomorfizmus z G/H,, na M.

Podle nasich pfedpokladt mtizeme tedy ztotoznit M s G/H.

2.1.3 Homogenni prostor jako hlavni fibrovany prostor

Nyni bude ukazano, ze homogenni prostor 1ze chapat jako hlavni fibrovany
prostor (Principal bundle), tj. jako fibrovany prostor s vlaknem difeomorfnim
strukturni grupé. V predchozim odstavci bylo ukazano, ze homogenni prostor
M (tj. varieta, na niz pusobi Lieova grupa G tranzitivné) mizeme ztotoZnit
za jistych pfedpokladi s faktorpraostorem G/H, tj. M = G/H. Pokud pro-
vedeme toto ztotoznéni, pak v nasledujicim bude ukézano, ze Lieovu grupu
G lze chapat jako hlavni fibrovany prostor s vldknem H (uzaviend Lieova
grupa) a bazovym prostorem M = G/H. Definujme nyni pravou akci H na
G jako g — gh, kde ¢ € G a h € H. Protoze GG je Lieova grupa je toto
zobrazeni diferencovatelné. Dale definujme projekci 7 : G — M = G/H jako
g lg] = {gh,h € H}. Tudiz g, gh € G jsou zobrazeny do stejného bodu [¢]
a plati 7(g) = m(gh). Abychom mohli definovat lokélni trivializaci, musime
nejdiive najit zobrazeni f; : G — H na kazdé mapé U; C M. To udélame
nasledujicim zptisobem: bud s lokalni hladky fez na U; a g € 7 '([g]), tj-.
prvek vldkna v bodé [g]. Definujme f; jako fi(g) = s([g])~1g, kde s([g]) 7! je
grupova inverze.



Jelikoz s([g]) je ez v bodé [g] d& se napsat ve tvaru gh, kde h € H,
potom dostaneme s([g])"'g = h™lg7'g = h™! € H, timto jsme obdrZeli
kyzené zobrazeni f; : G — H. Muzeme tedy definovat lokalni trivializaci
®;, : U; x H— G jako ®,(g)~' = (|g], fi(9)), z predchoziho vyplyva, ze se
jedna o difeomorfizmus. Déle se jednoduse ovéri, Ze plati fi(gh) = fi(g)h a
tudiz je splnéna podminka pro lokalni trivializaci na hlavnich fibrovanych
prostorech @;(uh)™* = (p, fi(u)h), kde h je prvek strukturni grupy, p je
prvek prostoru M a u je prvek vlakna hlavniho fibrovaného prostoru. Z této
podminky plyne, ze vldkno lze zkonstruovat za pomoci jednoho bodu u a pri
znalosti strukturni grupy.

2.2 Neékolik vlastnosti miry na lokalné kom-
paktnich grupach

V této kapitole budou uvedena zakladni fakta tykajici se miry na lokalné
kompaktnich topologickych grupéach, které budou potfebné pro konstrukci
unitarnich indukovanych reprezentaci téchto grup. Divod proc¢ se zabyvat
pravé lokalné kompaktnimi topologickymi grupami, konkrétné lcsc, je ten,
ze se velice Casto vyskytuji ve fyzikalnich aplikacich. A dale ten, Ze teorie
jejich unitarnich representaci je velmi dobfe propracovana.

2.2.1 Prehled zakladnich pojmt

Nejprve nékolik pojmi z topologie. Systém 7 podmnozin mnoziny X se na-
zyva topologie na X, ma-li nasledujici t¥i vlastnosti i) () € 7, X € 7; ii) je-li
Vi € Tproi =1,2,...n, potom plati Vi (Vo) ...\ V. € 75 iii) je-li {V,} libo-
volny systém mnozin z 7, plati | J, Vi, € 7. Je-li 7 topologie na X, nazyvame
X topologicky prostor a prvky systému 7 oteviené mnoziny v X.

Mnozina K C X je kompaktni, jestlize kazdé oteviené pokryti mnoziny
K obsahuje kone¢né podpokryti. Okoli bodu p € X je kazda oteviena pod-
mnozina X, kterd obsahuje p. X je Hausdorffiv prostor, jestlize plati: je-li
p,q € X ap # q, potom p mé okoli U a ¢ okoli V takové, ze UV = 0. X
je lokalné kompaktni, jestlize kazdy bod z X ma okoli, jehoz uzavér je kom-
paktni. Systém £ € 7 nazveme bazi topologického prostoru (X, 7), jestlize
kazdou neprazdnou otevienou mnozinu lze vyjadrit ve tvaru sjednoceni prvki
systému L. X spliiuje druhy axiom spocetnosti, jestlize v ném existuje spo-
¢etna baze.



Definice 2.2.1 Topologicky prostor je lcsc, jestliZe je to lokdlné kompaktni
Hausdorffiv prostor, ktery splniuje druhy axiom spocetnosti.

2.2.2 Miry na lcsc Borelovskych prostorech

K tomu, abychom mohli definovat miru zavedme nejprve pojem Borelovsky
prostor.

Definice 2.2.2 Borelovskd struktura na mnoziné X je o-algebra B podmno-
zin X, dvojice (X, B) se potom nazyva Borelovsky prostor (jde tedy o méri-
telny prostor). Prvky systému B se nazyvaji podmnoziny X .

Budte (X, B) a (Z,C) Borelovské prostory, potom zobrazeni f : X — Z se na-
zivéa Borelovské, jestlize f(C)~! C B. Jestlize je toto zobrazeni bijekce a plati
f(C)™t = B, potom f je tzv. Borelovsky izomorfizmus. Pokud X = Z a f je
izomorfizmus, nazyvame f automorfizmus. Necht X je navic topologicky pro-
stor, potom existuje nejmensi o-algebra B na X takova, ze obsahuje vSechny
oteviené mnoziny v X. Systém B se nazyva prirozena Borelovska struktura
na X. Specidlné jsou tedy vSechny uzaviené mnoziny v X Borelovské (do-
plitkky otevienych). Borelovskymi mnozinami v X jsou rovnéz spocetna sjed-
noceni uzavienych mnozin a spocetné priniky otevienych mnozin. Protoze
B je o-algebra, mizeme X povazovat za méfitelny prostor, ve kterém roli
méfitelnych mnozin hraji Borelovské mnoziny. Potom je-li f : X — Y spo-
jité zobrazeni X do topologického prostoru Y je zfejmé, ze f(V)~! € B pro
kazdou otevienou mnozinu V' C Y, tudiz kazdé spojité zobrazeni prostoru X
je Borelovsky meéfitelné. Dale bud T' separabilni metricky prostor a X € B
Borelovskd podmnozina T', potom Borelovky podprostor (X, Bx) takovy, ze
Bx = {B( X, B € B} se nazyva standardni. Jestlize X je lcsc, potom Bo-
relovsky prostor, kde B je prirozena borelovska struktura, je standardni.

Mirou na Borelovském prostoru rozumime mnozinovou funkci definova-
nou na o-algebte B, kterd je spo¢etné aditivni a zobrazuje do intervalu [0, co].
Mira g na (X, B) je finitni, jestlize 7(X) < oo a o-finitni pokud existuji Bo-
relovské mnoziny X, takové, ze X = J, X,, a plati 7(X,,) < co. Bud dale X
lcsc, potom Borelovskou mirou na X rozumime miru s vlastnosti, ze kazda
kompaktni mnozina mé miru v [0,00) (ma kone¢nou miru). Je zfejmé, Ze
kazda Borelovska mira na X je o-finitni.

Bud v né&jaka o-finitni mira na Borelovském prostoru (X, 5) a bud u
mira. Potom 1 se nazyva absolutné spojita vzhledem k v, jestlize p(S) = 0
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pro kazdou Borelovskou mnozinu S, pro kterou plati »(S) = 0. Nyni bude
uveden dtlezity Radon-Nikodymiiv teorém.

Véta 2.2.3 Jestlize [ je nezapornd Borelovskd funkce, potom funkce p :
S — [ fdv je o-finitni mira, kterd je absolutné spojitd vzhledem k v. Ob-
racené, jestlize u je o-finitni mira absolutné spojitd vzhledem k v, potom
existuje nezapornd Borelovskd funkce f na X takovd, Ze p(S) = fs fdv,

VS e B.

Jestlize 7 je Borelovsky automorfismus na X a p o-finitni mira na X, potom
muzeme definovat o-finitni miru p” jako p”(S) = u(7(S)™ 1), kde S € B. Pak
[t se nazyva invariantni, jestlize u” = p a kvaziinvariantni pokud p”™ a p jsou
vzajemné absolutné spojité (relace absolutni spojitosti je relaci ekvivalence
na mnoziné o-finitnich mér prostoru X). Mira p je tedy kvaziinvariantni,
pokud mnoziny miry 0 jsou invariantni vic¢i automorfismu 7.

2.2.3 Haarova mira

Predpokladejme, ze GG je grupa a zaroven Borelovsky prostor. Potom G je

! je Borelovské. Déle jestlize

Borelovské grupa, jestlize zobrazeni (z,y) — xy~
G je lesc grupa, potom: 1) G je standardni Borelovskd grupa; 2) existuje
nenulova o-finitni mira x4 na G, kterd je levo (nebo pravo) invariantni, tj.
u(S) = p(xS) (nebo u(S) = wu(Sx)), VS € B a x € G. Mira p je déna
jednoznacné az na multiplikativni konstantu p > 0 a je nazyvana leva (pravd)
Haarova mira na GG. Obecné neplati, ze leva Haarova mira je pravoinvariantni.
Pokud toto plati, nazyvame grupu GG unimodulédrni. Déale bud G lcsc grupa
a p levd Haarova mira, potom YV € G mira S — p(Sz) je také leva Haarova
mira, a proto musi (viz pfedchozi) existovat konstanta p(xz) > 0 takova, ze
p(Sz) = p(x)p(S). Funkce p(x) se nazyva modularni funkce a ma nasledujici

vlastnosti: p(e) = 1, p(zy) = p(x)p(y), p(x) je spojita funkce.

2.2.4 Mira na tranzitivnich G-prostorech

V tomto odstavci ukdZeme jak prenést miru z G na X = G/H za pomoci
Haarovy miry na G. Bud G lcsc grupa a H jeji uzaviend podgrupa, 3 zobra-
zeni z G na X = G/H definované jako 3 : g — gH. Potom X je lcsc prostor
vzhledem k podilové topologii a 3 je oteviené spojité zobrazeni. Podilova
topologie znamend to, ze U C X je oteviend mnoZina, pravé kdyz 3-1(U)
je oteviend mnozina v G. Navic vzhledem k této topologii je i zobrazeni



(x,g9) — gr z G x X do X spojité. Déle existuje kvaziinvariantni mira na
X = G/H s nasledujicimi vlastnostmi: 1) Jestlize A je finitni kvaziinvariantni
mira na G a A je finitni mira na X definovana jako A(S) = A(871(S)), potom
A je kvaziinvariantni. 2) Kazdé dvé kvaziinvariantni o-finitni miry na X maji
stejné mnoziny miry nula, a tudiz jsou vzajemné absolutné spojité.

V dalsim bude naznaceno, podrobnosti viz [3], jak se tvrzeni 1) rozsiri
na vétsi t¥fidu mér, konkrétné na Borelovské miry. Ozna¢me C¢(G) tiidu
vSech komplexnich funkci na G, které jsou spojité a maji kompaktni support,
Co(X) znaci analogicky prostor funkci na X. Pro néjakou funkci f € Co(G)
definujme M f(g) = [, f 5 f(gh)dpo(h), kde p1o je levd Haarova mira na H. Z
levomvarlantnostl to vyplyvéa rovnost M f(gh) = M f(g), Vg € G. Tudiz
existuje funkce f na X takova, ze f(3(g)) = M f(g) a M : Co(G) — Co(X).
Zobrazeni M pak pouZijeme pro pienos miry z X na G a definujeme o
pomoci rovnosti dvou linedrnich funkcionalii na Ce(G): [, fda® = [ fda,
kde a je néjaka Borelovskd mira na X, potom « je kvaziinvariantni prave
kdyZz o je kvaziinvariantni mira na G.

2.3 Multiplikatory a projektivni reprezentace

Jak uz vime, z bodti a), b), ¢) v prvni kapitole, plyne pozadavek na existenci
méfitelného homomorfizmu b : G — P(H), kde P(H) je projektivni grupa
Hilbertova prostoru H. Jestlize zavedeme kanonicky homomorfizmus 7 : U +—
m(U),U € U(H) z U(H) do P(H), mizeme vybavit prostor P(H) podilovou
topologii a ten se stane metrizovatelnou topologickou grupou se spocetnou
béazi. Zobrazeni 7 je pak oteviené spojité zobrazeni z U(H) do P(H).

Nyni miizeme pfistoupit k formulaci pojmu projektivni reprezentace a
poté ukazat jak lze preformulovat pozadavek abc) z kapitoly 1. pomoci pro-
jektivnich reprezentaci. Zacnéme nejprve s pojmem multiplikdtor grupy. Budte
G, K lesc grupy a K abelovska. K - multiplikdtorem grupy G rozumime Bo-
relovské zobrazeni m : (x,y) — m(z,y) z G X G do K takové, Ze jsou splnény
nasledujici vztahy:

i) m(z,yz)m(y, z) = m(xy, 2)m(z,y), Vo, y,z € G,
ii) m(z,e) =m(e,x) =1, Vo € G.

Pokud bude K = T, multiplikativni grupa komplexnich ¢isel modulu 1, bu-
deme mluvit jednoduse o multiplikatorech. Mnozina vSech K - multiplikatort
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grupy G je ziejmé komutativni multiplikativni grupa. Ozna¢me tuto grupu
M (G). Déle, dva K - multiplikdtory mq, my se nazyvaji ekvivalentnimi a
znal my; = my, jestlize existuje Borelovské funkce a : G — K : z — a(z) ta-
kova, ze mo(z,y) = [a(zy)/a(x)a(y)|mi(z,y), Y,y € G. Poznamenejme, Ze
a(e) = 1. Jestlize K - multiplikator je ekvivalentni jednotkovému, fekneme,
ze je exaktni. Je tedy exaktni, pravé kdyz plati m(z,y) = a(zy)/a(x)a(y),
Ve,y € G. Je vidét, ze exaktni multiplikdtory tvori podgrupu, oznacme ji
Ei(G), grupy multiplikatora M} (G). Zavedme nyni faktorgrupu M(G) =
M, (G)/E(G) a nazvéme ji K - multiplikdtorovou grupou grupy G. Pokud
K =T, pak budeme psat jen M(G) a tuto grupu nazveme multiplikitorovou
grupou grupy G.

Definice 2.3.1 Predpokladejme, Ze m je multiplikator grupy g. Potom zob-
razeni U : g — U, z G do unitarni grupy U(H) separabilniho Hilbertova
prostoru H se nazyvd m - reprezentace pokud plati: i) g — U, je Borelovské
tj. je g — (f,U,f) Borelovské Vf, f € H; i) U, = 1; iii) Uy, = m(z,y)U,U,,
Vz,y € G. Borelovské zobrazeni g — U, z G do U(H) se nazyvd projek-
tivni reprezentace jestlize existuje multiplikator m pro G takovy, ze U je m -
reprezentace, pritom m je jednoznacné dan zobrazenim U.

Je vidét, ze pokud U je projektivni reprezentace G v ‘H, pak zobrazeni
moU : g — 7w(U,) je Borelovsky homomorfizmus z G do P(H). Dokonce
plati, Ze kazdy Borelovsky homomorfizmus z G do P(H) pochézi od projek-
tivni reprezentace definované vyse. To ndm naznacuje jak pozadavek abc)
z kapitoly 1. souvisi s projektivnimi reprezentacemi. Pfesnéji viz nésledujici
véta [3].

Véta 2.3.2 Bud m néjaky multiplikdtor grupy g a bud U m - reprezentace
grupy G v H. Potom wo U je spojity homomorfizmus z G do P(H). Jestlize
V' je néjakd projektivni reprezentace G v 'H takovd, Ze mo U = wo V, po-
tom multiplikator V' je ekvivalentni m. Obrdcené jestlize m je multiplikdtor
ekvivalentni m, potom pro m - reprezentaci V plati m o U = mo V. Predpo-
klddejme, Ze h : g — U, je Borelovsky homomorfizmus z G do P(H). Potom
existuje projektivni reprezentace U grupy G v 'H takovd, Ze h = mo U, navic
U mizZe byt vybrdana jako spojitd na néjaké oteviené podmnozine G obsahu-
jici jednotkovy prvek. Konecné, jestlize m je néjaky multiplikdtor grupy G,
potom existuje m - reprezentace G.

Dtisledkem predchozi véty je naptiklad to, ze pro libovolny multiplikator m
grupy G mtizeme na Hilbertové prostoru H = £L2(G, u1), kde u je leva Haarova
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mira na G, definovat projektivni reprezentaci jako

Ugf(x) =m(z™", 9) " fg '),

Vg € G aVf € H. Jak lze pomérné jednoduse ovéfit jsou splnény podminky
i), ii), iii) pro m - reprezentace a také pro unitaritu operatoru, tudiz tato
reprezentace je projektivni reprezentaci. Tohoto vztahu vyuzijeme v nasle-
dujicich kapitolach.

2.4 Indukované reprezentace

2.4.1 Motivace a zakladni definice

V tomto odstavci bude naznaceno z ¢eho vychazi idea indukovanych repre-
zentaci a na zavér bude uvedena jejich presna definice.

Na zacatek uvazujme reprezentaci U (definice je obdobné jako pro projek-
tivni reprezentaci s trividlnim multiplikdtorem) spojenou s G-prostorem M
a G-invariantni mirou p na M. Definici indukovanych reprezentaci budeme
motivovat preformulovanim definice U pro piipad, ze akce G na M je tran-
zitivni. Jak uz bylo uvedeno, uzitim zobrazeni j,, (kapitola 2.1.2) miZzeme
za jistych pfedpokladi ztotoznit varietu M s levym faktorprostorem G/H a
také ”pretdhnout” miru z M na miru na levém faktorprostoru G/H. Jak je
definovanda akce G na G/H bylo uvedeno v kapitole 2.1.

Déle bud dana funkce f definovana na G/H. Na tuto funkci mizeme
také pohlizet jako na funkci na G, pficemz jeji funkéni hodnota je stejna pro
vSechny prvky z jedné ti{dy ekvivalence v G'. Tj. pokud plati f(gH) = C,
potom muzeme ¥ici, ze f(gh) = C,Vh € H, (f(gh) = f(g9),Yh € H,Vg € G).

Zpétné pokud mame funkci na G spliujici predchéazejici podminky, mu-
zeme na ni pohlizet jako na funkci na G/H. Bud F mnozina vSech funkci
f G — C, které spliuji néasledujici podminky:

i) f(gh)=f(9).Vh € H,Vg € G,
ii) f je borelovsk4 funkce a plati fG/H |f(9))?dp(u) < oo, u=gH € G/H.

Diky ii) je F Hilbertiv prostor, pokud definujeme skalarni souéin jako:

(f1, f2) = fl(g)fz(g)du(u).2

G/H

INap¥. v pFipadé akce rota¢ni grupy na sféfe

2f1(g9) f2(g) je funkce konstantni na t¥idach ekvivalence v G
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Reprezentace U grupy G na F definovana jako (U,f)(z) = f(9 '), kde
x € G, je zfejmé€ unitarni.

Takto zavedenou unitarni reprezentaci grupy G na prostoru F lze po-
mérné jednoduse zobecnit. Predpokladejme, Zze mame danou unitarni repre-
sentaci L uzaviené podgrupy H grupy G. Bud H(L) nosi¢ reprezentace L.
Oproti pfedchozi definici udélame nékolik zmén. Bud f : G — H(L) vekto-
rova funkce a identitu i) zaménme za

i’) f(gh)=L,"f(g),Vh € H,Vg € G.

Podminka ii) v pfedchozim potom dava smysl, pouze kdyz zaménime | f(g)|?
za (f(g), f(g)), skalarni soucin v 'H(L). Toto je dobfe definovano nebot f(g)
je vektor v H(L). Potom, protoze L; je unitarni operator na H(L) plati:
(f(gh), f(gh)) = (L' f(9),. Ly, " f(9)) = (f(9).f(9)), Vg € G aVh € H. Je
videt, ze (f(g), f(g)) definuje funkci na G/H, tudiz miZzeme podminku ii)
prepsat jako:

ii’) bud g — (f(9), f(g)) Borelovska funkce a necht pro ni plati
fG/H<f(9)a f(g))du(u) < oo, u=[g].

Potom prostor F’ funkei f : G — H(L) takto definovanych se stane Hilber-
tovym prostorem pokud zavedeme skalarni soucin

(i fa) = / | U(a) ot

Reprezentaci grupy G na prostoru F’ pak definujeme v souladu s pfedchozimi
odstavci jako: (U,f)(z) = f(9 '), kde € G. Tato unitarni representace
zévisi na nagem vybéru L, znaci se U a nazyva se reprezentace G induko-
vana pomoci unitarni reprezentace L podgrupy H. Mohlo by se zdat, ze takto
definovand reprezentace zavisi také na mife p (dosud uvazujeme invariantni
miru), na to bychom narazili pti ovéfovani podminky unitarity ||U, f|| = || f]],
Vf e F'. Ale jak vyplyva z kapitoly 2.2, kazdé dvé invariantni miry na G/H
se lisi pouze o nenulovou multiplikativni konstantu a zména této konstanty
nema podstatny vliv na definici U”. Jinak je tomu v pi¥ipadé, Ze faktorpro-
stor G/H nepfipousti invariantni miru. Jak bylo uvedeno v kapitole 2.2 na
prostoru G/ H s podilovou topologii, kterd indukuje o-algebru borelovskych
mnozin, existuje kvaziinvariantni mira a kazdé dvé kvaziinvariantni miry jsou
vzajemné absolutné spojité. Zvolme pevné jednu z kvaziinvariantnich mér na
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G/H. Jestlize se pokusime definovat U’ jako v piedchozim, nebudeme mit
potize az do chvile, kdy se pokusime ovérit platnost vztahu, ktery zarucuje
unitaritu UL, tj. |U,f|| = || f|l, Vf € F'. V tomto piipadé totiz dostaneme

ot s = |

G/H

(Flg™2), fg~"a))du(=) = / (@), £(x))du(g2).

G/H

jelikoz p je kvaziinvariantni je u(gz) = fG/H py(2)dp(z), z = [z]. Z téchto
dvou vztahti vyplyvé, Ze operdtor definovany jako (U, f)(z) = f(¢ ') neni
unitarni.

K tomu, aby byla zajisténa unitarita, je tfeba UZ definovat nasledujicim
zptisobem

(Uaf) (@) = \Jog (o7 ) F (g7 ),

kde p, = du? /du je Radon-Nikodymova derivace. Touto cestou obdrzime uni-
tarni reprezentaci U* grupy G pro kazdy par skladajici se z unitarni repre-
zentace L podgrupy H a kvaziinvariantni miry p na G/H. Tato reprezentace
navic do jisté miry nezalezi na konkrétni volbé kvaziinvariantni miry, nebot
jak uz bylo feceno, kazdé dvé kvaziinvariantni miry na G/H jsou vzajemné
absolutné spojité, tj. patii do stejné tiidy ekvivalence a plati u = fs frv,
VS € B, takze vSechny reprezentace jsou pro rtznou volbu miry unitarné
ekvivalentni. Pokud tedy p a p’ jsou dvé odlisné kvaziinvariantni miry na
G/H, H, H' ptislusné Hilbertovy prostory a U, U’ pfislusné indukované re-
prezentace, potom existuje izometrie W z H do H’ takova, ze U’ = WUW 1
a ma tvar
W H—-H:f—f=] ;Z—ZOﬁ]f,

kde 5: G — G/H.

Jelikoz v kvantové mechanice se zajimame nejen o obycejné reprezentace,
ale v prvni fadé o reprezentace projektivni, je nutné uvazit i tuto situaci. Bud
tedy m multiplikdtor grupy G, pokud budeme pozadovat, aby L a U* byly
m reprezentace, tj. projektivni reprezentace s multiplikatorem m, musime
predchozi definice L a U zménit v souladu s kapitolou 2.3. Tedy L jako m-
reprezentace grupy H v separabilnim Hilbertové prostoru H(L) je definovana
vztahem

(L, (@) = m(z, )~ f(zh).

Ul jako m-reprezentace grupy G v Hilbertové prostoru F’ je definovéna
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vztahem
Uah) (@) = \Jor g ehmia, 0) " (g7 "0).
Takto definované vztahy skute¢né splnuji podminky pro m-reprezentace z
minulé kapitoly véetné vztahu Uy, = m(h, g)U,U, a tudiz jsou projektivnimi
reprezentacemi.
Vysledné definice projektivnich indukovanych reprezentaci tedy zni:

Definice 2.4.1 Bud p kvaziinvariantni mira na G/H, ddle bud m multipli-

kator grupy G a L m-reprezentace grupy H v separabilnim Hilbertové pro-
storu H(L). Pokud je F' Hilbertiv prostor vektorovych funkci f : G — H(L),
ktere splnugi ndsledugici podminky:

i) = — (f(x), V) je borelovska funkce na G, V¥ € H(L),
ii) (L,'f)(z) = m(z,h)" f(xh), kde h € H,

iii) ||f]] < oo, kde ||.|| je norma indukovand skaldrnim soucinem
(1. f2) = Joyu{f1(@), fo(2))dp([z]).

Potom U" definované jako:

(Uaf)(w) = \[o7 (g ez 9) " (g™ 0),

je unitarni projektivni reprezentace grupy G v Hilbertové prostoru F' a na-
zyvd se indukovand reprezentace.

2.4.2 Daiilezité pojmy z teorie fibrovanych prostort

Zacneme nejprve se zobrazenim mezi dvéma fibrovanymi prostory. Budte
E=(E,m,M)af = (E' «', M) dvojice fibrovanych prostori. Potom dvojice
spojitych zobrazeni (u, f), kde w : E — E" a f : M — M’ takové, ze
7 ou = f om se nazyva zobrazenim fibrovanych prostori. VSimnéme si,
ze tato podminka je ekvivalentni s tim, ze vldkno z E se zobrazi na néjaké
vldkno z E'.

Déle Hilbertovym fibrovanym prostorem ¢ = (E, 7, M,’H) budeme rozu-
mét fibrovany prostor, kde totalni prostor E a zdkladni (bazicky) prostor
M jsou topologické prostory, 7 je spojita surjekce z £ na M a 7~ '(p) méa
strukturu Hilbertova prostoru Vp € M. Isomorfismem Hilbertovych fibrova-
nych prostort budeme rozumét zobrazeni (u, f) definované vyse, kde u i f
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jsou homeomorfismy a u zobrazuje vlakno F, izometricky na vldkno F7, kde
P = f(p), Vp € M. Hilbertovym G-prostorem & nazveme Hilbertiv fibrovany
prostor, na kterém je dana spojita akce grupy G na E a M takova, Ze dvojice
(u, f) je automorfismus prostoru £, Vg € G.

Bud ¢ = (P,7, M) hlavni (principal) fibrovany prostor a dale bud F
levy H-prostor, kde H je strukturni grupa P. Definujme Pp := P X, ) F
jako prostor tiid ekvivalence (u,v) ~ (u,v)h := (uh, p(h)™'v), kde u € P,
h € H,v € F a p(h) je reprezentace (linearni akce) grupy H v F. Pokud
definujeme zobrazeni 7p : Pp — M jako mp([u,v]) := m(u), potom &(F) =
(Pp,mp, M, F) je fibrovany prostor vzhledem k M s vldknem F', ktery se
nazyva asociovany fibrovany prostor vzhledem k akci grupy H na F. To
ze vldkno z Pr je linearné izomorfni F' plyne z nésledujiciho. Definujme
zobrazeni i, : F' — P jako i,,(v) := [ug,v] a zobrazeni j, : n5'(p) — F
jako ju,([u,v]) := p(h)v, kde u = uph (viz vlastnosti hlavniho fibrovaného
prostoru). Jak lze jednoduSe ovéfit i,, 1 ju, jsou vzajemné inverzni zobrazeni
a navic lze pomoci nich definovat lokalni trivializaci Pp tj. zobrazeni ®;! :
7t (p) — U x F jako ®;([u,v]) := (7(u), ju,([u, v])). Definice zobrazen{ j,,
vyplyva z faktu, ze kazdou t¥idu ekvivalence [u,v] lze pfepsat pro pevné ug
jako [u,v] = [ugh,v] = [ughh™t, p(R~1) " 0] = [ug, p(h)v].

Zabyvejme se nyni zobrazenim mezi dvéma asociovanymi fibrovanymi pro-
story. Bud (u, f) zobrazeni mezi parem hlavnich fibrovanych prostort £ =
(E,m,M)a& = (E' n', M'). Zobrazeni mezi asociovanymi prostory P X ,(z)F

a P’ X,y F miZe byt definovano jako up([g,v]) := [u(g),v]. Toto zobrazeni
je dobfe definovéno, nebot ur([gh, p(h)~'v]) = [u(gh), p(h)~'v] = [u(g)h,
p(h)™1v] = [u(g),v]. Jednoduse se lze piesvédcit, Ze jsou podminky pro zob-

razeni mezi fibrovanymi prostory ze zacatku kapitoly splnény pokud zobra-
zeni mezi § a ' definujeme jako dvojici (up, f). Pfirozené se da definovat také
automorfizmus up asociovaného prostoru £[F] jako up([g, v]) := [u(g), v], kde
u je automorfizmus hlavniho fibrovaného prostoru pfislusného k &[F1.

Na zavér této casti budou uvedeny zakladni vlastnosti fezli na asociova-
nych fibrovanych prostorech. Bud {(F) = (Pg,7p, M, F') asociovany fibro-
vany prostor, potom existuje bijektivni zobrazeni mezi jeho fezy s : M — Pr
a ekvivariantnimi funkcemi ® : P — F definovanymi podminkou ®(uh) =
p(h)~1®(u), Yu € P (P je hlavni fibrovany prostor) a Vh € H. Rez sg
korespondujici s timto zobrazenim je pak ve tvaru ss(p) = [u, ®(u)], kde
u je ngjaky bod z vldkna F,. Rez s je pfitom nezavisly na vybéru bodu
u € F, C P nebot plati [uh, ®(uh)] = [uh, p(h) " ®(u)] = [u, ®(u)]. Z pred-
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chazejiciho je vidét, Ze pokud o(p) je lokdlni fez na hlavnim fibrovaném
prostoru P, pak lze lokalni fez v asociovaném fibrovaném prostoru zapsat

jako s(p) = [o(p), (c(p))]-

2.4.3 Geometricky pohled na indukované reprezentace

Jak uz bylo uvedeno v kapitole 2.1, v nasem pripadé tvori zakladni prostor
faktorprostor G/H, ktery je ekvivalentni varieté M na niz pusobi lokalné
kompaktni (Lieova) grupa G tranzitivné. Grupa G potom tvofi hlavni fibro-
vany prostor nad G/H se strukturni grupou H. Uvedme nékteré dalsi vlast-
nosti tohoto hlavniho fibrovaného prostoru. Spojita prava akce G x H — G :
(g,h) — gh. Projekce m : G — G/H, kterou budeme nadale znacit 5 (viz
kapitola 2.2), je spojité zobrazeni. Prostor G je lokalné trivializovatelny a
grupa G mé pfirozenou akci na M = G/H, G x M — M : (a, gh) — agH.

Z tohoto hlavniho fibrovaného prostoru vytvorime asociovany fibrovany
prostor £(F) = & := (Pp,mp, M, H(L)), pfidruzime-li k nému prostor F' =
H(L) na némz mé grupa H levou akci pomoci unitéarni reprezentace L, =
L(h) (viz pfedchozi kapitola) takovou, ze H x H(L) — H(L) : (h,v) —
L(h)v. Vlastni pfidruZeni provedeme tim, Ze stejné jako v definici zavedeme
tfidy ekvivalence (g,v) ~ (gh, L(h)™'v). Tato podminka tizce koresponduje
s podminkou f(gh) = L(h)~'f(g) z odstavce 2.4.1, kterd pfevadi vektorovou
funkci na G na vektorovou funkci na G/H. Fibrovany asociovany prostor
Pr je potom mnozina t¥id ekvivalence [g,v]. Projekce mp méa s ohledem na
definici vySe tvar mp : [g,v] — p, kde p = B(g) = gH. Vldkno F, v bodé
p € G/H = M je mnozina tiid ekvivalence [g, v], kde ¢ je néjaky bod z G, pro
ktery plati 3(g) = p a v prochazi cely H(L). Vldkno F, mé navic strukturu
Hilbertova prostoru nebot, pokud p = gH potom kazdy prvek vldkna F),
se da napsat ve tvaru [g,v], kde v € H(L) je jednoznaéné dano. Pomoci
bijekce j, : [g,v] — v z F,, na H(L) pak vldkno F}, ziska strukturu Hilbertova
prostoru se skalarnim soucinem (..., ...) s, (skalarni souc¢in na H(L)). Je nutné
podotknout, Ze nezalezi na volbé prvku g, protoZze pokud p = gH = ¢'H,
potom existuje h € H takové, ze ¢ = gh. A t¥idy ekvivalence [g, v], [¢, v] jsou
pak spjaty vztahem [¢',v] = [gh,v] = [g, L(h)v], z ¢ehoZ plyne nezavislost
vybéru. Z uvedeného vyplyva, ze asociovany fibrovany prostor ma strukturu
Hilbertova prostoru, ktery byl popsan v predchozi kapitole.

Vyuzijme nyni pfirozené levé akce G' na M k definovani automorfizmu
asociovaného fibrovaného prostoru &, = (Pr,7p, M, H(L)). Slozku ur na
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G X (my H(L) definujeme jako D(a)[g,v] = |ag, v] a slozku f na G/H definu-
jeme ptirozené jako a(gH) = agH , pfi¢em? je samoziejmé splnéna podminka
7mr o D(a)([g,v]) = aomr([g,v]). S takto definovanym zobrazenim ziska &,
strukturu Hilbertova G - prostoru.

Mé&jme nyni linearni prostor Borelovskych fezti s : M — P : p — s(p)
(linedrni nebot &, = (Pg,7p, M, H(L)) ma strukturu Hilbertova fibrova-
ného prostoru), 7r o s = idys, v lokdlnim tvaru s(p) = [o(p), ®(o((p))], kde
oc: M — Papro®: P — H(L) plati ®(gh) = L(h)"'®(g). Tento pro-
stor miize byt vybaven strukturou Hilbertova prostoru H, pokud pro danou
kvaziinvariantni miru g na M = G/H zavedeme skalarni soucin vztahem

(s5,5') = /G S @) = / (@0, ¥ (o)),

‘H tedy zavisi na zvolené mire. Indukovanou reprezentaci, nékdy se znaci
Ind$% L, v tomto Hilbertové prostoru potom definujeme jako:

U,9)®) = [ 2 (5 p) [D(g)s) g p).

kde s € H. Dostavame se tedy k nasledujici definici:

Definice 2.4.2 Bud u kvaziinvariantni mira na G/H, ddle bud L unitdrni
reprezentace grupy H v separabilnim Hilbertové prostoru H(L). Pokud je H
separabilni Hilbertuv prostor meritelnych ez s : M — Pp, které splnuji
ndsledugici podminku:

i) [|s]] < oo, kde ||.|| je norma indukovand skaldrnim soucinem (s,s’) =

Jayu(s(0), ' (p))dp(p).

Potom U" definované jako:

Uys)(p) = \/j—:;< “1)[D(9)s](g™p),

je unitdrni reprezentace grupy G v Hilbertové prostoru H a nazyvd se indu-
kovand reprezentace.

Nyni zbyva ukazat, ze predchazejici definice je ekvivalentni s definici in-
dukované reprezentace v predchazejici kapitole. K tomu s vyhodou uzijeme
vztahu s(p) = [o(p), P(o(p))] = [0(p), Ps(p)], kde skaldrni soucin je dan
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vztahem (s,s") = [, 4 (s(p),s'®P))dp(p) = [ 5 (Po(p), P, (p))du(p). Déle
nebudeme uvazovat ¢len y/du/dpd predstavujici odmocninu z Radon - Niko-
dymovy derivace, ktery na nas dikaz ekvivalence nema vliv. Takze mame:

(Uygs)(p) = (D(g)s)(g'p) = [g90(97'p), s (g~ 'p)] =

= [o(p)a(p) "90(g7"p), ®-(g~ )] = [o(p), Lk 2, (g~ 'p)],
kde h™t = o(p)tgo(g~'p) € H a tudiz dostavame

(Uy®,)(p) = L(o(p) g0(9'p))®s(g D).

Vrafme se nyni k definici z kapitoly 2.4.1. Pro tu platilo (U, f)(c) = f(g o)
a f(oh) = L(h)"'f(0), tj. pro 0 = o(p) dostéavame:

Uy f)(a(p) = flg7 o(p) = f(o(g~ p)o(g 'p) g o(p)) =

= fo(g'p)h) = L() ™' f(a(97'p)) = L(a(p)~"go (g~ ")) f(o (g™ "p))-
Porovname - li tento vztah se vztahem uvedenym vyse zjistime, ze pokud
polozime f(o(g7'p)) = ®,(97'p) = ®(c(g'p)) jsou tyto vztahy identické.
Timto je dokézana ekvivalence obou definic v pfipadé trivialni multiplikéto-
rové grupy.

2.5 Projekéni mira a systém imprimitivity

2.5.1 Definice a prehled zakladnich pojmai
Nejprve uvedeme nékolik znamych definic.

Definice 2.5.1 Reprezentace (projektivni reprezentace) U v Hilbertové pro-
storu H se nazyva ekvivalentni reprezentaci U’ v Hilbertové prostoru H’,
jestliZe existuje unitdrni izomorfizmus W : H — H' takovy, Ze U, = wu,w-1.
Reprezentace (projektivni reprezentace) U na Hilbertové prostoru ‘H se na-
zyvd ireducibilng, jestlize jedinygmi uzavienymi podprostory, které jsou inva-
riantni vici pisobeni U, jsou 0 a 'H.

Definice 2.5.2 Projekéni mirou na varieté M rozumime zobrazeni ze sys-
tému vSech Borelovskych mnozin B(M) na varieté M do mnoZiny omezenych
operdtory na nejakém Hilbertove prostoru 'H, ktere kaZde Borelovskeé mnoZiné
na M priradi projektor na H, tj. E : B(M) — projektory(H). Pricemz musi
byt splnény ndsledujici podminky:
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i) E(M) =1,
ii) E(S1(1)52) = E(S1)E(52), V51,82 € B(M),
iii) E(S1US2) = E(S1) + E(S2) — E(S1()S2), VS1, 5, € B(M).

Ddle bud H Hilbertiv prostor na némz pisobi projekéni mira E(M), stejné
tak bud H' Hilbertiiv prostor na némz piisobi projekéni mira E'(M). Rekneme,
ze E(M) a E'(M) jsou ekvivalentni, pokud existuje unitdrni izomorfizmus
W :H — H' takovy, ze E'(S) = WE(S)W L.

Napriklad vezméme o-finitni miru g na M a separabilni Hilberttv prostor
K (viz H(L) kapitola 2.4.1 az 2.4.3). Bud H = L*(M,K,u) a E(M) bud
projekéni mira na M definovand jako E(S)f = xsf, Vf € H a VS € M.
Oznacme E(M) takto definovanou E(IC,u). Potom E(K,u) = E(K',u')
pravé kdyz i) p a p' patii do stejné tiidy mér (jsou vzédjemné absolutné spo-
jité), ii) dim I = dim K'. Tyto podminky jsou uréité splnény pokud K = K’
a b= /du/dy, potom zobrazeni W : f + bf je unitarni izomorfizmus z H
do H' takovy, Ze je splnéno E(K, i) = WE(KC, )WL

Definice 2.5.3 Bud G lcsc grupa, M wvarieta s Borelovskou strukturou na
niZ pusobi grupa G tranzitivné jako grupa symetrie. Ddle bud H separabilni
Hilbertiv prostor. Systemem imprimitivity pro G pilsobici na H nazveme
pdar (U, E), kde E je projekéni mira na G - prostoru M o U : g — U, je
(projektivni) reprezentace grupy G- v 'H, které spliuji podminku:

E(gS) = U,E(S)U, ™, (2.1)

Vg € G a VS € B(M).Dvojice (U, E) se potom nazyvd systém imprimitivity
prislusejici M.

Ekvivalence a ireducibilita systému imprimitivity je definovana nésleduji-
cim zpusobem. Dva systémy (U,E) na H a (U',E’) na H' patfici stej-
nému G-prostoru M jsou ekvivalentni, jestlize existuje unitarni izomorfizmus
W H — H' takovy, ze U, = WU,W " a E(S) = WE(S)W ™! plati Vg € G
a VS € B(M). Systém (U, E') nazveme ireducibilni, jestlize jedinymi invari-
antnimi podprostory jsou 0 a ‘H. Plati, pokud U je ireducibilni reprezentace,
potom (U, F) je ireducibilmi systém imprimitivity, obracené toto tvrzeni ne-
plati. Déle pokud (U;, E;), i = 1,2, ... je posloupnost systémii imprimitivity
pat¥icich k M, kde (U;, E;) maji akci na H;, potom definujeme direktni sumu

20



jako systém (U, E) ptusobici na H, kde H = &;H; a E(S) : (f1, f2,...) —
(E1(9) f1, B2(S) fas ), Uy & (f1, fa, ) /= (Urgfa, Uzgfa, ...). Symbolicky pi-
seme (U, E) = @;(U;, E;). Je také uzitecné definovat okruh O(U, E) tvoreny
témi omezenymi operatory v H, které komutuji se vsemi E(S) a U, pro
Vg € G a VS € B(M). Plati, ze systém imprimitivity je ireducibilni, pravé
kdyz okruh O(U, E) je tvofen pouze nasobky jednotkového operatoru.

2.5.2 Systém imprimitivity pro H = £>(M, H(L), i)

Jak plyne z nazvu odstavce, nyni se budeme blize zabyvat systémem im-
prinitivity pro Hilberttv prostor 7' = H = L*(M,H(L), ). Jde o prostor
zobecnénych ekvivariantnich vektorovych funkei (s prislusnou faktorizaci viici
1) na G, které spliuji podminku (L, f)(z) = m(z, h) "L f(zh), kde L je m -
reprezentace grupy H v Hilbertové prostoru H(L) a m je multiplikdtor grupy
G jejiz je H podgrupou (viz kapitola 2.4.1). Projekéni mira na M = G/H
je potom definovana jako nasobeni charakteristickou funkci mnoziny yg, tj.
plati

(B(S) f)(@) = xs(2)f (),

kde xs(x) = 1, V[z] € S a xs(z) = 0, V[z] € S. Z kapitoly 2.4.1 vime, Ze
indukovand projektivni reprezentace U : g — U, grupy G je definovana jako

(UEN@) = [ (g Tehm(, 0) 7 F g™,

Jak lze pomérné jednoduse ovetit, dvojice (U%, E¥) spliiuje vztah (2.1) a
tudiz tvofi systém imprimitivity, zvany kanonicky. Jelikoz kazdé dveé kvaziin-
variantni miry na G/H jsou vzajemné absolutné spojité, plyne z vlastnosti
projekéni miry uvedenych na zacatku kapitoly 2.5.1 (viz prfiklad), Ze pro
pevné zvolené L a H(L) nezavisi systém (UL, E*) na konkrétni volbé kva-
ziinvariantni miry.

Jak uz bylo naznaceno v kapitole 2.4.3, na indukované reprezentace lze
pohlizet jako na reprezentace grupy G v prostoru meéfitelnych fezti asociova-
ného fibrovaného prostoru £, = (Pg,7p, M, H(L)). Pfi¢emz tyto fezy také
tvori Hilbertiv prostor, ozna¢me ho H’. Projekéni miru piislusejici varieté
M = G/H na prostoru méfitelnych fezl 1ze potom zavést jako

(E'(S)"s)(p) = xs(p)s(p),
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kde xs(p) =1, Vp € S a xs(p) =0, Vp ¢ S. Indukované projektivni repre-
zentace U : g — U, grupy G je dana vztahem

(UFs)(p) = \/E(g‘lp)[D(g)S](g‘lp)?

kde p € M = G/H. Dvojice (U'", E'") také tvoii systém imprimitivity na M
a je ekvivalentni systému imprimitivity (U, EL), ale jen v pifpads, Ze K-
multiplikdatorova grupa je trivialni, pak existuje unitarni izomorfizmus W :
H — F =H.

Divod, pro¢ jsme se az dosud zaobirali indukovanymi reprezentacemi, je
nasledujici teorém imprimitivity:

Teorém 2.5.4 Necht G je lcsc grupa, H jeji uzaviend podgrupa a m mul-
tiplikdtor grupy G. Necht dvojice (U, E) tvori projektivni systém imprimitivity
pro G s multiplikatorem m. Pak existuje m-reprezentace L grupy H takovd,
Ye (U, E) je ekvivalentni kanonickému systému imprimitivity (UL, EL). Jsou
- li Ly a Ly dve m-reprezentace grupy H, pak prislusné kanonické systéemy
imprimativity jsou ekvivalentni, prave kdyZ L, a Lo jsou ekvivalentns.

Tento teorém je velmi dilezity pro kvantovou mechaniku nebot implikuje
Stone - von Neumannovu vétu o jednoznac¢nosti reprezentace Heisenbergo-
vych komuta¢nich relaci, tj. o jednoznacnosti kvantové mechaniky na R3. Na,
vztah (2.1) pfitom mtizeme pohliZet jako na zobecnéni komuta¢nich relaci.
Daéle je vidét, ze rtzné ireducibilni kvantové kinematiky na M = G/H se
daji klasifikovat pouze pomoci unitarnich ireducibilnich reprezentaci grupy
H.

2.6 Pozorovatelné polohy a hybnosti

2.6.1 Operator polohy

Kvantovy operator polohy zavedeme pomoci projekéni miry £ na M. Méjme
néjakou klasickou pozorovatelnou f, f je tedy zobrazeniz T*M — R, pak f je
pozorovatelna polohy, pokud je konstantni na vSech vlaknech Ty M, Vm € M.
Zobrazeni f lze psat ve tvaru f = f’ow, kde 7 je projekce daného koteéného
fibrovaného prostoru, tj. 7 : T*"M — M a f’ je zobrazeni f' : M — R.
Funkce f’ tedy nahrazuje funkci f : T*M — R a budeme ji nadéle znacit
jen jako f. Prislusny operator polohy je pak urcen spektralni funkci E/ jako
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E{ (S) := E(f71(A)), kde E je projekéni mira daného systému imprimitivity
a A € (—oo0,\) C R. Samosdruzeny operator polohy se zavede nasledovné:

quf:/RAdE{xp.

Defini¢ni obor operatoru @/ jsou takové vektory ¥ € H, které vyhovuji
podmince

Qwl? = [ e E{w) < oo
R

Poznamenejme, ze pokud je projekéni mira definovana jako nasobeni charak-
teristickou funkci mnoziny f~!'(A), kde A € (—oo0, \) C R, podobné jako v
predchozi kapitole. Pak se da ukazat, ze operator polohy ptisobi jednoduse
jako QU = fW. Déle pak z komutativnosti projekéni miry, tj. ze vztahu
E(S1)E(S2) = E(S1NS2) = E(S2(S1) = E(S2)E(S1), V51,52 € B(M),
dostaneme [Q7, Q'] =0, kde f, f': M — R jsou omezené.

2.6.2 Operator hybnosti

K zavedeni kvantového operatoru hybnosti pouzijeme zndmou Stoneovu vétu,
jiz nyni explicitné uvedeme.

Véta 2.6.1 Ke kazdé silné spojité unitdrni grupé {U(t),t € R} ezistuje
pravé jeden v podstaté samosdruzeny operdtor P takovy, Ze U(t) = exp(itP)
pro vsechna t € R.

Operatory hybnosti se definuji pomoci unitarni ireducibilni reprezentace U
grupy G. Z Lieovy algebry L(G) vybereme pevné prvek X € L(G). K to-
muto prvku pak jednoznacné piislusi podgrupa vx(t) = exp(tX) grupy G.
Podle Stoneovy véty pak existuje samosdruzeny operator P(X) na Hilbertové
prostoru ‘H, ktery spliuje rovnost

Uyx(t)) = exp(—it P(X)).

Derivaci této rovnosti podle ¢ a polozenim ¢t = 0 obdrzime operator P(X).
Komutac¢ni relace obou operatorti 1ze odvodit z podminky imprimitivity 2.1
7 predchozi kapitoly, kterou lze za pomoci definice operatoru Q7 piepsat jako

UngUg_l = Qfga
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kde f9(p) = f(g7'p), p € M. Oznacime-li qx vektorové pole na M, které
je pomoci akce grupy G indukovano prvkem X z Lieovy algebry L£(G), pak
komutacni relace maji tvar

[P(X), Q7] = —i@™/.

Aby vse bylo regulérni, je tfeba predpokladat, Ze oba operatory maji spolec¢ny
defini¢ni obor, ktery je husty v H.

2.7 Systém imprimitivity na S?

Bud M = S2% UkaZeme, Ze dvojrozmérnou sféru mtizeme ztotoznit s ho-
mogennim prostorem tvaru M = SU(2)/U(1). Budeme pfitom S? pova-
zovat za vnofeni do R3. Potom jednotkova sféra je definovana podminkou
¥+ 22+ 22 = 1, kde (21,292,23) € R®. Diky této podmince mizeme S?
ztotoznit s matici

82 . T3 Tr1 — il]g
T1 + 19 —3 ’

kter4 je unitarni a jejiz determinant det S? = —1.Tuto matici miiZeme napsat
pomoci Pauliho matic jako S* = Y, z;0;, kde

(01 (0 =i\ (1 0
T=\10)°27 i o) o -1/
Akce SU(2) na S? je potom definovéana nésledovné
S? = Z Ti0; — T(Z z;00)T",

kde T' € SU(2), vSe je dobfe definovano nebot det T" = 1. P¥icemz T' muZzeme
psat ve tvaru -

_ (> B

(5 %),

kde a, 8 € C takové, Ze |a|? + |5]? = 1.

Jednoduse se ovéri, Ze grupu stability prvku (xy, zo,23) = (0,0,1) tvori
matice T' € SU(2) ve tvaru
T 0
= (0 7) ’
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kde 7 € U(1). SU(2) diky tomu tvoii hlavni fibrovany prostor nad S? s vlak-
nem izomorfnim U(1), tento prostor oznacime &sy2) = (SU(2)/U(1),m, S,
U(1)). V literatufe je ¢asto nazyvan Hopfuv fibrovany prostor. Jelikoz akce
grupy SU(2) na S? je tranzitivni, miiZzeme kazdy bod p € S? ztotoZnit s ma-
tici T € SU(2) jako p = To3T", kde matice o3 odpovidd bodu (zy, 12, z3) =
(0,0,1). Projekce 7 : SU(2) — S? je tedy definovana jako

2 122 3
w(m) =tour' = (0 37 L) = @RG@9),29(a0) a5

Na tomto misté poznamenejme, Ze soutadnice (x1, zo, x3) lze parametri-
zovat pomoci sférickych souradnic ¥ € (0, 7), ¢ € (0,27) jako (x1,z9, x3) =
(sin ) cos p, sin ¥ sin p, cos ). PFistupme nyni k urceni lokalni trivializace, t;.
zobrazeni f; : SU(2) — U(1) na néjaké mapé U;, které je definovano ve shodé
s kapitolou 2.1.3 pomoci lokdlniho spojitého fezu na U; jako fi(T) = s;(p) T,
kde p € S?. Trivializa¢ni fezy budeme volit na mnozinach Us = S?\(0,0, —1)
a U; = S?\(0,0,+1). K nalezeni fezi uZijeme vztahu

(21, T2, x3) = (sind cos p, sin ¥ sin p, cos ) = (2R(ap), 23(af), ]04\2 — |ﬂ]2),

mezi jednotlivymi parametrizacemi S?. To vede k nutnosti fesit soustavu
rovnic

cos ) = |af* — 8%,
sinde™ % = 2a0.
Reseni najdeme ve tvaru
a = cos(1¥/2)e"?, 3 = sin(1)/2)e"??,
kde e €5 jsou fazové faktory, které musi spliiovat podminku
el — il=vateyp)

Fazovy faktor volime s vyhodou pro sg : Us — SU(2) jako ¢, = 0,5 =
¢. Pro sg : Us — SU(2) potom dostaneme pomoci T'(«, 3) vztah

sslp) = Tleos(0/2)snfo/21) = ol I0, ~*m05).

kde 0 <p<2mral<v<m.
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Pro s; : U; — SU(2) volime fazovy faktor jako ¢, = —¢,p3 = 0 a
celkové sy : Uy — SU(2) méa tvar

= st - (VT )

kde 0 < ¢ <27 a 0 < ¥ < 7. Samoziejmé musi byt splnéno m o sg = Idy, a
mo sy = Idy,, coz se jednoduse oveéri.

Je znédmo, Ze dva rozdilné trivializacni fezy na Us(| Uy, jsou spojeny
pomoci takzvané prechodové funkce t : S* — U(1) jako sg = sytsg, kde v

e¥ 0
tis=\ 0o o)

Poznamenejme jen, Ze akce U(1) na SU(2) je v nasem piipadé definovana

. i
jako (& = e, T(«,3)) — T(o,f) (e 0 ) Toto je dobfe definované

nasem pripadé

0 e
nebot plati 7(T®) = T®o3(T®)" = TosT.

K hlavnimu fibrovanému prostoru g2y = (SU(2)/U(1), 7, 5%, U(1)) nyni
pfidruzime prostor C za pomoci unitarni reprezentace U(1) na C. Na tomto
misté jesté uvedme, Ze tento pristup je dostateéné obecny, nebof vSechny
multiplikatory grupy SU(2) jsou trividlni.

Nejprve tedy prostudujme unitarni reprezentace L : U(1) — AutC. Uni-
tarni ireducibuilni reprezentace grupy stability U(1) lze ¢islovat celymi ¢isly
n € Zjako L : T = € +— 7" = ¢in@,

Vlastni ptidruzeni provedeme tak, ze na SU(2) x C zavedeme t¥idy ekvi-
valence jako [T, v] := (T,v) ~ (T, L(7) ') = (T'r, e"™). Tim dostdvame
piidruzeny fibrovany prostor & = (SU(2) Xz C, m¢, S%, C), kde mc ([T, v]) =
7(T), pro L" pevné danou. Rezy na tomto prostoru jsou v 1-1 korespondenci
s funkcemi ¥ : SU(2) — C, které spliuji V(7'7) = 77 "¥(7T'). Lokalni fez
na mnoziné Us(U,) pak miZzeme napsat pomoci fezu sg(yy : S* — SU(2)
jako ow(p) = [s505)(P), ¥(ss(s)(p))]. Lokalné tedy kazdy méfitelny fez v &c
muzeme ztotoznit s dvojici (Vg(p), ¥;(p)), kde ¥g(p) = U(sg(p)) a ¥, (p) =
U(s;(p)). Pficemz pro p € Us (U, plati

Vs(p) = U(ss(p) = Y(ss(p)tss(p)) =

= 155(p)¥(ss(p)) = eV, (p),
a Vs € L*(Us.y,sinddddy).
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Projekéni miru na S? zavedeme podle 2.5.2 jako ndsobeni charakteristic-
kou funkci mnoziny U C S?

(E*0)(p) = xu(p)o(p)-

A indukovanou reprezentaci SU(2) na S? podle kapitoly 2.4.3 jako

(U*(9)o)(p) = (D(9)o) (9 "'p),

coz je ekvivalentni lokalnimu zapisu

(U (9)®)(s(p)) = L(s(p) "gs(g~'p))¥(s(g~"p)),

kde g~ p := g 'p(g71)!. Z tohoto tedy diky Mackeyho teorému (2.5.4) dosta-
vame, ze vsechny neekvivalentni kvantové kinematiky na S? = SU(2)/U(1)
odpovidaji riznym unitdrnim ireducibilnim reprezentacim U(1) na C. Tvar
obecného operatoru hybnosti pak dostaneme pomoci Stoneovy véty derivaci
vztahu

UH(rx (1)) = exp(—i7 P(X),

podle t pro t =0, kde vx(t) = exp(tX), X € L(SU(2)). Potom

P(X)¥(p) = ih%{L(S(p)‘lvx(t)S('yx(t)‘lp))\If(s(’yx(t)‘lp))}!t:o =

U (5o (0P limobnls(p) ™ s (Dlemos(p) +(2) 5 5(rx (~0p)col WP},

kde jsme vyuzili toho, Ze pro L : A(t) — A(t)" a A(t)|i—o = e plati L A(t)"];—o =
nA(t)”_l\tzgi%A(t)]tzo = m’%A(t)]t:o.

Lieova algebra L£(SU(2)) je tvofena antihermitovskymi maticemi 2 x 2
s nulovou stopou, dim £(SU(2)) = 3 a za bazi lze volit matice ioy,io9, ios.
Ukazme si jak postupovat pii uréovani operatoru P(X3) na Ug pro X3 =
—Z%O'g. Prvek X5 = —i%ag z této algebry indukuje na S? vektorové pole —Js,
které ma v soutadnicich (x1,xs, x3) tvar J3 = 3718%2 — atga%l. Dale plati

_ L [cos(t/2) —isin(t/2) 0
1x,(t) = exp(—it50o3) = ( 0 cos(t/2) + isin(t/?)) ’

. 1 cos(t/2) + isin(t/2) 0
Tx, (8) = explit5os) = ( 0 cos(t/2) — isin(t/2)) '
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Nyni uréime ¢len s(p) ™ £y (t)|1—os(p), kde s(p) = ss(p). Dosadime a dosta-

s(p)J%%( (t)l=os(p) = % (—Sc;?zs((g))ew _iizg)iz;;w) :

neme

Vime, Ze p = s(p)oss(p)T, potom

= (Lo, ooy,

cos sin(19)e i #tt)
Vs (P 1= 7, (DP1xs (1) = (sm(ﬁ)g&’m —(1238(19; )

a tedy 9 () e—iett)
s(vx (—t)p) = (Sm(é;?ii()w) _Sm(fos)(% | )

d B 0 isin(0)e™"®)
%S(WX(—t)P) li=0 = (isin(ﬁ)ei(cﬁt) 0 ,

1 d 1 2sin(9/2)? isin(1¥)e ")
s(p) £5<7X<_t)p)|t:0 =3 (isin(ﬂ)ei(wﬂ) —28iﬂ(19/2)2) :

Celkové tedy

d

(7)™ (Ble=os(p) + 5(3) S srx (D))o =

_ i (2sin(9/2)* + cos ) 0
2 0 —2sin(9/2)* — cosd )

Jelikoz plati sin(19/2)? = (1 — cos)) /2 dostavame pro operator P(X3) vztah

_nh

P(X3)¥s(V, @) = {—ihJs — %h(l — cos 1)) 5 (cos )} s (¥, p),

coz muzeme prepsat jako

P(X3)Us(V, @) = {—ihJs — eag(J3) — %_L(cos N }s(Y, @),

kde ag = ’;—Z(l — cos)dp. Obdobné postupujeme pro X; = —i%al a Xy =
—i%ag, obecny tvar operatoru urc¢ime diky tomu, Ze pro P : X — P(X) musi

platit P(X +aY) = P(X) +aP(Y). Ma tedy pro X =) . a;X; tvar

P(X)VUg (0, ¢) ={—ihJ —eag s(J) — %ha.p}\llg(ﬁ, ®),
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kde p € Ugy, ap = Y, aip; a ay = —22(1 + cos¥)dp. Dvojice (iag, icy)
odpovida lokalizaci formy konexe v pridruzeném fibrovaném prostoru &¢ az
na faktor e/h, pfitom na Ug (U, plati

iy = iag + Eem“’(de_m“").

h
Déle na Ug (U také plati

f=dag =day = g—hsinﬁdﬁ/\dgo.
e

Polozme g = |. 2= Z—Z47r, tj. ge = 2mnh. Fyzikalni interpretace tohoto pri-
kladu je nasledujici. Ve stiedu sféry je umistén Diractiv magneticky monopdl
o velikosti g, Castice nese elektricky naboj o velikosti e. Na povrchu sféry
je pak magnetické pole B(p) = (g/4m)p, kde p € S?. Podminka ge = 2wnh,
n € Z je vlastné Diracovo kvantovani magnetického naboje. Operatory P(X;)
jsou kvantové operatory slozek momentu hybnosti nabité ¢astice v poli mag-
netického monopolu. Obycejnou kvantovou kinematiku dostavame pro n = 0.
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Kapitola 3

Zobecnény Schrédingeruv
systém

3.1 Dynamické systémy na varieté

V pripadé obecné variety M nemame grupu symetrie. V tomto piipadé je
ucelné vysetfovat hladka vektorova pole na M (mizeme je totiz povazovat
za generatory jistych infinitesimalnich transformaci M). Ozna¢me Lieovu al-
gebru vektorovych poli na M jako x(M), xo(M) Lieovu podalgebru poli s
kompaktnim nosic¢em a x.(M) mnozinu tplnych vektorovych poli (to proto,
ze uplna vektorova pole nemusi tvorit vektorovy prostor, tj. linedrni kom-
binace dvou uplnych vektorovych poli nemusi byt tplné vektorové pole).
Pritom plati, je-li M kompaktni varieta, potom kazdé vektorové pole na M
je tplné. Diisledkem tohoto tvrzeni je xo(M) C x.(M). Tok ¢* kazdého tpl-
ného vektorového pole X predstavuje jednoparametrickou grupu difeomor-
fismii. Jednoparametrickd grupa difeomorfismti se také nazyva dynamickym
systémem na M. Kazdy dynamicky systém je naopak tokem jenoznacné ur-
¢eného uplného vektorového pole. Mnozinu dynamickych systémii budeme
znacit D(M). Plati nasledujici véta.

Véta 3.1.1 Necht f : M — N je difeomorfismus dvou variet. Potom f, :
X(M) — x(N), kde (f. X)) = f X, je izomorfismus Lieovjch algeber,
zuzent fo @ xo(M) — xo(N) je rovnéz izomorfismus Lieovych algeber a f, :
Xe(M) — x.(N) je vzdjemné jednoznacné zobrazeni. Ddle zobrazeni fP :
D(M) — D(N) : {¢}ier — {f o v o [ }ier je vzdjemné jednoznacné. Je-li
X tok iplného vektorového pole X, potom plati fP(pX) = /X 1

!Prvni ¢ast tvrzeni je dobfe znama z diferencialni geometrie, ovéfime tedy pouze
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3.2 Zobecnény systém imprimitivity

S kazdym dynamickym systémem ¢ se varieta M stava R - prostorem (¢, u) —
t.u = ¢(t,u). Podle [1] budeme pozadovat, aby existoval Hilbertiv prostor
H, projek¢ni mira F na M a unitarni reprezentace U, aditivni grupy R v 'H,
pficemz E, U, jsou svazany rovnosti

Uo(DE(S)Us(~1) = E(21.9).

Predpoklddame, Ze objekty H, E nezaviseji na volbé ¢ € D(M). Kaz-
dému toku ¢ pfislusi jednoznac¢né tplné vektorové pole X a podle Stone-
ovy véty samosdruzeny operator P(X), ktery je definovan vztahem U, (t) =
exp(—iy P(X)), kde t € R,

Déle pozadujeme, aby zobrazeni P : X — P(X) z Lieovy algebry yo(M)
do prostoru samosdruzenych operatort (pfesnéji do prostoru v podstaté sa-
mosdruzenych operatorti se spole¢nym, invariantnim, v ’H hustym defini¢nim
oborem) bylo linedrni. P¥i ovéfovani samosdruzenosti operatoru P(X) mu-
zeme s vyhodou uzit Stoneovu vétu.

Vé&ta 3.2.1 Necht H = L?(M,du), potom operdtor P(X) je samosdruZeny
jestlize vektorove pole X je uplné.

Dalsim omezenim je podminka lokalizace: jestlize dva toky o1, s € D(M)
po zuzeni na mnozinu (—d,d) x S;d > 0, S € B(S) (B znadi sigma algebru
borelovskych mnozin na M) se shoduji, pak se shoduji rovnéz zobrazeni R x
H — H: (t,) — U, (t),7 = 1,2 po zlGzeni na mnozinu (—d,d) x Hg,
kde Hg je podprostor H, na ktery projektuje E(S). Poznamenejme, Ze z
podminky lokalizace plyne: jestlize zname U, pro viechna ¢ = ¢~ kde
X € xo(M), potom U, zname pro vSechna ¢ € D(M). Jelikoz dynamické
systémy ptsobi na M tranzitivné (M je souvisla hladké varieta bez hranice
a navic parakompaktni), pro kazdé dva body p,q € M existuje X € xo(M),
© =~ € D(M) tak, ze p(1,p) = q. To znadi, Ze se miiZeme omezit pouze
na vektorova pole s kompaktnim nosicem.

Definujme nyni zobecnény systém imprimitivity prislusejici k varieté M.

Definice 3.2.2 Dwojici (E,U), kde E je projekéni mira na M v Hilbertové
prostoru H, U pritazuje kaZdému toku ¢ € D(M) homomorfismus U, : R —

posledni ¢ast. Necht X' = f.X, ¢ = f(g), potom X, = d(foprof )= =
4 (foed)@li=o = (£X)(@).
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U(H), kde U(H) je grupa unitdrnich operdtori na H, a pro kterou jsou
splnény poZadavky: linedrnost P, podminka lokalizace a rovnost

Up () E(S)Up(—t) = E(p.5), (3.1)

budeme nazyvat systém imprimitivity dynamickych systémi D(M) (zkrdcené
(zobecnény) systém imprimitivity).

3.3 Zobecnény Schrédingeruv systém

Ozna¢me C§° algebru s involuci (komplexni sdruzeni) tvofenou hladkymi
komplexnimi funkcemi na M s kompaktnim nosicem, tudiz omezenymi. Pro-
jekéni mira F umoziuje zavést homomorfismus () * - algebry Cg° do * -
algebry omezenych operatort v H. Zobrazeni f — Q(f) je definovéno vzta-
hem

Q). 6) = /M £(@)dv(g),

kde v : B(M) — C: S — (E(S)Y, ¢) je komplexni mira. Pfitom je splnéna
nerovnost [|Q(f)]| < sup|f(q)|- Pokud je navic f redlnd, pak Q(f) takto
definovany, je samosdruzeny operator na H. Pro takto definované Q(f) lze
rovnost 3.1 nahradit rovnosti

Up(Q(f)Up(—t) = Q(f 0 p-4).

Derivaci této rovnosti a polozime-li ¢ = 0, dostaneme komutac¢ni relaci pro
operatory P(X) a Q(f):

[P(X), QNI = —thQ(X.[).

Zde se predpoklada, ze operatory P(X) a Q(f) maji spoleény, invariantni,
v 'H husty defini¢ni obor. O dvojici (P(f),Q(f)), jestlize navic vyhovuje
rovnosti

[P(X), P(Y)] = —ihP([X,Y]),

kde X,Y € xo(M), se mluvi jako o zobecnéném Schrodingerové systému.
Poznamenejme, ze predpokladat posledni rovnost nemusi byt vzdy ku pro-
spéchu véci, nebotf mize vést k nulovosti kalibra¢niho pole na varieté.
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3.4 Mira a projekéni mira na varieté M

Na zacatek zopakujme pozadavky, které klademe na varietu M, M je sou-
visla, hladké, koneéné dimenzionalni a navic parakompaktni varieta (diky
této vlastnosti ji lze povazovat za podvarietu R™). Jinak cely tento odstavec
je vénovan pomocnym tvrzenim, pricemz diilezita je zejména otazka existence
kvaziinvariantni miry g na M, jedna se o kvaziinvariantnost viici piisobeni
v8ech difeomorfismt ¢y : ¢ — (1,q), ¢ € D(M). Za danych predpokladi
plati nasledujici véta, kterou uvedeme bez diikazu.

Véta 3.4.1 Na M existuje kvaziivariantni mira. Kazdé dvé kvaziinvariantni
miry jsou vzdajemné absolutne spojite, tj. ekvivalentni. Existuje tedy jedina
trida mer na M, kterd je invariantni vici vsem @1. Mluvi se o ni jako o Le-
besgueove tridé mer. O kvaziinvariantni mite p se mluvi jako o lebesqueovské
mire.

O mife fekneme, Ze je diferencovatelna, jestlize zobrazeni R — RT :
t — u(p:.S) je hladké pro kazdé S € B, ¢ € D(M). Lokalné je varieta
orientovatelna, potom pii zvolené orientaci na oteviené mnoziné U C M
existuje k dané diferencovatelné lebesgueovské mite p jedind k - forma w na
U (dim M = k) takova, ze plati [, fw = [,, f(¢)du(q), Vf € C°(U), kde
w(X7, ..., Xj) > 0 pro kazdou kladné orientovanou bazi z T,U. Pro X € x(M)
definujme funkci div, X na U vztahem

dv, X.w = dwy,

kde k — 1 forma wy = ixw je rovna wx (X7, ..., Xp_1) = w(X, X1, ..., Xs_1).
Poznamenejme, Ze takto jsme definovali funkci div, X nezévisle na soufad-
nicich, coz je nasim cilem. Funkci div, X, X € x(M) lze zfejmé definovat
jednoznac¢né na celé varieté M. Je-li v lokalnich soufadnicich

w = p(q)dg A ... Ndgg, p >0,

pak
0X;
divuX:X.lnp—l—Z L
dg;
Vypodtem lze ovéfit, Ze pro o = o~ € D(M) je
d d/L —ﬁxw .
— _4.Q)|t=0 = = —div, X
dt(d,uOQOt)(SO tq)|t—0 w ZUM )
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kde Lxw je Lieova derivace formy w podél vektorového pole X. Naznacime
schematicky diikaz tohoto vztahu.Vztah

d,  du d dpop
lze prepsat jako
i(w ow_t) B l(limw —tLxw —w) B _EXw
dt° w W =0 t w

Necht E je projekéni mira na M v separabilnim Hilbertové prostoru H.
Je zndmo, Ze pak existuji dvé posloupnosti {K,},{ v,},n = 00,1,2,..., z
nichz prvni tvori Hilbertovy prostory, druhou miry na M. Pritom plati:
dim IC,, = n; vy, v, jsou vzajemné disjunktni pro m # n, tj. existuji S,, S, €
B(M), S, Sm = 0,vn(Sm) = vm(S,) = 0. Projekéni mira E je ekvivalentni
mife £ E ~ E° E° ptisobi jako nisobeni charakteristickou funkci v Hil-
bertové prostoru H® = ®H,,, H, = L*(M,K,,v,). Miry v, jsou uréeny
jednoznac¢né az na ekvivalenci. Jestlize mezi mirami v,, existuje jedna jedina
nenulova, fikame, ze projekéni mira F je homogenni. Diky tranzitivnosti dy-
namickych systémi plati nasledujici véta.

Véta 3.4.2 Je-li (U, E) systém imprimitivity pro D(M), pak je E homo-
genni. Pritom nenulovd mira je lebesgueovskad.
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Kapitola 4

Kvantova kinematika na
diferencovatelnych varietach

4.1 Konstrukce systému imprimitivity

Tento odstavec obsahuje primé zobecnéni matematickych struktur uvedenych
v kapitole 2. Méjme varietu M s vlastnostmi uvedenymi na zacatku kapitoly
3.4, na M zvolme lebesgueovskou miru p. Bud § = (P, m, M, G), zkrécené
P(M,G), hlavni fibrovany prostor s bazi M a vldknem difeomorfnim G, kde
G je Lieova grupa. Omezime se na abelovské nebo kompaktni Lieovy grupy,
nebot jejich unitarni reprezenzace maji koneénou dimenzi. Na P necht je de-
finovana konexe w : P — L(G), kde L(G) je Lieova algebra grupy G. Déle
bud L unitarni reprezentace grupy G v Hilbertové prostoru H(L) konetné
dimenze. Podobné jako v odstavci 2.4.1 sestrojime separabilni Hilberttiv pro-
stor H jako prostor vektorovych funkei f : P — H(L), které spliuji:

i) ur— (f(u), V) je borelovskd funkce na P pro V¥ € H(L), u € P,

i) flug) =L, f(u), g €G,
iii) ||f]] < oo, kde .|| je norma indukovana skaldrnim soucinem (f, ') =
fM<f(u)’ f’(u))d,u(p), kde W(“) =Dp-

Dulezitou vlastnosti integralu iii) je obdobné jako v 2.4.1 to, Ze intergand
zlistava konstantni na vldknech F, = 77 1(p), p € M. Dvé& funkce f, f’, které
se shoduji skoro vSude, ztotoznujeme. Projek¢éni miru £ na M definujeme
jako nasobeni charakteristickou funkci yg na P jako:

E(S)f:XSf7
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kde xys = 1 pro w(u) € S C M a xs = 0 pro w(u) € S. Pro p € D(M) je
unitarni reprezentace grupy R definovana jako:

U )(w) = |~ (o) ) ), p = ().

Symbol ¢! znaé¢i horizontalni zdvih toku ¢ na M do P za pomoci konexe w.

Jednoduse se ovéfi, ze takto definované dvojice (U, E) tvoii systém im-
primitivity pro D(M) ve smyslu definice 3.1. Pfi¢emz linearitu zobrazeni P,
které je definovano pomoci U, (t) = exp(—itP(X)/h), vySetfime v nésleduji-
cim odstavci 4.2.

Podobné jako v 2.5.2 tfida ekvivalence systému imprimitivity (U, F) ne-
zavisi na volbé konkrétni lebesgueovské miry. Je-li totiz p’ jina lebesgueovska
mira, pak H — H': f +— \/du/di’ f je hledané unitarni zobrazeni. O mife p
pritom budeme predpokladat, Ze je diferencovatelna. Poznamenejme, Ze pro-
stor H(L) budeme pro potieby kvantové mechaniky ztotoziiovat s prostorem
C". O dvojici (U, E) budeme hovoftit jako o systému imprimitivity uréeném
¢tverici (P, G,w, L). Celd tato konstrukce ma topologicky charakter v tom
smyslu, ze tiida takto nalezenych systémut imprimitivity je spole¢na pro dveé
difeomorfni variety.

4.2 Geometricky pristup ke konstrukci sys-
tému imprimitivity

Tento odstavec je zobecnénim odstavce 2.4.3. Pfesné jako v 2.4.2 sestro-
jime k hlavnimu fibrovanému prostoru ¢ = (P, 7, M, G) pifidruzeny fibro-
vany prostor {cr = (Per,mer, M, C") tak, Ze zavedeme tfidy ekvivalence
(u,v) ~ (ug,L;lv), kde g € G a polozime P := P xg C". Projekce mcr
je definovéna jako mcr @ Por — M @ [u,v] — w(u), u € P av e C". Kazdé
vlakno méa strukturu Hilbertova fibrovaného prostoru nebot plati:

Alw, v] + [u, V'] = [u, Ao + '],

([w, 0], [u, v']) = (v,0'),

kde 7(u) = p. Pfi¢emz tento skalarni soucin je dobfe definovan, nebot L je
unitarni reprezentace grupy G v C". Obdobné jako v 2.4.2 definujme zobra-
zeni i, : C" — Per jako iy, @ v +— [u,v], plati i, (v) = [ug,v] = [u, Lyv] =
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iy © Ly a toto zobrazeni je unitarni, jak je vidét z definice skaldrniho soucinu.
Inverzn{ zobrazeni j, : 75, (p) — C" ma tvar ji, ([u,v]) = Lgv, kde u = uggo.

Bud H’ Hilberttiv prostor métitelnych fezi (t¥id métitelnych fezit modulo
miry 0) v pfidruZzeném fibrovaném prostoru &cr, které maji koneénou normu
indukovanou skalarnim soucinem

(s5,5') = /M (5(p), ¢/ (7)) dpu(p).

Jak vyplyva z kapitol 2.4.2 a 2.4.3 lze pfirozené definovat unitarni zobra-
zeni mezi Hilbertovymi prostory H (z kapitoli 4.1) a H' jako: T : H —
H o f(u) = s(p) = [u, f(W)] 4. T(f(u)) = iu(f(u)), kde f € H a spl-
nuje podminku f(ug) = L, " f(u). Zobrazeni je dobie definovano nebot plati
(u, f(u)) ~ (ug, L;* f(u)) ~ (ug, f(ug)). Inverzni zobrazeni T-" : H' — H :
s(p) — f(u) je tvaru f(u) = ju(s(m(u))). Pii unitarnim zobrazeni T pfejde
systém imprimitivity (U, E') v 'H na ekvivalentni systém (U’, E') v 'H'.
S prihlédnutim k predchozimu odstavci definujeme E’ jako:

E'(S)s(p) = xs5(p);

kde xys =1prop e S C M a xs = 0prop & S. Pfi vySetfovani U’ vyuZijeme
hermitovské kovariantni derivace v Ppr-. Kovariantni derivace Vx : secPer —
secPer, kde secPgr znadi linearni prostor hladkych fezt v Per a X € x(M),
je hermitovskd pokud navic k zédkladnim podminkam, které musi splnovat,
spliuje jesté:

X(s,s"y =(Vxs,s') + (s, Vxs).

Bud « : [a,b] — M kiivka v M a bud [u,v] € 75! (a(a)), pomoci konexe
w na P lze definovat jednozna¢né horizontalni lift o' kiivky a do P takovy,
e a'(a) = u. Potom kiivka al..(t) := [al(t),v] je horizontalni lift o do
Per, ktery prochéazi bodem [u,v] pro t = a. To vede k definici paralelniho
prenosu 7¢r : 7o (afa)) — mat(ab)) ¢ @l (a),v] — [al(b),v], al(a) = u,
V[u,v] € mat(afa)). Vezméme jeden pevny zdvih kiivky a!, pak mizeme
7o definovat explicitng jako 72, = lal(b) © Jal(a)- LOto zobrazeni je dobie
definovano, nebot zvolime-li jiny zdvih «, ozna¢me ho 3!, pak plati 31 = a'yg,
g € G adéle jgi,)([u,v]) = Ly-14,0, kde u = alg, = algg 9. = 819" ga.
Potom is1(t)(Ly-15,0) = [B1(6), Ly-1Lg,0] = [al, Ly,0]. Tudiz 757 = 72,
navic toto zobrazeni je unitarni diky unitarité L. Bud « : [0,t] — M kiivka
v M takova, ze a(0) = p. Potom hermitovska kovariantni derivace podél «
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v bodé p € M je definovana jako:

(Vs)(p) = lim {(787) o s(a(t)) — s(0)}.

kde d|t:0 = X
Nyni s ohledem na kapitolu 2.4.3 jsme schopni napsat jak ptisobi operator
UL (t). Oznaéme 7(pop) " = (757) ", pak U/ (t) definujeme jako:

dp
dp o o

(U ())(p) = T(0-p) ' s|(p—ep)-

Oznacme secyPcr linearni prostor hladkych fezti v Prr s kompaktnim nosi-
¢em. Tato mnozina je hustd v H'. Operator P'(X) opét dostaneme derivaci
vztahu U/ (t) = exp(it P(X)/h), kde ¢ = ¢X, podle t a polozenim t = 0. Pak
P'(X) je tvaru:

1
P'(X)s = —il(Vx + §divX)s,

kde s € secoPcr. Tento operator je symetricky a podle Stoneovy véty v
podstaté samosdruzeny. Z rovnice pro P'(X) je ziejmé, ze P’ ~ P zavisi
linedrné na X € xo.
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Kapitola 5

Kvantova kinematika na
mnohonasobné souvislych
kofigurac¢nich prostorech

V této kapitole bude ukézano, jak zkonstruovat kvantovou kinematiku na
mnohonasobné souvislych konfigura¢nich prostorech za pomoci pouze topo-
logickych metod, tj. bez nutnosti zavedeni konexe. Uvidime ale, ze takto zkon-
struované kvantové kinematiky jsou méné 'bohaté’. Tento pristup je mozné
srovnat s pristupem, ktery vyuzivd metod drahového integralu viz napt. [10].

5.1 TUvod do geometrie nakryvacich prostort

K nalezeni kvantové kinematiky na mnohonasobné souvislych konfigurac¢nich
prostorech M (tj. v naSem pfipadé na souvislych hladkych varietach, které
nejsou jednoduse souvislé) pouzijeme univerzalni nakryvaci prostor M.

Uvedme tedy nejprve definici nakryvaciho (univerzalniho nakryvaciho)
prostoru CS (UCS).

Definice 5.1.1 Budte M a M souvislé topologické prostory. Potom dvojice
(M,p), kde navic v piipadé UCS M je jednoduse souvisly topologicky pro-
stor, se nazyvd nakryvacim prostorem prostoru M, jestliZe existuje spojité
zobrazeni p: M — M takové, Ze:

i) p je surjektivni

ii) pro kazdé q € M ezistuje souvisla oteviena mnozina U C M obsahugjici q
takovd, Ze p~Y(U) je sjednoceni otevrensjch podmnoZin M, nemagicich
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spolecny prunik, pricemz kaZdd z nich je homeomorfné zobrazena na U
pomoct zobrazeni p.

Pokud prostory v pfedchozi definici jsou topologické grupy a zobrazeni p :
M — M je navic grupovy homomorfizmus, potom se univerzilni nakryvaci
prostor nazyva univerzalni nakryvaci grupa.

Z teorie nakryvacich prostorii [6] plyne, Ze prostor M lze ztotoznit s fak-
torprostorem M /T, kde T' je diskrétni grupa tzv. deck transformace. Tato
grupa je pfitom izomorfni fundamentalni grupé prostoru M. Uvedme nékolik
definici a vét tykajicich se tohoto problému.

Nejprve poznamenejme, co znamena pojem jednoduse souvisly topolo-
gicky prostor.

Definice 5.1.2 Topologicky prostor X se nazyva jednoduse souvisly, jestlize
je krivkové souvisly a jeho fundamentdlni grupa je trividlni (fundamentdlni
grupu prostoru X v daném bodé x € X znacime m (X, x)).

Daéle je pro nas dulezité védét, ze plati nasledujici. Bud X kiivkové souvisly
topologicky prostor a budte x, z; € X. Pak (X, x¢) je izomorfni 71 (X, 7).
Nezalezi tedy na volbé bazového bodu x.

Dale si definujme tzv. indukovany homomorfizmus.

Definice 5.1.3 Predpokladejme, Ze ¢ : X — Y je spojité zobrazeni, které
zobrazuje bazovy bod xo € X na bdzovy bod yog € Y, coZ budeme zapiso-
vat jako ¢ : (X,x0) — (Y,yo). Potom ¢ indukuje homomorfismus funda-
mentdlnich grup ¢. : m (X, x9) — 7 (Y, ), definovany jako sloZeni zobra-
zeni f : 0,1 — X | jeZ definuje krivku v xy € X, se zobrazenim ¢ tj.
o« o [f] = [po f], kde [f] znaci tFidu homotopicky ekvivalentnich uzavienych
krivek.

Toto zobrazeni je dobie definovano, nebot neni tézké ovérit, ze zobrazuje
tridu ekvivalence krivek na X na tifidu ekvivalence kfivek na Y. Je také
jednoduché ovérit, ze jde skutecné o homomorfizmus.

Po této definici mizeme s ¢istym svédomim uvést jednu ze zakladnich vét
teorie nakryvacich prostorti.

Véta 5.1.4 Zobrazeni p, : m(M,Gy) — m(M,qo) indukované zobrazenim
p: M — M mezi nakrgvacim prostorem M a prostorem M je prosté. Obraz
podgrupy p.(m1(M,Go)) v mi(M,qo) tvord tFida homotopicky ekvivalentnich
uzaviengch kiivek na M v bodé qq, jejichz zdvih do M v bodé Gy jsou uzaviené
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krivky. Pokud je prostor M jednoduse souvisly, jak je tomu v nasem pripade,
pak p.(m1(M, o)) je trividalni podgrupa (jednotka) v (M, qo).

Dalsi definici, jiz je nutné uvést, je definice izomorfismu mezi dvéma na-
kryvacimi prostory.

Definice 5.1.5 Izomorfismem mezi nakrjvacimi prostory py : My — M a
pe + My — M rozumime homeomorfismus f : My — M, takovy, Ze plati
p1 = pe o f. Tato podminka znamend, Ze f zachovdvd strukturu nakryvaciho
prostoru, tj. zobrazuge vldkno p;~(q) na vldkno py~1(q) pro kazdé q € M.

ProtoZe inverzni zobrazeni f~! je izomorfismus a taktéz slozeni dvou izo-
morfismt, obrzeli jsme relaci ekvivalence mezi nakryvacimi prostory. Tohoto
izomorfizmu se tyka i nasledujici dilezita véta.

Veéta 5.1.6 Jestlize M je krivkove souvisly a lokdlne krivkove souvisly, po-
tom dva krivkove souvisle nakryvaci prostory py : Ml — M apsy: Mg — M
jsou izomorfni pomoci zobrazeni f : My — My, které zobrazuje bdzovy bod
@ € p1 (o) na bdzovy bod Gy € py~(qo), prave kdyZ pr(m (M, G1)) =
pax(m1(Ma, G2))-

To znamena, ze ve vSech rozumnych pripadech je univerzalni nakryvaci pro-
stor vzdy izomorfni univerzalnimu nakryvacimu prostoru. Pripomenme, Ze
topologicky prostor Y je lokalné jednoduse souvisly pokud Vy € Y aVU C Y
oteviené mnoziny takové, ze y € U existuje oteviena mnozina V' C U takova,
zey € V aV je jednoduse souvisla. Obdobné je definovana lokalni kiivkova
souvislost. Déle pfipomenme, ze topologicky prostor Y je semilokalné jedno-
duse souvisly pokud Vy € Y existuje oteviend mnozina U C Y takova, ze
m(U,y) — m(Y,y) je trividlni. Napf. pro vrchol kuzele plati, Ze je semilo-
kalné jednoduse souvisly, ale neni lokalné jednoduse souvisly. Pro to, aby k
topologickému prostoru Y existoval univerzalni nakryvaci prostor, musi byt
Y alespon semilokéalné jednoduse souvisly.
Nyni prejdéme k definici jiz zminéné deck transformace.

Definice 5.1.7 Pro nakryvaci prostor p : M — M se izomorfismus M— M
nazyvd nazyvd deck transformace nebo nakryvaci transformace. Tyto trans-
formace tvori grupu G(M) vzhledem k operaci sklddani zobrazend.

Napiiklad pro univerzalni nakryvaci prostor p : R — S*, ktery si lze piedsta-
vit jako projekci svislé sroubovice na kruznici, je deck transformace vertikalni
translace zobrazujici Sroubovici samu na sebe a G(R) ~ Z.
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Definice 5.1.8 Nakrgvaci prostor p : M — M se nazyjvd normdini, jestlize
pro kazdé q € M a kaZdou dvojici §,q zdvihi bodu q existuje deck transfor-
mace zobrazujici ¢ na § .

Napiiklad nakryvaci prostor p : R — S! je normalni.
Plati nasledujici véta.

Véta 5.1.9 Bud p : (M,cjg) — (M, qo) krivkové souvisly nakrijvaci prostor
krivkové souvislého a lokdlné krivkové souvislého prostoru M, ddle bud H
podgrupa p.(m1 (M, qo)) C w1 (M, qo). Potom plati:

i) Tento nakrgvact prostor je normdlni, pravé kdyZ H je normdlni podgrupa
v (M, qo).

ii) G(M) je izomorfni faktorgrupé N(H)/H kde N(H) je normalizditor H v
’/Tl(Mv QO)

To znamend, ze G(M) je izomorfni s m (M, qo)/H, pokud M je normdlni
nakryti. Z predchoziho potom vyplyva duleZity zaver, Ze pro univerzalni na-
kryvact prostory M — M mdme G(M) ~ 7w (M).

Daéle uvedme nékolik poznamek tykajicich se akce grupy na néjakém pro-
storu X. Méjme grupu G a prostor X, potom akce grupy G na X je ho-
momorfismus ¢ z G do grupy vSech homeomorfismi prostoru X na sebe.
Kazdy prvek g € G je tedy spojen s homeomorfismem o(g) : X — X, pro
jednoduchost budeme psat g : X — X (neboli 2’ = gz). Nas bude zajimat
hlavné specidlni druh akei G na X, které splnuji: (5.1) Kazdé x € X ma okoli
U takové, ze pruniky obrazi mnoziny ¢g(U) pro rizna g € G jsou prazdné
mnoziny. Jinymi slovy, g1(U) N go(U) # 0 implikuje g; = go.

Mé¢jme danou akci grupy G na prostoru X, potom mtizeme vytvorit pro-
stor X/G jako faktorprostor X, kde kazdy bod z tvoii t¥idu ekvivalence
spoleéné se svymi obrazy g(x), kde g probihé celou grupu G. Body z X/G
jsou tedy orbity Gz = {g(x) : g € G} v X. V souvislosti s akci G na X plati
nasledujici véta.

Véta 5.1.10 Jestlize akce grupy G na prostoru X splruge (5.1), potom plati:
i) Zobrazenip: X — X/G, p(x) = Gz, je normalni nakrgvact prostor.

ii) G je grupa deck transformaci tohoto nakryvaciho prostoru X — X/G,
jestlize X je krivkovée souvisly.
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iii) G je izomorfni m (X/G)/p.«(m1(X)) jestlize X je krivkové souvisly a lo-
kdlne krivkove souvisly.

7 ptedchozich odstavci a vét v nich uvedenych vyplyva, Ze pro nas univer-
zalni nakryvaci prostor M — M miizeme faktorprostor M /G (M) ztotoznit
s prostorem M (tzv. bazov§m prostorem). TakZe budeme psat M = M/T,
kde pomoci I" budeme od ted znacit grupu deck transformace. Potom rovnost
M=M /T znamena, Ze kazdy bod g z M jednoznaéné koresponduje s t¥idou
ekvivalence bodt z M, ktera je ddna jako 9] ={q € M:q=qyVye r'}.
Pfitom §.y znadi pravou akei I' na M, ¢imz se lisime od piedchozich obec-
nych vét (kde byla uvazovana leva akce), tato odlisnost vSak neni nikterak
podstatna a vSechny predchozi véty plati bez zmény. Body svazané touto pod-
minkou ekvivalence p¥itom tvoii vldkno fibrovaného prostoru (M, p, M,T),
ktery ma strukturu hlavniho fibrovaného prostoru (principal bundle).

Ztotoznéni M s M /T vzhledem k akci I' na M, kde M je UCS pak davé
vzniknout tzv. fundamentalni oblasti faktorprostoru M /T. Tato je defino-
véna jako uzavér F souvislé mnoziny F C M, pro kterou plati: U Py = M
a Fyi(Fy =0, ¥y, € 't v # v, (zde jen pfipomenime, Ze deck trans-
formace spliiuje podminky (5.1)).

Zvolme dale fez ve fibrovaném prostoru (M ,p, M,T') tj. zobrazeni s :
M — M splijici p(s(q)) = q. Z definice je patrné, ze vSechny body z
mnoziny S = {s(q),q € U C M} jsou v 1—1 korespondenci s body vU C M.
Daéle budeme pozadovat, aby mnozina S byla souvisla (to je ekvivalentni
s tim, ze pozadujeme lokalni spojitost fezll). Z predchoziho tedy vyplyva,
ze otevienou mnozinu U C M muizeme pomoci lokdlntho homeomorfizmu
p (éim# se mysli restrikce zobrazeni p na s(U)) ztotoznit s p~'(U) C M.
Celou varietu M pak mfizeme ztotoznit s F' tim zptisobem, Ze ztotoZnime
body F\ O(F), kde O(F) je vnitfek mnoziny F, které patii do stejné tiidy
ekvivalence.

5.2 Fyzikalni konstrukce Hilbertova prostoru

Uvedme nejprve intuitivni konstrukei prostoru vinovych funkei kvantového
systému na konfiguraénim prostoru M. Bud ¥(§) vinova funkce na M, tedy
méfitelné zobrazeni ¥ : M — C. Definujme dale mnohoznacnou vlnovou

funkci na M tak, ze ¥(q) = ¥(s(q)), kde s(q) je spojity fez (lokdlni podle
potfeby) na (M, p, M,T'). Tato funkce je mnohoznac¢nd, protoze ¥(s(q)7y) je
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také funkci na M (zvolme napt. v = 1). Pro jednoduchost pozadujeme, aby
funkce ¥(¢) méla kompaktni nosi¢ a byla spojitd na mapé U C M, potom
také W(G) bude spojitd na S C M. Tento pozadavek vede na pozadavek
souvislosti mnoziny S = {s(¢),q € U C M} (to je ekvivalentni s tim, ze
poZzadujeme lokalni spojitost fezii). Mnozinu U C M lze volit tak, Ze uzévér
S pak tvoii fundamentalni oblast F. Odtud je vidét, 7e mnoZina F se v M
opakuje tolikrat, kolik rtznych prvki méa grupa I'.

7 predchoziho vyplyva, ze vlnové funkce na M koresponduji s jistymi
ti{dami funkci na M, konkrétné ¥(q) = U(s(q)) patii do stejné tiidy funkci
jako W'(q) = W(s(q)y). Z fyzikilniho pohledu na véc je piirozené, aby se
fyzika dana funkcemi ¥(q) a ¥'(q) nelisila, tj. aby platilo |¥(q)| = [¥'(¢)].
Toto je ekvivalentni s pozadavkem

U(s(q)7) = a(y) " ¥(s(q)), la(7)] = 1,

na vlnové funkce ¥(§). Je jednoduché dokézat, 7e a(v) je reprezentace grupy
', nebot:

a(7172)71‘i’(q~0) = ‘i’(do%%) = a(%)*la(%)*l‘i’(ﬁfo) = {a(vl)a(%)}’l\i(qb),

tj. mame a(y172) = a(n)a(ye) a ale) = 1, a(y™) = a(y)!. Fyzikdlnim
staviim potom odpovidaji funkce ¥ (W), pro které plati

/MW\IJ(@CWM(Q):/M\Ij(s(q))‘ij(s(q))d/iM(q)z

:[wqj(d)\if@)dm(g):/F@@@dm@ .

Pritom vztah miry gy a ey je nasledujici: po; = parop, tj. jde o tzv. pullback
pomoci lokélniho homeomorfizmu p : M — M (¢imz se opét mysli restrikce
zobrazeni p na fundamentélni oblast).

Timto jsme tedy intuitivné dospéli k podmince na funkce na M splitujici
T(§y) = a(y)""¥(§), které koresponduji tizce s vinovymi funkcemi popisuji-
cimi fyzikalni stav na M. Funkce, které tuto podminku spliuji, se nazyvaji
ekvivariantni funkce na bundlu (M,p, M,T'). V podstaté se tedy jedna o
funkce na F, které na hranici £ splituji podminku ¥(Gy) = a(y)~'¥(§), kde
4,4y € F\ O(F). Je vidét, Ze se nejedna pfimo o funkce na M , nebot ty
logicky spliuji hraniéni podminku ¥ (p(¢v)) = ¥(p(q)), kterd je ekvivalentni
podmince ¥(§y) = ¥(§), kde §,§y € F \ O(F), protoze na M jsou body
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p(q) a p(Gy) ztotoznény. Abychom ptevedli kvantovou mechaniku z funkci
na M splitujicich podminku ¥(s(q)y) = a(y) " ¥(s(q)) a |a(y)| = 1, musime
najit zobrazeni mezi témito funkcemi a funkcemi na M (respektive I' - peri-
odickymi funkcemi na M ), které povede ke stejnym kvantové mechanickym
systémuim.

5.3 Kvantova mechanika na mnohonasobné
souvislych prostorech

5.3.1 Vaztah feziti na (M xpV,pp, M,I") ana (MxV, pry, M)

Nejprve ukazeme velmi podstatnou 1-1 korespondenci, na které se zaklada
cely tento specidlni pripad kvantovani na mnohonésobné souvislych prosto-
rech.

Méjme hlavni fibrovany prostor popsany v kapitole 5.1, tj. prostor (M . D,
M,T), kde M je USC prostoru M a pridruzme k nému koneénd rozmérny
vektorovy prostor V' nad komplexnimi ¢isly. Toto pfidruzeni provedeme na-
sledovné. Oznaéme M xV prostor t¥id ekvivalence definovanych podminkou
(G,v) ~ (G7, L(v)""v), kde ¢ € M a v €V, tyto t¥idy ekvivalence budeme
znacit jako [§,v]r. Zde L(7) znadi unitarni reprezentaci grupy I' na V, tj.
operatory L(7) : V — V jsou unitarni. Potom (M xp V, pp, M,T) tvoii tzv.
asociovany fibrovany prostor s vldknem izomorfnim prostoru V' (viz napf.
[4] str. 234 nebo kapitola 2.4.2), kde pp : [¢,v] — q tj. pr([G,v]) = p(q).
Poznamenejme, ze ve skute¢nosti nam jde o tzv. Hilberttuv fibrovany prostor
(viz 2.4.2), tj. prostor, kde totalni prostor a béze jsou topologické prostory,
projekce je spojita a surjektivni a vlakno v kazdém bodé ma strukturu Hil-
bertova prostoru (v tomto ptipadé V' nad C se skaldrnim sou¢inem (., .)y ).

Nyni ukazeme, ze fezy v tomto asociovaném fibrovaném prostoru jsou v
1-1 korespondenci s fezy v bundlu (M x V, pry, M), které splituji jisté speci-
4lni "kvaziperiodické” podminky. Bud s : M — M fez v bundlu (M, p, M, T),
potom je mnozina S = {s(q),q € U C M} C M. Z pfedchoziho vime, ze
jelikoz M je UCS prostoru M, pak existuje souvisla mnozina F C M, pro
kterou plati |, Fry = M. Oznaéme déle A := O(F), kde O(F) znadi vnittek
mnoziny F, potom A C M je oteviena mnozina a plati p(4) C M je také ote-
viend souvisla mnozina. Fundamentélni oblast nenf na M déna jednoznacné,
muizeme ji totiz po M libovolné ”posouvat” pomoci transformaci prostoru M.
Potom tedy existuji souvislé mnoziny F; C M,i=1,2..n, F, # F; takové, Ze
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pro kazdou plati |, Fiy = M a tim padem existuji i mnoziny A; := O(F})),
A; C M. Mnoziny F; C M miuzeme volit tak, aby obraz mnozin A; C M pfi
lokdlnim homeomorfismu p, tj. p(A4;) C M, tvoril oteviené pokryti variety M.
Na mnozinach p(A4;) C M potom existuji spojité fezy s : p(4;) C M — M
(na M obecné existovat nemusi, existuji totiz pravé tehdy, jde-li o trividlni
fibrovany prostor). Déle je jasné, Ze mnozina S = {s(q),q € p(4) C M} se
pro spojité fezy stane souvislou mnozinou (nebot p(A) je souvisla mnozina,
pla je lokdlni homeomorfismus a plati p(s(q)) = ¢, Vq € p(A) C M) a ze S
tvoi{ zminénou fundamentalni oblast na M.

Z teorie asociovanych fibrovanych prostori vime (viz [4] str. 246 nebo
2.4.2), ze fezy v asociovaném fibrovaném prostoru jsou v 1-1 korespondenci
s ekvivariantnimi funkcemi na hlavnim fibrovaném prostoru. V nasem pii-
padé konkrétné plati. Je-li (M xr V,pg, M,T) fibrovany prostor asociovany
s hlavnim fibrovanym prostorem (M ,p, M,T), potom fezy jsou v bijektivni
korespondenci se zobrazenimi ¥ : M — V, kteréd splituji

vy € T. Rez vy(q) korespondujici se zobrazenim ¥ je definovén jako vy (q) =
[G,9(q)], kde § € p~*({¢}),q € M. Déle, pokud s : U € M — M je Tez
v (M,p, M,T), mizeme kazdy fez na mnoziné U C M v asociovaném fib-
rovaném prostoru (M xp V,pg, M,T) psét jako ve(q) = [s(q), ¥(s(q))], kde
U(s(q)y) = L~ (7)¥(s(q)). Uvazujme nyni spojity fez s : p(A) € M — M,
pak mnozina S tvoii fundamentalni oblast, jak jiz bylo ukézéno v predcho-
zim. Potom zobrazeni k£ definované jako

k:ve(q) = [s(q), ®(s(q))] — P(s(q)),

ptifazuje kazdému fezu vy funkci ¥ na S, pro kterou plati ¥(s(q)y) =
L7Y(y)¥(s(q)) pro s(q) € S/A, kde A = O(S). Zvolime-li tedy za s : p(A) C
M — M libovolny pevny spojity fez v (M ,p, M,T"), pak pomoci zobrazeni
k muZeme ztotoznit fezy v(q) bijektivné s funkcemi na fundamentalni ob-
lasti S = {s(q),q € p(A) C M} C M, pro které plati na hranicich podminky
U(gy) = L~ Y(7)¥(G), kde §,qy € S\O(S). Pokud tyto funkce ”kvaziperio-
dicky” prodlouzime na celé M, bude kazdému fezu v(q) v (M xp V, pp, M,T)

odpovidat prave jedna funkce na M, které spliiuje podminku kvaziperiodicity
V(gy) = L7 (7)¥(@).
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Ukéazeme, ze kvantovy Hilbertiv prostor na M jednoznacné koresponduje
s Hilbertovym prostorem na M, kde klademe jisté specialni podminky na
fezy v trivialnim (1) bundlu (M x V, pry, M), které hraji roli vinovych funkci
kvantové mechanického systému. Na zavér tohoto odstavce jesté uvedme tvar
inverzniho zobrazeni k zobrazeni k, tj. k™' : W(§) — [¢, ¥(§)], Vg € F C M.

Linearni prostor fezl na (M xr V,pp, M,T') mizeme vybavit strukturou
Hilbertova prostoru, pro danou miru sy, ' na M zavedeme skalarni soucin
vztahem

(v, Vi) = /M (), v (@) dpias = /M ((5(0)). ((0)))vdpn.

Do tohoto Hilbertova prostoru, ozna¢me ho HY,, tedy spadaji vechny fezy,
pro které plati

[vellr = /M<qu(Q)7w(q)>vdﬂM =/ (W(s(q)), U(s(q))vdpn < oo.

M

V predchozim bylo ukédzano, Ze kazdému fezu na (M xp V,pp, M,T) ve
tvaru vg(q) = [s(q), ¥(s(q))] 1ze pfifadit jednozna¢né kvaziperiodickou funkci
na M tj. fez na (M XV, pri, M ). Prostor téchto ezt lze vybavit hilbertovskou
strukturou, kdyz zavedeme skalarni soucin prirozené jako

(1(@), Bal@))r = / (T4 (5(0)), Ta(s(0))) vdjuas =

M

- / (1 (5(0)), Ba(5(0)))vpiar =
p(A)

— [ (8@ B@)vdlsiop) =
s(p(A))

_ /F (T1(), To (@) vy,

kde F' C M volime libovolné pevné pomoci lokalné spojitého fezu s, plati F
tvori fundamentalni oblast na M. Ptitom funkce W spliuji podminky:

U(gy) = L () ¥(q),

19 (@)l = / (B(@). B(@)vdug < oo.

!Bude-li M homogenni prostor Lieovy grupy, budeme pro jednoduchost uvazovat inva-
riantni miru.
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Prostor téchto funkci oznaéime H'. Poznamenejme jen, Ze vztah mér djiy,
a dpyy je nasledujici duy = dups o p, tj. jde o pullback pomoci lokalniho
homeomorfizmu p : M — M.

Aby bylo vse korektni, je u takto zvoleného skalarniho soucéinu a normy
nutné overit jejich nezavislost na volbé fundamentalni oblasti. Pfitom bu-
deme uvazovat p;; jako I' - invariantni miru na M. Budte tedy F}, F; C M
fundamentaln{ oblasti na M, kde F; = Fiya~yel, pak

19 (@) = / (9(3), (@) vy, (@) = / (. 8) @)y (@) =

i i

= [ (8B @) @) = [ @ @) @)
J

Timto jsme ukazali nezévislost na volbé fundamentéalni oblasti F; ¢ M.

Zavedme déle prostor (M X7V, pr, M,T), kde t¥idy ekvivalence na MxV,
jez tvoi{ prostor M x1 V, jsou definovany jako (G,v) ~ (g, Id(y) " v) ~
(§7,v), § € M av € V a znacime je [§,v]r. Zde Id zna&i trividlni repre-
zentaci grupy I' na V. Poznamenejme jen, Ze asociovany fibrovany prostor
(M x7 V,pp, M,T) je trividlni, to jest je izomorfni fibrovanému prostoru
(M x V,pry, M), kde odpovidajici izomorfismus je definovén jako [§,v] +—
(pF (6)7 U)' B

Linearni prostor fezt v (M X1V, pp, M,I") mé opét strukturu Hilbertova
prostoru, kde skalarni soucin je zaveden obdobné jako v predchozim

(09, ) = /M (00(0), o'y (@))vdyias = /M (@(5(9)). ©'(5(0))) v djins.

I do tohoto Hilbertova prostoru, ozna¢me ho HZ,, tedy patii vSechny fezy,
pro které plati

loalr = /M<U<I>(C])7<T®(Q)>vduM :/ (®(s(q)), ®(s(q)))vdur < oo.

M

Poznamenejme jen, ze zavedeni skalarniho souc¢inu na prostorech fezii je ekvi-
valentni se zavedenim skalarniho souc¢inu na prostoru ekvivariantnich funkci
prislusejicich k danému asociovanému fibrovanému prostoru, jak jednoduse
vyplyva z predchozich dvou odstavci.
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Také kazdému fezu og(q) = [s(q), ®(s(q))] na (M xp V,pp, M,T) lze
prifadit jednozna¢né tentokrate periodickou funkei na M tj. fez na (M X

V,pry, M). Na prostoru téchto fezt je skalarni sou¢in obdobné jako v pirede-
slém zaveden jako

(&1(3), &())r = /F (81(8), ®2(@) vy,

kde fundamentélni oblast ' C M volime libovolng pevng. P¥i¢emz funkce ®
splnuji podminky:
®(qv) = 2(q),
8@l = [ (8@, S@D)vdny <o

Prostor téchto funkci oznac¢ime HZ.

5.3.2 Konstrukce unitarniho zobrazeni

Nejprve je vhodné pripomenout definici zobrazeni mezi fibrovanymi prostory.
Zobrazeni mezi parem fibrovanych prostoru (E, 7, M) a (E', 7', M’) je par
zobrazeni (u, f), kde u : E — E" a f : M — M’ takové, ze plati 7’ o
u = f om. Dale izomorfismem fibrovanych prostorti nazyvame zobrazeni
(u, f) z (E,m, M) do (E', 7', M), pro které existuje dalsi zobrazeni (v, ') z
(E', 7", M") do (E,m, M) a plati v’ ou = idg, uov = idg, f o f =idy a
fo f =idyy. Pokud navic f = idy tj. (u,idy) : (E, 7, M) — (E', 7', M),
pak (u,idy) nazyvame silngym izomorfismem fibrovanych prostort.

My se déale budeme zabyvat timto silnym izomorfismem mezi (M X1
V,pe, M,T) a (M x1 V,pp, M,T). V piipadé, ze prostor (M xr V,pg, M,T)
nebude trivialni, se omezime pouze na otevienou mnozinu U C M, pro kterou
tvor uzavér jejiho souvislého zdvihu do M fundamentalni oblast na M. Bu-
deme tedy hledat zobrazeni (u, f) = (u,idys), piipadné (u, f) = (u,idycm),
tak, aby jednotlivd vlakna v bodech ¢ € M, tj. p'(q), zobrazovalo vzdjemné
jednoznacné. Nadale budeme tedy uvazovat pouze slozku u, tj. u : MxpV —
M x7 V. Pro zobrazeni u tedy budeme pozadovat, aby platilo

u((g,vlr) = [g,v']r & ul(q@y, L(y)"'0)] = (@7, v).

Je vidét, Ze toto zobrazeni v ma dvé slozky (restrikce) U; a Us, Uy : M— M
a Uy : V — V. Tyto slozky musi spliiovat nasledujici: Uy (qv) = ¢v tj.
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Slozka zobrazeni Us; potom musi spliiovat
Ua(L(7)'v) =0,

ProtoZe jde o zobrazeni na vektorovém prostoru, musi platit Us.L(y) v = ¢/,
kde Us je linearni operator na V. Z predchoziho taktéz vyplyva, ze linearni
zobrazeni je funkci ¢ € M, tj. jde o zobrazeni M x V — V. Déle, protoze
jsme volili U; = Idy;, bude slozka U, spliiovat Us(Gy)L(y)'v = o'. Takze
staci pozadovat, aby pro U, platilo

Us(qy) = Ua(q) L(y) & Uslgy = Uslg o L(7),

to znamend, Ze bude splnéno Us(§)v = v'. Timto jsme dostali bijektivni
zobrazeni

U:]\7[><FV—>]\7[><TV:
(@, L(v) ") — (U1(@), U2(G7) L(v) o) = (Gy,v").

Vrafme se nyni k feztim ve fibrovaném prostoru (M xp V,pp, M,T). V
predchozim jsme ukazali, ze kazdy takovy fez lze napsat pomoci lokalniho
spojitého fezu s : M — M v hlavnim fibrovaném prostoru (M ,p, M, T)
jako vg(q) = [s(q),¥(s(q))], kde ¥(s(q)) je tzv. ekvivariantni funkce na
M, tj. plati ¥(s(q)y) = L~'(7)¥(s(q)). Podivejme se na obrazy fezii vy
v (M xp V., pr, M, I') pti zobrazeni (u, idycas) : (M xpV,pp, M,T) — (M x7
V,pr, M,T)). Plati

u(vy)(q) = u([s(q), ¥(s(q))]) = [Ui(s(q)), Ua2(s(q))¥(s(q))] =
= [s(q), U2(s(9))¥(s(q))] = a(q),

pricemz pro tiidy ekvivalence, jimiz je definovamo o, plati
(s(q), Ua(s(q))¥(s(q))) ~ (s(q)7, Ua(s(q)7)¥(s(q)7)) =
= (s(q)7, U2(s(q)) ¥ (s(q))),

jak je vidét z definice Uy a W. Zobrazeni (u, idy - yr) tedy zobrazuje lokalni fezy
v prostoru (M xr V,pr, M,T) na lokalni fezy v prostoru (M xrV,prp, M,T).
Oznac¢ime-li déle ®(¢) = U2(q)¥(q), pak plati ®(Gy) = U2(q7)¥(qy) =
Ux(q)¥(q) = ®(G) a oznafeni ® tedy prislusi ekvivariantni funkci patfici
k (M x7 V,pr, M,T). Slozka U, zobrazeni u tedy zobrazuje bijektivné ekvi-
variantni funkce pat¥ici k (M xp V, pp, M, T) na ekvivariantni funkce pat¥ici
k (M x7V,pp, M,T).
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Zavedeni skalarniho sou¢inu na prostoru ekvivariantnich funkci ¥ € HY,
a ® € H, ndm dava dalsi podminku na slozku zobrazeni Us,. Pozadujeme
totiz, aby platilo ze, ¥ € HY, a ® € HI, popisuji tentyz kvantovy systém,
tj. musi platit
(U Uy, UgWa)p = (U1, Vo) &

/M (Un(5(0)) T2 (5(0)). Ua(5(0) U (5(a)pwdpins =
- /M (W1 (s(a)). Wals(a))vdpar.

To implikuje, Ze Vq € M je Uy o s unitérni zobrazeni na V, tj. Uyos : HY, —
H?,. Shriime nyni vlastnosti, které pozadujeme od zobrazeni Us:

i) Uy: M xV —V aplati Us(Gy) = Us(§)L(7), kde L je unitérni reprezen-
tace grupy ' na V.

ii) Vq € M je U, : V — V unitérni izomorfizmus na V.

Jeliko7 funkce ® € HT a U € H' odpovidaji ekvivariantnim funkcim na
M (pro ruzné unitarni reprezentace I' na V'), pak je vidét, ze zobrazeni U,
hraje také roli unitarniho izomorfismu Us, : HY — HT. Déle je nutné zabyvat
se (alespon ¢astecné) otdzkou jednoznacnosti a existence Us.

Véta 5.3.1 Bud (M xp C",per, M,T) pFidruzeny fibrovany prostor k hlav-
nimu fibrovanému prostoru (M,p, M,T) a L:C" — C" pevné dand unitdrni
reprezentace grupy I' v C". Potom zobrazeni s vlastnostmi uvedenymi v pred-
chozim existuje a je ddno jednoznacné aZ na nasobek operdtorovou funkci
x na M (mysleno ndsobek maticovou funkci na V. = C"), kterd splriuje
X(@7) = x(q) ax"=x"".

dk. Dikaz provedeme tak, ze ukdzeme jak toto zobrazeni explicitné zkon-
struovat a z konstrukce téz vyplyne otazka jednoznacnosti tohoto zobrazeni.
Bud (M ,p, M,T") hlavni fibrovany prostor s vlaknem izomorfnim strukturni
grupé I'. Pridruzme k tomuto hlavnimu fibrovanému prostoru prostor-grupu
automorfizmi prostoru C", tj. prostor-grupu unitarnich matic r» x r, ktery
budeme znacit U(r), jak je obvyklé.

Definujme nejprve pravou akci grupy I' na U(r) jako 7, : (v, A) — A.L(v),
kde L : v — L(7) je homomorfismus z grupy I' do U(r), tj. plati L(vy1y) =
L(v1)L(y2) a L(y)" = L(y)™!, A € U(r) a v € . Poznamenejme jen, %e L
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1ze také chapat jako unitarni reprezentaci grupy I' na C” (!) nebot U(r) je
grupa automorfismi prostoru C". Toto zobrazeni spliiuje vSechny pozadavky
pro pravou akci I' na U(r), jelikoz

i) r(A) =A.L(e) = A, kde AeT,

11) Tyg O Ty (A) = A-L(%)-L(’h) = A'L(7172) = Tyive (A)

Nyni definujme tfidy ekvivalence na M x U (r) jako (g, A) ~ (G, A)y :==
(Gv,A.L(7)),kde § € M a A € U(r), L je definované v pfedchozim odstavci.
Jednotlivé t¥idy ekvivalence ozna¢ime [¢, A]. Timto dostdvame pridruzeny
fibrovany prostor (M xpU(r), pu@y, M,U(r)), kde projekce je definovana jako
pum (@, A]) = p(q), kde p je projekce na (M,p, M,T). Z teorie fibrovanych
prostori je znamo, ze Vq € M je vldkno p(_]b)(q) homeomorfni U(r). Také
je dobfe znamo, Ze jednotlivé fezy v (M xp U(r), pu@y, M,U(r)) jsou v 1-1
korespondenci se zobrazenimi A : M — U (r), které spliuji podminku

Vj € M a~y e I. Pri¢emy fezy v4 korespondujici takovému zobrazeni A jsou
definovany jako

va(q) = 1, A()];
kde q € p&b) (q). Lehce se oveéri, ze takto definovany fez je nezavisly na vybéru
7€ pitya), nebot

valq) = [qv, Alq)] = [q7, AAD L)) = 3, Aq)]-

Bud podobné jako v 5.3.1 s : M — M fez v (M,p, M,T) na mnoziné
U C M takovy, ze uzavér mnoziny S = {s(q) € M:qeUC M} tvori
fundamentalni oblast v M. Potom lokalni fez na U C M ma tvar vy =
A(s(q)) a plati A(s(q)vy) = A(s(q))L(7), tento vztah muzeme také chapat,
stejné jako v kapitole 5.3.1, jako hrani¢ni podminku pro maticovou funkci A
na S\ O(S). Prodlouzime-li tuto maticovou funkei kvaziperiodicky na celé
M. Dostavéame pro pevné zvolené A : M — U(r) unitarni operator na C” s
vlastnostmi:

i) A: M xC" — C aplati A(Gy) = A(G)L(7), kde L je pevné zvolend
unitarni reprezentace grupy I' na C".

ii) Vg€ M je A: C" — C” unitérni izomorfizmus na C’.

o4



Polozime-li tedy Us(q) := A(§), dostavame hledané zobrazeni pro V = C".

Nyni pristupme k otézce jednoznacnosti. Na prostor (M xpU(r), puy, M,
U(r)) mizeme také pohlizet jako na hlavni fibrovany prostor se strukturni
grupou U (r), pokud definujeme akci U(r) na tfidach ekvivalence tohoto fib-
rovaného prostoru jako

r5((q, A]) = ¢, A]B := [q, B7' 4],

kde B, A € U(r). Jeliko# je tato akce volna, dostane (M x U (1), py(r), M, U(r))
strukturu hlavniho fibrovaného prostoru. Je jednoduché ovérit, ze se jedna o
pravou akci U(r) na vladknech p[}b)(q), q€e M.

Bud s : M — M lokalni fez v (M,p, M,T"), porovnejme dva rizné fezy
va = [s(q), A(s(q))] a vs = [s(q), B(s(q))] v (M xp U(r), puey, M, U(r)).
Jelikoz se jedna o dva lokélni fezy v lokalné trivializovatelném hlavnim fib-
rovaném prostoru, musi existovat funkce x : M xp U(r) — U(r) takova,
zZe

v (P ([5(9), B(s(2))])) = valpue([s(a); Als(@)])x([s(a), Als(a)]),

coz je ekvivalentni vztahu

[s(), B(s(q))] = [s(q), x " ([s(q), A(s(a)))-A(s(9))],
kde A(Gy) = A(§)L(~) a B(¢y) = B(G)L(v). Pfi¢emz musi platit
[s(a)y: x ™ ([s(a)7, A(s(@) 1)) A(s(a)7)] =
= [s(a)7, x " ([s(a), A(s(@)])A(s(q)) L(7)] =
= [s(q), x " ([s(), A(s(2))])A(s(a))].

TakZe x milZeme povaZovat za unitarni maticovou funkei na M, ktera splituje
podminku x.4z(¢y) = x.a5(d). Z tohoto tedy vyplyva, ze operator Us : M x
C" — C" je dan jednoznacné az na nasobeni maticovou funkei, ktera spliuje
X@ =x@ax'=x".®

V nésledujicim odstavci objasnime smysl zobrazeni u, respektive jeho
restrikce Uy, na prikladu kvantové mechaniky na 2-toru. Nejprve ale pozna-
menejme, ze se ukazuje zajimavy vztah mezi zobrazenim p : M — M a
Uy : HY — HT. Navic jedinému M odpovida tolik prostori H', kolik je
neekvivalentnich ireducibilnich unitarnich reprezentaci L : V' — V. Smysl
zobrazeni Us spoCiva v tom, Ze pomoci néj preneseme topologické vlastnosti
prostoru M skryté ve stavovych funkcich z H' na operatory ptisobici na H”.
Pticemz H” je ve vzajemné jednozna¢né korespondenci s vinovymi funkcemi
na M.

95



5.4 Kvantova mechanika na 2 - toru

5.4.1 Kvantova kinematika na 2 - toru

Univerzalnim nakryvacim prostorem pro torus je R%. Fundamentalni grupou

toru je grupa I' = Z x Z, jejiz akce na R? je dadna jako Y, (z1,70) =

(x1 + 2mn, x9 + 27m). Ireducibilni unitarni reprezentace grupy I' lze ¢islo-
ed; eds

vat dvojici redlnych cisel, kterd oznacime (57+,572), kde @1, ®y € R mayji

smysl magnetickych tokii nezévislymi nehrani¢nimi cykly na 2 - toru. Pak
reprezentace L(®1®2) : C — C bude mit tvar:

ned, medy
) exp(i . )z.

L®®2)(97n, 27rm) @ 2 € C — exp(i

Potom je-li £(®1—®}) € 27Z a £(Dy—P}) € 2nZ = L(®1#2) = L(#1:22) Proto
neekvivalentni reprezentace jsou ¢islovany dvojici ¢isel z (0, 2m) x (0, 27).

Funkce na UCS R? tvorici Hilberttiv prostor H! budou tedy spliiovat
podminku ekvivariance:

d P
V(1 + 270, 29 + 27m) = exp(—ineh 1)exp(—im; 2V (1, 22),

kde ¥ : R? — C takové, %e norma dané skaldrnim soucinem

2n+a 27+b
(‘1’17 ‘112) = / / ‘1’1(551,$2)‘1’2($1,$2)d9€1d$2,
a b

je konecna. Ptitom a,b € R jsou libovolné pevné zvolené.

Tranzitivni geometrickou grupou symetrie systému s Hilbertovym pro-
storem H' na R? je translac¢ni grupa R?. Operator hybnosti tedy zavedeme
jako indukovanou reprezentaci na homogennim prostoru R?/{(0,0)}. Nejprve
tedy nalezneme unitrni operdtor (U,¥)(z) = ¥(z — y), kde y € R?. Tedy
Uy V) (21, 22) = V(21 — Y1, T2 — Y2).

Obecné konstantni vektorové pole na R? mé tvar V = Vi + V5, kde
Vi = ala%l, Vo = again, a1 a ap realné konstanty. Zobrazeni exp ma v tomto
ptipadé pro Vi a V; tvar: exp(tVi) = (ait,0); exp(tVa) = (0, ast). Operator
P(V1) obecné hybnosti odpovidajici V; nyni dostaneme derivaci néasledujiciho
vztahu podle t:

1
(Uexpev)¥) (21, 22) = V(z1 — art, o) = eXp(_tﬁP(VI))7
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pro t = 0. Potom P(V}) je tedy tvaru:

P(Vi) = —ihay>

Oy’
Obdobnym zptsobem dostaneme P(V3) jako:
0

P(Vy) = —ihay—.

( 2) Ha &752

Pro obecny tvar vektorového pole V' pak mame:
P(V) = —ihV.

Timto jsme tedy dostali obecny tvar operatoru hybnosti na H*.
Dal$im krokem je nalezeni unitarniho zobrazeni Us : HY — HT : ¥ +— &,
kde pro funkce z H” plati

O(x1 + 2mn, k9 + 2mm) = O (21, x2).

Zobrazeni U, : HY' — H” bude mit v tomto piipadé tvar

) (,x2eq>2
exp(?
p 21h

Jednoduse se ovéri, ze takto definované zobrazeni spliiuje podminky z kapi-

x1ed;
v
('Il)xQ) = eXp(Z 27Th

)‘11(171, l’g).

toly 5.3.2. Tamtéz bylo také ukazano, ze toto zobrazeni lze obohatit o ¢len
exp(if f(w1,12)), kde f(xy + 2mn, 2o + 27m) = f(1, T2).

Nyni pievedeme operatory hybnosti z prostoru H! do prostoru H’ po-
moci tohoto unitarniho zobrazeni jako: P(V;)r = Uy P(V1)U, *. Jednoduchym
vypoctem zjistime, ze P(V})r bude mit tvar:

. 8 €a1(I)1
P(Vi)y = —ihay— — .
(Vi) ! al@xl 27
Obdobné pro P(V3)r dostaneme:
. (9 6(12@2
P(Va)r = —ihag—— —
(Va)r ! azaxg 2T

Potom obecny tvar operatoru obecné hybnosti na toru ma tvar:
P(V)p = —ihV —efB(V),
kde (= %dxl + %dl’g, dp = 0, pticemz V ma stale tvar V = ala%l + ay 2

dza”
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Déle ukazeme, jak se zméni vyraz pro P(V')7 pokud budeme uvazovat pii-
spévek od exp(if f(21,22)), kde f(x1+27n, 2o +27m) = f(x1,12). Zobrazeni
U, : HY — HT poté bude mit tvar:

.€ x1ed, Toedy
Zﬁf<x17$2))exp(2 orh )eXp(/Z oh

Operatory P(Vi)r, P(Vs)r pak nabudou tvaru:

U (21, 22) — exp( )V (21, 22).

0 ea1<I>1 ay 3f(x1,x2)

P = —1 — -
(Vi)r tha, 0x; 2 © oxry
. 0 eay Py 8f(ac1, $2)

P = — — -
(%)T Zha? 8$2 27 €tz 8332 ’

a P(V)r tvaru:
P(V)r =—ihV —ef(V) —ey(V),

kde v = %ll’x"’)dxl + %ﬁz’)d@, dy = 0. Timto jsme dostali dosti obecny
tvar operatoru obecné hybnosti - momentu hybnosti na toru za predpokladu
translacni symetrie. Fyzikalni interpretace mtze byt pomoci vnéjsich mag-
netickych poli: ®; respektive 5 miizeme povazovat za magnetické toky v
solenoidech prochéazejici smyckami x; = kost. respektive x5 = konst., funkce
f pak urcuje (nefyzikdlni) kalibra¢ni transformaci. Operator polohy na H”
pak opét obdrzime jako Qr = U,QU, ', kde @ je operator polohy na H'.
Vysledek tohoto odstavce mozno srovnat s praci [7] a [8].

5.4.2 Dynamika na 2 - toru

Na prostoru H' je dynamika volné ¢astice dana hamiltonidnem:

h? h*  0? 0?
H= _WA B _2M(8x% * (9x§>

Dynamiku na H? v tomto jednoduchém piipadé obdrzime opét jako Hy =
UyHU, ', kde U, je zobrazeni U, : HY' — HT definované stejné jako diive

vztahem o o
169 .LoePo

v .
21h ) expli 2mh ) (@1, 72)

Po provedeni této unitarni transformace obdrzime formuli pro Hr ve formé:

U(zy,29) — exp(i

h2 62 6(1)1 . 8 1 6(1)1 h2 82 6(1)2 . 8 1 Gq)g

Hp =— 2 h
r 2M8x%+47TMZ 8x1+2M 27'(') * (27r

_ 2
N 03 M oy T2 2 )
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Kompaktnéji zapsano:

22:( 2 92 ed, . 0 1 ed,

Hr =S (- h —
T TR PR T T =

)%).

Je vidét, ze v tomto jednoduchém pripadé jsme operator dynamiky na toru,
jez ma netrivialni tvar, dostali ”"témér zadarmo”.

5.5 Konstrukce kvantové kinematiky na mno-
honasobné souvislych prostorech - poné-
kud jiny pristup

V predchozich kapitolach 5.1 - 5.3 bylo ukézano, ze ke konstrukci kvan-
tové mechaniky na mnohonasobné souvislé varieté M lze s vyhodou vyu-
7t jejiho univerzalniho nakryvaciho prostoru M, konkrétné toho, ze ¢tvefice
(M, p, M,T) tvoii hlavni fibrovany prostor s vldknem izomorfnim T, kde T
je grupa tzv. deck transformace variety M a ta je izomorfni fundamentalni
grupé variety M. V této kapitole, ukazeme jiny ptistup k nalezeni kvantové
kinematiky s vyuzitim univerzalniho nakryvaciho prostoru, ktery bude také
zaloZen na zobrazeni Us,.

Kapitoly 5.2 a 5.3 ukazaly, krom jiného, ze vinovou funkci popisujici kvan-
tové mechanicky stav mutzeme ztotoznit s fezy v asociovaném fibrovaném
prostoru (M xp V,pr, M,T'), které jsou navic v 1 - 1 korespondenci s ekviva-
riantnimi funkcemi na M. P¥ipomefime jesté jednou nékolik faktd tykajicich
se asociovaného fibrovaného prostoru (]\Z/ xpV,pr, M,T). M x1V znad pro-
stor tiid ekvivalence definovanych podminkou (g,v) ~ (gv, L7(v)v), kde
Gge M, v eV, tyto t¥idy ekvivalence zna¢ime [§, v]p. Pfitom V je libovolny
kone¢né dimenzionalni vektorovy prostor prostor nad C, L(+y) znac¢i unitarni
reprezentaci grupy [ na V. My se budeme zabyvat Hilbertovym fibrovanym
prostorem, kde totalni prostor a baze jsou topologické prostory, projekce
je spojita a surjektivni a vldkno v kazdém bodé ma strukturu Hilbertova
prostoru (zde V nad C se skaldrnim soucinem (.,.)y). Bud s : M — M
méfitelny fez v (M ,p, M,T"), bez Gjmy na obecnosti budeme uvazovat pouze
spojité fezy na otevienych mnozinadch U C M, které jsou soucasti otevieného
pokryti variety M (tj. budeme uvazovat fezy na M, které jsou po ¢astech
spojité). Kazdy fez v (M xp V,pp, M,T') na mnoziné U C M pak budeme
psat jako vg(q) = [s(q), ¥(s(q))], kde ¥ je ekvivariantni funkce na M, ktera
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splituje podminku ¥(gy) = L7!(y)¥(g). Vime, Ze linearni prostor fezt v
(M xr V,pp, M,T) mizeme vybavit strukturou Hilbertova prostoru, kdyz
pro danou kvazinvariantni miru py; na M zavedeme skalarni soucin jako

@%%ﬁ:L@wm%@wwMzﬁﬁm@mv@mwwM

Do tohoto Hilbertova prostoru tedy spadaji vSechny fezy, pro které plati

el = /M<V‘If<q)ay\1f(q>>\/dﬂM =/ (W(s(q), U(s(q)))vdun < oo.

M

Zopakujme jesté nékolik faktl tykajicich se zobrazeni mezi asociovanymi
fibrovanymi prostory. Zobrazeni mezi asociovanymi fibrovanymi prostory je
definovano nasledovné. Bud (u, f) zobrazeni mezi parem hlavnich G - bundlu
¢ = (Pm,M)a( = (P,n',M). Potom zobrazeni mezi parem asociova-
nych bundli P x¢ V a P’ xg V mtze byt definovano jako uy([p,v]) :=
[u(p),v]. Toto zobrazeni je dobie definované, nebot plati uy([pg, g~ v]) =
[u(pg), g '] = [u(p)g, g v] = [u(p),v]. Zobrazeni mezi ([V] a ('[V] je tak
definovéano jako dvojice (uy, f).

Ptejdéme nyni jiz k definici operatorti kinematiky na M jakozto mnoho-
nasobné souvislé varieté. Nejprve je nutné podotknout, ze nelze pouzit obecné
kvantovani na diferencovatelnych varietach, kde se sice vyuziva hlavniho fib-
rovaného prostoru s bazi M a konexi v ném, ale zde ma vlakno strukturu
Lieovy grupy a to v naSem piipadé (M, p, M, T') neni pravda, nebot T' je dis-
krétni grupa. Poznamenejme jesté, ze pouzit tohoto kvantovani na diferen-
covatelnych varietach by bylo mozné, ale tvar hlavniho fibrovaného prostoru
by byl jiny, podrobné viz kapitola 4.

V dalsim se ndm jesté bude hodit definice ”horizontalniho” zdvihu kiivky
§ : [a,b) € R — M v hlavnim fibrovaném prostoru (M, p, M,T) s diskrétni
strukturni grupou I'. Bud ¢ : U € M — M spojity fez v (M,p, M,T),
pak 0(t) = o o §(t) nazveme zdvihem kiivky 6. Vie je dobie definovano,
nebot plati pod = § a te¢ny vektor k ¢ je diky spojitosti o dobfe definovan a
patii do "horizontalniho” te¢ného prostoru T,;M . To odpovida obecné definici
zdvihu obvykle uvadéné v literatufe napt. [5]. Pro gy € p~'(d(a)) existuje
jednoznaény zdvih é(t) k 6(t) prochézejici bodem Gy a tudiz i jednoznacné
dany bod § = §(b) € p~1(6(b)). Tim je vlastné definovan paralelni prenos
D p(65(a) — 5 (00)) £ g0 a1

Pomoci tohoto zobrazeni, pak mizeme definovat automorfismus asociova-
ného fibrovaného prostoru (M xp V,pp, M,T). Je-li tudiz 0 : [a,b] CR — M
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kitvka v M, [do,v] n&jaky bod z ppl(d(a)) a d lift kitvky & do M takovy, ze
4(a) = §o, potom kiivka oy (t) := [6(t), v] je “horizontalni” zdvih 6 v M xp V
a zobrazeni Dy : M xpV — M xpV : [Go,v] — [D(8)(do), v], Ydo € pz'(6(a))
je pozadovany automorfismus, neboli paralelni pfenos v asociovaném bundlu
M xXr V.

Kdybychom nyni definovali unitarni operator Uy, na H}, jako:

(Up)(a) 1= Dy (p-eq)v(0-1q),

kde ¢ € D(M) a v je méfitelny fez v (M xp V,pg, M,T), dosp&jeme k tomu,
ze tato definice vede ke ztraté veskeré topologické informace o varieté M,
ktera vystupuje jako jisté ¢leny v samosdruzeném opreratoru obecné hybnosti
P(X), ktery je definovén vztahem (U,,v)(q) = exp(—+tP(V))v(q), kde V €
X(M) a ¢, jemu odpovidajici tok.

Ukazuje se, ze tato definice je konzistentni jediné v ptipadé, kdy reprezen-
tace grupy I' je trivialni, tj. je to dobfe definovany operator v asociovaném
fibrovaném prostoru (M x V,pg, M,T) z kapitoly 5.3. Piipomefime jen, 7e
t¥{dy ekvivalence z M x¢ V jsou definovany jako (¢, v) ~ (Gv, Id7 (y)v),
kde § € M, v € V a Id trividlni reprezentace grupy ' na V. To nés prfi-
vadi k myslence, ktera se ukazuje jako spravna, pouzit silny izomorfismus
(u,idycpr) na oteviené mnoziné U C M mezi prostory (M xp V,pg, M,T)
a (M X7 V,pp, M,T'), definovany v kapitole 5.3, k definici operatoru U,, na
Hilbertové prostoru méfitelnych fezu v (M xr V,pr, M,T'), ktery znac¢ime
H .

Jak bylo ukazano zobrazeni u : M xr V. — M xr V méi dvé slozky
(restrikce), Uy = Id;; < Uy(§) = ¢ a slozku Us, kterd spliiuje nésledujici
vlastnosti:

i) Uy: M xV —V aplati Us(Gy) = Us(§)L(7), kde L je unitérni reprezen-
tace grupy I' na V.

ii) Vg € M je Uy : V — V unitérni izomorfizmus na V.

Tamtéz bylo také ukézano, Ze zobrazeni (u,idycyr) = (U, Us), idycar) zob-
razuje Hilbertiiv prostor méfitelnych feztt HY, v (M xrV,pr, M,T") izomorfné
na Hilbertiv prostor méFitelnych fezit HL, v (M x1 V,pg, M, T), respektive,
coz je dulezité pro tento pristup, zobrazuje prostor hladkych fezti s kom-
paktnim nosicem v HY,, tyto jsou husté v HY,, na prostor hladkych fezi s
kompaktnim nosicem v ‘H1,, tyto jsou husté v HI,.
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Po tomto nezbytném tvodu jiz mizeme pristoupit k samotné lokalni de-
finici operatoru U,,, tj. k definici unitarni indukované reprezentace aditivni
grupy R v HY,, pro ¢ € D(M). Bud v(q) = [s(q),¥(s(q))] € HY,, po-

tom u(v)(q) = o(q) = [s(q), Ux(s(q))¥(s(q))] = [s(q), 2(s(q))] € Hi;, kde
®(qy) = ®(q). Operator U : HY; — HY, definujeme pomoci u = (Uy, Us) :

(Upv)(q) = u™ (Dy (-0 u(v)(0--))-

Rozepiseme nyni explicitné tento vztah, aby se ujasnil jeho vyznam:
(Ue)(q) = u™ (Dy" (9-1-0) ([3(-1-0), Uz(5(0-0-0)) ¥ (s(p—1-))])) =

=0 (D (p-e.0) ([0 (0-0-0)7 " Un(s(9-2.0)) ¥ (s(9-0-0))])) =
=u " ([o(q), 1d(7) " Va(s(p-+-0)) ¥(s(¢-+.0))]) =
=u"'([s()7, Uz(s(9-+-0)) ¥(s(¢-1-0))]) =
= [s(q), U " (s(0)) U2(5(0-¢-0)) ¥ (s(0--))].
V pfipadé, Ze mira p neni invariantni vaéi ¢ € D(M) musime z duvodu

unitarity pridat jesté clen (ﬁf@)(q) kompenzujici zménu miry podél ¢,

pak:

Ua)(@) = w7 (D5 (0-0) 4| (2l -0

Projekéni mira £ na M, tj. E : U C M — B(HY;), kde B zna¢i omezené
operatory, je definovana jako nasobeni charakteristickou funkci yg, kde S €
B(M):

E(S)v = xsv,

kde x4 = 1 pro ¢ € S jinak x, = 0.

Neni tézké ovéfit, ze dvojice takto definovanych operatort (U,, E) tvori
systém imprimitivity definonany v kapitole 3. Operatory hybnosti a polohy
potom obdrzime z definic uvedenych v této kapitole. Pfitom operator obecné
hybnosti dostaneme derivaci vztahu

(Ue)(0) = exp(— 3 tP(V)w(a),

podle t a polozenim t = 0. Z definice operatoru polohy se da ukazat, ze pro
danou f € C§°(M) a projekéni miru definovanou jako E(S)v = xsv, se jedna
o operator nasobeni funkci, tj. Q(f)v = fr.
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5.6 Kvantova kinematika na kruZnici

Na tomto jednoduchém prikladé ukazeme, jak definovat operatory kinema-
tiky metodou popsanou v kapitole 5.5.

Univerzalnim nakryvacim prostorem pro kruznici je R. Fundamentalni
grupou kruznice je grupa I' = Z, jejiz akce na R je dana jako v,x = = +
2mn. Ireducibilni unitarni reprezentace grupy I' lze ¢islovat pomoci realnych

ed

Cisel, ktera oznacime -, kde ® € R ma smysl magnetického toku stfedem

kruznice. Pak reprezentace L® : C — C bude mit tvar:

L*(27n):2€C — exp(—i%)z.
Potom je-li £(® — ®') € 27Z = L* = L* Proto neekvivalentni reprezentace
jsou ¢islovany ¢islem z (0, 27).
Misto pfimo s S! budeme pracovat s fundamentalni oblasti (a,a + 27) C
R, ktera prevezme roli S! jako konfigura¢niho prostoru. Funkce na UCS R
tvorici Hilberttv prostor ekvivariantnich funkci Hgl budou tedy spliovat

podminku:

U(x +2mn) = ea:p(—i?)\l/(x),

kde ¥ : R — C takové, ze norma dana skalarnim soucinem

(U, ¥s) :/7r amﬁfz(x)dx,

je konec¢na. Pritom a € R je libovolné pevné zvolené. Déle funkce na R tvofici
Hilbertiiv prostor periodickych funkei H{, maji splitovat podminku:

O (z + 2mn) = ¢(x).

Dalsim krokem je nalezeni unitarniho zobrazeni U, : HY — HT : U — &.
Zobrazeni U, : H' — HT bude mit v tomto pfipadé tvar

xed

U(z) — exp(z%)‘lf(m).

Jednoduse se ovéri, ze takto definované zobrazeni spliiuje podminky z ka-
pitoly 5.3. Tamtéz bylo také ukazano, ze toto zobrazeni lze obohatit o ¢len
exp(iy f(z)), kde f(z +2mn) = f(z). V souladu s kapitolou 5.5. definujeme
nyni operator

(U V) (2) =
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= exp(—i % f(2)) exp(—i%) exp(it f(x —at)) exp(i%)\li(x _ at).

Pak operator obecné hybnosti dostaneme pomoci vztahu

L 0@l = & exp(— PV up(a).

Po zderivovani obdrzime operator P(V') ve tvaru

. d ead df ()
P(V) = —iha— — 2% _ .
(V) tha o o ea 0

Operétor polohy je definovén, pro danou f € C5°(S!) a projekeni miru
E(I)¥ = x;¥, I C S', jako operator nasobeni funkci, tj. Q(f)¥(z) =
f(2)¥ ().
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