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UVOD: Cilem této prace bylo zevrubné pochopeaorie indukovanych reprezentaci a sys-
tému imprimitivity a to jak z klasického pohledaktz pohledu moderni geometrie. Jak uz
bylo fe¢eno jde o zevrubné pochopeni, takze v textu seenil@tachazi do hlubokych tech-
nickych podrobnosti.

Dale bych chtl podtkovat svému Skoliteli Prof. limu Tolarovi za ochotu a tévost.



1. FORMALIZMUS KVANTOVE MECHANIKY

Fyzikalnimu systému jefifazen Hilbeniv prostorJf. Stavy systému jsou reprezentovany
tzv. von Neumannovymi operéatory ( maticemi husfotyomezenymi, samosdruzenymi, po-
zitivnimi operatory W s jednotkovou stopou. Takto zavedena mnozinaistgie konvexni,
jeji extremalni body se nazyvajstymi stavy.Cisté stavy jsou reprezentovany projektory na
jednoroznérné podprostory. Nreni nad systémem s vysledky z mnoziny X, kterayfgave-

na o - algebrouB(X) métitelnych mnozin, fislusi projekni mira na X. Kazdé #titelné

mnozire  SOB(X) je tak gifazen projektor F(S) &€ pricemz plati: F(X) = I;

F( S,J = ZF(S,) pokud S nS =0 proi#j. Je li systém ve stavu Ulw, pak¢islo
i=1 i=1

pu(S) = Tr(UF(S)) pedstavuje pravibodobnost toho, Ze vysledekfani padne do mnoziny

SOB(X). Zobrazeni p: B(X) - R je 2ejme pravdpodobnostni mira na X.

Z uvedeného Wtu je patrné, Ze zasadni roli v kvantanechanickém formalismu hraje orto-
komplementarni svaz projekfona podprostory Hilbertova prostofif. Tento svaz oziggme

L, casténé uspeadani je na¥m definovano: F, praw kdyz RF, = F, doplrsk F7 =1 — F.
Ziejms Fi<F, praw kdyZ pislugné podprostory jsou v inkluzi- Fprojektuje na ortogonalni
doplrek. Vyznanymi vlastnostmi svazjsou i) pro kazdou sgetnou mnozinu § F, ...
prvki z L existuje LR, a OhWF, v L; ii) pro F,F0OL a R<F, existuje prvek PIL takovy, Ze
P< F,” a FOF=F,. Tento prvek P = £F, = (I-F))F, = F»-F1 je jediny s uvedenou vlastnosti.

2. SYMETRIE A KVANTOVA MECHANIKA

Necht’ konfigurani varieta, kterou nadale budeme aanet M, je G — prostorem grupy sy-
metrie G. Prvky grupy g se nazyvaji akce a kazd# akpedstavuje transformaci prostoru M

na sebe. ftom pozadujeme: i) ep = p; iix@2p)=ag2p, kde g,0.01G, pLIM.

Mnoho tvrzeni, specidéntvrzeni o Mackeyho systému imprimitivity, Ize wysgit za gedpo-
kladu, Ze grupa G je lok&lrkompaktni se sgetnou bazi. Pro fyziku jsou ndéj@zitejSi
souvislé Lieovy grupy, na které se omezime, tywdphozi podminku sfliji diky tomu, Ze

maji strukturu variety. Dale budeme pozadovat, laydg varieta M souvisla a hladka, coz je



jak pozdji uvidime dilezité pro jeji ztotoZeéni s jistym faktorprostorem. Saniepre také

plati, Ze zobrazeni (g, pp gp je nekonéné diferencovatelné.

Zakladni fyzikalni pedstava nyni je, Ze transformaci symetrie g komégniho prostoru M
odpovida transformace symetrie kvardovechanického popisu. Profegreni této gedstavy
zavedeme &kolik pojma: Automorfizmem logikyL rozumime bijekco: L — L kteréa sphuje
i) a( 1) = 1;ii) a( FY) =a( F);iii) a(0F,) = 0a( F). Konvexnim automorfizmem mnoZi-

ny stawi w rozumime bijekcp: w— w, ktera spiuje podminku: jsou — Risla c1,c2,... neza-

porna, > c, = 1 pakﬁ(chUn] =>"c,BU,).

Zformulujme nyni poZadavek transformace symetriankové mechanického systému takto:
a) existuje homomorfizmus: g — a( g ) grupy G do grupy automorfizZimogiky L, a(g):
L-L:F—F.

b) existuje homomorfizmuB: g — B( g ) grupy G do grupy konvexnich automorfizmmno-

Ziny staviw, B (g):w—- w: U — UY
c) Rozdleni pravépodobnosti se neni, tj. Tr(UF% = Tr(UF), kde Wlw, FOL.

d) Mé&me projekni miru F na mnozih X, ktera je pifazena jistému ieni nad systémem
s vysledky z této mnoziny. MnoZzina X je vybavema algebrouB(X) méfitelnych mnozin.
Pak existuje homomorfizmuys g — y( g ) grupy G do grupy #iitelnych, bijektivnich zobra-

zeni prostoru X na sebe. Jestlize Bekpnstrukci mnoziny X vyuziva konfigu¢aiho prosto-

ru M, zobrazeny( g ) nemusi byt identické. Kazg€g ) indukuje automorfizmus - algebry

B(X) - B(X): S+ S. Fitom pozadujeme aby F{B= F(S}.

Automorfizmy logiky a konvexni automorfizmy stalze velmi dolbe popsat, jak ukazuje
nasledujici ( Wignerova )éta. Je — liff separabilni nekore¢ rozmerny Hilbertiv prostor,
plati: V8echny automorfizmy logikl jsou pra¥ tvarua( F ) = TFT}, kde FJL a T je peva
zvoleny unitarni ( antiunitarni ) operatotf. Dva takové operatory indukuji tyZz automorfi-

zmus logiky, pray kdyz se liSi o fazovy faktor. VSechny konvexnicamorfizmy mnoziny

stavi w jsou prav tvaru( U ) = TUT?, kde UJw a T je pevit zvoleny unitarni ( antiunitar-



ni ) operator \W. Dva takové operatory indukuji tyZ konvexni autofizonus stavi, prav

kdyz se liSi o fazovy faktor.

Wignerova ¥ta a pozadavky a) , b) vedou 2ay, Ze kazdé akcildG je gifazena dvojice
operétott T(g) a T(g)", z nichZ kazdy je unitarni nebo anitiérni. Aby bylo vyho¥no poza-
davku c), musi se T(g), T(g)" liSit nejvySe o fagdaktor. Mizeme tedy oba operatory zto-
toznit: T(g) = T(9)", @JG. Protoze jsme se omezili na souvislé Lieovy griqmdou vSechny
operatory T(g) unitarni. To vyplyva jednak z tokie,sodin dvou antiunitarnich operatoje

unitarni operétor, jednak z toho, Ze v jistém okdljednotkového prvku e ke kazdému®
existuje &0, b = &, piicemz prvky z O generuji G. Ozfrae nyni U{) grupu unitarnich
operatof na J¢ se silnou topologii. Centrurd této grupy tvéi operatory z.1, kde z1 T*

( T' je Lieova grupa komplexnickisel modulul). Faktorgrupa #) = U(J)/Z se nazyva
projektivni grupou Hilbertova prostodf. Pozadavky a),b),c) tieme shrnout v poZzadavek

abc) existuje homomorfizmus h: G P(#f).Po tomto homomorfizmu budeme navic pozado-

vat, aby byl ndfitelny ( v tom giipact bude i spojity ).( blize kapitola 5.)

PoZadavek d) vySe jsme nechali dosud stranou,dmZ® jeho rozbor vyZaduje popis kon-
krétniho n&feni nad systémem. Pro lokalizované systémy ma masgdnam niieni polohy.
Vysledky meieni jsou v tomto fipadt body konfiguréniho prostoru tj. X = M. Pr&w tomto
pripac vétSinou neni homomorfizmugz bodu d) identické zobrazeniitBm lokalizovatel-

nost znamena zhruliateno to, Zze pokud mame &dwansformace, které transformuji danou

mnozinu $1B(M) stejrg, pak jim odpovidajici transformace Hilbertova paxbtoru stafr

piislusejiciho k S jsou také stejné. Takovymi systémpadale budeme zabyvat.
3. HOMOGENNI| PROSTORY A G-PROSTORY

V tomto odstavci bude uvedengkolik zakladnich vlastnosti homogennich prostar G-
prostof, tj. v naSem fipac variet, na kterychisobi Lieova grupa G jako grupa transforma-

Ci.
3.1.  Faktorprostory a homogenni prostory

Bud’ G Lieova grupa a H Lieova podgrupa G. Definujmadieekvivalence na G jako g ~ g’

praw kdyZ existuje prvek hIH takovy, Ze g'=gh. fida ekvivalencég] je tudiz mnoZinggh;



h 00 H}. Faktorprostor G/H ma strukturu variety a dim G/ldim G — dim H. G/H ale obeg&n
nemusi byt Lieova grupa, tou se stane, pokud p@dgkije normalni podgrupou G, tj. plati
ghg' O HOgOG al hOH. Vtomto gipad jsou operace nasobeni a inverzniho prvku
nezavislé na vydyu zastupcertdy ekvivalence a tudiz déd definované. Jiz bylo zmino, Ze
faktorprostor je varietou, tj. je n&m definovana topologie (Hausdorffova topologie)p®o
logii na G/H definujeme pomoci zobrazghiG — G/H, po kterém pozadujeme, aby bylo
spojité a otekené. Definujeme dale zobrazenfd): aH +— gaH [ g 0 G, potom G je grupou
transformaci faktorprostoru G/H. JelikoZ Gspbi na G/H tranzitivh je G/H homogennim

prostorem.
3.2. Tranzitivni G-prostory — homogenni prostory

UvaZzujme hladkou konfigutai varietu M a jeji Lieovskou kogeédimenzionalni grupu sy-
metrie G, ktera na varieM pusobi tranzitive tj. 0 m,n0 M existuje g0 G takové, Zze m =
= gn. Zvolme peva libovolny bod m z variety M a oztime H grupu stability prvku m. H je
tedy podgrupa grupy G, ktera svou akci na vahétponechava bod m beze &ny. Grupa H
je také Lieova a nezavisla na vélbodu m, nebddiky tranzitivié grupy G jsou si podgrupy
stability vSech prvi z variety M vzajemé izomorfni, tj. plati k = gHg’, kde Hn je grupa
stability prvku m a Hgrupa stability prvku n a plati m = g.n. Ob&gtati je-li G grupa, ktera
pusobi tranzitivé na mnozig M, potom pro kazdy bod m M, existuje bijekcer: G/Hn —

M definované jakog: gHm > g.m, kde H, je grupa stability bodu m. Pokud navic M je lo-
kalné kompaktni hladka souvisla varieta a G je lokdompaktni Lieova grupa, potom bijek-

ce jn je difeomorfismus z G/Hna M.
3.3. Homogenni prostor jako hlavni fibrovany prostoririBipal bundle)

Nyni bude ukazano, Zze homogenni prostor Ize chagathlavni fibrovany prostor, tj. jako
fibrovany prostor s viaknem difeomorfnim struktugniigs. V piredchozim odstavci bylo uka-
zano, Zze homogenni prostor M (tj. varieta, na figopi Lieova grupa G tranzitighmazeme
ztotoznit za jistych fedpoklad s faktorprostorem G/H, tj. M G/H. Pokud provedeme tato
ztotozreéni, pak v nasledujicim bude ukdzano, Ze Lieovug@pze chapat jako hlavni fibro-
vany prostor s vlaknem H (uz&@na Lieova grupa) a bazovym prostoreneNbG/H. Definuj-
me nyni pravou akci podgrupy H na G jake-g ga, kde gdJ G a al H. ProtoZe G je Lieova
grupa je toto zobrazeni diferencovatelné. Dalendggime projekcit G - M = G/H jakortt g

— [g] ={ga al H}. TudiZz g a gdal G jsou zobrazeny do stejného bddlia platit(g) =



= 1m(ga). Abychom mohli definovat lokalni trivializacmusime nejtive najit zobrazeni
fii G - H na kazdé mapU; [0 M. To udtlame nasledujicim Zigobem: bd’ s lokalnitez na
Ui a gO 1t([q]), tj. prvek vlakna v ba#l[g]. Definujme fjako f(g) = s{(qg])*g ( s(g))* je

grupova inverze ).

Jelikoz s[g]) je fez v bo@ [g] da se napsat ve tvaru ga, kddéJaH, potom dostaneme
s(q] )'g = a'g'g = a' O H, timto jsme obdrzeli kyZzené zobrazeni@ - H. MiZeme tedy
definovat lokalni trivializacip: U; x H — G jako@™(g) = (g, fi(g)), z fredchoziho vyplyva,
Ze se jedna o difeomorfismus. Dale se jednodud#,ae plati {ga) = f(g)a (all H) a tudiz
je spirtna podminka pro lokalni trivializaci na hlavnichrivanych prostoreci™(ua) = (p,
fi(u)a), kde a je prvkem strukturni grupy, p je pmvkeakladniho prostoru M a u je prvek
vlakna hlavniho fibrovaného prostoru. Z této podaiplyne, Ze vldkno Ize zkonstruovat za

pomoci jednoho bodu u dinalosti strukturni grupy.

G s([9])

u=g cDi

fi(g)

U M=G/H

obr. 1

4. MiRA NA LOKALN E KOMPAKTNICH GRUPACH

V této kapitole budou uvedena zakladni fakta tylkagé miry na lokathkompaktnich topolo-
gickych grupach, které budou pebné pro konstrukci unitarnich indukovanych repmése
téchto grup.



Duvod pra@ se zabyvat pravlokalné kompaktnimi topologickymi grupami, konkréticsc
(definice bude uvedena pagi), je ten, Ze se velicgasto vyskytuji ve fyzikalnich aplikacich.

A déle ten, Ze teorie jejich unitarnich represermgelmi dolse propracovana.

Nejprve rékolik pojma z topologie. Systém podmnozin mnoziny X se nazyva topologie na
X, méa-li nasleduijicitt vlastnosti i) O t, X O T. i) Je-li ViO Tt proi=1, 2, ... n, potom plati
VinVon ... NV, O 1. i) Je-li {Vg} libovolny systém mnozin g, plati U,Vy O 1. Je-lit topo-

logie na X, nazyvame X topologicky prostor a praégstémur oteené mnoziny v X.

Mnozina KO X je kompaktni, jestlize kazdé otewé pokryti mnoziny K obsahuje kaimne
podpokryti. Okoli bodu gl X je kazda otetend podmnoZzina X, ktera obsahuje p. X je
Hausdorffiv prostor, jestlize plati: je-li p, § X a p# g, potom p m& okoli U a q okoli

V takove, Ze UV = @. X je lokalre kompaktni, jestlize kazdy bod z X mé& okoli, jeluzawr
je kompaktni. Systénf [1 1 nazveme bazi topologického prostoru {X,jestlize kazdou ne-

prazdnou oteenou mnozinu Ize vyj&d ve tvaru sjednoceni pruksystémuf. X sphiuje

druhy axiom spé&etnosti, jestlize v&m existuje spéetna baze. Topologicky prostor je lcsc,
jestlize je to lokals kompaktni Hausdoitfs prostor, ktery spluje druhy axiom spmetnosti.

4.1. Mira na Icsc Borelovskych prostorech

K tomu, abychom mohli definovat miru zafmme nejprve pojem Borelovsky prostor. Bore-
lovskd struktura na mno&rX je o-algebraBB podmnozin X, dvojice (X;B) se potom nazyvéa
Borelovsky prostor (jde tedy odfitelny prostor). Prvky systém# se nazyvaji podmnoziny
X. Bud'te (X, B) a (Z,€) Borelovské prostory, potom zobrazeni f:--XZ se nazyva Borelov-
ské, jestlize #(€) O B. Jestlize je toto zobrazeni bijekce a pla(i) = B, potom f je tzv.
Borelovsky izomorfizmus. Pokud X = Z a f je izomarhus, nazyvame f automorfizmus.
Nech’ X je navic topologicky prostor, potom existuje menSic-algebraB na X takova, Ze

obsahuje vSechny ot&né mnoziny v X. SystéfB se nazyvaixozena Borelovska struktura

na X. Specialé jsou tedy vSechny uzgané mnoziny v X Borelovské (dagdy otewenych).

Borelovskymi mnozZinami v X jsou ro¥# sp@etnd sjednoceni uzéanych mnozin a sget-
né pfiniky otewenych mnozin. Protoz& je o-algebra, nizeme X povaZovat za dtitelny

prostor, ve kterém roli sfitelnych mnoZin hraji Borelovské mnoZiny. Potonlijgé-X - Y



spojité zobrazeni X do topologického prostoru ¥igimé, ze (V) O B pro kazdou otee-
nou mnozinu V1Y, tudiz kazdé spojité zobrazeni prostoru X je Buoweky nefitelné. Dale
bud’ T separabilni metricky prostor a X B Borelovska podmnozina T, potom Borelovky

podprostor (XBx) T takovy, ZeBy = {BnX, B O B} se nazyva standardni. Jestlize X je lcsc,

potom Borelovsky prostor, kdB je prirozena borelovska struktura, je standardni.

Mirou na Borelovském prostoru rozumime mnoZzinowmk€i definovanou na-algelie B,

ktera je spdetre aditivni a zobrazuje do interval0, «]. Mirap na (X,B) je finitni, jestlize
H(X) <o ao-finitni pokud existuji Borelovské mnozZiny,Xakove, ze X = kX, a platip(Xy)
< 0. Bud’ dale X Icsc, potom Borelovskou mirou na X rozumimieu s vlastnosti, Ze kazda
kompaktni mnozina ma miru @, «) (ma konénou miru). Je iejmé, Zze kazda Borelovska

mira na X jeo-finitni.

Bud’ v néjaka o-finitni mira na Borelovském prostoru () a buf’ p mira. Potonu se nazy-

va absolutd spojita vzhledem k, jestlizepu(S) = 0 pro kazdou Borelovskou mnozinu S, pro

kterou plativ(S) = 0. Nyni bude uvedenilézity Radon-Nikodyrv teorém: Jestlize f je ne-

zaporna Borelovska funkce, potom funkceS — '[ fdv je o-finitni mira, ktera je absolugn

spojitd vzhledem k. Obréaces, jestlizep je o-finitni mira absoluté spojita vzhledem k,

potomCInezapoma Borelovska funkce f na X takova/4g) = [ fdv pro0 SO 8.
S

Jestlizet je Borelovsky automorfismus na Xuao-finitni mira na X, potom rizeme defino-
vat o-finitni miru p" jako p*(S) =p(t X(S)), kde SO B. Pakp se nazyva invariantni, jestlize
K = a kvaziinvariantni pokug' ap jsou vzajema absoluti spojité ( relace absolutni spo-

jitosti je relaci ekvivalence na mnozio-finitnich meér prostoru X ). Mirgu je tedy kvaziin-

variantni, pokud mnoZiny miry O jsou invarianti€vautomorfismur.
4.2. Mira na lokalg kompaktnich grupach

Predpokladejme, Ze G je grupa a zatoBorelovsky prostor. Potom G je Borelovska grupa,
jestlize zobrazeni (x, y)» xy™ je Borelovské. Déle jestlize G je Icsc grupa, putd) G je

standardni Borelovska grup2) existuje nenulova-finitni mirap na G, ktera je levo (nebo



pravo) invariantni, tju(S) =pu(xS) (nebou(S) =p(Sx)) J SO B a xO G. Mirap je dana jed-
nozna&né az na multiplikativni konstantp > 0 a je nazyvana leva (prava) Haarova mira na
G. Obecs neplati, Ze levd Haarova mira je pravoinvariarRokud toto plati, nazyvame gru-
pu G unimodularni. Déle kUG Icsc grupa @ leva Haarova mira, potom x O G mira S—

K (Sx) je také levad Haarova mira, a proto musi predchozi) existovat konstanga(x) > 0

takova, 2q1(Sx) =p(X)U(S). Funkcep(x) se nazyva modularni funkce a mé nasledujidtvla

nosti: p(e) = 1,p(x.y) =p(X)p(y), p(x)je spojita funkce.
4.3. Mira na tranzitivhich G-prostorech

Dale budou uvedeny zakladni vlastnosti miry nazitasumich G-prostorech. BliG Icsc grupa
a H jeji uzavena podgrupd3 zobrazeni z G na X = G/H definované jgka — g.H. Potom

X je lcsc prostor vzhledem k podilové topologiBge otevené spojité zobrazeni. Podilova
topologie znamena to, ze[lX je otewend mnozina, prévkdyz (V) je otewena mnozina
v G. Navic vzhledem k této topologii je i zobrazégj X) — gx z GxX do X spojité. Déle
existuje kvaziinvariantni Borelovska mira na X sH& nasledujicimi vlastnostmi: 1) Jestlize
A je finitni kvaziinvariantni mira na G & je finitni mira na X definovana jaka(S) =

= MPBY(S)), potomX je kvaziinvariantni. 2) Kazdé éwkvaziinvariantnio-finitni miry na X

maji stejné mnoziny miry nula, a tudiZ jsou vzajémbsolut’ spojite.

V dalsim bude naziano, jak se tvrzeni 1) ro¥sSha WtSi tidu neér, konkrétré na Borelovské
miry. Ozn&me G(G) téidu vS8ech komplexnich funkci, které jsou spojittnaji kompaktni

support, G(X) zn&i analogicky prostor funkci na X. Pr&jakou funkci f Cc(G) definujme

Mf (g) = J'f(gh)d/,lo(h), kde o je leva Haarova mira na H. Z levoinvariantngstvyplyva
Go

rovnost Mf (gh) =Mf(g) 0 g O G. Tudiz O funkce T na X takova, zef(B(g))=Mf(g) a
M: Ce(G) — Cc(X). Zobrazeni M pak pouZijeme prégmos miry z X na G a definujenod

pomoci rovnosti dvou linearnich funkciofidla G(G): _[ fda® = _[ fda, kdeo je rejaka Bo-
G X

relovska mira na X, potom je kvaziinvariantni prévkdyz a® je kvaziinvariantni mira na G.
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5. MULTIPLIKATORY A PROJEKTIVNI PEPREZENTACE

Jak uz vime, z bdd a), b), ¢) v prvni kapitole, plyne pozadavek restenci ngfitelného ho-
momorfizmu h: G- P@@), kde P{f) je projektivni grupa Hilbertova prostoftf. Jestlize
zavedeme kanonicky homomorfizmuos U — 1(U), U0 U(J) z U(FH) do PEF), mizeme
vybavit prostor P{f) podilovou topologii a ten se stane metrizovatehwopologickou grupou

se spoetnou bazi. Zobrazemije pak ote¥ené spojité zobrazeni z #{) do P{P).

Nyni mizeme pistoupit k formulaci pojmu projektivni reprezentac@oté ukazat jak lze¢
formulovat poZadavek abc) z kapitoly 1. pomoci @ktiynich reprezentaci. Zaéme nejprve
s pojmem multiplikator grupy. Bite G, Klcsc grupy a K abelovska. K — multipliké&tor
grupy G rozumime Borelovské zobrazeni m:poym(X, y) z &G do K takoveé, Ze jsou spl-
nény nasledujici vztahy: i) m(x,yz)m(y,z) = m(xy,zxn) Cx, y, zG; ii) m(x,e) = m(e,x) =
= 10Ox UG. Pokud bude K = T , multiplikativni grupa komphéeh ¢isel modulu 1, budeme
mluvit jednoduSe o multiplikatorech. Mnozina vSd€h multiplikatori grupy G je #ejme
komutativni multiplikativni grupa. Ozgee tuto grupu M (G). Dale, dva K — multiplikatory
my,Mp se nazyvaji ekvivalentnimi a atian; 00 my, jestlize existuje Borelovska funkce a : G
- K: x > a(x) takova, zem2 X, y [a x y/a ]ml x y 0x, y UG. Poznamenejme,
Ze a(e) = 1. Jestlize K — multiplikator je ekvivatiei jednotkovémuiekneme, Ze je exaktni.
Je tedy exaktni, prévkdy? plati m,(x,y) = a(x, y)/a(x)a(y) Ox, y 0G. Je vidt, Ze exaktni
multiplikatory tvai podgrupu, ozname ji B(G), grupy multiplikatod My (G). Zave’me nyni
faktorgrupu M(G) = M (G)/ E&(G) a nazéme ji K — multiplikdtorovou grupou grupy G.
Pokud K = T, pak budeme pséat jen M(G) a tuto grupmvame multiplikadtorovou grupou
grupy G.

Predpokladejme, Ze m je multiplikator grupy G. Poteobrazeni U: g— Uy z G do unitarni
grupy U¢H) separabilniho Hilbertova prostoftf se nazyva m — reprezentace pokud plati:
i) g > Ug je Borelovske tj. g— (f',Uq f) je Borelovske Of, ' UH; i) Ue = I; i) Uy, =

= m(x, y)UUy Ox, y G. Borelovské zobrazeniwgp Uy z G do U@f) se nazyva projektivni
reprezentace jestlize existuje multiplikator m @dakovy, Zze U je m — reprezentacé&iqgm

m je jednoznéné dan zobrazenim U. Je ¥igd Ze pokud U je projektivni reprezentace @Gty

pak zobrazenfto U:g— 1(Ug) je Borelovsky homomorfizmus z G dod). Dokonce plati,
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Ze kazdy Borelovsky homomorfizmus z G déH®(pochazi od projektivni reprezentace defi-
nované vySe. To nam naznge jak poZadavek abc) z kapitoly 1. souvisi sgktynimi re-

prezentacemi.isreji viz nasledujici teorém.

Bud’ m ngjaky multiplikator grupy G a bil U m — reprezentace grupy GH. Potomro U je

spojity homomorfizmus z G do #). Jestlize V je §aka projektivni reprezentace GJH
takova, ZemoU = 10V, potom multiplikator V je ekvivalentni m. Obracejestlize m” je
multiplikator ekvivalentni m, potom pro m” - repeezaci V platitte U = 110 V. Predpokla-
dejme, Ze h: g uyq je Borelovsky homomorfizmus z G do). Potom existuje projektivni

reprezentace U grupy G v H takova,ze m=U, navic U niize byt vybrana jako spojitd na
néjaké otewvené podmnozih G obsahujici jednotkovy prvek. Kotre, jestlize m je #jaky

multiplikator grupy G, potom existuje m — reprezad G.

Dusledkem pedchoziho teorému je nidklad to, Ze pro libovolny multiplikator m grupy G
méZzeme na Hilbertay prostorudf = £%M, p), kdep je leva Haarova mira na G, definovat
projektivni reprezentaci jakc(Ug f )(x) =m(x™",g)" f(g™x) OgUG OfIJP. Jak Ize pordrné

jednoduse osfit jsou splny podminky i) ii) iii) pro m — reprezentace a tgié® unitaritu
operétoru, tudiz tato reprezentace je projektieprezentaci. Tohoto vztahu vyuZijeme
v nasledujicich kapitolach.

6.INDUKOVANE REPREZENTACE
6.1. Motivace + definice

V tomto odstavci bude nazéeno zéeho vychazi idea indukovanych reprezentaci a né& zav
bude uvedena jejichi@sna definice.

Na za&éatek uvazujme reprezentaci U ( definice je obdghka pro projektivni reprezentaci
s trividlnim multiplikatorem ) spojenou s G-progtor M a invariantni mirog na M. Definici
indukovanych reprezentaci budeme motivovaefgemulovanim definice U protipad, Ze
akce G na M je tranzitivni. Jak uz bylo uvedendioZizobrazeniyj ( kapitola 3.2.) mzeme
za jistych pedpoklad ztotoZnit varietu M s levym faktorprostorem G/Haké ,pretahnout”
miru z M na miru na levém faktorprostoru G/H. Jaki¢finovana akce G na G/H bylo uvede-

no v kapitole 3.
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Dale bu’ déna funkce f definovana na G/H. Na tuto funkéZeme také pohliZzet jako na
funkci na G, picemz jeji funkni hodnota je stejna pro vSechny prvky z jedidytekviva-
lence v G. Tj. pokud plati f(gH) = C, potomigemetici, ze f(gh) = C h O H ( f(gh) = f(Q)
OhOHalOgOG).

Zpétné pokud mame funkci na G spijici predchazejici podminky, iieme na ni pohlizet
jako na funkci na G/H. Bll & mnozina vSech funkci f: G C, které spluji nasledujici
podminky: i) f(gh) = f(g)O h O H O g O G, ii) f je borelovskd funkce a plati

j|f(g)|2dy(u) < oo, u = gHO G/H. Diky ii) je F Hilbertiv prostor, pokud definujeme ska-

G/H

larni sowin jako (fl, fz): Ifl(g)fz(g)d,u(u). Unitarni reprezentaci U grupy G fadefi-

G/H

nujeme nasledujicim ﬁpobem(Ug f)x)=f(g™%),x 0 G.

Takto zavedenou reprezentaci grupy G na prosfotme pongrné jednoduse zobecniti€d-

pokladejme, Ze mame danou unitarni representaczavené podgrupy H grupy G. Bu

J€(L) nosk reprezentace L. Oprotii@dchozi definici uslame rekolik zmeén. Bud’ f: G -

J(L) vektorovéa funkce a identitu i) zattme za i) f(gh) = L' f(g) OhOHaO gOG.

Podminka ii) v pedchozim potom dava smysl, pouze kdyZ &@me |f(g)|2 za
(f(g), f(g)). Toto je dobe definovano nehbof(g) je vektor vi#£(L). Potom, protoze | je

unitarni operator n&f(L) plati: (f(gh), f(gh)) = (L *(g), Ln*f(g)) = (f(g), f(g)) D g0 G all h
O H. Je vidt, zZe (f(9), f(g)) definuje funkci na G/H, tudizitreme podminku ii) igpsat jako:
ii") bud g — (f(g), f(g)) Borelovska funkce aI(f(g), f(g))d,u(u)< o, U = [g]. Potom

G/H
prostordF “funkci f: G - J€(L) takto definovanych se stane Hilbertovym prostorerkupl

zavedeme skalarni stin (fl, fz) = j'(fl(g), f,(9))du(u). Reprezentaci grupy G na prostoru

G/H

F " pak definujeme jako(Ugf)(x)z f(g™x), x O G. Tato unitarni representace zavisi na

nasem vybru L, zna&i se U a nazyva se reprezentace G indukovana pomocirninigpre-
zentace L podgrupy H. Mohlo by se zdat, Ze takfondeana reprezentace zavisi také néemi

M (dosud uvaZujeme invariantni miru), na to bycharanili gii ovérovani podminky unitari-
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ty HU . fH =|f| Of OF". Ale jak vyplyva z kapitoly 4, kazdé dnvariantni miry na G/H se

liSi pouze o nenulovou multiplikativni konstantzraéna této konstanty nema podstatny vliv
na definici U.. Jinak je tomu vifipads, Ze faktorprostor G/H né&pousti invariantni miru. Jak
bylo uvedeno v kapitole 4 na prostoru G/H s podilovopologii, ktera indukuje-algebru
borelovskych mnozin, existuje kvaziinvariantni mérkazdé d¥ kvaziinvariantni miry jsou
vzajemr absolutd spojité. Zvolme pevhjednu z kvaziinvariantnich énna G/H. Jestlize se

pokusime definovat tjako v gredchozim, nebudeme mit potiZe aZ do chvile, kdyokesi-

me owit platnost vztahu, ktery zatuje unitaritu U, tj. HUQL fH =|f| Of OF . V tomto -

pact totiz olostanemeHuLf(x)H2 = j (f(g7%),f (g™x)du(2) = j (f (%), f (X)du(gz) , jeli-
G/H G/H

koZ U je kvaziinvariantni jeu(gz) = J',og(z)d,u(z) , Z = [X]. Z €chto dvou vztah vyplyva, Ze

G/H

operator definovany jak(!ngL f )(x) = f(g™x) neni unitarni. K tomu, aby byla zajiga unita-
rita, je teba U definovat nasledujicim ﬁsobem U, f =P, (@ XD f(g™x), kde

du®
du

se z unitarni reprezentace L podgrupy H a kvaziiaméni miryp na G/H. Tato reprezentace

. Touto cestou obdrzime unitarni reprezentdcigtlipy G pro kazdy par skladajici

Py =

navic do jisté miry nezalezi na konkrétni wolkvaziinvariantni miry, neligjak uz bylorece-
no, kazdé d¥ kvaziinvariantni miry na G/H jsou vzajegnabsolut@ spojité, tj. pati do stejné

tiidy ekvivalence a platis :j fdv O SO B, takZe vSechny reprezentace jsou fizmnou vol-
S

bu miry unitarg ekvivalentni. Pokud tedy a 1 jsou d¥ odliSné kvaziinvariantni miry na

G/H, 3¢, I¢° prislusné Hilbertovy prostory a U, Utiplusné indukované reprezentace, potom

existuje izometrie W # do I  takova, e U” = WUW a ma tvar W:3¢ - I

fo':{ du 5} kdep: G — G/H.
dy/

Jelikoz v kvantové mechanice se zajimame nejenydejie reprezentace, ale v prniatk o
reprezentace projektivni, je nutné uvazit i tutmagi. Bul’ tedy m multiplikator grupy G,
pokud budeme poZadovat, aby L & byly m reprezentace, tj. projektivni reprezentace

s multiplikatorem m, musimei@dchozi definice L a tUzmgnit v souladu s kapitolou 5. Tedy
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L jako m-reprezentace grupy H v separabilnim Hiiber prostoru#f(L) je definovana vzta-
hem L,*f(x) = m(x, hy*f(xh). U" jako m-reprezentace grupy G v HilbertaprostoruF~ je
definovana vztahenﬁJgLf)(x):,/ Pq' (g‘l[x])m(x‘l,g)‘lf(g‘lx). Takto definované vztahy
skute&né¢ sphuji podminky pro m-reprezentace z minulé kapitoetwt vztahu Uy =

= m(h, g) WUgq a tudiz jsou projektivnimi reprezentacemi.

Vysledna definice projektivnich indukovanych remetaci tedy zni: Bdl yu kvaziinvariantni

mira na G/H, dale kim multiplikator grupy G a L m-reprezentace grupy ldeparabilnim

Hilbertows prostorudf“. Pokud je Hilbeftv prostor vektorovych funkci f: G- J¢*, které

sphiuji nasledujici podminky:
i) X - (f(x), W) je borelovska funkce na Gy O J*;
ii) (Ly™)(X) = m (x, h)*(xh), kde hO H.

i) |f| < o, kde|.|| je norma indukovana skalarnim simem

(f, £) = [(£.00, £,09)du(]) .

G/H

Potom U definované jak({UgL f )(x) =P (g ‘1[x])m(x'1,g)’1 f (g™X) je unitarni projektiv-

ni reprezentace grupy G v Hilbertoprostoru¥ " a nazyva se indukovana reprezentace.
6.2. Geometricky pohled na indukované reprezentace

Zaéneme nejprve se zobrazenim mezérda fibrovanymi prostory. Bll {(E, 1, M) a& ' (E’,
1T, M") dvojice fibrovanych prostér Potom dvojice spojitych zobrazeni (u, f), kdd&us E”
afiM - M takové, Zerr ou= f o 77 se nazyva zobrazenim fibrovanych prostsimns-

me si, Zze tato podminka je ekvivalentni s tim, &kno z E se zobrazi naijaké vlakno
z E".(obr. 2)

Dale Hilbertovym fibrovanym prostorerd = (E, , M, Jf) budeme rozust fibrovany

prostor, kde totalni prostor E a zakladni (bazigksgstor M jsou topologické prostory,je

spojita surjekce z E na Mm'(p) ma strukturu Hilbertova prostorl p O M. Isomorfismem
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Hilbertovych fibrovanych prostérbudeme rozugt zobrazeni (u, f) definované vyse, kde u i
f jsou homeomorfismy a u zobrazuje vlaknpiZzometricky na viakno §, kde p'= f(p)Cl p
O M. Hilbertovym G-prostoren§ nazveme Hilbefitv fibrovany prostor, na kterém je dana

spojita akce grupy G na E a M takova, Ze dvojicd)(j& automorfismus prostodu] g O G.

E E’

F, i

obr. 2

Bud & = (P, 1, M) hlavni (principal) fibrovany prostor a daled& levy H-prostor, kde H je
strukturni grupa P. Definujmer2 PxyF jako prostoriid ekvivalence (u, v) ~ (u, v)h=:
:= (uhp(h)*v), kde ud P, hO H, v O F ap(h) je reprezentace (linearni akce) grupy H v F.
Pokud definujeme zobrazeri: P — M jako 1& ([u, V]):= 1(u), potomé(F):= (B, 1, M) je
fibrovany prostor vzhledem k M s vlaknem F, ktegyreazyva asociovany fibrovany prostor
vzhledem kakci grupy H na F. To Ze vlakno gz He linear izomorfni F plyne

z nasledujiciho. Definujme zobrazeni F— Pr jako i,(v):= [u, v] a zobrazen{j 1= ~*({p}) -

F jako jio([u, V]):= p(h)v, kde u=gh ( viz vlastnosti hlavniho fibrovaného prostoruWak Ize
jednoduse a¥fit iy i juo jSOU VZAjema inverzni zobrazeni a navic Ize pomoci nich defatov
lokalni trivializaci R tj. zobrazeni® ™ : 1*(p) - U, x F jako ®;*([u,v]):= (m{u), j,, (u,v])).
Definice zobrazeniyj vyplyva z faktu, Ze kazdouitlu ekvivalence [u, v] Izeippsat pro
pevné yjako [u, v] = [wh, v] = [uhh?, p(h)? v] = [w, p(h)v]. Cela struktura asociovaného

fibrovaného prostoru je shrnuta v nasledujicim pkug obr. 3).
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vlakno v Px.F trida ekvivalence [u,v]

P
H
" U
U M

obr.3

Jak uzZ bylo uvedeno v kapitole 3, v naSefipgd tvori zakladni prostor faktorprostor G/H,
ktery je ekvivalentni variétM na niz fisobi lokal#d kompaktni ( Lieova ) grupa G tranzitiv-
né. Grupa G potom tud hlavni fibrovany prostor nad G/H se strukturnugpu H. DalSi
vlastnosti tohoto hlavniho fibrovaného prostoruujs@&pojita prava akce XBH - G:
(g, h)— gh. Projekcet G - G/H, kterou budeme nadale Zite3 ( viz kapitola 4 ), je spojité
zobrazeni. Prostor G je lokdltrivializovatelny a grupa G mé&ipozenou akci na M= G/H

GxM - M : (a, gh)— agH.

Z tohoto hlavniho fibrovaného prostoru vytirne asociovany fibrovany prost&(F):= (Pr,
T, M, J€(L)), pridruzime-li k emu prostor F =#£(L) na rsmz ma grupa H levou akci po-

moci unitarni reprezentace, £ L(h) ( viz. kapitola 6.1 ) takovou, zexdf(L) - F(L):
(h, v)> L(h)v. Vlastni gidruzeni provedeme tim, ze st&jjako v definici zavedemeitly
ekvivalence (g, v) ~ (gh,L(Hy). Tato podminka tzce koresponduje s podminkoh)feg
= L(h)*f(g) z odstavce 6.1, kter&gvadi vektorovou funkci na G na vektorovou funkai n
G/H. Fibrovany asociovany prostog j@ potom mnozinatid ekvivalence [g, v]. Projekce:
ma s ohledem na definici vySe tvag : [g, V]~ p, kde p =B(g) = gH. Vlakno k v boct
pLIG/H = M je mnozinaitd ekvivalence, kde g jegjaky bod z G, pro ktery plafi(g) = p a
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v prochazi cely#f(L). VIakno F, ma navic strukturu Hilbertova prostoru néppokud p =
= gH potom kazdy prvek vldkng Be d& napsat ve tvaru [g, v], kde#f(L) je jednoznang
dano. Pomoci bijekeg j [g, v] — v z R, nadf(L) pak vlakno k zisk& strukturu Hilbertova

prostoru se skalarnim s@ioem (...,...), (skalarni so&in nad€(L) ). Je nutné podotknout, Ze
nezalezi na voltbprvku g, protoZze pokud p = gH = g'H, potom existuj 1H takové, ze g" =
= gh. A tidy ekvivalence [g, V], [0", V] jsou pak spjaty ahem [g’, v] = [gh, v] =g, L(h) V],
z ¢ehoz plyne nezavislost wytu. Z uvedeného vyplyva, Ze asociovany fibrovarmysfor ma

strukturu Hilbertova prostoru, ktery byl popsanzagatku této kapitoly.

Zabyvejme se nyni zobrazenim mezémha asociovanymi fibrovanymi prostory. @4u, f)
zobrazeni mezi parem hlavnich fibrovanych prdstg(E, i, M) a& (E’, 1T, M"). Zobrazeni
mezi asociovanymi prostoryxBF a PxyF mize byt definovano jakog([g, v]) = [u(g), Vv].
Toto zobrazeni je ddb definovano, nelious([gh, p(h)* v] ) = [u(gh), p(h)™* v] = [u(g)h,
p(hy* v] = [u(g), v]. Jednoduse se Izéep\&dtit, Ze jsou podminky pro zobrazeni mezi fibro-
vanymi prostory ze Zatku kapitoly splany pokud zobrazeni megia &  definujeme jako
dvojici (ur, f). Prirozere se da definovat také automorfizmusasociovaného prostogjF]

jako u([g, v]):= [u(g), V], kde u je automorfizmus hlavniho fibrox¥dno prostoru isluSného

k &[F].

Vyuzijme nyni girozené levé akce G na M k definovani automorfizasaciovaného fibro-
vaného prostor§. = (P, T, M, J€(L)). Slozku @ na Gy d(L) definujeme jako D(a)[g, V] =
= [ag, v] a slozku f na G/H definujeméinozere jako a(gH) = agH, iiéemz je samaejme

splntna podminkari. o D(a)[g,v]:aonF[g,v]. S takto definovanym zobrazenim ziska

strukturu Hilbertova G — prostoru. Pro lepBégstavivost je ofi pripojen obrazek (obr. 4).

Dale budou uvedeny z&kladni vlastndstii na asociovanych fibrovanych prostorechdBu
(P, T, M, F) asociovany fibrovany prostor, potom existljjektivni zobrazeni mezi jeho
fezy s: M- Pr a zobrazenin® : P- F, které spluje podml'nkudb(uh) = ,o(h)'lcb(u) OulIP

( hlavni fibrovany prostor ) AhOH. Rez s korespondujici s timto zobrazenim je pak ve tva-
ru se(p) = [u, P(u)], kde u je #jaky bod z vidkna f Rez s je pitom nezavisly na vyéru
bodu Wl F, neba’ plati [uh,®(uh)] = [uh,p(h)*®(U)] = [u, ®(u)]. Z predchazejiciho je vid,

Ze pokudao(p) je lokalnitez na hlavnim fibrovaném prostoru P, pakilee v asociovaném
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fibrovaném prostoru zapsat jako s(p)a{d), ®(a(p))]. Linearni prostor Borelovskyciezl
s:M 5 P-:pre s(p),Tes = idy miZe byt vybaven strukturou Hilbertova prostétfl po-
kud pro danou kvaziinvariantni minw na M = G/H zavedeme skalarni oo vztahem

(s,;s)= '[(s( p).s(p)),du(p) (I tedy zavisi na zvolené tei). Indukovanou reprezentaci

G/H

IndSL v tomto Hilbertow prostoru potom definujeme jako :

(U, skp) = Jdu/du® (g p)[D(g)sl(a ), kde $1F¢.

H(L) ) _ H(L)/ ) )
_ - //// //// /4// ////
G G
= f//%’
ur=D(a) — au=ag
u=g-
B f B
T
p=gH  M=G/H ap=agh M=G/H
obr. 4

Nyni zbyva dokazat, Zegedchazejici definice je ekvivalentni s definiciikdvané reprezen-

tace v pedchazejici kapitole. K tomu s vyhodou uzijeme wvatakp) = p(p), P(a(p))] =

= [o(p), ®o(p)] , kde skalarni sdin je dan vztahenis,s)= j (@, (p),®, (p))du(p). Dale

G/H

nebudeme uvaZovaten +/du/du® predstavujici odmocninu z Radom — Nikodymovy deri-

vace, ktery na nasullaz ekvivalence nema vliv. Takze mamey{lfp) = (D(9)s)(dp)
[90(g™'p), Po(g™'P)] = [o(P)a(p)'go(g’'p), Po(g'P)] = [0(p),.L(H")Ps(g™p)], kde K
o(p)'go(g’p) U H a tudiz dostavame  §W.)(p)= L(o(p)'go(g™'p))Ps(g™'p). Vra'me se
nyni k definici z kapitoly 6.1. Pro tu pIatiIc@Jgf)(U): f(g™o) a f(ah) = L(h) f(a), tj. pro

o = o(p) dostavame ()(o(p)) = f(g'o(p)) = f(o(g’p) a(g’'p) g a(p)) = f(a(g’'p)h) =
= L(h)*f(a(g™'p)) = L(o(p)*go( g’p)) f( g'p). Porovname — li tento vztah se vztahem uvede-
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nym vyse zjistime, Ze pokud poloZime(@'p)) = ®s(g™'p) = ®(o( g'p)) jsou tyto vztahy
identické. Timto je dokazana ekvivalence obou defiNa za¥r je opt pro lepsi pedstavu
uveden obrazek (obr. 5).

P(G)=f(G)

H(L)

G

obr.5
7. PROJEKNI MIRA A SYSTEM IMPRIMITIVITY

Nejprve uvedeme &kolik znamych definic. Reprezentace ( projektiveprezentace ) U

v Hilbertow prostorudf se nazyva ekvivalentni reprezentaci U” v Hilbettpvostorudf”,
jestlize existuje unitarni izomorfizmus WH — 3" takovy, Ze | = WUW. Reprezentace
( projektivni reprezentace ) U na Hilberggwrostorudf se nazyvéreducibilni, jestlize jedi-

nymi uza¥enymi podprostory, které jsou invariantri€ivpisobeni | jsou 0 a#f.

Projekeni mirou na variét M rozumime zobrazeni ze systému vSech BorelovskgobZin

B(M) na varie¢ M do mnoziny omezenych operdiona réjakém Hilberto¥ prostorud?,
které kazdé Borelovské mnoZina M gitadi projektor nd, tj. E : B(M) - projektory(H).
PricemZ musi byt spny nasledujici podminky: E(M) = | ; E($:) = E(S1)E(S2) O S,
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S, 0 BM); E(SUS2) = E(S)+E(S2)- E(SnS2) O S,S0B (M). Dale b’ 3¢ Hilbertiv
prostor na 8mzZ pisobi projekni mira E(M), steja tak bul’ #¢” Hilbertiv prostor na &mz
pisobi projekni mira E'(M).Rekneme, Ze E(M) a E'(M) jsou ekvivalentni, pokudstxe
unitarni izomorfizmus W 3¢ - 3 takovy, Ze E(S)= W E(S)' W Nagiklad veznsme o -
finitni miru p na M a separabilni Hilbdén prostorK ( viz (L) kapitola 6.1 a 6.2 ). Bll

I = LAMK, p) a E(M) b’ projekeni mira na M definovana jako E(S)fxsf OfLIH a
OSLIM. Ozna&me E(M) takto definovanou E( ). Potom EK, p) OEK", W) praw kdyz
i) L ap pati do stejnéifdy nmeér ( jsou vzajemé# absolutg spojité ), ii) dinK = dimK”. Tyto
podminky jsou ufité splntny pokudK = K" a b a/W, potom zobrazeni W : £ bf je

unitarni izomorfizmus #¢ do 3¢ takovy, Ze je spkno EK, p)'= W EK, pW™,

Predpokladejme nyni, Ze G je Icsc grupa, M varieBoelovskou strukturou na niZzigobi
grupa G tranzitivé jako grupa symetrie. Dale §u#f separabilni Hilbefiv prostor. Systé-
mem imprimitivity pro G fisobici na#f nazveme par (U, E), kde E je prajekmira na G —

prostoru M a U : g— Uy je ( projektivni ) reprezentace grupy GH, které spiuji podmin-
ku:

E@S)= Uy E(QUy " (*) OglG adSOB(M).

Dvojice (U, E) se potom nazyvdigluSejici M.

Ekvivalence a ireducibilita systému imprimitivitg pefinovana nasledujicim igobem. Dva
systémy (U, E) ndf a (U", E") nalf” patici stejnému G - prostoru M jsou ekvivalentni,
jestlize existuje unitarni izomorfizmus WH — I takovy, ze § = WU,W™'a E(S) =
= W E(S)W! plati OgOG aOdSOB(M). Systém (U, E) nazveme ireducibilni, jestlizelinymi
invariantnimi podprostory jsou 0. Plati, pokud U je ireducibilni reprezentace, potgJ,
E) je ireducibilmi systém imprimitivity, obracerioto tvrzeni neplati. Dale pokud (UE)

i =1,2,... je posloupnost systénmprimitivity patficich k M, kde (i E) maji akci natf;,
potom definujeme direktni sumu jako systém (U, B¥gbici nadf, kde I = O F; a
E(S): (ff2...) > (E(Shf1, E(S)fa,...); Ug (fi,f2,...) = (Ugif1, Ugofo,...). Symbolicky piSe-
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me (U, E) =0i(U;, E). Je také uzitmé definovat okrutD(U, E) tvaeny £€mi omezenymi
operatory W, které komutuji se vdemi E(S) g pro UglG alSUB(M). Plati, Ze systém

imprimitivity je ireducibilni, pra¥ kdyz okruhO(U, E) je tvden pouze nasobky jednotkoveé-

ho operétoru.

Nyni se budeme blize zabyvat systémem imprinitiptp Hilberfiv prostor F = 3 =

= L3%M, (L), p). Jde o prostor vektorovych funkei ($gtusnou faktorizaciiti g ) na G,
které sphuji podminku (*f)(x) = m(x, hy*(xh), kde L je m - reprezentace grupy H
v Hilbertow prostoru#f(L) a m je multiplikator grupy G jejiZz je H podgrupd viz kapitola
6.1 ). Projekni mira na M= G/H je potom definovana jako nasobeni charakiekisti funkci
mnozinyXs, tj. plati (E(SYf )(x) = xs(X)f(x), kde xs(x) = 1 O[x]US axs(x) = 00[x]O S.

Z kapitoly 6.1 vime, Ze indukovana projektivni repentace g— Uy grupy G je definovana
jako (UgLf)(x) = \/,oiggl(g‘l[x])m(x‘l,g)’l f(g™'x). Jak Ize porrné jednodu3e aifit dvojice
(U", EY) spliuje vztah (*) a tudiz tvi systém imprimitivity tzv. kanonicky systém imprifit
vity. Jelikoz kazdé dy kvaziinvariantni miry na G/H jsou vzajethabsolut@ spojité, plyne

z vlastnosti projedni miry uvedenych na Zatku kapitoly ( viz piklad ), Ze pro pewhzvole-

né L adf (L) nezavisi systém (t) E) na konkrétni volb kvaziinvariantni miry.

Jak uz bylo nazrigno v kapitole 6.2, na indukované reprezentacedidiZzet jako na repre-
zentace grupy G v prostotezi asociovaného fibrovaného prost&iu= (B, 1, M, JE(L)).
Pricemz tytofezy také tvéi Hilbertiv prostor, ozn&me hoJf . Projekni miru gislusejici
varie M = G/H na prostortiezi Ize potom zavést jako (E{S )(x) =Xs(X)s(x), kdexs(x) =

= 10x0S axs(x) = 00xO S. Indukovana projektivni reprezentace-gUy grupy G je dana
vztahem(U;’s)(x) = du/du® (g_lX)[D(g)S](g_lx), xO M = G/H. Dvojice (U, E-) také
tvori systém imprimitivity na M a je ekvivalentni systé imprimitivity (U-, E"), tj. existuje
unitarni izomorfizmus WJ "~ - F =J¢.

Duvod pra@ jsme se aZz do dezaobirali indukovanymi reprezentacemi je nasleddugorém
imprimitivity: Necht’” G je Icsc grupa, H jeji uzéena podgrupa a m multiplikator grupy G.

Nech’ dvojice (U, E ) tvéi projektivni systém imprimitivity pro G s multifaitorem m. Pak

existuje m — reprezentace L grupy H takova, ZzeH\ je ekvivalentni kanonickému systému
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imprimitivity (U", E*). Jsou — li L a L, dv& m — reprezentace grupy H, pakstusné kano-

nické systémy imprimitivity jsou ekvivalentni, pgékdyZ L; a L, jsou ekvivalentni.

Tento teorém je velmiddezZity pro kvantovou mechaniku nebimmplikuje Stone — von Neu-
mannovu ¥tu o jednoznénosti Heisenbergovych komutsich relaci (tj. o jednoziaosti
kvantové mechaniky na’R. Na vztah (*) pitom miaZeme pohliZet jako na zobeeh komu-
tacnich relaci. Dale je vit, Ze odliSné ireducibilni kvantové kinematiky Ma= G/H se daji

klasifikovat pouze pomoci ireducibilnich reprezengrupy H.
8. ZAVEDENI OPERATORJ POLOHY A HYBNOSTI
8.1. Operéator polohy

Operator polohy zavedeme pomoci préjakmiry E na M. Mjme ngjakou klasickou pozoro-
vatelnou f, f je tedy zobrazeni zM - R, pak f je pozorovatelna polohy, pokud je konstan
na vdech vlaknech’ M OmOM. Zobrazeni f Ize pséat ve tvaru f =fft, kde Tt je projekce
daného koténého fibrovaného prostoru a f* je zobrazeni f'-WVR. Funkce f* tedy nahrazuje
funkci ( 0 — formu ) f . Eslusny operator polohy je pakden spektralni funkci ‘Hako:
E' (S)= E(f*(s)), kde E je projelni mira daného systému imprimitivity. Samosdruzepg-

rator polohy se zavede nasledev@ W = jAdEj W . Definiéni obor operéatoru Qsou tako-
R

vé vektoryW , které vyhovuiji podminc#}f sz = jAzd(W, E, lJJ)< o
R

8.2. Operéator hybnosti

Operatory hybnosti se definuji pomoci unitarni ir@bilni reprezentace U grupy G. Z Lieovy
algebryg vybereme pevhprvek X[ g. K tomuto prvku pak jednoztiae prislusi podgrupa
¥« (t) =exptX) grupy G. Podle Stoneovyty pak existuje samosdruzeny operatoxX)R{a

Hilbertow prostorudf, ktery sphuje rovnostU (y, (t)) = exg-itP(X)). Derivaci této rovnos-

ti podle t obdrzime pak operatondg(

Komutaini relace obou operatotze odvodit z podminky imprimitivity (*) ziedchozi kapi-

toly. Ozn&ime — li « vektorové pole na M, které je pomoci akce grupyn@ukovano prv-

kemX z Lieovy algebry, pak komutani relace maji tvatP(X),Qf J =-iQ%" . Aby v3e bylo
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regulérni je teba pedpokladat , Ze oba operatory maji spojedefiniéni obor, ktery je husty

vIb.
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