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Abstrakt

Cilem této reSer$ni prace bylo nalézt ucelenou teorii kontrakci Lieovych algeber a tu
zde prezentovat. Ucelenosti mam na mysli, ze takova teorie pokryva dostatec¢né Siro-
kou tiidu kontrakci a zaroven tesi otdzku inverznich operaci k zavedenym kontrakcim.
Takto formulované pozadavky spliuji vysledky Evelyn Weimar-Woods publikované v
roce 2000.

Za poskytnuté konzultace a pomoc s touto praci bych rad podékoval Prof. Jitfimu Niederlemu.



Uvod

Kontrakei grupy rozumime proces, kdy z dané Lieovy grupy dostaneme limitnim pfecho-
dem novou Lieovu grupu, kterad neni s ptivodni izomorfni. Myslenka kontrakce pochézi
od Segala z roku 1951 [1] a od dvojice Intnii-Wigner z roku 1953 [2], pfi¢emz motivaci
pro zavedeni takové operace byl vztah Lorentzovy a Galileiho grupy, kdy océekivame
limitni pfechod analogicky jako v pripadé Lorentzovy a Galileiho transformace. Zobec-
nénim konkrétné takového limitniho pfechodu mezi grupami lze ziskat tzv. jednoduchou
Inonii-Wigner kontrakei. Avsak jiz v roce 1960 byl znam piiklad kontrakce, kterou ne-
bylo mozné odvodit z jednoduché Inonii-Wigner kontrakce (dale jen IW-kontrakce),
konkrétné se jednalo o kontrakei so(3) algebry v Heisenbergovu algebru. Od padesatych
let minulého stoleti nasly kontrakce fadu aplikaci v matematice a fyzice ovsem vzdy pou-
zitim jednoduchych specidlnich kontrakci, stale se piitom nedafilo nalézt t¥idu takovych
jednoduchych kontrakci, které by obecné zahrnovaly kontrakce v§echny.

V devadesatych letech minulého stoleti se objevily dva vyznamné piistupy k vyfeSeni
problému zobecnéni IW-kontrakci. Byl to z ¢asti algebraicky postup pomoci tzv. grado-
vanych kontrakei [3], ktery navic ke spojitym kontrakcim zavadi tzv. diskrétni kontrakce,
ke kterym ovSem z definice nelze hledat inverzni deformace. No a v druhém piipadé se
jednalo o prace Evelyn Weimar-Woods [4], ktera ptivodni Saletanovu definici kontrakce
roz§itila a zavedla tzv. zobecnénou IW-kontrakci, pficemz ukézala, ze libovolna kontrakce
kone¢nédimenzionalni algebry je ekvivalentni néjaké zobecnéné IW-kontrakci. Nutno do-
dat, Ze doposud neni pevné stanovena definice kontrakce kone¢nédimenzionalni algebry,
takZe tvrzeni Weimar-Woodsové, Zze zobecnéné IW-kontrakce postihuji vSechny pripady,
je pravdivé vramci definic, které pouzivi. Ovsem spojité gradované kontrakce naptiklad
patii mezi zobecnéné IW-kontrakce. Vysledkiim Weimar-Woodsové se vénuje tato prace
predevsim.

Spojitou trajektorii v prostoru Ly vSech Lieovych alegeber definovanych na daném
vektorovém protostoru V nazyvame deformace. Specidlné analytické deformace lze syste-
maticky studovat pomoci teorie kohomologii. Spojita kontrakce ziejmé také predstavuje
spojitou trajektorii ve Ly a tedy se ukazuje, Ze deformace v jistém smyslu predstavuje
inverzni operaci ke kontrakci. Zavedeni zobecnénych IW-kontrakci nam umoziuje dat
vztahu kontrakce-deformace exaktni charakter.



Kapitola 1

Kontrakce Lieovych algeber

1.1 Motivace

Kromeé ryze fyzikalni motivace, ktera byla zminéna v Gvodu, zde popiseme, kde se ob-
jevuje potieba pojmu kontrakce z ¢isté matematického hlediska. Predstavme si, Ze se
nachazime na néjaké planetce a snazime se urcit jeji polomér. Charakteristickymi para-
metry pro nas tedy budou nase vyska d a polomér planetky R. Velikost a tvar jednoduse
uréime v piipadé, ze plati d/R = 1, naopak to bude obtizné pokud d/R < 1. Podivejme
se blize na na druhy pfipad.

Napriklad na severnim pdlu sestavime soutadny systém a svou vysku d vyneseme
podél piimky ve sméru —y. Postup opakujeme, ovSem tentokrat nanasime vzdalenost d
kolmo na ptvodni Gsecku. Z vnéjsiho pohledu na nasi planetku je patrné (Obr. 1.1), ze
takové posunuti je ekvivalentni dvéma po sobé jdoucim rotacim:

y

Obrazek 1.1: Dva ortogondlni zptisoby posunuti



1. Bod ktery lezi pivodné v naSem pocatku rotujeme kolem osy z o thel +d/R

2. Naésleduje rotace kolem osy

n=iycos® +1i,sinO@ @z% (1.1)

Jak jiz bylo feceno predpoklddame, ze © je malé. Potom lze prvni rotaci vyjadrit ve
tvaru EXP ©J,:

x x x
Oy | 2{L+0Wo—20) | v | = yv-02 (1.2)
z z z+ Oy

Druhou rotaci mizeme zapsat analogicky a tedy slozeni obou rotaci je dano:

e@(Jy cos ©+J; sin @)6®ch (13)

Tuto grupovou operaci miizeme rozvinout do druhého fadu v O:

2 2
(1vonr0ms Oy Mo @21, )

1 1
=I1+0(J,+J;)+ 62 <Jz+§J§+§J§+Jny> + o (1.4)

Samoziejmé muzeme plemisténi o délku d zacit ve sméru +x a poté premistovat opét
kolmo coz je v (Obr. 1.1) naznaceno ¢isly 3,4. Takové posunuti odpovida rotacim:

3. Bod ktery lezi ptivodné v nasem pocatku rotujeme kolem osy y o tihel ©

4. Nasleduje rotace kolem osy
n =ixcos® —1i,sin®

Slozeni téchto dvou rotaci je dano:

e@(Jz cos®—J, sm@)eG)Jy (15)

A rozvoj do druhého rfadu potom:

2 2
{I+®Jx—®2JZ+(®JI) +---}{I+®Jy+(®‘]y) +}

2! 2!

1 1
=1+0(J,+J,) +6? <—Jz+§J§+§J5+Jny> + o (1.6)



Obrazy severniho pélu pfi transformacich 1,2 a 3,4 jsou rizné a pravé vzdalenost téchto
obrazi je méfitkem poloméru R sféry. Pokud jsou obrazy totoZné nachazime se na roviné.
Vzdalenost obrazi spoé¢itame odeétenim vyrazu (1.6) od (1.4). Tento rozdil je roven:

3 <%)2 J. (1.7)

Méiime-li thel ze stfedu sféry, je thlova vzdalenost obrazli severniho pélu:

()

A tedy vzdalenost obou bodt na sfére je:

()

Z toho vyplyvé, ze znalost miry nekomutativnosti nami zavedenych ortogonalnich posu-
nuti je dostacujici k uréeni poloméru R za piedpokladu, ze zndme délku d.

Pro vnéjsiho pozorovatele je vyhodné mérit pohyby planetky udanim ahlt rotace
kolem os x, y, z, které prochazi stfedem. Pro lokdlniho pozorovatele, ktery se nachazi
na severnim pdélu, je zase vhodnéjsi pohyb popsat udanim hlu rotace kolem osy z spolu
s posunutim ve smérech os x a y.

Z pohledu vnéjsiho pozorovatele lze tedy vyjadrit libovolnou kone¢nou rotaci pla-
netky grupovou operaci:

EXP{O,J, +0,J,+ 0.J.}

Kde J;, Jy, J. jsou generédtory infinitezimalnich rotaci kolem os z, y, z a ©,, ©,, O,
jsou prislusné thlové souradnice. JelikoZ J, indukuje posunuti ve sméru +x, které mize
byt méfeno v nasobcich délky d, mizeme psat:

ad = RO,

0,J, = aP,=a <%Jy> (1.8)

kde P, predstavuje pro lokalniho pozorovatele generator infinitezimélniho posunuti ve
sméru +x. Podobné je tomu s generatorem J,, ktery indukuje posunuti ve sméru —y:

Bd = —RO,

Generator J, je spoleény pro oba pozorovatele, nebot neméni severni pél. Na zakladé
)
predeslych vztahtl jednoduSe dostaneme komutacni relace nové mnoziny generatori:

[ d d

[/, Py = |z, Ejy] = EJQC = —P,
[ d d

[JzaPy] = _Jz7 fjx:| = }_%Jy =+P,
(d  —d d\?



Je potieba zdiraznit, Ze volba soufadného systému je zcela libovolna, nebot strukturni
konstanty cfj se pri nesinguldrni transformaci transformuji jako tenzor tfetiho rfadu. Z
predchozich komutaci vidime, Ze na podilu d/R je zavisla pouze posledni z nich. Pokud
je tedy d pevné a R — oo, potom se komutacni relace (1.10) pfiblizuji komuta¢nim
relacim Eukleidovy grupy F(2) = I50(2). Tento vysledek je mozné interpertovat také
tak, ze R je fixni a d — 0 takze kontrahujeme lokdlniho pozorovatele.

Pro d/R # 0 lze libovolny prvek algebry pozorovatele na severnim pdlu vyjadiit ve
tvaru:

d —d
OéPx+ﬂPy+(")ZJZ = a(EJy> +ﬂ<§t]x> +®ZJZ
d —d

Takze v8echny kone¢né soutadnice a, 3 budou pochézet pro d/R — 0 z oblasti algebry
vnéjsiho pozorovatele, pro kterou plati:

d d
®$:—6E—>0 ®y=aﬁ—>0

Proto je algebra iso(2) popsana ”kontrahovanou” tedy v omezenou, zkracenou oblasti
puvodni algebry so(3).
Tento piiklad 1ze nalézt v [5], kde je také podrobnéjsi komentar.

1.2 Definice

Piistupme nyni k systematickému zavedeni pojmu kontrakce. Necht V' je komplexni
(realny) N rozmérny vektorovy prostor. Necht je dile L = (V,u) Lieova algebra s
Lieovym souinem p : V x V. — V (ktery je bilinedrni, antisymetricky a spliuje
Jacobiho identitu). Strukturni konstanty ij, (i, j, k=1,2,..., N) algebry L vzhledem
k bazi ey, e, ..., ey jsou definovany:

plei, ej) = ijek (1.12)

Definice 1.2.1. Lieovy algebry L = (V,p) a L' = (V, i) nazyvdme isomorfni a piseme
L= L, prdvé kdy? existuje U € Aut(V) tak, Ze plati:

W(zy) =U u(Uz,Uy); x,yeV (1.13)

Vzhledem na stejnou bazi potom pro strukturni konstanty ij, resp. Cz’f (1.13), prislusné
k L, resp. L’ plati (UJZ = Uj;):

clf = UUs Uk, (1.14)
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Definice 1.2.2. Necht je T'(c) € Aut(V), 0 < ¢ < 1 mnoZina nesinguldrnich linedrnich
zobrazeni. Potom Lieovy algebry

Ly = (V,pre), €>0,

kde
pre)(@,y) = THWT(e)z, T(e)y); =yeV (1.15)

jsou isomorfni s L = (V, ). Pokud limita
pr(@,y) = im ) (2, y) (1.16)

existuje pro kazdé x,y € V, potom je up Liewv soucin a Lieova algebru Ly = (V, ur)
nazgvdme kontrakci L mnoZinou zobrazeni T(c). Krdtce piseme

T(

L9,

Kontrakci nazgvame spojitou, privé kdyz je spojité T'(¢) pro kaZdé 0 < e < 1.
Trivialni kontrakci rozumime:

Postacujici podminkou je potom skutec¢nost, ze 7'(0) = lim._o 7'(¢) existuje a neni
singularni. Tato podminka jak uvidime neni nutna.

(ii) Ly je abelovska algebra
Pro kazdé L, volba T'(¢) = £ 1 dava kontrakci, kdy Ly je abelovska.

Netrivialni kontrakci potom tedy mame na mysli, Ze L7 neni abelovska a zaroven neplati
Lr= L.
Saletanova definice kontrakce [6] navic k (1.16) pozaduje existenci limity

T(0) = ;13(1) T(e) (1.17)
pfi¢emz 7'(0) musi byt singularni, abychom dostali netrividlni kontrakci. Weimar-Woodsova
tento pozadavek opousti ze ti{ divodid. Neni totiz potieba k dobré definici Ly, T(0) ne-
musi v nékterych situacich viibec existovat a za tieti tato podminka neni udrzitelné pti
formulaci reciprocity kontrakce a deformace. Kazdopadné hlavni tvrzeni 1.3.1 je formu-
lovano pro obecny pfipad tak i pro pfipad, ze T'(0) existuje.

Piirozeny pozadavek T'(1) = 1, ktery lze vZdy splnit nahrazenim 7~'(1)T'(¢) misto
T'(e), neklademe, nebot neni vzdy vhodny.

Na zavér tohoto komentaie jesté poznamenejme, Ze lze relativné jednoduse ukazat,
7e po sobé jdouci kontrakce davaji opét kontrakeci.

U tvrzeni 1.3.1 se setkdme se situaci, kvili které je nutné zavést pojem postupné
kontrakce:
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Definice 1.2.3. Necht je T, € Aut(V), v = 1, 2, 3,... posloupnost nesinguldrnich
linedrnich zobrazeni. Pokud limita

pr(z,y) = lm pr, (z,y) (1.18)
kde
pr, (,y) =T, ' w(Tya, Ty); x,y €V (1.19)

existuje pro kazdé x,y € V, potom je ur Lieuv soucin a Lieovu algebru Ly = (V, ur)
nazyvdme postupnou kontrakci L posloupnosti zobrazeni T,,. Krdtce piseme

L2 Ly

Z rovnic (1.14)-(1.16) a (1.18)-(1.19) dostaneme, Ze strukturni konstanty algebry L
jsou

(Cn)l = lim T T ()3T () CL, (1.20)
pro kontrakci a
(Cr)iy = Jim (1)} (T)3(T, )i Cr (1.21)

pro postupnou kontrakci.

Definice 1.2.4. Necht pro dvé Lieovy algebry plati L = L', potom kontrakce L TLQ Lt

S
a L’ 5 L'y nazgvdme ekvivalentni, prdvé kdyZ Ly = L. Pokud je zfejmé o jakijch

algebrdch mluvime, vikame krdtce, Ze T'(¢) a S(g) jsou ekvivalentni kontrakce. Analogicky
definujeme ekvivalenci dvou postupnijch kontrakci a kontrakce a postupné kontrakce.

Uvedeme nyni dvé kritéria pro ekvivalenci kontrakei.

Lemma 1.2.1. Necht je dina kontrakce L = (V, u) ) Ly = (V,ur) a necht A, B €

Aut(V'). Potom je
S(e) = AT(e)B~! (1.22)

ekvivalentni kontrakce.

Diikaz. Uvazujme Lieovu algebru L' = (V, /) = L = (V, u) definovanou

W(z,y) = Ap(A e, A7ly); zyeV. (1.23)
Ze vztahu (1.15), (1.16), (1.22), (1.23) vidime, Ze kontrakce
S(e)

L= fS' = (V7 :U’;)

existuje. Dale plati:

Bur(B™'2,B™) = lim BT~ (©u(T(€)B e, T()B™y)
= lim 5~ () Au(A~'S(e)r, A S(e)y)
= lim §7}(e)i'(S(e)z, S(e)y) = pis(@,)-

z (1.13) tedy Ls = L. O
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Lemma 1.2.2. Necht je dana kontrakce L = (V, u) ) Lty = (V,ur) a posloupnost

S, € Aut(V). Pokud existuje posloupnost €, takovd, Ze

O0<e, <1, lime, =0,

V—00

a posloupnosti A,, B, € Aut(V) takové, Ze limity

A =limy—Ay, € Aut(V) a B= lim B, € Aut(V) (1.24)

V—00
existuji a
S, =A,T(,)B;t, (1.25)

potom je S, postupnd kontrakce L ekvivalentni T'(¢).

Diikaz. Za piedpokladii (1.24), (1.25) postupné kontrakce L' = (V, i) v, Ly = (V, 1)
existuje, takze mizeme psat:

Bur(B~'w,B™'y) = lim BT} (&)u(T(e)B 'z, T()B™'y)
E—
= lim B,T ' (e,)u(T(e,) B, x, T(e,) B, 'y)

V—00

= lim S;lAuN(A;15u$7A;1SVy)
= lim S, 'Au(A1S, 2z, A71S,y)
= ps(z,y)
Takze L' = L. O

Definice 1.2.5. Kontrakci L Tt L1 nazjvame diagondlni, prdvé kdyz je matice T'(g),
vzhledem k néjaké pevné bazi, diagondlni. Pokud navic jsou prvky téchto diagondlnich
matic kladné pro e > 0, mluvime o pozitivné diagondlni kontrakci. Analogicky definujeme
prislusné pojmy pro postupné kontrakce.

Definice 1.2.6. Kontrakci L e Lt nazyjvdme zobecnénou Ionii- Wigner kontrakci
(ddle jen zob. IW-kontrakce), jestlize matice automorfizmi T'(c), vzhledem na néjakou
bazi ey, ea, ..., enN, nabyvd tvaru

T(e)ij = 6;5™; n; €R; e>0; 4,7=1,2,...,N. (1.26)

Nutno dodat, Ze se takové kontrakce, ovSem s podminkou n; > 0, objevily jiz v pracich
[7, 8] pod nazvem p-kontrakce. Snahou tehdy bylo nalézt jiné nez de Sitterovy algebry,
které by se kontrahovaly v Poincarého algebru. Ackoliv v tomto konkrétnim piipadé
zaporné exponenty nehraly roli, obecné je nelze opomenout.

Podle vztahi (1.12), (1.20), (1.26) mame pro zob. IW-kontrakci:

N
,uT(g) (ei, 6]‘) = Z Eni+nj_nkcl"€j€k. (1.27)
k=1
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Z podminky existence limity (1.16) v definici kontrakce tedy vidime, Ze se jedna o zob.
IW-kontrakei algebry L = (V,pu) s exponenty n; pravé, kdyz na pravé strané (1.27)
nejsou exponenty n; + n; — ny zaporné tzn. pravé kdyz:

Cl=0 jestlize n;+n; <ny. (1.28)
TakzZe pro kontrahovanou Lieovu algebru Ly = (V, ur) méme
(Cr)f =Cf jestlize n;+nj =ny, (1.29)
a v ostatnich piipadech (CT)@- = 0. TakzZe celkem

N
,uT(ez-, ej) = Z CZek (130)
k=1

n; +nj; = ng

JestliZe jsou nékteré mocniny n; rovny 0 a vSechny ostatni rovny 1, mluvime o jedno-
duché IW-kontrakei, kterd jak uz bylo zminéno v tivodu zavedena v [2].

Jestlize jsou exponenty v zob. IW-kontrakci celoc¢iselné, potom je NT(e)(ei, e;) poly-
nom v ¢, konkrétné:

N lmaz N
,uT(a)(ei, ej) = Z Cgek + Z gl Z Clkjek (1.31)
k=1 =1 k=1
n; +n; = ny n; +n; —ng =1

1.3 Zobecnéné Inonii-Wigner kontrakce

Véta 1.3.1. Necht je dina kontrakce L JL@) Ly resp. postupnd kontrakce L B, Lt, po-
tom existuje ekvivalentni zob. IW-kontrakce s celociselnymi koeficienty. Jestlize T(0) =
lim._,g T'(g) resp. T(0) = lim)_, o, T\, potom lze celociselné exponenty volit navic kladné.
Diikaz. Tvrzeni dokdzeme pro kontrakci L e L7. K jednoduché modifikaci pro po-
stupnou kontrakci pfidame pozndmku na zéveér.

Dukaz rozlozime do t¥i krokl. V prvni ¢asti vyuzijeme polarniho rozkladu 7'(¢) k
ziskdni diagondalni matice D(e) s kladnymi elementy f;(e) proe >0 (5 =1,2,...,N).
Ukazeme, Ze uvazujeme-li ¢, “—> 0 potom D(e) a T'(¢) spliuji podminky lemmatu 1.2.2
a tedy T'(¢) je ekvivalentni kladné diagonélni postupné kontrakci D, = D(e,). Ve druhé
¢asti skonstruujeme zob. IW-kontrakci S(¢) jejiz matice je tvaru S(e);; = d;;¢™, nj € R,
ktera je ekvivalentni postupné kontrakci D,,, a proto ekvivalentni 7'(¢). Postup je takovy,
ze nejdiive odvodime konstrukei kontrakce R(e) jejiz matice spliuje R(c);; = 0ic;e™,
c; > 0, a kterd vede na stejné limity strukturnich konstant jako diagondlni postupné
kontrakce D, . Nésledné se zbavime koeficientl ¢; uzitim lemmatu 1.2.1. V poslednim
kroku ukédZzeme, Ze redlné exponenty n; mohou byt vzdy zvoleny celociselné.
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Cést prvni. Na V zavedeme vnitini soucin. Jeliko# je T'(¢) pro € > 0 nesinguldrni,
polérni rozklad je (viz. [12]):

T(e) = P(e)U(e), >0 (1.32)

s jednozna¢né uréenym pozitivnim (resp. realnym symetrickym s kladnymi vlastnimi
¢isly) oparatorem

P(e) = (T(e)T*(e)"? (1.33)
a s jednozna¢nym unitarnim (resp. redlnym ortogonalnim) operatorem
Ule) = (T(e)T*(e)) /T (e). (1.34)

Nyni zkonstruujeme tiidu pozitivné diagondlnich matic D(e). Necht vlastni ¢isla P(e)
jsou
fie) = fa(e) = -+ fn(e) >0, >0 (1.35)
a necht ey, es,...en je ortogonélni baze V. Potom existuji unitarni operatory W(e),
které diagonalizuji P(e) vzhledem k této bazi nasledovné
P(e) = W(e)D(e)W*(e), (1.36)
kde
D(s)ej = fj(&)@j ; ] = 1, 2,...,N. (137)

ProtoZze mnozina unitarnich resp. redlnych ortogonalnich operatorti na V' je kompaktni,
lze vybrat konvergentni posloupnost

s unitarni resp. realnou ortogonalni limitou

W= lim W(e(x)). (1.38)

k—o0
Opét na zakladé kompaktnosti vybereme podposloupnost x, takovou, ze U(e(k,)) je

konvergentni. Polozme ¢, = ¢(1,) potom je

U= lim U(s) (1.39)

V—00

unitarni resp. realny ortogonalni. Spolu se vztahy (1.32, ), (1.36) mame

V—00

T(ey) =W(e,)D(e,)W*(e,)U(ey) ; e, — 0, (1.40)
s unitarnimi, resp. redlnymi orotgonalnimi operatory
Wi(e,) a W (e,)U(ey)
a s prihlédnuti ke vztahtim (1.38), (1.39) jsou potom unitarni resp. redlné ortogonalnimi

i limity
W = lim W(e,) WU = lim W*(e,)U(g,).

V—00 V—00
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Z lemmatu 1.2.2 potom dostaneme, Ze postupné kontrakce D, = D(e,) jsou ekvivalentni
T(e).

Cast druhd. Zkonstruovali jsme pozitivni diagonélni postupnou kontrakci L D, D,

pfi¢emz vzhledem na bézi e1, ey,...,en zvolenou v prvni ¢asti dukazu, piSeme (i, j =
1, 2,...,N)

(Dy)ij = 5ijfj1/a Ve N, (141)
kde

ij = fj(e’;‘y) > 0. (1.42)
Strukturni konstanty ij a (C’D)fj lieovych algeber L a Lp, vzhledem na danou bézi
spliuji (1.21)
fil/fju

(Cp)l; = Cf; lim

V=00 szz 7

(1.43)

pri¢emz limita musi existovat kdykoli ij # 0. Odvodime nyni koeficienty n; € R a
c; >0(j=1, 2,...,N) takové, ze plati:

i i cie"icje™

lim L0 _ gy GG Cl #0. (1.44)

v—00 kv e—0 ckgnk
Potom totiz R(e);; = 6;5cje™ vede na stejné limity strukturnich konstant a jedna se
tedy o kontrakci ekvivalnetni D,. Jelikoz ¢; # 0, z lemmatu 1.2.1 plyne, Ze R(e) je
ekvivalentni zob. IW kontrakci

S(e)ij = dije™

Proto pozadujeme ¢isla ¢; > 0 kladna a n; € R s nasledujicimi vlastnostmi

(i) Jestlize
lim fizlfju _ 0’

potom n; + n; > ny (1.45)
V—00 k.,/
a
(ii) jestlize
Finfi i+ Ny =Nk
lim ==~ >0, potom a (1.46)
v—=00  fiy cic

=i Jiv
o lim,, o0 fjufky

Pokud T'(0) = lim.,T'(¢) existuje, potom ukadzeme, Ze mizeme n; volit nezdporné.
Tedy za predpokladu existence 7°(0), pro usporddané vlastni hodnoty f;(e) existuji podle
[13] limity lim._¢ fj(¢) > 0 a proto

lim f;, >0; j=1,2,....,N (1.47)
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existuji. Takze za uvedenych predpokladi staci volit

n; =0 jestlize lim f; >0 (1.48)

n; >0 jestlize lim f;, =0 (1.49)
v—00

nj <0 jestlize lim f'>0. (1.50)

Protoze v rovnici (1.43) je dilezity jen vztah posloupnosti (fj, ) en pro v — oo zava-
dime relaci ekvivalence:

Definice 1.3.1. Necht jsou g = (gu)ven @ h = (hy)en posloupnosti kladngch disel.
Definujeme relaci ekvivalence

g~h jestlize lim % >0, (1.51)
a relaci dobrého uspordddni
g=h jestlize lim 2 =o. (1.52)
V—00 v
UZivame zdpis
gh = (v, hw)ven (1.53)
9% =((9)"ven; a€R, (g,)* > 0. (1.54)

Pravé zavedené pojmy uzijeme k postihnuti podstatnych vlastnosti, které plynou
z existence limit (1.43) a které vyuzijeme k vyfeSeni (1.45) a (1.46). Zavedme jesté
specialni posloupnost fy definovanou fy, =1, v € N.

Jde ndm nyni o to, zkonstruovat k ti¥idé ekvivalence kazdé posloupnosti f; (j =
0,1,2,...,N) kladnou posloupnost fj s vlastnosti

~

fi~fi; 7=01,2,...,N (1.55)

a takovou, Ze pro v8echny indexy (i, j, k=0, 1, 2,..., N) plati

fi~n fe = fi=J (1.56)
fifi~f = fifi=/le (1.57)
fi-Te = fi= [k (1.58)
a
fili = fe = Jifi = I (1.59)
Rozdélme dale mnozinu indext {0, 1, 2,..., N} na dvé disjunktni podmnoziny
Iy = {j| lim f;, >0} (1.60)
a

1={0,1,2,....,N\Io. (1.61)
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Pro j € I je volba fj jasna, konkrétné

fi=fo=fo, jel (1.62)

Predpokladejme na moment, Ze vSechny fj, j € I byly zkonstruovany. Jelikoz pocet pod-
minek (1.58), (1.59) je kone¢ny, existuje pevné vy € N takové, ze (i, j, k=0,1,2,...,N)

fim fre=>0< fivy < fiw (1.63)
a ~ ~ ~
fifj>'fk:>0<fiuofjuo <fku0- (164)
Pro vSechna j =0, 1, 2,..., N nyni definujme
nj = —log fi, € R (1.65)
a
¢; = lim '}ijy >0 (1.66)
V—00 ij

(limita existuje nebot fj ~ f;)-
Vyrazy (1.56), (1.60)-(1.63), (1.65), (1.66) davaji

lim f;, >0 = fj=fo=n;=n=0; ¢;j = lim f;,
V—00 V—00

lim f;, =0 = fj>-fo:>fj>-fo:>nj>710=0,

V—00

Vli_)r{.lof];:l:o = fj>-fo:>fj>-f0:>nj<n()=0,
Takze podminky (1.48)-(1.50) jsou splnény.
Z (1.64) a (1.65) plyne, ze fif; = f implikuje platnost (1.45). Podobné z (1.57), (1.65)
a (1.66) dostaneme (1.46). Proto je rovnice (1.45) splnéna, a tedy S(e) je pozadovana
zob. IW-kontrakce.

Zbyva ke kazdému f;, i € I zkonstruovat kladnou posloupnost ﬁ ~ fi, ktera spliuje
(1.56)-(1.59), pficemZ podminky (1.58) a (1.59) jsou splnény diky (1.55) a (1.56), nebot
staci zvolit jednoho reprezentanta z piislusné tiidy ekvivalence. Netrividlni problém
potom pifedstavuje pouze podminka (1.57).

Myslenka spociva v tom, ze chceme tiidu ekvivalence prislusnou k f;, ¢ € I vyjadrit
pomoci zakladni mnoziny, v jistém smyslu, nezavislych posloupnosti fr, kK € K C 1.
Pfesnéji budeme uvazovat vSechny platné relace fi, ~ fifj; i, j, k € I U{0} a postupné
z této mnoziny vybereme jen nékteré. (Protoze f; ~ fo,j € Iy, neztratime Zadnou
informaci, kterou dava (1.56), pokud se omezime na mnozinu indext I U {0})

Uvazujme nejprve situaci, kdy je alespon jeden z indexti 0. Pokud jsou dva indexy
nulové, musi byt roven nule i t¥et{ index a tedy dostaneme trividlni relaci fo ~ f2.



18

Necht je jeden z indexi 0, potom rozlisime dva pfipady:

() fo~ fifj <= fi~ £
(i) fr~ fofj <= fru~ f;

Druhy prlpad je jiz obsazen v relacich ekvivalence. Prvni moznost ovSem znamena, Ze z
fi ~ f plyne fZ = fj ! Neuednodusm zpusob jak si poradit s inverzema je ke kazdé
funkci fl, 1 € I zavést "rozsifenou” tiidu ekvivalence

{fili € I; fj ~ finebo fj ~ f7'}.

7Z kazdé takové rozsifené tiidy ekvivalence vybereme libovolny prvek f; a necht J C I
je mnozina indext takto vybranych reprezentanti.
Uvazujme nyni platné relace ekvivalence

fe~ f2f5s i G ke Ty a b, c=+1. (1.67)

Jakakoli relace tohoto typu s tim, ze ¢ = j = k implikuje fi ~ fo, tedy k neni prvkem
I, a tak zadny takovy piripad nastat nemtize. Lze proto predpokladat, Ze dané relace
maji nejméné dva odlisné indexy, a proto je bude vzdy mozné vyfeéit pro libovolné f;.
Naprtiklad fj ~ fj*lfj , j # k mize byt vyTeSeno tak, ze fi ~ f- nebo f; ~ f. 1/2.

Pripad prvni. Necht feeni (1.67) nepfipousti dva rizné indexy. Potom pro kazdé
J € J definujeme f; = f;. Pro zbyvajici indexy i € I\J plati bud f; ~ f; nebo f; ~ fj_1
pro jisté j € J. V prvnim pripadé polozime ﬁ = f] a v druhém potom fz = fj_l. Potom
jsou tedy podminky (1.56), (1.57) splnény.

Pripad druhy. Necht existuje alespon jedno feSeni (1.67) s nejméné dvéma rdznymi
indexy. Necht toto feSeni ma na jedné strané ekvivalence f},, vyraz na druhé strané po-
tom substituujeme za f;, ve vSech zbyvajicich platnych relacich. Polozme J; = J\{ji}.
Zbyvajici netrividlni relace, pokud jsou néjaké, budou mit tvar

I ~1147 rinoicQ

JEN jeh
pfi¢emz p;, # o0;, pro néjaké jo € J;. Vybereme nyni jednu z téchto relaci a zvolime jy
tak, aby platilo
fin ~ T 17
JEJ2
kde J2 = Jl\{jQ} a

Or — D
Tj = — Pi € Q.
Pj2 — Ojs
Opét substituujeme tento vyraz za f;, ve vSech ostatnich platnych relacich (véetné
vyrazu pro f;, ). Postup opakujeme dokud nezbyde Zadné netrividlni relace. Pocet kroki



19

je kone¢ny nebot i J C I je kone¢nd mnozina a kazdym krokem eliminujeme jeden
index. Nejméné jedna f; eliminovidna nebude, protoze ff ~ f7 s tim Ze p # o implikuje
fj ~ fo coz neni mozné pro j € I. Necht K C J C I zna¢i mnozinu indexi j, které
nebyly eliminovany, potom mame

~ 1 #95 mGyeq, jedcl, (1.68)

keK

kde racionalni mocniny pg(j) se vyskytuji vzdy pouze jednou, jelikoz nejsou zadné zby-
vajici netrividlni relace pro fi, k € K.

Pro vSechny zbylé indexy i € I\J je bud f; ~ f; nebo f; ~ fj_1 pro néjaké j € J.
Takze pro kazdé i € I dostaneme rozklad, ktery je rtizny pro rtizné indexy

~ T #59 mG)eq; iel (1.69)

keK

pomoci mnoziny v jistém smyslu nezavislych fi, k € K C I. Definujeme

=TT 2% el (1.70)
keK
kde raciondlni mocniny pg(i) jsou urceny relaci (1.69). Zfejmé fo = fuik € K a

fi ~ fi, i € I. Z konstrukce tedy plyne, ze podminky (1.56) a (1.57) jsou splnény.

Cast tieti. V piedeslé ¢asti diikazu jsme ukdzali (viz. (1.45) a (1.45)), Ze libovolné
feSenin; €eR (j =1,2,...,N) systému

ni+n;>n; jestlize lim Juiw _ (1.71)
v=oo  fry
a
] R .v . fil/fjl/
n; +nj =n; jestlize lim —/— >0 (1.72)
V—00 kv

dava zob. IW-kontrakci identickou dané postupné kontrakci D,, a proto ekvivalentni
T'(e). Snazime se nyni z nalezeného redlného feSeni (viz. (1.65)) ziskat racionélni feSeni.
Jelikoz pro k € K méame f = fi, plyne z (1.70)

log fi = Y _ p(i)log fr, i€l
kel

Takze nase feSeni z druhé ¢asti dikazu (viz. (1.65)) vypada nésledovné

n, =0, 1€l
a (1.73)
ZkeK pr(i)ng, iel,

kde pr(i) € Q ang, k € K jsou nezavislé v tom smyslu, Ze pro libovolny vybér ny, k € K
takto zavedené n;, i € I splhuji (1.72). V (1.73) zavadime n;, i € I jako spojité funkce
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ng, k € K, proto existuji nj, € Q, k € K dostate¢né blizko hodnotam nj, = —log fkuo,
které jsme ziskali v druhé ¢asti diikazu, a tedy

n; = Z pr()nl, iel,
keK

spolu s
n; =n;=0, 1€y

spliiuji nerovnosti (1.71), (1.48), (1.49) a (1.50). Celkem jsme ziskali racionalni feseni se
vSemi pozadovanymi vlastnostmi a tedy i celo¢iselné FeSeni, nebot Mn}, M > 0 je feSeni
kdykoli je feenim i n/. O]

Poznamka 1.3.1. Pro postupné kontrakce T staci v dikazu provést nasledujici jed-
noduché zmény. Posloupnost (k) zavedenou v (1.38) nahradime podposloupnosti .,
pridemZ nyni budeme potrebovat verzi lemmatu 1.2.2 pro pro postupné kontrakce T).
Opét jedind zména bude spocivat v zameneé posloupnosti €, podposloupnosti A, .



Kapitola 2

Deformace Lieovych algeber

2.1 Definice

Vzhledem na strukturni konstanty C’fj Ize na mnozinu £y v8ech komplexnich, resp. real-
nych N-rozmérnych Lieovych algeber L = (V) nahliZet jako na podmnozinu Cv 3, resp.
RN’ piicems v Ly pouzivame eukleidovu topologoii. Akci grupy Aut(V) = GL(N,C
resp. R) se L rozlozi na orbity isomorfnich Lieovych algeber.

Deformaci definujeme jako spojitou trajektorii v L a nazyvame ji analytickou po-
kud je analyticka i trajektorie. Deformace muze prochézet rtiznymi orbitami a muze
dokonce prochazet od jedné k algbere k druhé, ktera je s ptivodni vzdy neekvivalentni.
Piikladem je jednoparametrickd mnoZzina Aj 5 realnych 3-rozmérnych Lieovych algeber
definovanych p(eq, e2) = ey, p(eg, e3) = aez, 0 < |a| < 1 pokud bereme a jako parametr
podél trajektorie.

Zde se budeme zabyvat tfidou deformaci, které se nam budou hodit k problému

kontrakci. Necht je tedy L Tt Lt spojita kontrakce (dle véty 1.3.1 je kazda kontrakce,
resp. postupné kontrakce ekvivalentni néjaké polynomidlni a tedy spojité kontrakei).
Chceme nyni odvodit takovou deformaci, kterd bude postupovat v opa¢ném sméru ke
kontrakci, tedy od L7 k L. Pfipomenme , Ze z definice je kazda spojita kontrakce spojita
trajektorie v L, kterd lezi pro € > 0 v jediné orbité L a limitni bod Ly = (V, ur), kde
pr = lime_g pr(e), lezi v uzavéru této orbity.

Definice 2.1.1. Deformaci, kterd je ddna trajektorii v Ly, kterd spliiuje ¢ — L. =
(Vyue), 0 <e <1, pfidemz Ly 2 L1 a zdroveri L. = Ly pro 0 < ¢ < 1, budeme nazgjvat
deformace typu plateaw a znacit

Ly 25 L.

2.2 Vztah kontrakci a deformaci

T c
Definice 2.2.1. Spojitou kontrakci L Tte) Ly a deformaci typu plateau Ly - L,
nazgjvdme vzdjemné inverzni, pravé kdyZ Lo = Ly, Ly = L a pie = pip(e), 0 <e <1, kde

pre)(z,y) = T(e) (T (e)x, T(e)y); =,y € V.

21
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T
Véta 2.2.1. Necht je ddina spojitd kontrakce L o) L7, potom k ni existuje inverzni
deformace typu plateau Lt L, L. Podobné naopak necht je ddana deformace typu plateau

Lp = L, potom k ni existuje inverzni kontrakce L Tte) Ly, pFicemz lze T'(e) volit tak,
Ze je stejné diferencovatelné jako p..

Diikaz. Ziejmé kazda spojitd kontrakce L It L7 mé k sobé inverzni deformaci typu
plateu L L L, kde pe = pp(e). K dikazu opacné asti tvrzeni véty je potieba zjis-
tit, zda ke spojité trajektorii v Ly, kterd je definovana danou deformaci typu pla-
teau Ly 5 L, existuje mnozina spojitych automorfismi T(e) € Aut(V) takovych, ze
pe = pir(e), € > 0. Jelikoz L. = (V,ue) = L, € > 0, existuje S(¢) € Aut(V) takové,
Ze 1. = ps(e) a S(e) je uréeno jednoznacné az na ndsobeni zleva prvkem Aut(L). Dle
klasického teorému pro tranzitivni akci grupy ([9], kapitola 2, véta 2.3) orbita L je ho-
meomorfni s Aut(V)/Aut(L). Takze nasim tkolem je ukazat, Ze spojitou trajektorii v
Aut(V')/Aut(L) lze rozsifit na spojitou trajektorii 7'(e) v Aut(e). Jelikoz globalni fezy
nemuseji existovat, neni takové rozsireni primocaré. Opét uzijeme klasického vysledku
z ([9], kapitola 2, lemma 4.1), podle kterého lokalni analyticky fez existuje, proto pro
kazdé = € (0, 1] existuje otevieny interval I,;, x € I, a spojitd funkce T, : I, — Aut(V)
takovd, Ze ur, = pe, € € I.. Uvazujme nyni dva piekryvajici se intervaly I,,, I,. Ne-
jednoznacnost v bodé ¢y € I, N I,, je ddna operdtorem S € Aut(L), takze lze Ty, (¢)
nahradit ST, (), kde ST,,(c0) = Ty, (0), tim ”zespojitime” obé feSeni a dostaneme
jedno spojité feseni na I, N I,,. Polozme

b=inf{0 < a < 1: existuje spojité feseni na (a, 1]}

potom zfejmé b = 0. Necht nyni a,, — 0, 0 < a,, < 1. Vime, Ze existuje spojité feSeni na
kazdém intervalu (a,, 1], takZe je lze vSechny vySe uvedenym zptsobem ”zespojitit” a
ziskat tak spojité feSeni 7'(¢) na (0, 1] s tim, Ze plati up() = p1e. Lokélni fez je analyticky,
takze predesly postup lze pouzit k tomu, abychom sestavili 7'(¢) stejné diferenceovatelné
jako pc. O

Zabyvejme se nyni vztahem mezi kontrakci a analytickou deformaci typu plateau.
T(e)

Véta 2.2.2. Necht je dina kontrakce L — L. Potom existuje polynomidlni deformace
Ly 2

S
Diikaz. Podle véty 1.3.1 existuje zob. IW-kontrakce L 56) L7 s celoc¢iselnymi exponenty.
Podle (1.31) je tato kontrakce inverzni k polynomidlni deformaci Lp L L, kde u. =

IS (e)- U
Z vét 2.2.1 a 2.2.2 plyne nésledujici:

Dtsledek 2.2.1. Necht je L1 RN ) deformace typu plateu, potom existuje polynomi-
alni deformace typu platew z L1 do L.



Kapitola 3

Priklady

Uvedme dva pfiklady zob. IW-kontrakci s fyzikdlnim vyznamem.

Piiklad 3.1. Necht je L = (V, ) = Az 9 so(3) alegbra, takze

pler,ea) =e3, plez,e3) =er, ples,er) = ea.

Je znamo, ze L mé pouze dvé neekvivalentni netrividlni kontrakce, je to iso(2) a Hesisenber-
gova algebra [10]. Mohou byt ziskany zob. IW-kontrakcemi T'(¢) = d;;¢™ vzhledem na
bazi e, es, e3 nasledovné:

(i) n1 =nge =1, n3 =0 dava
pre (e, e2) = €%es, pp((ez,e3) = er a ppe)les,er) = ez Takie Ly = Az
(is0(2)).

(11) ny =ng = 1, ng = 2 dava
,uT(E)(el,eg) = €3, MT(&)(€2763) = 6261 a ,LLT(E)(63,61) = €2€2. Takze LT = A371

(Heisenbergova algebra).

Priklad 3.2. UkdZeme zob. IW-kontrakci de Sitterovy algebry so(3,2) v Galileiho
algebru g(3). Oznatme generdtory My; a, b = 1,2,...,5; a < b, a metricky tenzor
g11 = 922 = 933 = 1, g1a = g55 = —1, polozme:

K; =My, P,=M;, H=DMs; i=1,2,3.

Spole¢né nenulové komutatory g(3) a so(3,2) jsou (i, j, k, I =1, 2, 3):

[Mij, My] djMy + 0y My, — 6. My — 050 My,
(M, Kp] = 0jpd; — 0 Mj,
(M, Pi] = 6P — 0Py,
[Ki,H] = —P,.

23
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Zbylé nenulové komutétory so(3,2) jsou:

[Ki, K] = M,
(K, Pj] = —gi;H,
[P, Pl = M,
[P,H] = K.

Zob. IW-kontrakce
T(g)ab;a’b’ = 5aa’5bb’5naba

kde
TLZ'j:O, n¢4:n45:1,ani5:2
dava
pre) (Ki, K;) e* M;,
pre) (K ) = —egiH,
pre) (P, Py) = &My,
pre) (P H) = K.

Vsechny ostatni komutéatory zlstavaji nezménény takze Ly = g(3). Odpovidajici ana-
lyticka polynomiélni deformace je tedy ziejmé polynomem v £ stupné 2. Jedn4 se o
deformaci odvozenou zde [11].



Zavér

Lieova grupa reprezentuje symetrie daného systému, takze metoda jak ziskat nové Lieovy
grupy z predeslych grup symetrii je moznym kli¢em k ziskani novych fyzikalnich teorii

Zabyvame se zde pouze jednodussim problémem a sice s kontrakcemi Lieovych alge-
ber. Problém kontrakci Lieovych grup pfinasi fadu dalsich problémii, které byly feSeny
v [14]. Jak jiz bylo naznaceno v tvodu, otdzka obecnosti kontrakei je vyfeSena pouze
vramci danych definic, které ale zaroven umoznuji pracovat s velmi §irokou tiidou kon-
trakci. Soucasné zde zavedené kontrakce jsou zrejmé specidlnim pripadem deformaci,
takze dalsim krokem k zobecnéni teorie spojitych kontrakci by mohlo byt obecné stu-
dium pravé deformaci.
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