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Abstrakt: Nasim dkolem je vyresit pohybové rovnice o-modelu na zakiiveném
pozadi vyuZitim faktu, Ze Poisson-Lieova T-dualita je transformuje na tesent
plochého modelu. Reseni plochého modelu nalezneme tak, Ze najdeme transfor-
maci soutadnic ve kterych je metrika konstantni. Na konci uvedeme explicitni
tvar resent o-modelu v zakriveném pozadi a nekolik jednoduchych typu resent.
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Abstract: We have solved equations of motion of a o-model in curved backround
using the fact that Poisson-Lie T-duality can transform them into the equation
in the flat one. For finding solution of the flat model we have used transformation
of coordinates that makes the metric constant. At the end we write explicit form
of solution of o-model in curved backround and some simple types of this solu-
tion.
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Uvod

V této prdaci hleddme teseni o-modelu Sesti-dimenziondlniho Drinfeldova
doublu rozloZeného do Maninovy trojice (6¢|2). Reseni o-modelu na tomto doublu
je resenim prislusnych pohybovych rovnic. Toto Teseni ovsem neumime nalézt
primo a proto se budeme Tidit postupem, o kterém vime, Ze k tomuto Tesent
vede. Za prvé vybereme rozklad Drinfeldova doublu takovy, Ze bude izomorfni
(60]2) a o-model na tomto rozkladu bude mit plochou metriku. V nasem pripadé
tento rozklad bude do Maninovy trojice (4|1). Protoze Maninova trojice (4|1) je
izomorfni (6¢|2), existuje mezi nimi transformace soutadnic.

Vyresime tedy o-model Drinfeldova doublu rozloZeny do Maninovy trojice
(4]1), coz diky ploché metrice dokdZeme. Abychom ale mohli pFes transformaci
soufadnic ziskat TeSent o-modelu rozkladu (6¢]2), musime zndt jesté feseni zby-
vagicich soutadnic doublu (4]1). To znamend, Ze musime vyresit soustavu par-
cidlnich diferencidlnich rovnic. Pokud tuto soustavu vyresime, zbyvd ndm uZ
jen najit transformaci souradnic. Pouzitim Poisson-Lieovy T-plurality, tj. do-
sazenim feseni o-modelu na rozkladu (4]|1) a Fedeni zbyvajicich soutadnic do
transformace soutadnic, dostaneme teseni o-modelu Drinfeldova doublu rozlo-
Zeného do Maninovy trojice (6¢]2).

V pruni kapitole se sezndmime se zdakladnimi pojmy tykajicimi se Drindel-
dova doublu, Maninovy trojice, c-modelu a Poisson-Lieovy T-plurality. Ddle je
v ni uveden postup, kterého se budeme drzZet po celou diplomovou prdci.

Druhd kapitola nazvand Sigma modely na Drinfeldové doublu se vénuje kon-
krétni podobé o-modeli na riuznych rozkladech Drinfeldova doublu, v tomto pri-
padé se jednd o rozklady do Maninovych trojic (4|1) a (6¢|2). Sigma modely jsou
plné uréeny svym lagrangidnem a ten zdvisi na tenzorovém poli druhého rddu.
Ezxplicitni vypocty téchto tenzorovych poli uvedeme v zdvéru kazZdé podkapitoly.

Kapitola treti, Geometrické charakteristiky, objasni pojmy jako je metricky
tenzor, afinni konexe, Riemaniuv tenzor a plochost nebo kfivost variety. Ddle
uvede pro¢ je o-model na rozkladu (4]1) plochy a pro¢ na rozkladu (6¢]2) zakfi-
veny. Nakonec napiseme vztah mezi tenzorovym polem, metrickym tenzorem a
torzi.

Dals{ kapitola je nazvand Reseni modelu v plochém pozadi. Shrne jeden z
vysledkd prace [1].V této prdci se redukoval problém nalezent fesent pohybovych
rovnic modelu na plochém pozadi na problém nalezent souradnic, ve kterych md
metrika konstantni tvar. V této kapitole napiseme explicitni Teseni o-modelu
Drinfeldova doublu rozloZeného do Maninovy trojice (4|1).

Pdtd kapitola Reseni rovnic na Drinfeldové doublu hledd veSeni parcidlnich
diferencidlnich rovnic pro soufadnice dudlni édsti Drinfeldova doublu (4]1) po-



trebnych pro transformaci soutadnic. Odvozeni tvaru téchto diferencidlnich rov-
nic muzeme nalézt v clanku [2].

V Sesté kapitole nazvané Transformace souradnic najdeme transformaci sou-
fadnic pro rozklady Drinfeldova doublu (60]2) a (4]1). Opét jako ve cturté kapi-
tole jen zrekapitulujeme jeden z vysledki prdce [3]. Uvedeme zde také explicitné
vyresenou transformaci a poznamendme duleZitost rozkladiu Drinfeldova doublu
na jednoparametrické grupy ve standardni a nestandardni parametrizaci.

Zdvérecnd sedmd kapitola, Reseni o-modelu v zakriveném pozadi, uvede ex-
plicitni 7eseni o-modelu na Drinfeldové doublu rozloZeného do Maninovy trojice
(60]2). Toto feseni je vysledkem Poisson-Lieovy transformace, kterd v nasem
pripadé transformuge Tesent plochého o-modelu na Tesei o-modelu v zakiiveném
pozadi, tj. rozkladu (6¢]2).



Kapitola 1
Zakladni pojmy

Jak uZ bylo v wvodu zminéno, cilem mée diplomové prdce je nalezeni Tesent o-
modelu na Drinfeldové doublu rozloZeného do Maninovy trojice (69|2). Tento
o-model, jak uvidime v kapitole o geometrickych vlastnostech, md neplochou
metriku.

Zacneme definicemi zdkladnich pojmai.
Drinfeldiv double D je souvisld a jednoduse souvisld Lieova grupa, takovd
Ze jeji Lieova algebra D wvybavend symetrickou, ad-invariantni, nedegenerova-
nou formou (-,-), se dd rozloZit na dvé podalgebry G,G, mazimdlné isotropni
vzhledem k (-,-) a D jako vektorovy prostor je direktnim souctem G a G
D=Gag
Maninova trojice je usporddand trojice! algeber (D, G, 5) .
Dimenze podalgeber se rovnaji a zdroveri muzeme pro kazdou z téchto podal-
geber zvolit bdzi T, € G a T® € G, takovou Ze plati:
(To, Ty) = (T, T =0
<Ta7 Tb> = 62
Mdme tedy Drinfeldiv double, ted si na ném zkonstruujeme o-model. Sigma

model je ddn svym lagrangidnem:

L(F) = 0_¢"Fu, 01 ¢" (L1)

1V této praci budeme piejimat zazitou konvenci a Maninovu trojici budeme oznadovat
dvojici (.].), kde ¢&isla v této zavorce udavaji Bianchiho typy podalgeber



kde ¢* : R*> = R, p=1,..,dimG a F,, je tensorové pole na grupé G 2.
Jestlize F),,, spliuje

£V¢(F);w = ukvfﬁkngAu (1.2)

kde v; tvori bdzi levoinvariantnich poli na G, ff k jsou strukturni koeficienty
Lieovy grupy C:', potom existuje vztah mezi fesenimi pohybovych rovnic Lagran-
gidnu L(F) a L(F"), kde F' je tenzorové pole druhého Fidu na grupé G

Vztah mezi fesenimi ¢(x4,x_) o-modelu s F a ¢'(x4,2_) o-modelu s F' je
ddn dvémi moznymi rozklady prvku Drinfeldova doublu d.

d=gh=4g.n g.h €G,§,hed (1.3)
Zobrazeni h : R?2 — G potiebné pro dudlni transformaci splniuje rovnice:

(O:h)h™h); = —Ayji= —0}Fa(0)0:+¢" (1.4)
(0-h)h™Y); = —A_j:= 0-¢*Fa,(o)vf (1.5)

Rovnice (1.3-1.5) definuji tzv. Poisson-Lieovu T-dualitu. Pokud existuji i jiné
rozklady Drinfeldova doublu, mizZeme jeho obecny prvek d zapsat jako:

d=gh=3gh geGheG, GelGhed

Analogicky jako uw (1.3) existuje vztah mezi fesenimi ¢p(xy,x_) o-modelu s F
(prvni rozklad) a ¢(x4,x_) o-modelu s F 3 (druhgj rozklad). Timto rozkladem a
rovnicemi (1.3-1.5) je definovdna Poisson-Lieova T-pluralita viz [5].

Pohybové rovnice o-modelu daného lagrangidnem (1.1) maji tvar

0_0, 0" +TIy0_¢"0,6" =0 (1.6)
kde

1 4
Fllf)\ = EGI /’(Fp)\,l, + Fl,p))\ — Fl,)\’p) (17)

a Gup = 5(Fup + F,) je metrika.

Pro libovolng model a jemu odpovidajici F' ovsem muZe byt velmi sloZité,
nékdy dokonce i nemozné, vyresit pohybové rovnice. Mezi takové modely patri
obzuldste ty se zakrivenym pozadim. Proto je nutné tuto potiZ néjak obejit. Pro-
vadi se to tak, Ze malezneme rozloZeni Drinfeldova doublu jehoZ model umime
vyiesit (miZe to byt tieba to s plochou metrikou) a navic poZadujeme aby mezi
temito rozklady existovala transformace soutadnic. Mezi rozkladem do Maninovy

2G a éjsou podgrupy grupy D jejichz algebry jsou G a 5
3Tenzorové pole F odpovida o-modelu Drinfeldova doublu rozlozeného do Maninovy trojice

(g‘|5), zatimco F odpovida o-modelu k rozkladu (G|G). Podalgebry Maninovy trojice budeme

dale znacit jen (G|G) s tim, Ze bude zfejmé o jaké G a G se jedna.



trojice (60|2) a rozkladem do (4|1) s plochym pozadim takovd transformace exis-
tuge.

Uvedeme obecny postup pro vyreseni o-modelu na Drinfeldové doublu se za-
krivengm pozadim.
Postup:

1. Musime nalézt feseni ¢p(xi,x_) pohybovych rovnic (1.6) o-modelu v plo-
chém pozadi s tenzorovym polem F [1].

2. Pro vypoctené ¢p(x4,x_) musime nalézt iz(x+, x_), tj. Tesend systému par-
cidlnich diferencidlnich rovnic (1.4,1.5)

3. Mezi dangmi rozloZenimi Drinfeldova doublu
dzy,z_) = ¢(zy,z_)h(zr,2_) a d(zy,z_) = ¢(z4,2_)h(xy,z_) na-
jdeme transformaci soufadnic [3].

4. Vyjadienim Tesent ¢p(x 4, x_) pomoct nalezené transforamce soufadnic jako
funkci ¢, h dostaneme Tesent pohybovych rovnic s tenzorovym polem F'.

10



Kapitola 2

Sigma modely na
Drinfeldové doublu

2.1 Uvod

Jak uZ jsme si vekli v minulé€ kapitole lagrangidn o-modelu je
L(F) = 06" Fyu 016" (2.1)

kde F,, je tenzorové pole druhého Tddu na grupé G. Pokud F spliuje (1.2) pak
jej lze podle [4] zapsat jako .

Fu(g) = € (9)Ea(g) (b (9))" (2.2)

e, jsou komponenty pravoinvariantnich poli (vierbeini)

¢i(9) = ((dg)ug™)" (2.3)

Eg) = (Ey' +T(g)~", T(g) =blg)a"(g) (2.4)

Matice a(g), b(g) a d(g) jsou n x n adjungované reprezentace grupy G na D
v bdzi (T;,T7)

™" = (50 aiy ) 9



a(g)"' =d(9)", blg)Talg) = —a(9)Tb(g) (2.6)

Ze vztahii (2.1-2.4) vidime, Ze lagrangidn o-modelu a tudiZ i kovariantni vek-
torové pole F je urceno rozkladem D = (G, §) a konstantni matici Ey. Zdroven
F mazZeme chdpat jako soucet metrického tensoru G;; (tj. symetrickd édst F')
a torzniho potencidlu B;; (antisymetrickd édst F), které definuji geometrické
vlastnosti o-modelu.

2.2 Sigma model odpovidajici rozkladu (4|1)

Maninova trojice (4|1) se skladd ze dvou podalgeber stejné dimenze. Pruoni po-
dalgebra G je typu ”Bianchi 4” a je definovand komutacnimi relacemi jejich
bazickych clend.

1, T2) =T3 =T, [T, T3]=0, [13,T1]=T3 (2.7)

a druhd podalgebra G slozend s bazickych clent (fl, fz, ZN“?’) je typu ”Bianchi
17, tj. je abelovskd.

Z definice Drinfeldova doublu plynou i ostatni komutacni relace mezi proky
téchto dvou bazi. Nenulové cleny jsou.

T, T? =T2, [1,T% =-T*+T3 [1[5,T%=-T"
~ ~ ~ ~ (2.8)
[T23T3] = Tlv [T33T3] = 7T13 .

Pro obecny prvek I naseho doublu v Maninové trojici (4]1) zvolime rozklad

do jenoparametrickyjch podgrup v tzv. standardni parametrizaci®.

~ 1 2 3 P S B L
l=g.h=e? Tl T2 Ts T halT? hsT (2.9)

kde (T1,T2,T3) a (Tl,TQ,fS) jsou bazické vektory algeber G a G v tom po-
fadi, v jakém pro né mdme definované komutacni realce (2.7).

Na o-model Drinfeldova doublu rozloZenOho do Maninovy trojice (4]1) bu-
deme klast jéste jeden poZadavek a to, aby mel plochou metriku. To nastdvd
pouze v pripadé vhodné volby konstatni matice Ey. Jedna z takovych voleb Ey

je.

Eo = kER (2.10)

x OO
S x O
S O R

1Vice o rozkladu Fesitelnych Lieovych grup v [6]

12



ProtoZe jsme nyni na Drinfeldové doublu rozloZeném do Maninovy trojice

(4]1) je b =0 podle vzorce (2.5) a proto podle (2.4)

E = E, (2.11)

Podle (2.3) si spocitame jak vypadaji pravoinvariantni pole e

e=|[ 0 e gle? (2.12)

K plnému urceni o-modelu potrebujeme zndat jeho lagrangidn a proto podle
(2.1) i kovariantni tensorové pole F,,. Prostym dosazenim (2.12) a (2.11) do
vzorce (2.2) spocitdme F,, .

0 /<;¢1e_¢1 ke=?
Fuo=| k¢le® ke 20" 0 (2.13)
ke~ ® 0 0

Poznamka 1 Povsimnéme si nékterych vlastnosti Fy,,,, na pruni pohled vidime,
Ze je tento tensor symetricky a tudiz ho miZeme brdat jako metricky tensor. Tato
skutecnost vyplyvad z toho, Ze algebra G je abelovskd a z nasi volby Ey. Podivame-
li se na vzorec (2.4), vidime, e Il(g) =0 (b= 10). Z toho vyplyvd, ze E(g) = Ey
je symetrické. Podle (2.2) je symetricky i F,,.

Dalsi prihodnd vlastnost tensoru F,, je, Ze zdvisi pouze na souradnici oL,
Tento fakt vyplyvd z komutacnich relact algeber G a G (2.7) a standardni para-
metrizace Drinfeldova doublu (2.9).
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2.3 Sigma model odpovidajici rozkladu (6|2)

Maninova trojice (60|2) se sklddd ze dvou podalgeber stejné dimenze. Proni po-
dalgebra G je typu ”Bianchi 6¢” a je definovand komutacnimi relacemi jejich
bazickych clend.

[Uy,U] =0, [Us,Us] =Ui, [Us, U] =-Us (2.14)

a druhd podalgebra G sloZend s bazickych cleni ([71,[72,[73) je typu ”Bianchi
27 a je definovana komutacnimi relacemi jejich bazickych clend.

U, 0% =03 [U%0% =0, [U%U1=0 (2.15)

Z definice Drinfeldova doublu plynou i ostatni komutacni relace mezi proky
téchto dvou bazi. Nenulové cleny jsou.

0,0 = ~U?, [0, U] = U

{7 r7 ~ 2.16
[Us,UY = U + U2, [Us,U% = —U, + U (2.16)

Narozdil od predchozi Maninovy trojice, pro obecny prvek | Drinfeldova doublu
rozloZeného do Maninovy trojice (60|2) pouZijeme tzv. nestandardni parametri-
zact.

l=gh= 9°Us o8V 08U ghsU® ohaU? oha U (2.17)

kde (U1,Us,Us) a ((71, U2, (73) jsou bazické vektory algeber G a G v tom pofads,
v jakém pro né mdme definované komutacni realce (2.14,2.15). Diwod této volby
bude zrejmy v kapitole Transformace soutadnic.

Matici Ey z (2.4) si nemidZeme zvolit libovolné, jako to bylo v piipadé Mani-
novy trojice (4|1). Ale protoZe algebry téchto dvou Maninovych trojic jsou izo-
morfni ,tak existuje transformace, kterd ndm transformuge vektory (T, Ta, T3),
(fl,fQ,T3) na vektory (Uy, Us, Us), (171, U2, (73) Transformace mezi jednotli-
vgmi rozklady do Maninovych trojic Drinfeldovich doubli jsou uvedeny v [7].

(5)-2 (4)



Matice C, kterd transforuje bdzi (69|2) na (4|1) md tvar.

0 0 10 0 O
0 0 01 -1 0
~ 1 1 0 0 O 0
C = 00 00 0 1 (2.19)
5 -3 00 0 0
00 041 1 0
Pokud tuto matici zapiseme v blokovém tvaru,
o P Q
Cc = (R S) (2.20)
potom podle [5]
Eo=MN! (2.21)
kde
M =STE, — QT (2.22)
N =P" - RTE, (2.23)

Dosazenim (2.19) do vzorctd (2.20 - 2.23) jednoduSe zjistime, Ze matice Egy
odpovidagici rozkladu (69|2) md tvar:

1 1 =&
K K 2

Ey = -1 1 & (2.24)
5 5 0

Jako dalsi si spocitame adjungovanou reprezentaci grupy G Drinfeldova
doublu rozloZeného do Maninovy trojice (69|2). Nesmime ovSem zapomenout,
Ze jsme narozdil od Maninovy trojice (4|1) rozloZili Drinfeldiv double do ne-
standadni parametrizace (2.17).

—INT __ a(g) 0
Ad(g F‘(b@ mwlﬁ) (2.25)



kde

a(g) = sinh(¢®)  cosh(¢®) 0 (2.26)
—¢’ —ot 0
—é3sinh(<£3) —é3cosh(é3) 0
bg) — q~53cosh(q~53) gggsinh(g?>3) 0 (2.27)
0 0 0

Dosazenim (2.24),(2.26),(2.27) do (2.4) dostaneme.

_1 1 E _ 43
z ko279 (2.28)

Stejné jako v predchozi cdsti si spocitdme pravoinvariantni pole e podle
vzorce (2.8), opét si pfipomenme, Ze naSe grupa je v nestandardni paramet-

rizaci (2.17).
cosh(¢®)  —sinh(¢®) 0

—3inh((]33) COSh(&B) 0 (2.29)

e =

0 0 1

Stejngm postupem jako u Maninovy trojice (4|1), tj. dosazenim vysledki
(2.28) a (2.29) do (2.2) dostaneme vysledny tvar tensorového pole F.

16



1 233 1 233 1 33 ~q 73
;62(’5 —1e2¢ ske ¢ 4 p3e?

B = | -1 L2 Lne ¥ e | @30)

%ne*‘gs — q~536<z’3 %ne*‘gs + 4536(273 *”(‘53)2

Poznamka 2 Stejné jako u Maninovy trojice (4|1) se podivame na néjaké vlast-
nosti tensoroveho pole Fy,,, tento tensor neni narozdil od F,, symetricky, ale

v ndsledujict kapitole uvidime, Ze pro vypocet geometrickych charakteristik to
nevadi.

Dalsi vlastnost tensoru F,,, ale uZ prihodnd, je, Ze zdvisi pouze na souradnici

?3. Tento fakt vyplyvd jako u predchoyziho pripadu z komutacnich relaci algeber
G a G (2.7) a z nestandardni parametrizace Drinfeldova doublu (2.17).

17



Kapitola 3

Geometrické charakteristiky

3.1 Zakladni vztahy

V této kapitole popiseme geometrické vlastnosti o-modelu Drifeldova doublu roz-
loZeného do obou Maninovych trojic.

O geometrickych vlastnostech o-modelu vypovidd metricky tensor. Metricky
tensor o-modelu je definovdn jako

1

Gij=2

(Fij + Fji) (3.1)
tj. symetrickd cast tensoroveého pole Fi;

Dalsim duleZitym geometricky objektem je afinni konexe. Ta se dd vyjddrit
pomoct metrickeho tensoru vztahem

. 1.
Ll = §GZl(le,j + G — Giky) (3.2)

A pomoci afinni konexe miZeme definovat Riemannuv tensor

R;‘k-l = P;‘k,l - F;‘l,k + Fﬂrfm - F%F;m (3.3)

Ricciho tensor

Ri; = Rjy; (3.4)

a Ricciho skalar.
R=R! (3.5)

18



3.2 Sigma model odpovidajici rozkladu (4[1)

Na o-modelu Drinfeldova doublu rozlozeném do Maninovy trojice (4]1) je tensor
Gi; = Fij, protoZe tensorové pole F;; je symetricke.

0 mble’d’l ke=?
Gij = K¢)16_¢1 ke~2" 0 (3.6)
ke~ ? 0 0

Vypoctem Riemanova tensoru zjistime, Ze je nulovy, coZ podle tvrzeni znd-
meho z obecné teorie relativity znamend, Ze varieta je plochd. Prdvé o krivosti
variety se v této prdci vyjadrujeme jako o pozadi.

Poznamka 3 Plochost této variety jsme v piedchozi kapitole zajistili spravnou
volbou konstantni matice Ey.

3.3 Sigma model odpovidajici rozkladu (6(|2)

Stejné jako u rozkladu (4|1) pouZijeme vzorce (3.1) a z tensorového pole (2.30)
vypocitame metricky tensor.

1,2¢°  _1,26° 1,..-¢°
K K 2
Giy=| —1e2 12 Lo ® (3.7)
1,,—¢> 1,..—¢° 7312
gre™? gre™? —k(¢%)

Vypoctem Riemannova tensoru, zjistime, Ze neni nulovy, coZ ukazuje Ze va-
rieta nent plochd.

Ricciho skaldr je nulovy, ale Ricciho tensor R;; = Rfkj je také nenulovy a pro
ndzornost ho uvedeme, protoZe pokud je nenulovy, znamend to, Ze i Riemanniv
tensor je nenulovy.

&
|
coo
coo
)
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V predchozim pripadé jsme vidéli, Ze tensorove pole bylo symetrické a rovnalo
se tedy primo metrickému tensoru. V pripadé rozkladu (6¢|2) tomu tak nend,
ale ukdzZeme, Ze pro vypocet afinni konexe, kterou jsme spocitali podle vzorce
(8.2) miZeme pouzit vzorec (1.7), ktery se vyskytuje v pohybovych rovnicich.

Pro tensorové pole Fy; plati

ﬁij = Gij + Bij

kde

B je tedy antisymetrickd ¢dst tensorového pole F'.
Ddle definujeme

Hz‘jk = (%Bjk + @-BM + akBij

a tento tensor Hijk nazveme torze.

Lze snadno ukdzat, Ze torze odpovidajici tensorovému poli F;

nule a také, Ze pro

T = 4G (Fuj + Fjix — Fiiy)
Tl = 5GN Gy + Gk — Gira)

definované v (1.7) a (3.2) plati

i _ v
Jjk — “jk

(3.8)

(3.8) je rovna

(3.10)

(3.11)

Tento vztah ndm poslouZi pri ovérovant Teseni pohybovych rovnic.
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Kapitola 4

Reseni modelu v plochém
pozadi

Reseni o-modelu na Drinfeldové doublu s plochym pozadim (v tomto pripadé
se jednd o Drinfeldiv double rozloZeny do Maninovy trojice (4|1)) se podle [1]
redukuje na problém nalezeni takové transformace soutadnic, kterou se metricky
tensor G;; prevede na trividiné plochy (tj. md tvar Euklidova metrického ten-
soru, resp. Minkovského metrického tensoru,).

Pro nds bude ovsem dostacujici nalézt, transformaci souradnic ktera ndm
prevede metricky tensor na libovolny konstantni metricky tensor. Ucinnost to-

hoto postupu tkvi v tom, Ze pohybové rovnice pro soutadnice &, ve kterych je
metricky tensor konstatni, nabyvaji tvaru,

0+0-& =0 (4.1)
protoZe afinni konezxe pro konstantni metricky tensor je rovnd nule.
Reseni pohybouvych rovnic (4.1) lze snadno nalézt.
& =Wi(zy) +Ya(z-)
€2 = Walas) + Ya(a_) (42)
§s = Ws(z4) + Ys(z-)
kde Wi(x),Yi(z_) jsou libovolné funkce jediné promeénné.

Z transformacnich vztahi afinni konezxe a predpokladu, Ze v novych soutad-
nicich £ bude metrika konstantni, dostaneme soustavu rovnic
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anz‘ o 861
d6300% 04 4

kterou vyresime vzhledem k souradnicim &°.

Metricky tensor o-modelu rozkladu (4]1) je (3.6) a nenulové slozky afinni
koneze jsou 1:

i, =-1 2 =e? T2, =-1

% =¢le? Tl =¢' T=e? (44)
Rovnice (4.8) magi tvar:
R R
L% gt 0t (4.5)
96796 — € 7 9g8
Tyto rovnice maji obecné Tesent tvaru:
E(81, 6% ¢%) = cd®+ §(6%)%e " +ag’e? +cple? — cd?+ 0o
4.6

tag' + Se?’ +de? +b

kde a,b,c,d jsou integracni konstanty. Tyto rovnice jsou stejné pro vsechny
indexy 1. Integracni konstanty se urci z poZadovaného tvaru konstantni metriky.

IProtoze je afinni konexe symetrickd viiéi zaméné spodnich indexii, neuvadime vsechny
Cleny

22



Zvolime napriklad

k
lagl = o8 pak G(€) = G(7=0) (4.7)

Visledné tesent, které ndm prevede metricky tensor (3.6) na konstatni tensor

0 0 =~
G&=10 x 0 (4.8)
k 0 O
je
&r=—e?
&= 2 + ¢l e ? (4.9)

1 1 1 1
G=35¢7" +¢°+3(°)%7? + 6197 — ¢ + %77 + ¢! —ge?

Z tohoto oviem plyne, Ze TeSent pohybouvych rovnic (1.6) ziskdme prostou in-
verzi transformace (4.9) a dosazenim Teseni pohybovijch rovnic v soufadnicich
€ (4.1,4.2).

¢ = —In(-Wi(x4) - Yi(2-))

¢ = W(_m(_wl(xﬂ = Yi(z-))—
“Wi(as) — Yi(o-) — Waley) — Ya(a_))

¢° = W(*ln(*wﬂxﬂ —Yi(2-))? - 1+ (4.10)
F(Walwy) + Ya(a-))? — 2Wa () — 2Yi (e )~
—2Wa(z4) — 2Ya(2-) — 2In(—Wi(z4) — Yi(z-))+

+2(Ws(24) + Ys(z-))(Wi(zy) + Ya(2-)))
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Vysledek (4.10) je teSenim pohybouvych rovnic Drinfeldova doublu rozloZe-
ného do Maninovy trojice (4[1).

O_0 " + T 0_¢"0,¢* =0

Uloha hleddni feseni pohybouvyjch rovnic v plochém pozadi je peclivé rozebrdna
v [1] pro rizné Maninovy trojice.
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Kapitola 5

Reseni rovnic na
Drinfeldové doublu

Prave jsme vyresili o-model v plochém pozadi, tzn. nasl jsme souradnice Drin-
feldova doublu (¢, $?, $*) jako funkce souradnic svételného kuzele (x4, x_) a to
takové, Ze splnugji pohybové rovnice o-modelu (1.6) s afinni konexd F;k zavislou
na tensorovém poli Fy;; o-modelu rozkladu (4/1).

Jak uZ jsme si fekli, Drinfeldiv double rozloZeny do Maninovy trojice (4|1)
muzZeme napsat jako soucin jednoparametrickych podgrup ve standardni para-
metrizact.

~ 1 2 3 .ol 7 g2 7 g3
I =g.h=e? Tl Togt T T phal” phsT (5.1)

My ovsem budeme potrebovat i Teseni souradnic (iLl,iL27iL3), které jsou Te-
Senim (1.4) a (1.5). V této chvili mdme vyiesené pohybové rovnice na Mani-
nové trojici (4|1).V pohybouvyjch rovnicich se totiZ vyskytuji pouze soufadnice
(¢h, 9%, %) odpovidagici podgrupé G.

Diwvod, proc¢ se snazime nalézt Teseni souradnic (ﬁh ng, Bg) pomoci soutadnic
svételného kuZele (xy,x_), je ten, Ze podle uvedeného postupu v proni kapitole,
budeme provddét transformaci souradnic z Drinfeldova doublu (60|2) do (4]1) a
pro tuto transformaci obecné potrebujeme vsechny souradnice.

Dalsim nasim krokem bude tedy vyresit parcialni diferencidlni rovnice pro
soufadnice (h1, ha, hs) (viz. proni kapitola).
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((03h)h™Y); = —Ayji= —v}F\(4)040" (5.2)
(O-h)h™1); = —A_j= 0-¢ Fr (o)) (5.3)

kde ¢, ¢* jsou teseni ziskané v predchozii kapitole, F,. je tensorové pole pri-
slusné Drinfeldové doublu (4]1) a ’UJ)-‘ jsou komponenty levoinvariantnich poli.

v}(9) = (g7 (dg); ) (5.4)

Vztah mezi timto levoinvariantnim polem v} a ndmi jiZ spocteném pravoinva-

j
riantnim polem et (2.12) je ndsledjict.

7 (9)er(9) = aj(9) (5.5)

kde matice a(g), je nxn adjungovand reprezentace grupy G na D v bdzi (T, T9)
viz. (2.5).

Diky tomu, Ze se pohybujeme na doublu (4]1), levd strana soustavy diferen-
cialnich rovnic, prejde na tvar

hY); =0k
i o7 (5.6)

Uvedomme si, Ze souradnice fzj ndlezi podalgebre é, kterd je typu ”Bianchi
17 tj. je Abelovska.

Vektory Ay a A_ maji po dosazent tvar.

Re= (820! — 6+ %) G + (' + e ) B + 52

813+ (993+
1 o 1 1 o 2
AL = ke ? (gbl%—}—e ¢ ajj+) (5.7)
—¢t ot
Ke G
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—ke O (6261 — 6 + 0%) 4 + (01 + ' ) B + B2
an e e 8 59

¢t 00!
Kre Oz

Resent techto parcidlnich diferencidlnich rovnic je

ho o= k(Ya(zo) = Walzy) + Wa(zy)Yi(z-)—
—W1($+)}/3(JJ_) - Q(x+,ar_) + a(x+,x_))
) (5.9)
hy = Qg 2-) + Blzg, z-))
hs = r(Yi(z-) — Wi(z4))

kde

Uzy,z) = Wi(zy) = Yi(e-) = Wi(zy)Ya(z-) + Wa(z)Ya(z-)  (5.10)

funkce a(xy,x_) a B(xy,x_) splitugi

60{(:84,,17) __ OWs _ oWy _ oWy oWy
Ox T Oxy Wi oz W Ox Ws + oz Wa

aa(2+,$7) _ Y3 0Y> Y; _ oY
Ox _  Ox_ Yl + Ox _ Yl + Ox _ Yé ox_ }/2

0B(z4,xz—) _ OW: oW (5.11)
g;f - 8mf Wl - Bz: W2

IB(x4,x_) _ AY: Y,
Ox _ T Ox_ Y2 Oz _ Yl

Rovnice (5.11) je mozno Tesit aZ pro konkrétné zadané W;,Y; (viz. kapitola
Reseni o-modelu v zakFiveném pozadsi).
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Poznamka 4 Povsimnéme si, Ze matice AL a A_ jsou stejné aZ na zménu
derivace a znaménka. Za tento vyhodny tvar vdééime symetrickému tensorovému
poli F,,.
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Kapitola 6

Transformace souradnic

V této kapitole najdeme transformaci souradnic Drinfeldova doublu pro ruzné
rozklady do Maninovych trojic.

Z moznosti zapsani obecného prvku Drinfeldova doublu jako
d(zy,z-) = ¢($+a$—)il($+,$—) = ¢~>(ff+»$—)h($+ax—) (6.1)
kde p(xy,x_) € G,B(x+,x_) €Ga qg(ﬂc+,ac_) € G h(zy,r_) € 5, vyplyvd,

ze prvek Drinfeldova doublu rozloZeny na soucin jednoparametrickych podgrup
muzeme napsat jako.

1 2 3 .ol 7 g2 7 3 73 72 71 73 72 7l
[ = e® TP T2 b7 Ts T ShoT? ShsT™ _ ,¢7Us Uz ¢ Un phsU” phaU” iU (6.2)

kde (¢1, b2, P3, ht, l~z2~, iL3~) Jsou soutadnice Drinfeldova doublu v Maninové trojici
(4]1) a soutadnice (¢1,da, 3, ht, h?, h3) odpovidaji Maninové trojici (60/2).

Zndme transformacni matici pro prechod od jedne bdze Maninovy trojice ke
druhé. Tuto matici miZeme najit v [7] a md tvar.

(5)- (%)

00%010

0 0 3 0 -10

1 0 00 0 O
C'_0§0001 (6.4)

0 -2 00 0 1

00 01 0 0

N
Nej



Poznamename, Ze matice C je inverzni k matici C z (2.19)

Pokud si rozepiseme transformaci (6.3) s matici C (6.4) dostaneme

U1:%T3+I/:§, (/ﬁ:%Tg+ﬁ
Uy = %Tg _j”\i [fﬁ = _%TQ -l—j;‘;’ (65)

Us=1T Us=rm1

a dosazenim do (6.2):

[ = BT (B (3Ts—T2) (G (A Ts+T2) JhsTt ho(— ST T?) Jha (3 To+T2) (6.6)

Nasi snahou je prevést tento prvek rozepsany v mestandardni parametrizaci
(60]2) do standardni parametrizace (4[1).

| = ¢ (BR)T1 6% (6,0)T2 & (6. 1)Ts Sha (6, )T Jha(6,R) T2 Jhs($,h)T° (6.7)

Je vidét, Ze pokud dokdZeme podgrupy v (6.6) rozepsat na jednoparametrické

podgrupy a prokomutovat, lze Trovnici (6.6) na tvar (6.7) prevést. Velmi dcinnou
pomickou je Baker-Hausdorffova formule, jejiz specidlni tvar zni.

Véta (Specidlni tvar Baker-Hausdorffovy formule)

Necht plati podminka zdménnosti

X [ XY=V, [X, Y]] =0 (6.8)
Potom plati:
eXeY = X1V ealX Y] (6.9)
a
eXe¥ = e¥eXel XY (6.10)
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Prevedenim rovnice (6.6) na rovnici (6.7) za pomoct vztahi (6.9, 6.10) do-
staneme transformaci soutadnic pro royklady Drinfeldovgm doublem (4]1) a
(60[2).

My ovéem potiebujeme transformaci obracenou, to je ale samoziejmé pouze
inverzni transformace.

_ Neudelali  jsme wvlastné nic jiného nez, Ze jsme zikali souradnice
(¢t, 92, 3, h1, ha, h3) Tozkladu Drinfeldova doblu (6¢]2) vyjddrene pomoci ndm
§iz zndmijch soutadnic (¢, 2, 3, hy, ha, hs) rozkladu (41).

' = ¢+ ghy

P?= ¢ —Lhy

&3: P

b= lhg o (6.11)
hy = %hs—¢?

hs = hy—ho¢® — 1¢°¢% + 36%hs + Thshs

Poznamka 5 Pripomerime, Ze volba rozepsat rozklad (4|1) pomoci standardni

parametrizace a rozklad (69|2) pomoci nestandardni nebyla ndhodnou véci. Kdy-

bychom totiz rozepsali oba rozklady pomoci stejné parametrizace, vysledki bychom
pomoci Baker-Hausdorffovy formule nedosdhli.
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Kapitola 7

Reseni o-modelu v
zakriveném pozadi

7.1 Obecné feSeni

Reseni o-modelu v zaviveném pozadi ziskame kdyZ dosadime (4.10) a (5.9) do
transformacnich rovnic (6.11).

Zavedeme si jéste zjednodusend.

Wi =Wi(zy) Y;=Yj(z-)

' = vy (C(=Wi = Y1)? = 2In(=Wy — Y1) + (W2 + Y2)*—
—2W; — 2Y7 — 2W5 — 2Ys — 1+ 2(W3 + Y3)(W1 + Y1)+
+35(Qap,2) + Bry,z))

¢ = saryy (—In(= Wi = Y1)% = 2In(=W1 = Y1) + (W2 + Y3)?— (71)

—2Wy — 2Y; — 2Wy — 2V — 1 + 2(Ws + Ya) (W + Y1)+

—5R(Qzy,2-) + Blay, )

¢3 = —ln(—W1 — Yl)

kde
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Q({EJF,.’E,) = W1 — Yl — leé + W2Y1

funkce B(xy,x_) splriuji

B(@yp,w) _ Wy Wy — Wy,

Ox 4 T Oz Ox 4

9B(x+,x—) _ oYy Y,
Ox_ Oz Yy Ox_ Y

Jednoduse rTeceno, toto je opravdu teseni pohybovych rovnic

0_040" +T%0-7 940" =0

. i
s afinni konexi I'},

i

1~ ~ =
L= §G”(FM + Fjie — Fjr)

kterd je podle (8.10) rovna (3.2) a je zdvisld na tensorovém poli ﬁjk

1,24° _1,2¢° 1e=8% 1 339

~e ~e Ske + ¢ e
= 73 73 _ 713 ~ 73
Fij=| —Lie2 Le2¢ ike™? — ¢Pe?

%ne’g’s — $3e?’ %KG’J’S + §3ef’ —k(93)?

pro Drinfeldiv double rozloZeny do Maninovy trojice (60|2).

33



7.2 Neékteré specialni volby reseni

Ukazme si nékteré z veSent (7.1) pro speciding volby funkci Wi(z4), Yj(z+) a
konstanty k.

1.
Pt= Ws+Ys—1
¢?= W3+Y; (7.7)
5o 0
Pro volbu k =1, W1 = -1, Y1 =0, Wy =0, Yo =0, W3 a Y3 jsou
libovolné.
2.
O = — gty (An(=Wh = Y1) + 1+ (W2 +Y2))
#? = —m(élln(—ﬂﬁ —Y1)+1- (W7 +YP)) (7.8)
¢* = —In(-Wi—Y7)

Provolbu k=1, Wo =Wy, Yo=Y, Wy =1 V3=-2 W, a 13
jsou libovolné.

3.
Ol = —3(Wa+Y2)* +Y2
F = —HWa Y2l 4 Wa 1 9)
¢°= 0

Pro volbu k =1, W1 =0, Y1 = -1, W3 = —%, Y; = —%, W3 a Ys jsou
libovolne.
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Kapitola 8
Zaveér

Podarilo se ndm najit Teseni o-modelu Drinfeldova doublu rozloZeného do Ma-
ninovy trojice (60|2). Zamyslime-li se pozorné nad tim, jak jsme naich vysledki
dosahli, zjistime, Ze je vlastné “ndahoda”, Ze jsme vubec byli schopni toto Tesent
spocitat.

Reseni o-modelu Drinfeldova doublu rozloZeného do Maninovy trojice (4|1),
tj. na plochém pozadi, které jsme ziskali ve cturté kapitole jsme byli schopni
vyresit nejen diky plochosti pozadi, ale hlavné diky ”hezkému” tvaru diferencidl-
nich rovnic. V [1] bylo nalezeno fesent o-modelu na plochém pozadi u nékolika
rozkladu do Maninovjch trojic, takZe podminka Tesitelnosti modelu na plochém
pozadi se redukuje na podminku tesitelnosti parcidlnich diferencidlnich rovnic
pro tzv. ploch€ soutadnice, ve kterych jsou pohybové rovnice o-modelu trividlni.

Dalst pripad, o kterém je treba napsat je pdtd kapitola a to Reseni rovnic
na Drinfeldové doublu. Kdyz se podivime, jok vypadaly rovnice (5.2) a (5.8)
vidime, Ze levd strana mdm diky abelovské podalgebre G presla na tvar ve kte-
réem se vyskytuji v kaZdé rovnici pouze jedna derivace prislusné souradnice. Diky
tomu se nam systém parcidglnich diferencidlnich rovnic (5.2) a (5.3) rozseparo-
val. Obecné bychom mohli dostat levé strany soustavy v takovém tvaru, Ze by
se ndm uZ soustavu nepodafilo rozseparovat. Navic diky abelovské podalgebre
G a volbé Ey byl tensor Fy; symetricky. Proto soustavy diferencidlnich rovnic
(5.2) a (5.3) jsou analogické, staci ndm tedy vyiesit pouze jednu a TeSeni druhé
soustavy je stejné aZ na znaméko. Zavérem je tedy mozné Tici, Ze pokud bude
podalgebra G abelovskd, potom jsme schopni tyto rovnice vyresit.

Posledni kapitola u které musime zminit uskali a téZkosti, které nds mohou
potkat je Transformace soutadnic. Transformaci souradnic lze samozrejmé u
Drifeldova doublu provadét pouze mezi izomorfnimi rozklady. Klasifikaci roz-
kladi Drinfeldova doublu do izomorfnich Maninovych trojic najdeme v [7]. Jak
uZ jsme v Sesté€ kapitole Tekli, rozlozeni Drinfeldova doublu do standardni nebo
nestandardni parametrizace nent nahodné a je treba promyslet, kterou zvolime.
V [8] bylo zjisteno, Ze se miZe stdt, Ze pokud v nékterych pFipadech transformaci
mezi shodnymi parametrizacemi nelze provést, tak pri zaméné jedné paramet-
rizace za druhou to lze. Proc¢ tomu tak je? Je to proto, Ze pokud neni spliiena
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podminka zéménnosti (6.8) neplati ani jedna z rovnic (6.9) a (6.10) specidlniho
tvaru Baker-Hausdorffovy fomule. A proto nejsme schopni piislusné jednopa-
rametrické podgrupy prokomutovat. Ovsem pokud si napiseme jeden z rozkladu
v jin€ parametrizaci, muze se stdt, Ze prislusné jednoparametrické podgrupy, u
jejichz podalgeber nebyla spliena podminka zdmeénnosti a jejiz podalgebry nesly
prokomutovat, vibec nebudeme muset prokomutovdvat, protoZe se diky otocent
potadi podgrup pri zméné parametrizace ocitnou ve tvaru, jako bychom je proko-
mutovali. MuZe se ovsem vyskytnout jesté pripad, kdy nebudeme schopni kvili
nesplnéni podminky zaménnosti pouZit rovnici (6.9). Potom miZeme rovnou
skoncit, protoZe pomoci Baker-Hausdorffovy formule se nam tuto transformaci
nalézt nepodari.

To je tedy vse k podminkdam, za kterych jsme schopni nalézt feseni o-modelu
Drinfeldova doublu rozloZeného do Maninovy trojice (6¢|2). Shrneme-li to:

1. Umeéli jsme vyresit soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic (4.3).

2. Byli jsme schopni rozseparovat a vyresit soustavu parcidlnich diferencidl-
nich rovnic (5.2) a (5.3).

8. Nalezli jsme transformaci soutadnic pro jednotlivé rozklady Drinfeldova
doublu, tzn. umime rozepsat a prokomutovat vsechny potrebné podgrupy.
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Kapitola 9

Souhrn

Cilem mé diplomové prdce bylo nalezeni Teseni pohybovych rovnic o-modelu
na zakriveném pozadi, timto je minéno na Drinfeldové doublu rozloZeném do
Maninovy trojice (69|2). Tetno cil byl spliien.

Pri esent jsem postupoval tak, Ze jsem, za prvé nalezl veseni o-modelu na
plochém pozadi, tj. na Drinfeldové doublu rozloZeného do Maninovy trojice (4[1).
Sigma model s volbou Ey (2.10) na tomto rozkladu md plochou metriku a zdro-
vén pro bazické vektory Maninovy trojice (4|1) a bazické vektory trojice (6¢|2)
ezistuje podle [7] transformacni matice. Reseni tohoto plochého doublu jsem na-
lezl tak, Ze jsem napocital transformaci souradnic ve kterych je metricky tensor
konstanti. Cely postup je podrobné rozepsdn v [1].

Za druh€ jsem wvypocital teSeni parcialnich diferencidlnich rovnic (5.2) a
(5.8) pro soutadnice (izl, ha, i~13) CimZ jsem dostal veseni pohybovyjch rovnic na
celém Drinfeldové doublu.

Ddle jsem vyuzil Poisson-Lieovy T-plurality a nalezl transformaci soutadnic
pro rozklady (60]2) a (4|1). Tato transformace soutadnic existuje, ale ne vidy je
mozné€ ji najit. Podrobné je tato dloha TeSena v [3].

Nakonec jsem do této transformace soutadnic dosadil Teseni o-modelu na
plochém pozadi a Teseni diferencidlnich rovnic (5.2) a (5.8). Uvedl jsme expli-
citni tvar tesent o-modelu Drinfeldova doublu rozloZeného do Maninovy trojice
(60]2). Ze tento wvysledek je opravdu hledanym fesenim o-modelu na zakvive-
ném pozadi jsem overil v programu Maple 9.5 . Pro ilustraci jsem uvedl néekolik
jednoduchych typt Tesent.
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Kapitola 10

Summary

The goal of my Diploma thesis was finding solution of equations of motion in
curved backround, i.e. on Drinfeld double decomposed into Manin triple (6¢|2).
This goal was achieved.

Firstly I found the solution of o-model in the flat backround, i.e. on the
Drinfeld double decomposed into Manin triple (4|1). Sigma model with choice
Eqy (2.10) in this decomposition has a flat metric and the transform matriz for
transition to (69]2) is known [7]. I found solution of this flat model by trans-
formation to such coordinates in which the metric tensor have a constant form.
This coordinates were found in [1].

Secondly I solved the solution of PDE’s (5.2) and (5.8) for
coordinates (hi, ha, h3). In other words I found solution of equations of motion
on the whole Drinfeld double.

The next step I used Poisson-Lie T-plurality and found transformation of
coordinates for decompositions (69|2) and (4|1). This transformation exist, but
not always it is not possible to find it [3].

At the end, I inserted the solution of o-model in the flat backround and
solution of PDE’s (5.2) and (5.3) into the transformation of coordinates (6.11).
I wrote explicit form of the solution of o-model of Drinfeld double decomposed
into Manin triple (60|2). For illustration I wrote some simple types of solution.
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