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1 Uvod

Drinfeldovy doubly maji svij nezastupitelny vyznam pro konstrukeci Poisson -
Lie T - dudlnich sigma modelii uzivanych v teorii strun. DiileZitym pojmem pro
priblizeni struktury Drinfeldovych doublt je Maninova trojice (D, G, G), coz je
rozklad Lieovy algebry D, sudé dimenze, na dvé maximalné isotropni podalgebry
G, 3G, vzhledem k bilinearni formé, kterou je tato algebra vybavena.

Lieova grupa Lieovy algebry, kterd lze napsat ve tvaru Maninovy trojice
se nazyva Drinfeldiv double. Jak uz bylo zminéno, Maninova trojice musi mit
sudou dimenzi a proto kazdy Drinfelduv double také. Klasifikace dvou - dimensi-
onélnich doublt je trividlni, patii tam pouze double sloZzeny ze dvou abelovskych
algeber dimense jedna. U ¢tyT - dimensionédlnich doubld je situace o néco kom-
plikovanéjsi, jejich klasifikaci muzete nalézt v [1].

V této praci se budeme zabyvat Sesti-dimensionalnimi doubly. Bylo nale-
zeno vSech 22 neisomorfnich tfid. VSechny isomorfni doubly obsazené v jedné
tFid& jsou spolu svazany reguldrni transformaci [2]. Nasim tkolem bude nalézt
transformace soufadnic mezi nékterymi isomorfnimi Drinfeldovymi doubly.



2 Drinfelduv double

Definice 1 Drinfeldiv double D je spojita Lieova grupa takovd, Ze jeji Lieova
algebra D vybavend symetrickou, ad-invariantni, nedegenerovanou formou (-, -),
se dd rozloZit na dvé podalgebry G, G, mazimdlné isotropni vzhledem k (-,-) a D

jako vektorovy prostor je direktnim souctem G a G

D=Ga&G

Uspotfadana trojice algeber (D, G, G) se nazyva Maninova trojice.
Dimenze podalgeber se rovnaji a zaroven mizeme pro kazdou z téchto po-

dalgeber zvolit bazi T, € G a T? € (3, takovou Ze plati:

<TaaTb> = <TaaTb> =0

<Ta7 Tb> = 62
Dale plati:
[Ta, o] = fapTe (1)
[T, T%) = febTe (2)

S pouzitim ad-invariance bilinearni formy (-, -) mtizeme odvodit vztah:

[T, T = f4,T¢ + fo°T, (3)



3 Souradnice na doublu
Drinfelduv double je Lieova grupa.

Definice 2 Abstrakini grupa G je Lieova grupa pokud plati:
1.G je analytickd varieta

ii. Zobrazeni (z,y) — zy~*

soucinu variet G X G do G je analytické

7 této definice je zfejmé, ze Drinfelduv double je varieta. Kazdy bod na
varieté odpovidéa prvku Lieovy grupy.
Drinfeld ukézal ze kazdy prvek Drinfeldova doublu lze zapsat jako:

l=ygg, kde gEG,geé (4)

Véta 1 KazZda resitelnd, spojitd Lieova grupa se dd zapsat ve tvaru soucinu

G=TTy...T, (5)

jednoparametrickych podgrup T;, kde mnozina

Gk - Tk+1T]€+2 ce. Tm (6)
pro libovolné k, 1 < k < m je normdini podgrupa v G. [3]

Poznamka 1 Dilezitost této véty tkvi v tom, Ze kazdy prvek g € G nebo g € G
muZeme zapsat pomoci ruznych parametrizaci. Napt. pro g uvedeme dva Tuzné
zpusoby parametrizace:

g = 019293
g = g39201

Pokud grupu G rozlozime na jednoparametrické podgrupy tak, Ze obecny
prvek [ grupy G bude ve tvaru:

l — gg — 919293‘;1‘9/‘/2;’, — 611T1 6:E2T2 e:L’ng, eflﬁef2ﬁez~3ﬁ (7)
potom parametry (x1, 2,3, %1, L2, 23) plné uréuji | jako prvek grupy a tudiz
jako prvek variety. Kazdou takovou n-tici parametrit muzeme ztotoznit s n-tici
soufadnic urcujicich bod na varieté. Nasim tkolem tedy bude nalézt transfor-
macni vztahy soufadnic (parametri) mezi nékterymi Drinfeldovymi doubly.



4 Baker-Hausdorff-Campbell formule

Konvence 1 Libovolny prvek 6-dimensiondlniho doublu, jehoZ algebru lze roz-
loZit na dvé podalgebry G a G budeme psdt ve tvaru,

~ ~ ~ =Tl T2 T3
| = qgg = 919293919293 _ ea:1T1 eszzew?,TaewlT eng eng (8)

kde {T\,T»,T5} a {ﬁ,ﬁ,ﬁ} jsou bdze G a G, uspoiddané tak, e spliuji pod-
minku (6).

4.1 B-H-C formule
Resen{ rovnice z = In(expX - expY’) pro nekomutativni X a Y

Véta 2 (B-H-C formule) Necht G je prostd a spojitd Lieova grupa s Lieovou
algebrou G.[4] Necht

exp: G — G

je exponencidlni zobrazeni, definujeme:

Z =X xY =lIn(expX -expY), X, Y €G

Obecnd formule je ddna:

XY = Z# 3 (i (i +s) 7! X (AdX)" x

rilsi!. o rylsy!
n>0 ri+s;>0,1<i<n 121 nren

9)
X (AdY)** x -+ x (AdX)™"* x (AdY)*=1 x (AdX)"™ x (AdY)E» Dy

kde ad(X)Y = [X,Y] je adjungovany endomorfismus. Pokud pro éleny sumy
(9) plati, Ze s, = 0, pak posledni t¥i ¢leny napiseme jako: (AdX)™~1X

Uvedeme prvnich sedm ¢lenil vysSe uvedené sumy:

1 1 1
XxY=X+Y + i[X’Y] — E[Y’ [X,Y]] - E[X’ [Y, X]] —
S Y - G4 (o)



Véta 3 (specialni pFipad B-H-C formule [4]) Necht plati predpoklady B-
H-C formule. Navic predpoklddejme, Ze:
X [ XY=V, [X,Y]] =0 (11)

Potom plati:

eXe¥ = XtV ezlXY] (12)

z tohoto vztahu vyplyva:

eXe¥ =¥ eXel XY (13)

Poznédmka 2 Podminku (11) budeme od této chvile oznacovat jako podminku
zameénnosti



5 Vysledky

V této praci se zabyvame vypoctem transformaci soufadnic mezi nékterymi
Drinfeldovymi doubly. Konkrétné, budeme pocitat transformaci souradnic mezi
doubly.

Bl — (3[2)
(4/1) —  (4]20)
(1) —  (4]2i) (14)
(5I1) —  (5]21)
4[1) — (60[2)

Vyznam téchto oznaceni nasich doublt mizete nalézt v [2] a v [5], pro nés
je nyni dulézité jen to, Ze prvni ¢islo nam rika, jak komutuji mezi sebou vektory
{T1,T5,T3} a druhé ¢islo v zévorce udava typ komutace {71,772, T3}, coz jsou
baze G a G.

K naSemu vypoc¢tu budeme pouzivat speciélni tvar B-H-C formule (12),(13)
a transformacni vztahy, mezi jednotlivymi Drinfeldovymi doubly.

V této kapitole si také podrobné rozebereme nékteré priklady a budeme pre-
zentovat naSe vysledky transformacnich vztaht mezi nékterymi Drinfeldovymi
doubly. Jako prvni piiklad uvedeme prvni ze vztaht (14), ktery si také podrobné
rozebereme a objasnime vSechny kroky. Déle budou nasledovat dalsi tfi analo-
gické piiklady. Posledni pfiklad (4]|1) — (6¢]2) je jedineény tim, Ze transformace
soufadnic nejde pocitat pfimo. Podrobné si rozepiseme postup a vysvétlime si
vSechny kroky.

5.1 Transformace Drinfeldova doublu (3|1) — (3|2)
5.1.1 Zakladni vztahy

Jako prvni véc si odvodime komutacni relace pro vektory algebry doublu (3|1).

Komutacni relace pro bazické vektory {Xi, X», X3} a {X1 X2 X3} jsou defi-
novany v [1]:

(X1, Xp] = —Xo — X3, [X2,X3] =0, [X3,X1]=Xo+ X3 (15)

[X1,X2] =0, [X2,X3 =0, [X3X!=0 (16)

Protoze vztahy (15) a (16) musi spliiovat (1) a (2), mizeme spocitat koefici-
enty f¢ a f¢ a pomoci vztahu (3) odvodime komutaéni relace mezi bazickymi
vektory navzajem.

Zde jsou nase nalezené komutacni relace:
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(X1, Xo)=—-X5 - Xy [X2,X3]=0 (X3, X1] = X2+ X3

(X1, X2] =0 (X2, X3] =0 (X3, X1 =0

(X1, X1 =0 (X1, X2 = X2+ X3 [X;,X3] = X2+ X3  (17)
(X, X1] =0 [X,, X2] = — X1 [X,, X3] = — X1

(X3, X1 =0 (X5, X2 = -X1  [X3,X%) = - X!

Vztahy mezi bazickymi vektory {X17X2,X3}, {X1 X2 X3} odpovidajici

doublu (3|1) a vektory {11, 75,75}, {T1 T2 T3} doublu (3]2) jsou uréeny trans-
formacni matici [1]:

-1 0 0 0 0 O
1 1
N B
R -3 2
Bj1) — (3)2) C: o & 5 10 o (18)
0 % 0 0 0 -1
0 3 0 0 0 1

Déle z definice matice (18) ziskdme:

(7)=c(%) )

Ty = —X3, Tl = X1
Ty=3Xo—3X5+ X2+ X2 T?=3X,- X3 (20)
T3=—3Xo+3Xs+ X2+ X2 T3=1X,+X3

5.1.2 Transformace (3|1) — (3|2)

Budeme postupovat podle (4) a véty o rozlozitelnosti resitelné grupy na jedno-
parametrické podgrupy (5). NapiSeme si obecny prvek [ grupy (3|2) ve tvaru

(8):

l=gg= 9192939 g g3 — e Th ey2T2€y3Tsey1Tley2T2 JaT® (21)

Abychom ziskali nase hledané transformace, budeme muset rovnici (21) pie-
vést na tvar (22) a to za pomoci specidlniho tvaru B-H-C formule (12) a(13).

:L’le GCEQXZ e:l)ng €I~1X1€z~2X26f3X3 (22)

l =99 = g192939'9°9° = ¢

11



Za vektory T; a Ti dosadime jejich vyjadfeni v bazi X; a X7 podle (20).
Dostaneme:

| = e Y1 X1 eyz(%Xz—%X3+X2+X2)ey3(—%X2+%X3+X2+X2)

e—y~1;ey~2(%Xz—}g)eyﬁ(%xzﬁ-}g) (23)
Nejvhodnéjsim postupem jak prokomutovat exponenciely do tvaru (22) je:
1. Rozlozit vSechny exponenciely ve tvaru ek (@' Xi+B;X9) g exponenciely

pouze s jednim vektorem v exponentu, pomoci formule (12) (lze pouze za
podminky zdménnosti (11)).

2. Prokomutovat jednotlivé exponenciely do stejného usporadani, jaké je ve
tvaru (22), podle (13)(lze také pouze za podminky zdménnosti).

3. Vsechny exponenciely se stejnym vektorem v mocniné slozit do jedné,
rovnéz pomoci (12). Podminka zdménnosti je splnéna automaticky, nebot
stejné vektory spolu vzdy komutuji napf. eVt X1 . ¢¥2¥3X1 — o(v1+v293)X1

Poznamka 3 Pripomeneme, Ze y; a y; (resp. x; a ;) jsou jen redlnd cisla a

tudiz s nimi budeme jako s cisly pracovat. Tzn. budeme je vytykat, scitat, nebo

jimi roznasobovat. V nékterych pripadech, pokud ndm pujde pouze o vysledek
komutdtoru vektoru, je ani nebudeme psdt. KazZdy si je sdim snadno doplni.

Postupujme podle navodu. Vyjadfime si nejprve exponenciely s vice gene-
ratory. Pouzijeme pfitom formuli (12). Tato formule je aplikovatelna pro dva
generatory, které spliiuji podminku zdménnosti (11) (tuto podminku nesmime
zapomenout ovéfit). My si na tomto pfikladu ukézeme zobecnéni (12) na libo-
volny pocet generdtorti, pomoci obycejného uzavorkovani.

(B X2— 1 X3+ X2)+(X3) _ H[%XQ C1x, + X, X8 = OH _
— (B X2 1X3)+(X2) X3 _ H[%XQ 7 %X3,5(V2] _ OH _
(24)
= EX- (XN = (1 1] = 0| =
= e%X%_%X%;{\Eez%

12



(3 X2+ Xa 4+ XE)H(XP) =3 + 15+ X2, X5] = 0| =
= e HN DD < L, 41X, X2 =0 =

= (X)) (B Xs) X2 XP H[_%X% 1x,) = OH _

= e_%XQe"‘%%e;(\geggg

U rovnic (24) a (25) nam vektory, nebo lépe feéeno, nase uzavorkovani ko-
mutuje a proto jisté splnuje podminku zaménnosti.

e(3Xa=X3) H[X%}(Vs] _ _)FH — o3 X =X = 1 (3[X2,— X)) _
(26)
= g2 X2 X33 X}
(3 Xat X _ 1762, X3 = 31| = 3 X2 X0 =3 (31X, X)) —
(27)
= e2X2X% 1 X!

Toto je kompletni rozepsani nasich exponenciel s vice generatory. Podminka
zdménnosti je splnéna i u (26) a (27), nebot X! komutuje s kazdym z bazickych
vektord.

Nyni se jiz miizeme pustit do komutovani jednotlivych jednoparametrickych
podgrup. Jak je vidét, bude nas vypocet ponékud slozitéjsi, ale jen z duvodu
velkého poctu ¢lent. Dosadime (24), (25), (26) a (27) do (23) a dostaneme:

| = e~ Yy1X1 e%yzxze—%szzeszzeyzxse—%yaxze%yB)fgeySXz

3 o~ x1 1= -3 L1~ .~ v1 1= -3 1= = vl
ey?’Xse_ylxleiy2x2e_92x3e_1y2y2xle§y3X2ey3x3eZy3y3X1 (28)

Zacneme tedy komutovat. Nejprve se pokusime prokomutovat na prvni misto
eX1, potom eX? a nakonec e*3, budeme se snazit o to, abychom pievedli nasi
rovnici na tvar (22). Béhem naSeho vypoctu budeme pouzivat specidlni tvar
B-H-C formule (13) a ovéfovat podminku zdménnosti. Rovnéz vidime, z ko-

mutacnich vztaht vektort {X;, X2, X3} a {)?1, X2, )A(g} (17) nélezicich algebie
grupy (3|1), Ze algebra G, tvofend vektory X? je typu ”Bianchi 17, tudiz je abe-
lovska (16). Exponenciely s generatory { X!, X2, X3} mezi podle (13) komutuji.

13



Proto ndm staé¢i prokomutovat na spravn0 misto podle (13) pouze ty ¢leny, které
obsahuji generatory { X1, Xo, X3}.
Nyni si uvedeme potfebné komutacni vztahy.

H[ngXg,)’(v?Jrf{?’] = X1 X14X1—X! :OH
H[Xz,)?%]:_)?lH (29)

o 59

Téchto vztaht vyuzijeme pfi tpravé nasi rovnice. Uvedeme sekvenci rovnic,
ve kterych budeme podtrhéavat ¢leny, ktarymi se dana rovnice lisi od pfedchozi.

, o . 2 3 Xz 3 , ..
Jako prvni krok slou¢ime exponenciely V2" e¥2X” a e¥3X*e¥sX” (musime pouzit
formuli (12)).

| = e—y1X1e%szze—%y2X3eyz(X2+X3)e%y3(X3—X2)ey3X2eZJSXS

eI XT 30 X 12 X3~ hinth X1 43 X2 (s X° L agis X1 (30)
Tyto sloucené exponenciely vzajemné prokomutujeme. Podivejte se jak ko-

e s ) . ) . . . 1y g
mutuji jejich generatory (viz. (29)). Zaroveii prokomutujeme i e2%3X2 pies ex-
ponenciely obsahujici vektory X! a X3. Vektor X, s X! komutuje, proto eX2
X1

. . 1. 5, X3 . .
komutuje s eX ", ale pro komutaci e2¥3X2 s e=¥2X” musime pouzit (13).

l = e—y1X1e%szze—%szse%ya(Xs—Xz)eyz(X2+X3)eysX2ey3X3e—y'1X1

1= 1. X3 Ll X1 Ll 1 X3 L X1
e2V2X2 033 X2 o =12 X7 o= 523 X!~ 202 X Y3 X5 L3 UsYs X (31)

Nyni nas bude zajimat pouze druhy podtrzeny c¢len. Z e2¥3 X2 g g2v2X2 vy-
tvofime jednu exponencielu stejné jako v (30). Stejné tak slozime v jeden ¢len

% 3 2
leny e¥3X® a e¥s X,

| = e_ylxle%sz2e—%sz3e%313(X3—XQ)eyz(X2+X3)ey3(X2+X3)

L X1 L (4 i X3 1, T 1 X1 4a X8 Logia X1
e~ X! o3 (at9s) Xo o~ X2 =342 X1 o — 31202 X (43 X? 10303 X (32)

Spoctéme si potiebné komutatory.

|7 + X3, x5) = X1+ X1 = 27|

14



A jésté jednou slozime dvé sousedni exponencilely obsahujici vektor ()A(:2 +

)A(%) Zéroveii prokomutujeme pies exponencielu s e ¥1X" druhy podrtzeny ¢len
z rovnice (32).

| = e—le1e%szze—%sz:se%ys(x3—X2)e(yz+y3)(X2+XS)

L (afs dai L XL X3 Ll Y1 Ll 1 %3 Lo w1
ez (2y3)Xo =1 X1~ X? — 34203 X — 31202 X1 (Y3 X?  10a0s X (33)

A jako posledni véc prokomutujeme mezi sebou oba podtrzené ¢leny v rovnici
(33).

1= e—ylxle%yzxze—%yzxse%y:s(Xs—Xz)e%(y~2+y~3)X2e(y2+y3)(X2+X3)

W2 H13) (V2 tus) X! o —n X1 =1 X3 — 312 Xt j— 11212 X! s X?  Jysys X! (34)

. . e . 1 _
Protoze generatory Xs a X3 spolu komutuji, mizeme exponencielu ez ¥s(Xs=Xz2)

roztrhnout podle formule (12), stejné tak i ev2Hys)(X2+X%) Dogtaneme:

| = efylxle%szzef%mee%szseféyst6%(y"2+z]s)X2€(y2+y3)X2e(y2+y3)X3

(W2 tys) (y2tys) X! o~ 1 X! —12 X3 — 1Ry X! — 122 X! i3 X3 1 ysys X! (35)

Vsechny X* mezi sebou komutuji, takze jejich exponenciely miZzeme bez
obav uspofadat do tvaru (22) a sloudit exponenciely se stejnym generatorem
v exponentu. Stejné tak i Xy a X3 spolu komutuji a proto stejnym zptisobem
usporadame a slou¢ime. Tim dostavame vysledny tvar a piimo i transfomacéni
vztahy.

| = e 1 %1 6%(yz*y3+7f2+y'3)X26%(y37y2)X3

e(*?fl*%y"2?i3+(?,72+y"3)(y2+y3)*iy~2y~2+iy"39"3)xl e(V2+y3) X2 (ya+ys—va+u3) X> (36)

5.1.3 Vysledky

Tento vysledek odpovida transformacim soufadnic mezi doubly (3|1) a (3]2)

1 = —WN

T2 = 2(y2—ys+ v +Ys)

r3 = §(y3 —Y2)

= - - Lays + (Y2 + U3) (Y2 + y3) — Lot + Lisys (37)
2 = y2+ys

3 = yotys—1t+ys

15



Toto jsou nase hledané transformace pro piechod od doublu (3|1) k (3]2)
pri zméné baze. Doufame, ze jsme alespon ¢astecné objasnili postup jak tyto

vysledky ziskat. Nyni uvedeme dalsi tfi anologické priklady, podle (14).

5.2 Transformace Drinfeldova doublu (4|1) — (4]2i)

5.2.1 Zakladni vztahy

Budeme postupovat jako v predchozim pfipadé. Jako prvni si odvodime komu-
tacni relace pro double (4[1). Tyto relace pro bazické ¢leny doublu (4]1) muzeme
nalézt v [1]. Zaroven musi spliiovat (1) a (2). Z téchto vztahti mizeme spocitat

koeficienty f¢, a fab, dosadit do vztahu (3) a odvodit komutaéni relace mezi

bazickymi vektory navzajem.
Zde jsou komutaéni relace pro doubl (4|1):

(X1, Xo] = X5 — Xo [X3,X5] =0 (X3, X1] = X3
[(X1,X2] =0 (X2, X3] =0 [X3,X1] =0

(X1, X1 =0 (X1, X2 =X2  [X, X

(X5, X1 =0 (X5, X2 = — X1 [X,, X3] = X1
(X3, X1 =0 (X3, X2 =0 (X3, X3 = — X1

Transformacni matice mezi bazemi doublu (4|1) a doublu (4]2¢) m4 tvar [1]:

10 0
01 0

, 00 1

@) — @2y C=| o o o
09—%

03 0

Déle z definice matice (39) ziskdme:

T =X, T!=X!
Ty=X; T?=-3X3+X?
Ty=X; T%=1X,+ X3
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5.2.2 Transformace (4|1) — (4|27)

Budeme postupovat stejné jako v predchozich prikladech. Napiseme si obecny
prvek [ grupy (4|2¢) ve tvaru (8):
l=gg= g1g2gsg~19~zg~3 — et eyQTgeysTsey"ﬂ?leyEfZeﬁsfg’ (42)

Abychom ziskali nase hledané transformace, budeme muset rovnici (42) pie-
vést na tvar.

I = g3 = 91929391 g2g° = "1 X172 X278 X g1 X (02 X2 75 X (43)

Za vektory T; a Ti dosadime jejich vyjadfeni v bazi X; a X7 podle (41).
Dostaneme:

| = elel eyzxzeysx?,el]lxl6?]2(*%X3+X2)6y~3(%X2+X3) (44)

Jednotlivé exponenciely s vice generatory si rozepiSeme podle (12).

ey_2(*%X3+X2) — H[X3,5(\/2] — OH _ 67%y'2x3ey‘2)(267% ,%y"2y~2[x3’X2]) _
(45)
— 6*%y~2X36?]2X2
eV (3Xa+X7) _ H[X2,5<“3] = )’FlH = 3V Xa s X3 o~ (3 X2, X)) =
(46)
— o~ 32 X3 Y2 X2 o~ 33y X}
osadime do ostaneme:
A dosad do (44), dost
l = eylx1eszzeysXsezlele—%yEXseg2X2e%y~3Xzey~3X36—iy~3y~3X1 (47)

Nejprve si uvedeme potiebné komutacni vztahy.

|2, X2 = X7
Dale opét budeme psat sekvenci rovnic, ve kterych budeme podtrhavat cleny,
kterymi se rovnice budou lisit od predchazejicich.

. 1~ = %1 .~ s 1.~ -3 1w~ w1
| = ey1X1eszzeszse—gszsey1X1ey2X2e§y3Xzey3X3e—zy3y3X1 (48)
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Podtrzené ¢leny v (48) jsme mezi sebou prokomutovali, jelikoz X5 a X1 spolu

komutuji (viz komutaéni vztahy (38)), tak i e~ 2%2%5 a ¢91X" spolu komutuji (viz

(13)).

_14 X1 Lo X2 Lo X1 a X3 — Loaga X1
| = eY1X1Y2X2 Y3 X3 o — 52 X3 1 X" o5 X2 Y2 X7 o 5YaY2 X" U3 X? o — 03y X (49)

V rovnici (49) jsme prokomutovali podtrzené ¢leny. Déle uz nam vSe komu-

tuje, vSechny vektory X? mezi sebou podle komutacnich vztahi (38). Z vektord
X; budeme jiz potfebovat jen komutacni vztahy mezi vektory X, a X3, ale
podle (38) tyto vektory komutuji. Nyni uz miizeme vSechny exponenciely z rov-
nice (49) prokomutovat (prohodit, jelikoz komutuji) a sloucit ty, které maji
spolecné generatory v exponentu.

Po prokomutovani vsech téchto ¢lent dostaneme nésledujici rovnici:

1.~ ; 1~ =1 Lo Lo o= YL oo X2 a7 X3
| = eleley2X2e§y3X2eysxa€—§y2X3ey1X1€§y3y2X1e—zy3y3xley2Xzey3Xs (50)
Po slouceni jednotlivych exponenciel:
= €y1X1e(yz+%y'3)Xze(y3—%yﬁ)Xse(y’l-i-%zizzis—%Zis?fa)XleﬁzXQey’:sX?' (51)

5.2.3 Vysledky

Coz odpovida transformaci soufadnic mezi doubly (4|1) a (4]24):

1 = U

T2 = Yo+ 33

r3 = Ys— §y~2

~ - .. L. 52
ilil = Y1+ %y2y3 - %y?,y?; (52)
2 = 1

¥ =

5.3 Transformace Drinfeldova doublu (4|1) — (4/2i7)
5.3.1 Zakladni vztahy

Komutaéni relace bazickych vektori doublu (4[1) jsme jiz uvedli (38).
Transforma¢ni matice mezi bézemi algebry doublu (4]|1) a doublu (4|2i7) mé
tvar [1]:

1 0 0000
01 0000
g 00 1000

(41) — (4]2i7) C:= O 0 010 0 (53)
0 0 2 010
0 -2 0001
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Déle z definice matice (53) ziskdme:

(7)=c(%) o0

T =X, T!=X!
Ty=X, T2=1x,+ X2 (55)
Ty=Xs T3=-1X,+X3

5.3.2 Transformace (4|1) — (4|2i7)

Budeme postupovat uplné totozné jako v predchozim pripadé, tento priklad je
totiz uplné identicky, az na néjaké to znaménko. Napiseme si obecny prvek [
grupy (4]2i7) ve tvaru (42):

l=gg= 919293.;1!;2!;3 = V1T gy2T2 JysTs i T (G212 JysT? (56)

Abychom ziskali nase hledané transformace, budeme muset rovnici (42) pie-
vést na tvar.

I = g3 = 1929391 ¢2g° = "1 X172 X278 X g1 X1 (72 X2 (75 X (57)

Za vektory T; a T7 dosadime jejich vyjadieni v bazi X; a X7 podle (55).
Dostaneme stejny vyraz jako v (44), aZ na nékteré znaménka. Stejné se bude
postupovat dale. Komutacni relace jsou stejné. Tento ptiklad je totozny s trans-
formaci soufadnic mezi doubly (4]1) a (4]|2¢) a proto uvedeme jen vysledny tvar
rovnice (56)

= elele(y2f%y"3)Xze(y3+%y”z)X3e(z]r%z]z?]ﬁ%y"zyjs)Xley"zXzey"sX“ (58)

5.3.3 Vysledky

Coz odpovid4 transformaci soufadnic mezi doubly (4[1) a (4]24):

T = U

Ty = Yo— 303

T3 = Y3+ 392

~ ~ S I 59
3{1 = Y1 - %yzya + %ySyg) (59)
2 =

3 = g3

Poznamka 4 Vsimli jste si, Ze tato transformace je rovna inverzni transfor-
mact k (52)¢
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5.4 Transformace Drinfeldova doublu (5|1) — (5/2:)
5.4.1 Zakladni vztahy

Vypocteme transformaci soufadnic mezi doubly (5[1) a (5/2¢). Vezmeme si alge-
bru (5[1), uréenou bazickymi vektory {X;, Xo, X3} a {X1 X2 X3} Napiseme
si komutacni relace.

(X1, %] = X [Xp,X] = 0 [X3Xi] = -X3
[Xl,XQ} = 0 [XQ,X?’] = 0 [X?’,Xl] = 0

X, XY = 0 [X,X? = X2 [X;,X%] = X° (60)
X2, X1 = 0 [X2,X?] = X! [X3,X3] = 0

X3, X1 = 0 [X3,X? = 0  [X3X3] = —X!

Tyto komutaéni relace (60), jsou plné uréeny typem tohoto doublu (5|1), kde
prvni fada komutaénich relaci vektori { X1, Xa, X3} je typu ,Bianchi 5% a druha
fada {X 1 X2 , X 3} je typu ,,Bianchi 1“ tj. je abelovska. Ostatni komutacéni relace
se vypoc¢tou pomoci (3). Transformaéni matice, ktera pfevadi algebru (5/1) na
(5]2¢) méa tvar:

-1 00 0 0 0
000 0 1 0
, 000 0 0 1
G — 6GI2) C=| 0 0 0 _1 0 o (61)
0 10 0 0 —3
0 01 0 3 0

Vynasobenim bazickych vektort algebry (5|1) matici C vyjadiime bazické

vektory z (5/2i):
(5)-c(3)

lejz:;h ﬁ:_ﬁ
Th=X, T2=2X,-1X3 (63)

Ty=—X; T3=X3+iX?

5.4.2 Transformace (5|1) — (5|27)

Obecny ¢len grupy (5]2¢) si napiSeme ve tvaru:

l=gg= 9192939 g g3 = e1Th €y2T2€y3T3€y1T esz26y3T3 (64)
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Za bazické vektory {T1,T>,T5} a {IA{ , fé, fg} dosadime vyse uvedené vyja-
dfeni v bazi {X1, X2, X3} a { X!, X2 X3} a dostaneme:

| = e—y1X1ey2fx\iey3§§e—§1;ey’;o{2—%}\é)el’/\;(Xs-F%;(\i) (65)
Abychom prevedli toto vyjadieni na tvar:

Z — 919293.;1.;2‘53 — erle e$2X2ez;;Xge:E’l;{\Ie:E’Q;(\Eeifggg (66)
musime pouzit specidln{ tvar B-H-C formule (12) a rozepsat exponenciely

7o Xo— L X3 o . o 1x12 , i 1x2
e(2X2=3X%) na soucin dvou exponeciel. To samé udélame pro vyraz e(¥sXs+3X2)

Déle prokomutujeme exponenciely s vektory {Xi, X3, X5} a {X1, X2, X3} do
vysledného tvaru (66), pouzitim druhého speciélniho tvaru B-H-C formule (13).
Pouziti tohoto vztahu je omezeno podminkou zAménnosti (11)
(X, [X,Y]] =[Y,[X,Y]] =0). Tato podminka ale neni vzdy splnéna a proto
nelze vzdy Fici, Ze lze pomoci specialniho tvaru B-H-C formule, nalézt transfor-
macni vztahy mezi jednotlivymi grupami (tj.prokomutovat jednoparametrické
grupy). Pokud by byla nase algebra nilpotentni v prvnim fadu, pak by to sa-
mozrejmeé bylo mozné vzdy, ale v nasem pripadé nam bude stacit, pokud budou
podminku zdménnosti splitovat jen nékteré dvojice (komutujeme vzdy mezi se-
bou jen dvé exponenciely) a to pravé ty, které potiebujeme k prokomutovani
jednotlivych podgrup do konecného tvaru.

V nasem piipadé eX se nachazi na prvnim misté, jak ve vychozim tvaru,tak
v kone¢ném, zadnou jinou exponencielu s generatorem X; jinde nemame. Na-
opak e}f se nam vyskytuje jako ¢tvrté od konce, takze musime prokomutovat
pies eX', eX?, X, Stejny postup provedeme pro vyraz eX3. U tohoto piikladu
zamérné neuvadime postup, jakym jsme dospéli k viypoctu transformaci sourad-
nic. Postup je zcela stejny, jako u predchazejicich t¥i prikladd. Proto si myslime,
Ze tento priklad je vhodny pravé jako cviceni.

5.4.3 Vysledky

Kdyz provedeme vSechny potiebné komutace a dovedeme nase vychozi vyjadieni
do koneéného tvaru (66). Zjistime, Ze posledni krok je zdména (transformace)
souradnic. Vysledek transformacnich vztaha tohoto prikladu je:

1 = —W

T2 = U2

T3 = Y3

- - - - . - 67
T1 = —Y1 +Y2y2 — %yQZJs + Yays (67)
Ty = Yo+ 3Us

T3 = Y3 — 3%

Coz jsou naSe hledané transformac¢ni vztahy soufadnic mezi doublem (5|1)
a (5]2i).
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5.5 Transformace Drinfeldova doublu (4|1) — (6/2)

5.5.1 Zakladni vztahy

Jako posledni piiklad si vypo¢teme transformacni vztahy mezi doubly (4|1) a
(60]2). Napiseme si komutacéni relace pro double (4]1). Komutaéni relace pro
bazické vektory {X7, Xo, X3} a {X1, X2 X3} jsou definovany v [1]:

Zde jsou nase komutacni relace:

[&’{(j] - X3 - X2 [&’XE] - [*{%7&} - X3

[(X1,X2] =0 [(X2,X3] =0 [X3,X1] =0

(X1, X1 =0 (X1, X2] = X2 [X;,X3] = —X2+ X3 (68)
(X5, X1 =0 (X5, X2 = — X1 [X,, X3] = X1

(X3, X1 =0 (X3, X2 =0 (X3, X3] = —X1

Vztahy mezi bazickymi vektory {X;, Xo, X3}, {)A(E, )A('E,)A(E’} z doublu (4/1)
a vektory {T1,T, T3}, {T',T%,T3} z doublu (6¢|2) jsou uréeny transformacni
matici [1]:

0 0 % 0 1 0
0 0 10 -10
1 0 0 0 0 O
0 -2 00 0 1
0 0 01 0 O
Déle z definice matice (69) ziskdme:
T X
(7)-c(%) i
Ty = 3Xs+ X2, Tl=1X,+ X3
Ty=1X; - X2 T2=—1X,+X3 (71)
Ty = X, T3 = X1

5.5.2 Transformace (4|1) — (6¢]2) ve standartni parametrizaci

Poznamka 5 Uspordddani jednoparametrickych podgrup v ndsledujicim tvaru:
7 1 55 T2 7-T3 ;. -, R -

eV Tiey2T2oysTs i T7 2T oUsT® peng jediné moiné, je to sice podle konvence to

jedin€ co nds zajimd, ale pozdéji uvidime, Ze abychom v tomto prikladu dokdzali

spocitat danou transformaci soutadnic, bude nutné si zavést jiné uspordddni.

Proto toto usporddani, které je v souladu s konvenci nazveme standartni pa-
rametrizact.
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Déle budeme postupovat podle (4) a véty o rozlozitelnosti resitelné grupy na
jednoparametrické podgrupy. NapiSeme si obecny prvek [ grupy (6¢]2) ve tvaru
(64):

l=gg= 919293,;193!;3 = V1T gy2T2 JysTs g T (G212 JysT? (72)

Za vektory T; a Ti dosadime jejich vyjadfeni v bazi X; a Xi podle (71).
Dostaneme:

1= eyl(%X3+X2)€y2(%Xs—Xz)eyleelil(%X2+X3)elf2(—%X2+X3)ey"3X1 (73)

Nyni se pozorné zadivejme na nas obecny ¢len [ grupy (69]2) vyjadieny
pomoci bazickych vektord algebry pfislusici grupé (4/1). Abychom doséhli hle-
danych vztaht, musime nas grupovy ¢len, prevést do tvaru

| = 11 gmaXa o Xo 21 X1 (2 X2 25 X3 (74)
a to za pomoci B-H-C formule (9), my se vSak omezime pouze na pouziti jejiho
specialniho tvaru (12) a (13).

Znova se pozorné zadivejme na (73) a také na komutatory vektort (38).
Nyni postupujme podle navodu v kapitole 5.1.2, za prvé, zkusime u exponenciel
v jejichz exponentu se vyskytuji dva vektory ovérit podminku jejich zdménnosti.
Snadno ovéfime, Ze je opravdu splnéna. Za druhé se podivejme nejprve tfeba na
exponencielu eX! a zamysleme se nad tim pres které cleny ji budeme muset pro-

komutovat. Thned vidime, Ze to jsou e¥:(2Xs+X?) g ¢v2(3X:=X?) " Oveime nyn,
jestli je splnéna podminka zdménnosti u dvojic vektora (X7, X2) a (X1, X3). Ze
vztahti (38) plyne:

(X1, (X1, X2 = X2 #0 (75)

coz je spor s podminkou zdménnosti (11) a tudiz nelze pouzit specidlni tvar B-
H-C formule (13) a prokomutovat exponenciely do zadaného tvaru (74). Nalezli
jsme prekazku, pres kterou nejsme schopni jit dal. Zkusme tedy najit néjakou
okliku.

5.5.3 Transformace (4|1) — (6¢]2) v nestandartni parametrizaci
Poznamka 6 Nestandartni parametrizaci budeme v tomto prikladu rozu-

. . . S T3 T2 T
mét parametrizaci e¥3Tse¥2T2 1T oy T? V2T otn T

Vratme se tedy o nékolik kroki zpét az k rovnici (72). Zkusime si ji ted napsat
trochu jinak, ale nesmime porusit podminky za kterych jsme ji vytvofili, a to
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podminky (4) a (5). Zkusime si tedy rozepsat obecny ¢len ! grupy (60|2) v
nestandartni parametrizaci, zachovavajici obé€ podminky.

l=gg= 939291;31;291 — eysTsGyQTzey1T167J37f:36y'27’:2e?fﬂf:1 (76)

Zkusime pokracovat s timto vyjadfenim. S tim, Ze se pokusime dojit do
stejného tvaru rovnice (74), jako pii pfedchozi nepiili§ Stastné volbé. Dosadime
transformaé¢ni vztahy vektort (71) a dostaneme:

[ = e¥3Xa eyz(%Xg—X2)ey1(%X3+X2)ey~3X1ey}(—%Xz+X3)ey~1(%Xz+X3) (77)

Podminku zadménnosti vektori vyskytujicich se ve stejném exponentu ové-
fime snadno pomoci formule (11) a komutaénich vztaht (68). Pouzijeme tedy
vzorce (12) a rozepiSeme si nasledujici ¢leny:

ev2(5X3—X2) _ H[XS’),FZ] — ()H — e3Y2X3—Y2X2 o~ 3[3Y2X3,~y2X?] _
(78)
— e3Y2X3o—y2 X% o= 3 (5 (y2)(—¥2)[X5.X2]) _ o3v2X3o—y2X?
1 X2 o 1 X2
ey1(2X3+X ) — H[X37X2] — OH — ezlegele (79)
ey2(7éx2+X?’) — H[X27X3] — XlH — 67%y2X2€y2X3e%[y2X2,y2X3] _
(80)
— e3P X2 0P X3 H (D) (D)X, XP)) — o392 X2 0y X3 Py X
ey~1(%X2+X3) = H[X%)?/S] — 35“ _ e%y~1X2ey~1xae_%[%y”1X2)y~1X3] _
(81)
_ 6%y1X26ylx36_%y1y1X1
dosadime do nasi rovnice (77) a dostaneme:
| = ey3X1e%y2X3e—y2X2e%y1X3ey1X262f3X16—%y~2X2
ey2x3e%y2y2xle%ylxzeylxl;e_%ylylx (82)

Nyni si koneéné mizeme odpocinout od premysleni, protoze nam zac¢ina ” $pi-
nava” prace. Budeme pouzivat pouze specidlni B-H-C formuli (13) a vyuZivat

komutacnich relaci algebry (4]1). Za¢neme tedy komutovat. Budeme postupovat
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jako v pfedchozich prikladech, takze postupujme podle navodu v kapitole 5.1.2.
Posledni véc, co udélame bude uspoiadani e teX? eX? ale protoze algebra G
je abelovské (16) lze zaménit pofadi jejich exponenciel zcela libovolné.

Zacneme tedy komutovat, eX! se jiz nachazi na prvnim misté v nasi rovnici
a tudiz se miZzeme pokusit prokomutovat e*X?. Protoze X, komutuje s X1, mi-

7eme exponenciely eX? a eX" prohodit podle (13).

Nyni napiSeme sekvenci rovnic. Budeme podtrhavat ¢leny kterymi se dana
rovnice lisi od ptredchozi.

| = eylee%szae—y2Xze%mXaeleze—%?PXzey'le

2x3 1,01 1.,2,2%1 J1x3 _1l.1,1x1
eV X? o3y X2 pqy?y? X1 oyt XP o —gylyl X (83)

Podtrzené ¢leny jsme prokomutovali. Podivejte se na komutaéni vztahy (38).

Cokoliv s X! komutuje. Nyni si uvedeme potfebné komutacéni vztahy pro X,
kazda s téchto dvojic splituje podminku zdménnosti (11).

H[X3,X2] - —X1H (84)
| = ey3X1e%y2X3e—y2X26%y1X3e—%1/~2X2ey1X26—%y~2y1X1e?fle
1.1 2y 1,102yl 12,21 Jiys _1,1,1x1
e3¥ X2 o¥? X7 o —gyty? X1 gyt XD oyt XP gty X (85)

Zde muzeme vidét, Ze podtrzené ¢leny nejsou nic jiného nez aplikace (13) na

X2 _ 1,2 2%3 1,1 “ s <12
e X?e=3¥* X2 g ng ¥ X’e2¥' X2 Budeme pokracovat v komutovani, uvidime
7e pro e*X? nam postaci dva komutac¢ni vztahy (84).

I = engle%szge—ngQG—%yZXge%leg6y1X26%y1X26—%y2y1X1ey~3X1

2%3 _ 101,021 1,22 %1 1x3 _1,1,01
eV XP omayly? Xt o qyPy Xyt X o —qytyt X (86)

Protoze vektor X, komutuje s X'as X3, muzeme prohodit poradi jejich
exponenciel. Dale se pokusime prokomutovat eX? pfes dalsi &leny.

| = e¥sX1,392Xs,— 592 X2 —12 X2 39202 X! 301 X5 5y Xo 11 X2 5ylyn X!

_120 X1 g x1 J2xs _ 10121 122yl Jixs Ll ix1
e YY1 X! QU X oyt X L — oyl Yyt XY gty X Yt X gty X (87)
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Opét v rovnici (87) jsme uzili stejny postup jako v (85) a nejednd se o nic

e g v . . 2 _ 1,2
jiného nez o aplikaci (13) na e¥1 X e~ 2¥" X2,

I = e¥sX1,—3U2Xa 302 Xs ,—y2 X2 3y X 530702 X! 311 X 11 X2 o 3ytyn X!

102, X1 I X1 2x3 L0121 102021 J1xs 1010151
e 2¥ Y1 X! pys X Y2 XP o —gyly2 X qyPy Xyt X - qylyt X (88)
V rovnici (88) jsme pouze prohodili poradi nékterych komutujicich ¢lent.

X2

Nakonec prokomutujeme e*? pies eX~ a ptes eX* (X, s X3 komutuje).

| = e¥3X1 e—%szfze%szse%leze—yzx2€—%ylszle%yzszle%meelez

Ly X1 L2y, X1 oix1 J2xs 12 x1 102251 1xs 1,011 51
ez ¥ X o=yt X oys X T oy X0P o — gyt X o g y?y2 X oyt XP p—gytyt X (89)

Zde jsme prokomutovali e¥*X* s e— 32Xz, Vektory X5 a X3 komutuji, proto
podle (13) muZzeme jejich exponenciely prohodit. A nyni slou¢ime vSechny ex-

ponenty s X, v jeden.
1 57 1 2 1.7, w1 1,2, w1 1 Y2
] = eyle65(—y2+y1)Xzegszse—szze—gylszle§y2y2Xle§y1Xaey1X2

Ut X -3ty X oy X y2 X3 —yly2 X!

1,2, %1 ,1%3 1.1, w1
e ezy2y2Xleylx36_Zyl 1X1(90)

Tim jsme skoncili s komutovanim exponenciel obsahujicich vektor X5 a jak
jsme si fekli, jako druhy ¢len budeme prokomutovéavat eX3. Kdyz se podivame
na (90) vidime, ze ndm zbyva prokomutovat e** pouze pres eX ' (ale X3 s X1
komutuje, takZe jenom zaménime jejich pofadi), a pfes X2 (s tim ovSem také
komutuje). Rovnou slou¢ime exponenciely s vektorem X3 do jedné.

[ = Y3 X1 o3 (92 +y) Xo 3 (y2+y1) X3 =92 X2 o= dylya X! L 3y2ya X1 jys X2

1, X1 _ 1020 X1 2%1 2xs _ 172yl 12251 J1xs 1010151
e2V Xt o gyt X pys X Y2 X0 o —gyly? XY gyPyt X oyt X —gytyt X (91)

Nasi snahou je pfevést rovnici (91) na tvar (74). Abychom dosahli tohoto
cile, staéi upravit pouze podgrupu g, ktera se skldd4 z vektorat X1, X2, X3, tyto
vektory z doublu (4/1) jsou vSak v Drinfeldové klasifikaci typu ”Bianchi 17 (tj.
abelovské) (16), proto vSechny mezi sebou komutuji. A tak jejich exponenciely
miizeme bez obtizi zaménit, zaroven je také slouc¢ime. Nas hledany tvar je:

| = e¥3X1pk(—024y") X2 o 3 (y2+u1) Xs
(92)

eWs— 3y Y2+ 392y + 5y y1— 3y2y1 — 3yl yPH 5Pyl — pyly ) X (v —y2) X2 o (vl +y2) X3
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Srovnanim s (74) dostaneme transformadéni vztahy:

L1 LR ~

Ty = %(y1 —v?)

r3 = 7 +§J2) _ _ _ L o -~ (93
D= g Byl 3w + Btu — 2t — b + drg — gyt )
2 = Y-y

= yl4y2

Tyto nalezené transformacni vztahy mezi grupami (4|1) a (6¢]|2) v nestan-
dartni parametrizaci nejsou transformac¢nimi vztahy, které jsme na zacatku hle-
dali, protoze dany prvek [ grupy (6¢|2) ve standartni parametrizaci mé jiné
souradnice, nez ten samy prvek v jiné parametrizaci.

Otéazkou je, co kdybychom nalezli transformac¢ni vztahy mezi témito pa-
rametrizacemi? Potom spravnym sloZenim této transformace a transformace
(4]1) — (60]2) v nestandartni parametrizaci bychom dostali na§ hledany vysle-
dek. Jestli dokdzeme takovou transformaci napocitat, uvidime. Jak uz jsme si
tekli, ne vzdy lze pomoci B-H-C formule ziskat hledané transformacni vztahy.

5.5.4 Transformace (69|2) v nestandartni parametrizaci — (6¢|2) ve
standartni parametrizaci

Prvné si musime uvédomit, co vlastné chceme spocitat. Pfi nasem pocitani
vzdy vyjdeme z vyjadfeni grupy v jedné bazi a chceme se dostat k vyjadieni v
druhé bazi. Kdybychom nadhodou pocitali opa¢nym smérem, tj. ze bychom vysli
z druhého a 8li k prvniho, potom bychom dostali inverzni transformaci.

Jelikoz v (93) jsme vyjadrili soufadnice = nalezici doublu (4|1) pomoci sou-
fadnic y z (69]2) v nestandartni parametrizaci. Musime nyni{ explicitné vyjad¥it
y 7 (60]2) v nestandartni parametrizaci pomoci z z (6¢|2) ve standartni parame-
trizaci. Coz znamend, ze vyjdeme z obecného prvku [ grupy (6¢/2) vyjaddieného
pomoci standartni parametrizace:

I = 9§ = 9192959 29% = e ™ e Tr T AT (AT 5T (94)
a pokusime se ho pfevést na tvar (76):
l=gg= ggg2g1g§g§g~1 — ey3T3ey2Tgey1T1e§37:?’elf27’:2e?flfl (95)

Transformacni vztahy lze nejsou potieba, protoze se jedné o jedny a ty samé
bazické vektory pouze jinak uspoifadané. Za¢neme tedy s (94) a jediné, co jesté
potiebujeme znat, jsou komutadni relace bazickych vektort algebry grupy (6¢2).
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e 1.1 = T
11,72 = T3 12,73 = 0 T3, 77] 0
[T, T = 0 [1y,72] = -T3 [Ty,73] = 0 (96)
[, T = -T3 1,72 = 0 15, T%] = 0
15,7V = T2+T% [15,T?] = -T 4T [T3,719 0

Vyjdeme z (94) a za¢neme komutovat.

~ ~ ST T2 5T3
1 =g = 9192939 ¢2¢3 = e?1T1 o222 2315 o 1T 2212 23T

V tomto pfipadé budeme potiebovat pouze nasledujici vztahy z (96).

50
7=z
H[ﬁ,ﬁ] - %VSH (97)

Vsechny dvojice vektort z (97) spliiuji podminku zdmeénnosti, takze lze pouzit
specidlni tvar B-H-C formule (13).

T3 =Tl z T2
| = ezzT26z1T1 623T36,Z3T ele ezzT (98)

Podtrzené ¢leny jsme prokomutovali. Podivejte se na komutaéni vztahy (96).

Cokoliv s T3 komutuje. Nyni prokomutujeme e”* s e”3 a e?" s 7.

] = eZzTg 623T3 elel 62123T2 ez~3T3 ez~2T2 ez]Tl ez}z}Ts (99)

Jako posledni prokomutujeme e”#e”2. Viechny nase tipravy se nesou ve stej-
ném duchu jako (83), (85) - (91).

l — eZ3T3 ezzTg 6Z322T1 elel ezl Z3T2 6Z~3T3 ez] Z~2T362~2T2 651T1 (100)

Nyni je naSe rovnice skoro ve tvaru (95), vektory 77,75 spolu komutuji,

tak i T komutuje s kazdym vektorem z baze (6¢|2). Proto jejich exponenciely
miZeme prohodit podle (13). Jako posledni krok slou¢ime jednoparametrické
grupy se stejnym generatorem (vektorem algebry).

| = 78T (22+2123)T3 (2142322) T (F3+4 ~2),1:36Z~2,1:{262~1771 (101)

Srovnanim s (95) dostaneme vysledek transformacnich vztaha.
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Y1 = 21+ 2223

Y2 = 22+ 2123

Yys = z3

y~1 = (102)
y~2 - 2

B o= 23412

5.5.5 Vysledky transformace(4|1) — (6¢|2)

Ziskali jsme transformadni vztahy pro pfechod od grupy (6¢|2) v nestandartni
parametrizaci k (60]2) ve standartni parametrizaci (102) a vztahy pro pfechod
od doublu (4]1) k doublu (6¢|2) v nestandartni parametrizaci (93). Pokud tyto
transformace slozime, dostaneme nasi hledanou transformaci.

r1 = Z3

Ty = 1(251 _ 272)

z3 = g(21+ 222+ 22+ 2123) N

A o= + 2122 — L21(z + 2123) + 32 (zz + z2123) + 321 (21 + 2223)— (103)
) — %z (21 + 2223) — fz 1,2 4 i izlzj1

2 = 21+ 223 — 22 — 2123

3 = 21422

Ziskali jsme tedy nasi transformaci soufadnic mezi doublem (4]1) a (6¢]2)
ve standartni parametrizaci. Zjistili jsme, Ze specialni tvar B-H-C formule neni
vzdy pouzitelny a Ze musime nékdy jit oklikou. Tento ptiklad je ale v této praci
ojedinély. V ostatnich prikladech vedla cesta vypoctu pfimo.
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6 Zavér

V této praci jsme si ukazali, jak pomoci Baker-Hausdorf-Campbell formule,
resp. jejiho specidlniho tvaru, spocitat transformaci souradnic mezi nékterymi
isomorfnimi Drinfeldovy doubly. V poslednim piikladu jsme zjistili, ze pokud
se dostaneme do stavu, kdy nemutzeme pouzit specialni tvar B-H-C formule
(12) (13), muzeme vyzkouset, jestli neexistuje n&jaka oklika. My ov8em miizeme
hovorit o Stésti, ze jsme tuto okliku nasli. V jinych pfipadech, pokud ovSem
néjaka oklika existuje, ji lze jen velice tézko nalézt.

Nyni si pfedstavme, Ze mame spocitat transformaci soufadnic mezi dvémy
doubly a pouziti specialniho tvaru B-H-C formule je vylou¢eno z dtivodu nespl-
neni podminky zdménnosti. Pfedpokladejme dale, Ze se ndm nepodafilo najit
jakoukoliv okliku. V tomto pripadé nam nezbyva nic jiného, néz pouzit primo
B-H-C formuli (9). Pokusit se se¢ist sumu a zkusit vypo¢itat explicitni tvar ko-
mutace exponenciel. Zda tento postup vzdy vede ke spravnému vysledku, nevime
a odkazujeme na vlastni badani a hledani.

V této préci jsme déle zavedli konvenci (8), ve které jsme uréili v jakém tvaru
budeme parametrizovat obecny prvek grupy. Jak jste vidéli, museli jsme se v po-
slednim pfikladu od této konvence odklonit, ale opét jsme se k ni vratili. Chtéli
bychom Véas upozornit na skutecnost, ze jini autoii pouzivaji jiné konvence a tu-
diz jejich vysledky nemusi souhlasit s nasimi nalezenymi transformacemi (napf.
[6]) -

Ukézali jsme, ze obecny prvek [ lze parametrizovat ruznymi zptisoby, podle
véty 1. Rovnéz jsme se dozvédéli, ze pokud v jedné parametrizaci, se k vysledku
neprokomutujeme, v jiné parametrizaci to uz pravda byt nemusi.

V této praci jsme si zavedli tzv. podminku zdménnosti, jedna se o podminku
dvou vektort dané algebry, jejichZ exponenciely budeme komutovat podle (13),
v pribéhu naseho vypoctu a pouze na ni mohou ztroskotat nase plany, pouze
ona nam muze Fici: "Dost, tudy cesta nevede”. Pak nezbyva nic jiného nez nalézt
néjakou okliku, nebo se pustit do secteni sumy v obecném tvaru B-H-C formule

(9)
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7 Souhrn

Tato prace se zabyvala vypoctem transformacnich vztahti mezi nékterymi Sesti-
dimenzionalnimi Drinfeldovymi doubly pomoci Baker-Hausdorf-Campbell for-
mule.

Ve druhé kapitole jsme vysvétlili, co je to Drinfeldiv double, pomoci definice
z [2].

Ve treti kapitole jsme si fekli, za jakych podminek lze rozlozit grupu na sou-
¢in jednoparametrickych podgrup, a ze ndm parametry téchto podgrup oznacuji
souradnice obecného ¢lenu grupy v bazi tvorené generatory grupy.

V dalsi kapitole vénované B-H-C formuli jsme si tuto formuli vyslovili ve
formé véty a uvedli jsme také jeji specidlni pfipad, ktery je pro tuto praci sté-
zejni.

V paté kapitole Vysledky, jsme specifikovali, kterymi Drinfeldovymi doubly
se budeme zabyvat a prezentovali jsme nase nalezené transformacni vztahy. U
prvniho ptikladu jsme podrobnéji rozepsali postup, jakym jsme tento vysledek
ziskali. Déale nasledovali tii podobné piiklady. V poslednim z téchto tfi, jsme
postup vypoctu jiz aplné vynechali a doporucili ho ¢tenéfi jako cviceni. Po-
sledni priklad byl ze vSech priklada ojedinély, protoze pouze u néj jsme nemohli
postupovat pfimo. Rovnéz tento priklad jsme podrobné rozebrali.
klasifikaci Sesti-dimensionalni Drinfeldovych doublech. A obsahuje, mimo jiné,
vycerpavajici informace o komutac¢nich relacich vektort algeber pridlusejicich
vSem typum Sesti-dimensionalnich doubla.
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