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1 Uvod

Cilem prace je matematicky popsat néktera optickd zafizeni a seznamit se
pritom se zaklady kvantové optiky. Nejvice prostoru je vénovano zakladnim
prvkim pasivnich optickych siti: déli¢i svazku a posunovaci faze. Ukazeme
si, jak pomoci téchto elementarnich prvkd experimentalné realizovat libo-
bolny unitarni operator na konecné dimenzi. Fyzicky bude unitarni operator
reprezentovan tzv. 2N portem. Pro technickou praxi je zajimava otazka po-
¢tu elementarnich prvka nutnych ke konstrukei libovolného 2N portu, nebot
s rostoucim poc¢tem prvkl rostou i energetické ztraty a nepresnosti zpii-
sobené nedokonalosti geometrie experimentu. Ukazuje se, ze ve zvlastnich
ptipadech lze pocet potfebnych prvkt redukovat.

Uvodni kapitola shrnuje poznatky o klasickém a kvantovém popisu svétla
v mife dostacujici pro popis optickych prvkt. Vyuzil jsme ji i k zavedeni
a pripomenuti nékterych potfebnych pojmu. Oddil (3.1) se vénuje délici
svazku, ktery je klicovym prvkem v Fadé interferometrti (napt. Michelsonové
sité (napf. sité pro demonstraci ndhodného kvantového chozeni v analogii
optickych interferometri [6]). Je tedy pfirozené a uziteéné hledat pro popis
délice néjaky matematicky model. Seznamime se hned s nékolika moznymi
piistupy. Oddily (4.2) a (4.3) se potom zabyvaji popisem a konstrukci mate-
maticky i fyzikalné zajimavého uplné symetrického 2 Nportu. V kapitole (5)
nakonec popiseme nékteré jednoduché optické prvky pomoci hamiltoniani,
které charakterizuji interakci zii¢astnénych médu elektromagnetického pole.

2 0Od klasického ke kvantovému popisu svétla

Klasicky pohled na svétlo jakozto na elektormagnetické vinéni nabizi Max-
wellova teorie elektromagnetismu. JelikoZ cilem prace neni ji zde opakovat,
odvolam se napiiklad na [2] ¢i [3] a omezim se na shrnuti poznatki, které jsou
potrebné k predstavé o klasickém a nasledné i kvantovém popisu optickych
prvki.

Vychazime z Maxwellovych rovnic, které fesime pomoci vektorového po-
tencialu A a skaldrniho potencidlu ¢. Maxwellovy rovnice neurcuji tyto po-
tencidly jednoznac¢né, coz umoziiuje zavedeni dalSich tzv. kalibra¢nich pod-
minek, které mohou usnadnit feseni. V pfipadé prostfedi bez proudt a na-
bojui je vyhodné pouzit tzv. Coulombovu kalibraci (divff = 0). Skalarni
potencial je potom identicky roven nule a vektorovy potencial musi spliiovat



vlnovou rovnici -
- 10°A
AA = 5 —— 1

kterou obvykle FeSime separaci proménnych. Méjme tedy ansatz

—

A7) = vq@)T(r) (2)

kde ~ je konstanta, ¢ funkce éasu (oznacovana jako amplituda) a ¥ funkce
soufadnic (tzv. médova funkce, kterd urcuje prostorové rozlozeni elektomag-
netického pole). Souéin ¢(¢)¥(7) udava tzv. méd elektromagnetického pole
(dale jen méd).
Dosadime-li (2) do (1), dojdeme po separaci k vysledku
Av;(r) 1 4(t)

v (F) 2 q(t)

Reélny vektor k se nazyva vlnovy. Vlastni ¢isla Laplaceova operatoru jsou
zépornd, proto pred vyrazem |k|? stoji zdporné znaménko. Z rovnosti (3)
plyne

= konst. = —|k|?, j=x,y,2 (3)

AG(7) + |k*3(F) = (4)
i(t) +Q%(t) =0, kde Q = c|k| (5)

Prvni z rovnic se fika Helmholtzova, druha rovnice predstavuje pohybovou
rovnici harmonického oscilatoru se zobecnénou souradnici q.

V ptipadé elektromagnetického pole v dutiné (resonatoru) vedou okra-
jové podminky na diskretizaci moznych hodnot slozek vlnového vektoru a
nasledné i na diskretizaci prislusnych moédovych funkci. Celkovou energii
pole uvnitf resonatoru lze potom vyjadrit jako spocetnou sumu energii har-
monickych oscildtort pfidruzenych jednotlivym mdédum [2]

1. 1
=3 (g + 39t ©
l

Energie kazdého médu je tedy rovna energii harmonického oscildtoru se
zobecnénou souradnici q; .

Pro prechod ke kvantovému popisu elektromagnetického pole se nyni jevi
celkem prirozené kvantovat diléi harmonické oscilatory stejnym zptsobem
jako oscilatory mechanické. Postup nac¢rtnu pro jeden méd s amplitudou ¢
(podrobnéji v [2], [4]).



Nejprve zavedeme bezrozmérné komplexni amplitudy

1 1
(Yt ip), af = e (s — 1), 7
27191( q i), aj Qth( 1q1 — ipy) (7)

a; =

kde p; = ¢; je konjugovana proménnd k zobecnéné souradnici ¢;! .Hamilto-
nian ma v terminech komplexnich amplitud tvar

1 * .
H = §th(al a; + ajay) (8)

Poradi amplitud v hamiltonianu jsme zachovali pro pozdéjsi nahrazeni ope-
ratory, které nemusi (a také nebudou) komutovat.

Nyni za¢neme s vlastnim kvantovanim. Pozorovatelnym ¢; a p; pfifadime
operatory polohy ¢; a hybnosti p; splnujici komutaéni relace

[G1, Prm] = ihéim1 (9)
Komplexni amplitudy nahradime anihila¢nimi a krea¢nimi oparatory

i 1

1
() = Qg +1ip), a = QG — ipy), 10
ajp \/m( 1qi Zpl) al \/m( q Zpl) ( )
pro které vzhledem (9) plati
ay,am) = lal,al 1 =0 a0l 1 = 0l 11
[al?am] [a’laa’m] ) [alva ] Im ( )

Operator energie 1-tého médu bude v souladu s klasickym hamiltonidnem
(8) tvaru

N 1 .
H = Qth(d;fn +aa)), (12)
coz 1ze pomoci komutaé¢nich relaci (11) upravit na
) 1
Hl = th(al a; + 5) (13)

Prispévky zakladnich hladin jednotlivych moédi %th k celkovému hamil-
tonidnu davaji divergentni ¢len Hy = ), %th. Nicméné je mozné renor-
malizovat energii a ¢len Hy ode¢ist [2]. Hamiltonidn médu potom nabude
tvaru

Hy = ha) (14)

!Ponévadz magnetické pole je umérné ¢ a elektrické pole je tmérné p = ¢, chovaji se
tyto dvé pole jako konjugovanné proménné poloha a hybnost mechanického harmonického
oscilatoru.[2]



Ukézali jsme si, jak lze postupovat pfi kvantovém popisu elektromagne-
tického pole v dutiné. Vychazeli jsme z klasické Maxwellovy teorie, kvantova
fyzika do naseho popisu vstoupila az prostfednictvim casové zavislé slozky
(amplitudy) separovaného vektorového potencialu A. Kvantovémechanicka
amplituda ¢ jiz nemtze nabyvat libovolné hodnoty, jeji hodnoty jsou ome-
zeny na body spektra prislusného operatoru v zavislosti na stavu pole. To né-
sledné plati i pro komplexni amplitudy a a a*, se kterymi budeme vyhradné
pracovat (proto budu piivlastek komplexni v dal$im textu vynechévat).

Amplituda médu a plné urc¢uje prvky vyznacné tiidy stavi elektromag-
netického pole, tzv. koherentni (¢éi jinak Glauberovy) stavy. Obvykle je zna-
¢ime Feckymi pismeny (napiiklad |«)). Koherentni stavy jsou stavy s mini-
malni neurcitosti dvojice komplementarnich veli¢in: faze a ¢tverce modulu
amplitudy « ? a tudiz se nejvice ptiblizuji klasickym (nekvantovym) staviim
s ostrou hodnotou hodnotou energie a faze elektrického pole. Pro koherentni
stavy plati vztah, ktery Glauber pouzil jakoZto jejich definici

ala) = ala), (15)

neboli koherentni stavy jsou vlastni stavy anihila¢niho operatoru.

3 Zakladni prvky optickych siti

Zakladnimi optickymi prvky rozumime déli¢ svazku a posunovacé faze. Jaka
je jejich funkce, jaké maji vlastnosti a zejména jak se matematicky popisuji,
bude zodpovézeno v této kapitole.

3.1 Déli¢ svazku

Pr1i popisu délic¢e svazku budeme postupovat podobné jako pfi popisu pole v
dutiné. Nejprve pro néj musime najit néjaky model. V elementarnim pripadé
je déli¢ svazku tvoten tenkou destickou dielektrika , rovina p (viz obrazek (1))
kolma k této desti¢ce déli prostor naseho zdjmu na vstupni a vystupni po-
loprostor. Okrajové podminky Helmholtzovy rovnice (4) pro médové funkce
plynou praveé z tohoto modelu. Vné vlastniho dehce maji médové funkce tvar
rovinné viny exp(izk: 7) s vlnovym vektorem k. Tvar fesenf uvnitt délice
zavisi na vlastnostech pouzitého dielektrika. Pozadavek spojitosti feSeni v
celém prostoru vede na hledané okrajové podminky. Jak jiz bylo uvedeno,
kvantova povaha svétla se skryva v amplitudach, proto se vénujme jim.

2Ctverec modulu amplitudy je tmérny stiedni hodnoté energie pole, faze amplitudy
odpovida fazi elektrického pole jakozto kvantové pozorovatelné [1].



Deéli¢ svazku spojuje médy ve vstupnim a vystupnim poloprostoru. V
nejjednodusim pripadé miZzeme predpokladat, Ze mezi amplitudami vstup-
nich a vystupnich médi existuje linearni zavislost

am =Y Triay (16)
l

Uvazujme situaci zachycenou na obrazku (1). Slovy klasické fyziky mu-

2"

A\

Obréazek 1: Déli¢ svazku

zeme Tici: "Do délice vstupuji dva svételné paprsky, pricemz cast kazdého
z nich se odrazi a ¢ast projde na druhou stranu.” Médy ¢islo 1 a 2 nazy-
vame vstupni, zbylé dva oznacujeme jako vystupni. Amplitudy vstupnich a
vystupnich médi spojuje podle (16) opét linearni transformace

as B M ax
= 17
(a4> <52 72)(@) (7
Energie kazdého z médu je podle (8)
1 * *k *

H; = §hﬂl(al a; + ajay) = MYya;a; (18)
Priddme-li podminku Q; = Q9 = Q, bude i Q3 = Q4 = Q, nebot z klasické
fyziky vime, Ze odraz svétla nebo pruchod svétla dielektrikem neméni jeho

frekvenci, a zakon zachovani energie pro bezztratovy déli¢ nabude tvaru

ajay + ajaz = ajaz + ayaq, (19)



Za pouziti vztahu (17) dostaneme

* * * %k a
asas + ayas = (azay) < 3)
a4
= (8151 + Baf2)atar + (Bim + B3y2)aias
+ (B +2B2)azar + (i1 + V3v2)asas
Ze zakona zachovani energie (19) potom plynou podminky
1B + [Ba)* = Imf + m* =1
Bin+ B3yve =B+ 102 =0

Neni zbyti nez, aby transformace (17) byla unitarni . Muzeme ji tedy zapsat

i i
a4 —r t a2
kde t a 7 jsou komplexni ¢isla spliujici [¢t]2 + |r|? = 1.
Matici transformace (20) lze napsat jako sou¢in dvou unitarnich matic

et ey e 0 t T
(LS (Lr)

Prvni matice popisuje tzv. posunovaé faze (viz oddil (3.2)), druha z matic
(s determinantem rovnym 1) predstavuje déli¢ svazku. Uvedené rozdéleni
je spise véci terminologie. Pro ptisobeni ¢istého délice svazku dostaneme ze

vztahu (20)
(5 )= (5 808, =

Pokud do délice svazku vstupuje jen jeden svazek, napriklad cislo 1,
prejde transformace (22) na tvar

(2)= (%) ®

Cisla |t|? a |r|> udavaji pomér energie proglého (resp. odrazeného) svétla ku
energii svétla dopadajiciho. Klasicky tedy miiZeme na déli¢ svazku nahlizet
jako na polopropustné zrcadlo s koeficienty propustnosti |¢t|? a odrazu |r|?,
jejichz soucet je v bezztratovém piipadé jednicka.

v obecném tvaru



Prechod ke kvantové fyzice uc¢inime nahrazenim amplitud jednotlivych
médu a; odpovidajicimi anihilaénimi operéatory ;[1] podobné, jako jsme to
prirozenym zpusobem provedli pro pole v dutiné.

()0 e

Matice ze vztahu (24) se obvykle nazyva transfer matice. Transfer matice
obecné popisuje ¢asovy vyvoj anihila¢nich operatort pro jednotlivé médy ja-
kozto linearni transformaci. V kapitole (5) si ukdzeme, ze ptisobeni optického
zaXizeni si lze predstavit jako interakci zucastnénych médu. V tomto smyslu,
FeCeno v terminech teorie rozptylu, pfedstavuje matice (24) transfer matici
pro asymptotické anihilacni operatory pred a po interakci.

Dospéli jsme k jistému kvantovému popisu délice svazku. Cisté matema-
ticky je déli¢ svazku se dvéma vstupnimi mdédy popsan unitarni matici 2 x 2
s jednickovym determinantem, tedy prvkem grupy SU(2) . Tato matice in-
dukuje linearni transformaci, jez prevadi anihila¢ni operatory pro vstupni
médy na anihilaéni operatory pro médy vystupni. Transformace operatori
je jen jeden z moznych pristupi, ekvivalentni, ale ve zkoumaném pripadé
daleko komplikovanéjsi pristup spocivd v transformaci stavového vektoru
nebo matice hustoty celkového pole.

V nejjednodusim pripadé jsou kvantové stavy dvojice vstupnich mddu
vzajemné nezavislé, celkovy stav vstupujiciho pole je potom dan tenzoro-
vym soucinem dil¢ich vlnovych funkei (znaménko tenzorového sou¢inu budu
vynechavat)

[Win) = |$)1]0)2 (25)

Obecné vsak stavy vstupnich mod mohou byt svazany nebo se miize jednat
o stavy smisené. V prvnim piipadé nelze stav vstupujicitho pole zapsat ve
faktorizovaném tvaru (25), v druhém piipadé musime vstupujici pole repre-
sentovat matici hustoty p;,. V néasledujicich odstavcich nalezneme celkovy
kvantovy stav dvou vystupnich mdédi v nékolika specidlnich pripadech.

Zabyvejme se nejprve piipadem, kdy jeden ze vstupnich médu (naptiklad
¢islo 1) je ve stavu o n fotonech (Fockiv stav) a na druhém vstupu je
vakuum. Specialné tak vysSetfime, jak ptsobi déli¢ svazku na jeden foton
(n = 1). Stavy o n fotonech jsou vlastni stavy hamiltonianu (14)

H|n) = hQa'aln) = hQn|n) (26)
Pro stavy o n fotonech se snadno odvodi vztahy [1]

aln) = +Vnln—1) (27)
alln) = Vn+1jn) (28)



Odtud pro anihilaéni @ a krea¢ni a' operatory pochazi jejich pojmenovéni.

Necht je tedy celkova vlnova funkce tvaru |n)1|0)2]0)3]0)4, to znamen4,
ze vstupnimu mdédu ¢islo 1 pfislusi stav o n fotonech a ostatnim moédtm
vakuum. Vlnovou funkci miizeme pomoci vztahu (28) n-krat aplikovaného
na vakuum pfepsat na

7)1|0)2]0)3[0)4 = %’0>1|0>2|O>3|0>4 (29)

Pomoci transformace inverzni k transformaci (24) zapsané pro hermitovsky
sdruzené operatory vyjadiime kreacni operatory vstupnich mdédt jako

()-Gold) -

Vlnovou funkei (29) mizeme pomoci rovnosti (30), binomického rozvoje a
vztahu (28) postupné upravit na

SIS

tal—ral)"
7)110)2/0)3[0)a = <3\/7g>|n>1|0>2|0>3|0>4
= J 2 (il el 10100010500)s
- éo (1) ()10} 1[0) ok} n — k)4 (31)

Posledni vyraz dava celkovou vinovou funkci po ptisobeni délice, nebot na

vstupech je jiz vakuum. Stavy vystupnich mdédu jiz nejsou faktorizovatelné.

Vzijemné provazani vystupnich moédia lze pfimo pozorovat napiiklad
prostfednictvim Michelsonova interferometru (viz obrazek (2)). Je-li vstupni
vlnovéa funkce tvaru (29) , pozorujeme po uplynuti dostate¢ného ¢asu v
dalekohledu interferometru interferencéni obrazec.

Klasicky se interferen¢ni jevy tspésné objasnuji vinovym pojetim svétla.
Zaroven vsak vime, Ze energie elektromagnetického zafeni neni atomy pfiji-
mana nebo vyzafovana spojité, nybrz po nedélitelnych energetickych kvan-
tech, fotonech. Pokud bychom na fotony naivné nahlizeli jako na klasicky
lokalizovatelné Castice, pusobeni délice svazku by se redukovalo na funkci
”propusti foton-odrazi foton”, foton pohybujici se podél jednoho ramene
”by nemél ponéti o rameni druhém” a na stinitku za dalekohledem Michel-
sonova interferometru bychom pozorovali neusporadané rozmisténé svétlé
body. To je v8ak v rozporu s pozorovanim . K vysledku ve shodé k experimen-
tem (interferen¢ni obrazec bez ohledu na intenzitu, samoziejmé probihé-li
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Obréazek 2: Michelsontuv interferometr. Funkce Michelsonova interferometru feéi
klasické fyziky: Dopadajici svétlo je délicem svazku BS rozdéleno na dvé dil¢i viny,
které jsou posléze odrazeny od zrcadel Z a po sjednoceni délicem smérovany do
pozorovaciho dalekohledu T. Jelikoz zrcadla nejsou vzajemné pfesné kolma, pozo-
rujeme v dusledku fazového rozdilu sjednocenych vin interferencéni obrazec.

experiment dostatecné dlouho), dospéjeme zavedenym kvantovémechanic-
kym popisem, kdy dopadajicimu fotonu a celkovému poli pfifadime vinovou
funkci.

Necht tedy do déli¢ Michelsonova interferometru vstupuje jeden foton
|1)1. Podle odvozeni (31), bude vlnova funkce vystupnich médu

[Wout) = t[1)3]0)4 — r[0)3]1)4, (32)

vstupujici foton ”absolvuje cestu obéma rameny interferometru”, aby poté
slovy Diraca ”interferoval sdm se sebou”.

Odvodili jsme, ze pokud do vstupniho portu ¢islo 1 dopada n fotont,
nabude dle (31) vinova funkce vystupujiciho pole tvaru

Wout) \/ )t (=) F k) 3ln — )4:k§00¢k,nfk\k>3\n—k>4 (33)

Mizeme se ptat v jakém stavu se nachazi jednotlivé vystupni médy. Od-
povéd dava tzv. redukéni formule [5]. Celkovy systém (vystupujici pole) je
v Cistém stavu popsaném vektorem |¥,,;), ktery jsme vyjadrili v bazi sesta-
vené z tenzorovych soucinti bazickych vektoru ({|k)}72,) dil¢ich podsystémii
(vystupni médy). Stav vystupniho médu éislo 3 je potom dle zmitiované re-
dukéni formule jednozna¢né uréen matici hustoty g3 (Matice hustoty jakozto

10



linearni operator na stavovém prostoru je plné urcena svym plisobenim na
bazické vektory stavového prostoru. )

psli) = Z bir|k), kde by, = Z Qg (34)
k=0 =0

Jelikoz vzhledem k (33) plati oy = 0 pro k + I # n, tvar koeficientt b se
zjednodusi na b;, = ;0 ,,_ ;.0 n—; a matice hustoty ps spliiuje

» v | |in—il?li) proi=0,...,n
pali) = { 0 proi >n (35)

Vynésobime-li kazdou z rovnosti (35) bra vektorem (i| a secteme-li vy-
sledné rovnice, dostaneme za pouziti relace uplnosti > 2, |4)(i| = 1 vyjad-
feni matice hustoty pro stav vystupniho médu cislo 3

n n . ,
p3 =2 laim—i?li)ss(il = 32 (7)™ li)ss (il (36)
i=0 i=0
Matici hustoty pro stav druhého vystupniho médu bychom odvodili analo-
gicky.

Libovolny ¢isty vstupni stav tvaru |¥);,, = Y 7 ,cs|n)1|0)2 prejde na
druhé strané déli¢e svazku podle (31) ve stav

Whoue = 55 en 3 [y R)shn — k) (37)

Pfejdéme nyni k dalsimu zajimavému pfipadu, kdy stav jednoho ze
vstupnich médu je koherentni

[W)in = [a)1]0)2 (38)

Koherentni stav 1ze v bazi stavii o n fotonech zapsat jako [1]

) = eleF ”Z\r!n (39)

z ¢ehoz mimo jiné plyne, Ze pravdépodobnostni rozdéleni energie koherent-
niho stavu se ¥idi diskrétnim Poissonovym rozdélenim [1],[2].
Vztah (39) pomoci (28) pfepiSeme na

ja) =72y TH10) = el el o) (10)

11



Stav vystupnich médd po ptisobeni délic¢e svazku nalezneme podobnym zpi-
sobem jako v pfedchozim pfipadé. Vychozi celkovy stav pfevedeme pomoci
operatorové transformace (30) na stav takovy, Ze na vstupech délice bude
vakuum. V nésledujicich tpravach zna¢i |0) vakuum vSech méda.

10)1]0)2]0)3]0)4 = e—lol*/2¢0a] |0) = ol (2 r[2) /2 0 (tad —ra}) 10)
— ef|at\2/2eatd3ef|ar\2/2efard1|0>
= 1 2|0Q)3| — ()4
10)1(0)2[te)s| — ra) (41)
T

Exponencialu sou¢tu operatort dg a a, jsme mohli rozdélit na soucin, nebot
operatory &:T)) a dll podle (11) komutuji [5].

Celkova vlnova funkce vystupnich médi je |¥)yu = [ta)s| — ra)s. Vy-
stupni médy nejsou provazany, jsou faktorizovatelné a nachazi se v koherent-
nich stavech. Pomoci vicenasobného uziti délice svazku tedy lze na jednom
z vystupt pfipravit jiny koherentni stav o libovolné malé energii (naptiklad
[t"a)3).

Pokud bychom plné vyuzili toho, Ze koherentni stavy jsou vlastni stavy
anihila¢niho operatoru a tudiz se transformuji stejné jako amplitudy (t;.
dle (17)) [2], mohli jsme si uset¥it praci s pfedchozim odvozovanim a navic
vySettit obecnéjsi pripad, kdy oba vstupni moédy jsou v libovolném kohe-
rentnim stavu. Psobenim délice svazku se vstupni stav [U);, = |8)1]7)2
transformuje v souladu s (22) na vystupni stav

(W)out = [t4 + ry)s| = "B+ 1"7)4 (42)

Jesté zbyva odpovédét, jak se transformuje libovolny vstupni stav po-
psany matici hustoty p;,. Ponévadz jiz vime, jak se transformuji koherentni
stavy, je vyhodné matici hostoty p;, zapsat pomoci Glauber-Sudarhanovy
distribu¢n{ funkce® pro vstupni médy Py 2(3,7) [2]

b= [ @5 [ PGB )t (43)

Pouzijeme-li vysledek (42), dostaneme pro matici hustoty vystupnich médu
vyraz

pin= [ @8 [ EPE B It+1)aa(t8 18| B+ ) 5
(44)

3Jedna se o funkci distribuéni v zobecnéném smyslu.
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Za predpokladu existence a znalosti Glauber-Sudarhanovy distribuce
jsme vysetfili ptisobeni déli¢e svazku pro obecny vstupni stav, tedy i stav,
kdy jsou oba vstupni médy vyuzity. Pokud se oba vstupni médy nachézi
ve stavech riznych od vakua, fikdme, ze déli¢ svazku pracuje jako opticky
sméSovac, nebot stavy vystupnich médua nejsou nezavislé. Vyjimku tvoii ko-
herentni stavy (viz (42)), které tak zustavaji nejblizsi klasické fyzice, jez
zadné provazani nepredpovida.

Zajimavého vysledku se dockédme, pustime-li do obou vstup; symetric-
kého délice svazku (t = 7 = 1/4/2) po jednom fotonu. Stav vstupnich médt
tedy bude |¥);, = [1)1|1)2. S pomoci (30) najdeme stav vystupnich méda
po pusobeni déli¢e postupem analogickym odvozeni (31).

11)1]1)2[0)3]0)4 = ala}|o

)
1 1

— (gb = g0h ) (pab+ sab) ) = 5@l - alfyo
= \f (10)1]0)2(2)3[0)4 — [0)1]0)2]0)3[2)4) (45)
Pokud za oba vystupy umistime detektory, nikdy nenaméifime souhlasnou
detekci. Oba fotony nalezneme bud soucasné na vystupu 3 nebo soucasné
na vystupu 4! Pokud bychom na fotony nahliZeli o¢ima klasické fyziky, do-
spéli bychom ke zcela jinému vysledku. Kazdy z fotonti by se nezavisle na
druhém nachézel s pravdépodobnosti 1/2 na jednom z vystupnich médu a
shoda detektorti by se vyskytovala v souladu s prostou statistikou v poloviné

pripadi.

MIlcky jsme piedpokladali idedlni usporadani experimentu, tedy takové,
ze se fotony v déli¢i skutecné "setkaji”. V opacném pripadé se fotony vza-
jemné neovliviiuji a detektory zaznamenavaji i shodu. ZvétSujeme-li Casovy
rozdil dopadu fotoni na déli¢, roste ¢etnost zaznamenanych shod az se ustali
na konstantni hodnoté. Nabizi se tak moznost urcit efektivni Sitku vlnového
baliku fotonu[1].

3.2 Posunovacd faze

Podobné jako v pripadé délice svazku motivujeme popis posunovace faze
vysledky klasické fyziky (konkrétnéji vinové teorie). Zatimco funkci délice
svazku je rozdélit energii elektromagnetické vlny, posunovac faze slouzi ke
zméné faze vlny o néjakou konstantni hodnotu.

Mluvime-li o posunu faze vlny, musime uvést néjakou referenc¢ni vinu.
Miuzeme napiiklad vzajemné posunout faze vin vystupujicich z délice svazku
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tim, Ze je nechdme pfekonat rozdilnou optickou drahu. Pficemz nés zajiméa
rozdil faze modulo 27, jiny se ani v pripadé elektromagnetického vlnéni
experimentalné neprojevuje. Cisté matematicky lze tedy na posunovac faze
nahlizet jako na prvek grupy U(1).

Jako jednoduchy model posunovace faze poslouzi desticka z materialu o
indexu lomu n = 1/ep (€ je permitivita a p permeabilita materidlu), ktera
déli prostor na dvé ¢asti. Pfedpokladame stoprocentni prenos energie, tzn.
bezztratovost a absolutni propustnost posunovace.

NIV

sméru osy z '
E'(z,t) = Ege'@tk2) (46)

Nechame-li ji projit posunovacdem faze o indexu lomu n’ a tloustce d ziska
oproti referen¢ni vlné popsané vektorem E, kterd vzdalenost d prekonava
vnéjsim prostiedim, jisty fazovy posun. Situace je zachycena na obrazku
(3). Pro elektrické pole v bodech rozhrani posunovace a vnéjsiho prostiedi

E—> n' n
E . z
Obréazek 3: Posunovacé faze
plati '
E(0,t) = E'(0,1) = Epe'“" (47)
E'((Lt) = Eoei(w(t—d/v))’ E/(d’ t) — E'Oei(w(t—d/v/)) (4.8)

Pro rozdil fazi Ay dostaneme
Ap = —p=wl/v—1/v)d= %(n—n’)d (49)

A kone¢nd mezi E aFE’ plati vztah

E'(z,t) = E(z,t)e"™? pro z > d (50)
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Fazovy posun zpusobeny danym posunovacem je podle (49) funkei frek-
vence prochazejiciho svétla (vedle pfimé zavislosti na w, musime jesté uvazit
disperzni vztahy n = n(w),n’ = n/(w) pro dand prostfedi), neni vSak funkci
casu.

Clen €2 mizeme piipojit k amplitudé elektrického pole a tedy i k
amplitudé médu. Prechod ke kvantové fyzice uc¢inime opét nahrazenim am-
plitud anihila¢nimi operatory. V terminech zavedenych v predchozich kapi-
tolach je posunovaé faze kvantovémechanicky popsan transformaci anihilac¢-
nich operatortu pro vstupni (a;,) a vystupni (Gey:) méd

Qout = eiA(p&in (51)

Pokud bychom umistili posunovac faze za jeden z vystupu délice svazku
(napriklad za vystup ¢islo 3), mizeme vysledné zafizeni popsat transfer

matici A A A
e=% 0 t T e'2¥t e r

Pomoci délice paprsku a posunovace faze tak mizeme realizovat libovolnou
unitarni transformaci na C2.

3.3 Akce délice svazku jakoZto rotace stavového vektoru

Doposud jsme déli¢ svazku representovali prvkem grupy SU(2). Jelikoz
grupa SU(2) je ekvivalentni grupé rotaci v trojrozmérném prostoru, na-
bizi se moznost nahlizet na akci délice jakozto na rotaci v prostoru [8].
Nasledujici fadky osvétluji, jak onu rotaci nalézt.

Budte a1 a ao anihila¢ni operédtory pro dvojici vstupnich (resp. vystup-
nich) médu zkoumaného zafizeni. Tyto operatory musi spliiovat komutaéni
relace pro bosony (11), v tomto ptipadé

lai, a;] = [af,al] = 0, [a;,al] =01, i.j=1,2 (53)

Dale si zavedeme hermitovské operatory

~ 1 4 4

Jo = g(ajay + ada)

~ 1 i i

Jy = —i(aiag — agal) (54)
~ 1, 4 i

J, = §(a1a1 — agag)



Operatory (54) se nazyvaji Schwingerovy [7], spliiuji komutacni relace Lieovy
algebry su(2)

(o, Iy = idey [ Jy, L) = ide,  [J2, J] = id,, (56)

a mizeme na né nahliZet jako na operatory abstraktniho momentu hybnosti.
Operator celkového poc¢tu fotont N komutuje se vSemi operatory J;

[N, J;] =0, i=umy,z2 (57)

Operatory poctu fotonu v dil¢ich paprscich a alal a a;CLQ snadno vyjadiime v
terminech .J, a N.

Bezztratové pasivni zafizeni se dvéma vstupnimi (anihila¢ni operatory
d1in & A2in) a dvéma vystupnimi (anihila¢ni operdtory diour a G2out) porty
lze popsat transfer matici

a a1;
Alout —U Alzn (58)
20ut A2in,
Aby ztstali v platnosti relace (53), matice U musi byt unitédrni. Jiz vime,
ze libovolnou unitarni matici U rozméru 2 x 2 muzZeme realizovat pomoci

délice svazku a posunovace faze.
Uvazme déli¢ svazku s transfer matici

U= ( o T ) (59)

—1781n b (¢0)3} b

Vyjadiime-li operatory Giout a Goout podle (58) a zapiSeme-li slozky Jout ve

slozkach J, pomoci definic (54) , dostaneme

J 1 0 0 I ) T )
Jy =| 0 cosa —sina Jy = e in [ ] e~ Jzin
J 0 sina cosa j 7
J out Z in Z in
(60)

Slozky J = (jx, jy, jz) se transformuji mezi sebou. Platnost druhé rovnosti
ovéfime pomoci operatorového vztahu

- i o2

e Be 4 = B+ oA, B] + i[A, [A,B]] +... (61)

Rovnice (60) déva interakci svétla s déli¢em svazku nazornou geometrickou

interpretaci. Abstraktni vektor momentu hybnosti J se oto& kolem 0sy T
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o thel a. Tak je tomu v Heisenbergové popisu ¢asového vyvoje, pfi némz
stavovy vektor zlistava pevny a méni se operdtory, naopak v Schréodingeroveé
popisu operatory zustavaji nedotéeny a méni se stavovy vektor

|\I/out> = e—iaJm ’\Ilin>’ (62)

Rovnost (62) predstavuje rotaci vstupniho stav |¥;,) s generatorem .J,.
Sestavme dalsi transfer matici pro déli¢ svazku

B _ginB
U— ( cos 5 smﬁ2 > (63)

S11 b COS b

ey

Vektor J se pak bude transformovat jako

Iy cos@ 0 sing Ty - Ty -
Jy - O 1 0 Jy g ezﬂt]yin Jy e_Z/Binn
2 —sinf 0 cosf . .
(64)

Vidime, zZe se jedna o rotaci J kolem osy y o uhel 8. Ve Schrodingeroveé
pojeti tento déli¢ svazku otodi vstupni stav |¥;,)na

|\Ilout> = e_iﬂjy|\11in> (65)

Do tietice prifadime transfer matici dvojici posunovact faze. Necht vstupni
médy utrpi fazovy posun 71 a 7. Transfer matice ma potom tvar

e 0
o= (% ) (66)

Analogickym postupem jako v predchozich dvou pripadech bychom dospéli
k transformaci vlnové funkce

(W put) = ol +12)N/2—i(r2—m)J: W) (67)
Akce operatoru i +12)N/2 g0 yxak experimentalné neprojevuje [8]. To je v

souladu s poznatkem, Ze méritelny je pouze fazovy rozdil. Pti interferencnich
pokusech je transfer matice (66) nerozlisitelna od transfer matice

i(y1—2)/2 0 o
e (]
< 0 et (r1—72)/2 > ~ ( 0 e > (68)
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Po vynechéni ¢lenu ei(n+72)N/2 ptejde vyraz (67) pro vystupni stav na
[Wout) = e~ 0y, (69)

ktery jiz zavisi pouze na rozdilu fazovych posunii 41 — 2. Prvni z matic (68)
je jiz z SU(2), rotaci v prostoru mizeme tudiz pfifadit i fdizovému posunu.

Vektor J se pusobenim U bude transformovat jako

Ja cos(y2—71) —sin(y2—71) 0 S
Ty = | sin(y2—m) cos(rz2—m) O Iy
z out 0 0 1 ? in
e A
—  of(2=m)Jzin jy e~ i(2=71)Jzin (70)

0

in

Posun fazi tedy oto¢i vektor J kolem osy z o uhel v9 — 7.

Na zavér obecné transfer matici z SU(2) pfifadime rotaci v prostoru.
Jakoukoliv matici z SU(2) (¢ili transfer matici délice svazku a vzhledem k
(68) 1 fazového posunu) lze rozlozit na tvar [7]

ei% 0 Ccos g sin g els 0
4 i 0 [ ¥ (71)
0 e sin sz COS 3 0 e '2

Libovolnou rotaci, prvek SO(3), ziskdme postupnym skladanim rotaci kolem
osy z o tihel ¢, kolem osy 3 o tihel § a kolem osy z” o tihel ) (Uhly ¢, 0,
se nazyvaji Eulerovy.) [3]. Déli¢ svazku tak podle (65) a (69) transformuje
vstupni stav |¥;,) na

[N]3sS

‘\IJout> — e*W)jz ei@jyefiapjz ’\Ijzn> (72)

Narozdil od podkapitoly (3.1) jsme diky novému pohledu na problém ziskali
explicitni vyjadieni operatoru pro akci délice svazku v Schrodingerové pojeti.
Eulerovy thly jsou svazany s vlastnostmi optického zafizeni nasledovné [7].
Uhly v a ¢ odpovidaji dodanym fizovym posuntim, cosZg je propustnost
délice svazku.

4 Optické site

vvvvvv

konstruuji z elementarnich prvki, jimz se vénovala kapitola (3). Ma-li sit N
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vstupti a N vystupu, pricemz ne vSechny vstupy musi byt vyuzity, oznacu-
jeme ji jako tzv. 2Nport. Pasobeni 2N portu na vstupujici svétlo muzeme
popsat unitarni transformaci U € U(N).

Tvar matic z U(2) piislusejicich zékladnim prvkam jiz zndme, v nésle-
dujicim oddile se podivame, jak s jejich pomoci realizovat libovolny prvek
U(N) a tedy i odpovidajici 2Nport.

4.1 Experimentalni realizace kone¢nédimenzionalniho unitar-
niho operatoru

Konstruktivni ditkaz existence experimentalni realizace libovolného konec-
nédimenzionalniho unitdrniho operdtoru U podali Reck a Zeilinger [10].
Operétor U se rozlozi na soucin operatort 7T}, které netrivialné ptisobi jen
na dvoudimenzionalnich podprostorech, kde vykonaji unitarni transformaci.
Definujme tedy matici operatoru 7, jako N-dimenzionalni matici identic-
kého operatoru I, jejiz prvky Ipp,, Ipg, Lgp, I4q jsou nahrazeny odpovidajicimi
prvky matice
e¥sinw e cosw
< cosw —sinw >

(73)

Matice (73) predstavuje transfer matici déli¢e svazku s propustnosti
cos® w, za jehoZ prvnim vystupem lezi posunovaé fize o thel ¢. Faze na
vstupnich portech lze zvolit tak, Ze opticky prvek s transfer matici (73) vy-
kona libovolnou unitarni transformaci. Libovolnou unitarni matici mizeme

totiz zapsat ve tvaru (52) a rozlozit na sou¢in dvou unitarnich matic

e/LASOt eiAgpr ‘t‘el(a“rﬁ“l’A@) ’r‘el(a+ﬁ+A‘p) eiia 0
—r* ) —|r| It] 0 e )

pficemz t = [t|e?’ a r = |r|e’® (74)

Prvni z matic je jiz typu (73), druhd matice predstavuje posunovace faze
umisténé pred vstupy délice (respektive vhodné zvolené faze vstupnich médi).
Nésobme matici U = U(INV) zprava postupné maticemi Tnq(wng, PNg), ¢ =
N —1,...,1, to jest pfipojme déli¢ s posunovacem (73) k portim N, q. Uka-
zeme, ze vhodnou volbou wyy, ¢ ng docilime toho, Ze vSechny prvky v N-tém
radku vysledné matice vyjma posledniho budou nulové. Vzhledem k tomu,
ze vysledna matice zistava unitarni, budou nulové i prvky v N-tém sloupci

19



U vyjma diagonélniho.

U(N-1) | 0

UN)ITnN-aTNN-2...Tn1 = (75)

Dimenzi problému se podafi snizit o jedna.
Na rovnost (75) muzeme nahlizet jako na zobecnénou rotaci vektoru
tvoreného poslednim fadkem matice U popsanou matici

R(N)=Tyn_1...Tn1 (76)

Pomoci R(N) lze libovolny jednotkovy vektor (v nasem piipadé fadek uni-
tarni matice U) zapsany v zobecnénych sférickych soufadnicich pfevést na
tvar

T s T
0 e "1 coswy
0 —e %2 cos wo sin wq
0 ) e~ "3 cos w3 sin woy sin wq
=e'@ . R(N), (77)
0 Fe N1 coswpy_q...sinwy

+sinwy_1sinwy_s...sinw;

coZ se ukaze vynasobenim rovnosti matici R(IN)~!. Zvolime-li tedy operatory
Tng(wng, Ng) tak, aby platilo wyg = wy a Yng = @4, bude rovnost (75)
splnéna.

Vyse uvedeny postup muzeme aplikovat na matici U(N — 1) a déle re-
kurzivné pokracovat. V poslednim kroce dospéjeme k matici D, jejiz prvky
jsou mimo diagonélu nulové a prvky na diagondle maji jednotkovy modul.
Jelikoz D~! = D = D*, plati

UN)TyN-1TNN-2- - TN1TN-1N-2...To1D* = I(N) (78)
Odkud ihned plyne
UN)=(TnNaTvy-2 - TnaTN-1N—2...To1D*)7! (79)

Experimentalné operator U(N) realizujeme nésledovné: sestavime sit z prvki
s transfer matici (73) takovych, Ze plati (78), a invertujeme uspofadani ex-
perimentu (tj. zaménime vystupni porty za vstupni, ”otoc¢ime” ¢as).

Jiz vime, jak experimentalné realizovat libovolny konecnédimenzionalni
unitdrni operator pomoci déli¢i svazku a posunovacu faze U(N). Nyni se
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mizeme ptat, kolik k tomu potfebujeme optickych prvkd daného typu. V
i-tém kroku popsaného postupu upotiebime (/N — i) prvki (73), coz celkové
dava (N-1)+(N—-2)+...+1 = (N_zl)N = (g) prvku. Nakonec potfebujeme
jesté N posunovacu faze. V nékterych pripadech (napf. nejsou-li vyuzity
v8echny vstupni porty-viz oddil (4.3)) se pocet potFebnych prvki redukuje,
vypocet udava maximalni hodnotu.

Na zavér uvedu nejjednodusi netrivialni piiklad. Uspofadani pro obecny
unitarni operator ve tfech dimenzich zachycuje obrazek (4), je potieba cel-
kem Sest elementarnich optickych prvkd, které se musi pfipojovat za sebe
na patfiéné porty v pofadi podle (79). Svétlo nejprve vstupuje do zafizeni

popsaného matici 75 21 = T?I?'

_(p]

o | C [t
i

A B P3

Obréazek 4: Experimentlni realizace operatoru U(3) A = T4, B = Ti,,C = Ti,
jsou prvky s transfer matici typu (73), na vystupech jsou je$té posunovace fize o
—p1, —p2, —3 (moduly prvkd maticeD*)

>
-

4.2 Uplné symetricky 2Nport

Uplné symetricky 2Nport je zafizeni, které foton na libovolném vstupnim
portu prenese na jakykoliv vystupni port se stejnou pravdépodobnosti %
Pro jeho vysadni postaveni svédéi vedle matematickych vlastnosti, jimiz se
zabyva dalsi text, jeho vyuzitelnost v aplikacich. Podobné jako symetricky
déli¢ svazku (tplné symetricky 4port) i obecny uplné symetricky 2Nport
Cisté ilustruje fadu kvantovych efektt (napf. provazani vystupnich maédu).
Stavbou uplné symetrického 2Nportu v piipadé, Ze jen mald pomérna cast
vstupnich portt je vyuZita, se zabyva oddil (4.3). Nejprve se ale podivame,
jakym zptisobem podminka totalni symetri¢nosti omezuje transfer matici
2Nportu.

Necht transfer matice plné symetrického 2 Nportu prevadi kreacni ope-
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ratory pro vystupni porty na kreacni operatory pro porty vstupni

o1
ai ANt
a a
2 _ U ]V‘+2 (80)
X .t
an Aon

Dale budiz vychozi stav linearni kombinaci jednofotonovych stavt

N
) =Y 2ai)0) (81)
=1

Pokud koeficienty x; mohou nabyvat pouze hodnot 0 a 1, representuje stav
|1} binarni ¢islo a lze ho tudiz pouzit jakozto ”pfenased” informace.
Upravime (81) pomoci (80)

N N
sz T\O :Z%ZU”“NHM
=1 =1

= Z (sz ,l) il 4)10) = Zyzakﬂm (82)
=1 \i=1 I=1

Zvolme stavy typu (81) takové, ze x; = d;5,j = 1,2... N. Potom poza-
davek totalni symetri¢nosti 2 Nportu prejde na tvar

1

2 2

=Uql*=—, [=12...N 83
P = U = 5. 1=1, (53)
Odkud pro vSechny maticové elementy U;; plati

elwij

Usj = i,j=1,2...,N (84)

Transfer matice plné symetrického 2N portu musi proto vedle unitarity
splitovat takzvanou Zeilingerovu podminku (84). Muzeme napfiklad volit

[12]

Jkde sy =e'N (85)
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4.3 Redukce pocétu optickych prvka nutnych ke konstrukci
uplné symetrického 2Nportu

V oddile (4.1) jsme si ukézali, ze pro konstrukei libovolného 2N portu potie-
bujeme maximélné N (N — 1)/2 déli¢i svazku s uréitym fazovym posunem
(transfer matice (73)). Toto ¢islo roste kvadraticky v N. Térma a Jex [13]
ukézali, ze pro konstrukci iplné symetrického 2N portu, z jehoz N = mn
vstupt je jen malé Cislo m vyuZito, lze s vyuzitim deskovych déli¢t svazku
pocet nutnych prvkt redukovat. V dalsich odstavcich shrnu vysledky jejich
prace.

Deskovy déli¢ svazku je vcelku jednoduché zafizeni, které umoznuje vstu-
pujici svazek rozdélit do N shodnych casti. Tvori ho sklenéna desticka s
promeénlivou propustnosti ve sméru sifeni svazku. Deskovy déli¢ svazku plni,
jak ukazuje obrazek (5), stejnou funkei jako usporddani N déli¢u svazku s
vhodné volenymi koeficienty propustnosti.

Usporadani déli¢t svazku

| 1 | |
I [ [ i
Odrazivost:

1IN 1/(N-1) 1/(N-2) %

Deskovy déli¢ svazku

Propustnost:
1/N 1/(N-1) 1/(N-2) V4

Obrazek 5: Deskovy déli¢ svazku je ekvivalentni jistému usporadani délicu
svazku. Carkované sipky odpovidaji vakuovym vstuptim.
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Transfer matice deskového déli¢e svazku Py ma tvar [13]

(F)7* (&) 0 0 .0
1/2 _
()" —(x=p) / (=" / 0 0
1/2 1/2
Py = (%)1/2 _<N(]\1f—1)> <(N—1)1(N—2)) (%)1/2 0
X / ’ 1/2 ' 1/2 1/2 ' i /
(%)1 ’ _<N(]\}—1)> <(N—1)1(N—2)) <(N—2)1(N—3)) _(%)1 ’

(86)
Jiz vime, Ze transfer matici Gplné symetrického 2Nportu Uy mizeme
volit ve tvaru (85), tedy

1 1 1 1 .. 1
1 sy s%\, 5?\1 .. 5%71
_ 1 1 5?\/ sjlv S?V .. sz\E]NVi; &)
NTUN|L s s sy SN
1 V-1 S%N—l) (N-1) S(N—l)(N—l)

3
SN N
kde sy = eI

Nyni se zamysleme, jak m svazkd rovnomeérné rozdélit do N = mn no-
vych. Kazdy z m vstupnich svazk muzeme rozlozit do n dil¢ich svazki
pomoci deskového délice. Vystupy z m totoznych deskovych délict pak vza-
jemné promisime uzitim n totoznych tuplné symetrickych 2mporti.

m kopii deskového délice paprsku dimenze n representuje m-rozmérnd
blokova matice

P, 0O O ... 0
oP, 0 ...0
Ay, = o oP,... 0 (88)

0 0 0 ...P,
kde P,, je matice typu (86) dimenze n.
n aplné symetrickych 2m portt kombinujicich vystupy deskovych déli¢u
predstavuje m-rozmérna blokova matice

L, 1, 1, 1, e 1,
1, spl, s21, 31, ... sml1,
1 2(m—1
B = ﬁ 1, s21, st 1, s8 e snn(bm )ln (89)
1, smt1, S%m_l)ln S%m_l)ln s&T‘”(m‘Uln
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.. . . . i 27 , Y . v
kde 1,, je jednotkova matice dimenze n a s,, = €' m . Vysledné zafizeni, Gplné

symetricky 2Nport, ma tudiz transfer matici
Umn = anAmn (90)

Pro konstrukei zafizeni s transfer matici (88) potfebujeme m deskovych
délict dimenze n, neboli mn = N déli¢t svazku, pro konstrukci zarizeni re-
presentoveného transfer matici (89) je nutno n uplné symetrickych 2mporti,
pricemz kazdy 2mport se sklada nejvyse z m(m — 1)/2 déli¢u svazku typu
(73). Celkové pro maximalni pocet d,,,, stavebnich prvki zkoumaného mul-
tiportu plati

Admn =Mmn +n

m(m—l):<m—1

5 o+ 1) N (91)

Vyraz d,,, roste pfi pevném poctu pouzitych vstupt m pouze linedrné v V.
Pouzité konstrukce je tudiz efektivni pfi vysokém poméru N/m.

Obrazek (6) schematicky znazorrnuje tplné symetricky 2N port sestaveny
uvedenym postupem pro m = 2 a N sudé.

Obrazek 6: Multiport rovnomérné rozdélujici dvojici svazkid. Vstupy jsou
vyznaceny plnymi Sipkami na okrajich deskovych délict.
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5 Hamiltonovsky model

Pasivni bezztratova zafizeni jsme doposud vyhodné popisovali pomoci trans-
fer matic, étyfportiim jsme navic prifadili rotace v prostoru. Aktivni prvky
se nejvyhodnéji popisuji pomoci hamiltoniani, které charakterizuji interakci
vstupujicich médu. V této kapitole se pokusime nalézt interakéni hamilto-
nidany pro nékterd z jednoduchych pasivnich zafizenich, kterym se vénovaly
predchozi kapitoly, tj. budeme hledat hamiltoniany, které povedou na jiz
znamé transfer matice.

5.1 Interakéni hamiltonian pro déli¢ svazku

Nejprve se budeme vénovat jednoduchému presto zajimavému piipadu délice
svazku. Interakéni hamiltonian zvolime v symetrickém tvaru

H = Malay + alay) (92)

Vazebnou konstantu A mtizeme brat redlnou, nebot pfipadnou fazi jest mozno
zahrnouti do relativni faze jednotlivych mdédi. Nejprve vypocteme ¢asové
derivace anihila¢nich operédtori s pomoci komuta¢nich relaci (53)

a1 = i[H,a1] = —idag, dp = i[H,a9) = —iay (93)

Resenim soustavy (93) dostaneme v maticovém zapisu
ai(t)\ [ cos(At) —isin(At) a1(0) (94)
as(t) ) \ —isin(\t) cos(At) a2(0)

Matice v (94) je transfer matice délie svazku s propustnosti cos?(\t).
Volba interakéniho hamiltonidnu ve tvaru (92) je tedy opravnéna. Kazdému
¢asovému okamziku prislusi déli¢ s jinou hodnotou propustnosti, transfer
matici pro asymptotické anihila¢ni operatory dostaneme, vezmeme-li za cas
t dobu interakce.

Pokud do délice vstoupi napriklad prvnim portem jeden foton, vyjde
jako superpozice

[(t)) = al (£)[0) = [cos(At)a1(0) + i sina(0)]|0) (95)
Pro A\t = 7/4 ziskdme symetricky déli¢ svazku, to znamend , Ze pravdépo-

dobnost nalezeni fotonu bude pro oba vystupni porty stejna. Ke stejnému
zavéru bychom dosli, pokud by foton do déli¢e vstupoval druhym portem.
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5.2 Interakéni hamiltonian pro uplné symetricky 2N port

Od interakéniho hamiltonianu bezztratového pasivniho zarizeni pozadujeme,
aby vedl na linearni transformaci méda. Pro hamiltonidn Gplné symetrického
2Nportu je navic prirozené pozadovat symetrii vzhledem k zaméné vstup-
nich i zdméné vystupnich porti[ll] v piipadé vstupnich jednofotonovych
stavil.

Zkusme tedy interakéni hamiltonidn Gplné symetrického 2Nportu volit
ve tvaru

H=X\> ala (96)
Vs,r

Vazebni konstantu A zvolime opét realnou. P¥ipadnou fazi vazebni konstanty
jiz nelze zahrnout do fazi jednotlivych méda (pro N > 2).

Libovolny vstupni stav |¥) piejde po interakci médi na [5]

|Wout) = eith‘\Ilm> (97)

Zvolme vstupni stav s fotony v médech {i|i € C'}, kde C znaci podmnozinu
vstupnich médi

@) = ] allo) (98)

seC

10) je vakuum viech médit. Predpokladame-li H]0) = |0), vstupni stav bude
mit v Heisenbergové pojeti tvar [5]

W)our = [ al()[0) = [T e al(0)e™*0). (99)

seC seC

Hamiltonian (96) lze pomoci Gplné symetrického bosonového operétoru

AT=—"N"a (100)

zapsat jako ) o
H=\NATA (101)

7 tohoto vyjadreni je patrné, ze hamiltonidn H ma jednondasobné vlastni
¢islo AN a (N-1)-nésobné vlastni ¢islo nula [11]. Ke stejnému zévéru bychom
dospéli metodami elementarni linedrni algebry, pokud bychom hamiltonian
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(96) zapsali jako bilinearni formu [11]
1 N
111 ...0 21
2
0 (102)
an
Pokusime se vyjadrit ¢asovy vyvoj anihila¢nich operatoru al jakozto li-
nearni transformaci a dospét tak k oc¢ekdvanym transfer maticim.
dT — e—thal(o)eth

S
N — 1+ e WNt\ e—IANE _ | )
= < N > al(0) + — > al)  (103)
i#s

V druhé rovnosti jsme hamiltonidn zapsali ve tvaru (101) a poté pouzili
operétotorovou identitu (61), pfi¢emz jsme vyuzili snadno ovéfitelny vztah
[11]
[ATA,[ATA,[ATA, .. [AA,al)])) = N@R-D/2 At (104)
k-krat

Rovnosti (103) pro s € N muzeme vyjadfit v maticovém tvaru

al (1) 31 (0)
i) | _ | 0
ay (®) ajy(0)
L+ £ fO) ... f() 6&(0)
_ FO 1+ f@) .. f@) || 00 (105)
QRN ONT (O C)
f(t) f@&)... 1+ £f(t) al (0)
N

kde f(t) = & (e”Vt —1).

Interakéni hamiltonian (96) tedy vede na transfer matici M (105). Po
transfer matici iplné symetrického 2/ Nportu navic pozadujeme, aby spliio-
vala Zeilingerovu podminku (84). Ta pro matici M nabyva tvaru

IN —14e ™M =]e™Nt _1=VN (106)
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Obrazek 7: Geometrickd interpretace podminky (106). Kruznice maji jed-
notkovy polomeér.

Geometrickou interpretaci podminky (106) poskytuje obrazek (7), z néjz je
ptimo vidét, Ze ji nelze splnit pro NV > 4. Pomoci interakéniho hamiltonidnu
(96) tudiz nemtizeme popsat Uplné symetricky 2Nport s N > 4.

Pro N = 2 fesi podminku (106) souéin vazebni konstanty a interaké-
ntho ¢asu A\t = w/4,3mw/4. Transfer matice M pfejde na transfer matici
symetrického délice svazku. Pro N = 3 (respektive N = 4) jsou feSeni
At =27/9,47/9 (respektive At = 7/4).
v8ak pozadujeme linedrni transformaci jednofotonovych stavi (98), inter-
akéni hamiltonian tak musi byt obecné tvaru [12]

H=> A.,ala, (107)
Vs,r

Torma, Stenholm a Jex ukézali, jak najit interakéni hamiltonidn pro tplné
symetricky 2Nport, jehoz transfer matice M je cyklickd fadu 4 (M* = 1)
[12].

6 Zavér

Podarilo se ndm nékolika riznymi zptisoby popsat plisobeni tstfedniho pa-
sivniho optického prvku: délice svazku. Motivovani klasickym pohledem jsme
dospéli k popisu pomoci transfer matice, ktera prevadi anihila¢ni operatory
vstupnich médt na anihila¢ni operatory méda vystupnich. Poté jsme uké-
zali, Ze na akci délice svazku mtzeme nahlizet jako na abstraktni rotaci sta-
vového vektoru vstupniho stavu. Nakonec jsme déli¢ nahradili pomyslnou
vzajemnou interakci zii¢astnénych modi.
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Predvedli jsme si postup pro sestaveni optické sité takové, aby na vstup-
nich médech vykonala pozadovanou kone¢nédimenziondlni unitarni trans-
formaci. Charakterizovali jsme iplné symetricky 2N port Zeilingerovou pod-
minkou a zjednodusili jsme jeho konstrukci pro piipad, Ze jen mald c¢ast
vstupnich portt je vyuzita. Pro N < 4 jsme nalezli interakéni hamiltoniany.

Na uplny zévér prace bych rdd za vedeni a poskytnuté materidly podé-
koval prof. 1. Jexovi.
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