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Uvod

Mnoho rovnic, které dnes nazyvame integrabilni, bylo studovano v diferencialni geometrii
jiz v 19. stolet{ pfi popisu povrchi s danymi podminkami na jejich kiivost. Priklady zahrnuji mini-
maélni povrchy, povrchy s konstantni stfedni resp. s konstantni Gaussovou kiivosti. V té dobé byly
objeveny nékteré vlastnosti téchto rovnic, zejména pak takové, jez maji geometrickou interpretaci
(napf. existence Béacklundovy transformace). Klasickym geometram se podafilo podat detailni po-
pis jen specidlnich FeSeni, spliujicich dodateéné podminky (napf. feSeni, ktera odpovidaji rotacnim
povrchtm).

Znacény pokrok v feSeni nelinearnich P.D.R. pfinesla teorie solitonti, ktera vznikla v 60. le-
tech. Vyjdeme-li od klicového pojmu této teorie, Laxovské reprezentace nelineérni rovnice

dA

dt - [Av B]a
kde A(\) = % + C()) zde povazujeme za maticovy diferencialni operator prvniho fadu a B()),
C(A) za maticové operatory nultého fadu, miZzeme Laxovu rovnost zapsat

0 0
—+C,—+B|=0. 0.1
{ax MR } (0.1)
Polozime-li V; = % +C, Vg = % + B, ziskdme rovnici pro nulovou kfivost konexe zavisejici na
spektralnim parametru A

V1, Vs jsou kovariantni derivace v piislusnych smérech na trividlnim bundlu nad 2-dimenzionélnim
prostorem. Této rovnici se fik4 reprezentace nulové kiivosti a vyjadiuje podminku kompatibility
preurceného systému pro matici neznamych funkci proménnych z,t

Vi® =0,

Vod = 0. (0.3)

V diferencialni geometrii ma tvar (0.3) systém Gauss-Weingartenovych rovnic (2.1) pro pohyblivy
repér. Rovnici (0.2) tudiz odpovidaji Gauss-Codazziho rovnice (2.2). Proto se zde budu zabyvat
souvislostmi nejznaméjsich integrabilnich soustav a diferencialni geometrie ploch.

1 Odvozeni solitonovych rovnic z diferencialni
geometrie

1.1 Klasicky vysledek diky hlavnim sourfadnicim

Necht f : U — R? parametrizuje povrch, jehoZ Gaussova kiivost je K = —1. Pro vlastni
¢isla Weingartenova zobrazeni odtud A\ = —/\%‘ # 0. Pak lze polozit \; = tgg, Ay = —cotggq.
Diky vétam (A.3), (A.4) z appendixu muZeme predpokladat, Ze je povrch lokdlné parametrizovan
hlavnimi soufadnicemi, plati rovnice (A.1) a Gauss-Codazziho systém (GC) ma tvar (A.2). Pro
vlastni ¢isla mame

l l
A = a1 Ay = 22 kde (A1)2 = 011, (A2)2 = g22.

(A1)?’ (A2)?”
Giis li; znadi koeficienty I, I1. Tedy
I lao
— = At == =_A te g. 1.1
A 1tgg, 2 cotg g (1.1)

A1t8q) e, = —cotgq (A1)a,,

Dosazenim (1.1) do soustavy (A.2) dostaneme
(
(—Azcotgq)s, = tgq (A2)e,,



neboli
(tg g+ cotg q)(A1)e, = —Ar(sec? ) qa,,
(tgq + cotg q)(Az)e, = —Aa(cosec? q) ga, ,

takze )
(A1)z, _ sing (A2)s, _ cosq

- 2

Ay cosq Ao sin ¢

Ty

Castecnou integraci
(InAy)g, = (Incosq)y,, (InAs),, = (Insing)s,,

a tudiz existuji ¢1 (1), ca(z2), pro néz
Ay = @) cosq, Ay = e2®2) ging.

Z pozitivni definitnosti I plyne, ze vzdy A; # 0, Ay # 0. Odtud lze predpokladat sing > 0,cosq > 0
tj. ¢ € (0, 5). Provedeme-li transformaci soufadnic (Z1(z1)), Z2(22)) tak, aby

@ — 601(951)’ @

— C2 (Ig)
d.%'l d.%'g € ’

bude || fz,|| = cosq a || fz,]| = singq. To plati, jelikoz
Of _ 0f 0x1 _ OF —ciay)

= _ = = 1.2
63,:1 6$1 851 81‘1 ’ ( )

pridemz e; = {:—1, ey = J;;”Z, es = n tvoii ortonormalni repér. Z rovnice (1.2) navic vidime, ze fz,

je paralelni f,,. Tudiz (21, T2) rovnéZ parametrizuje povrch hlavnimi souradnicemi a I v (Z1,Z2)
mé vyjadieni

I = (Kl)Q tg g = sinq cosq, loy = —(EQ)Q cotg g = —singq cosq,

kde

(A41)* = cos? g, (A2)? = sin’q.
Tim prichazime k tvrzeni:

Vé&ta 1.1 Necht M je povrch v R® s K = —1 konstantni. Pak existuji lokdlni hlavni souradnice
x1, T, ve ktergch

I = cos? qdx? +sin® gda2, 1T =singq cosq (dx? — da3).
2q md vygznam thlu mezi asymptotickymi sméry. (GC) se redukuji na sine-Gordonovu rovnici
Quioy — Quoz, = SINQ COS Q. (1.3)
Diikaz: Zbyva dopodcitat (GC) a thel mezi asymptot. sméry. Dosadime 711,722,111,112 do (A.2).

Prvni rovnice dava (1.3) a druhé dvé rovnice jsou splnény identicky. Z tvaru IT je vidét, ze fy, £ fu,
jsou asymptotické sméry. Z I ovéfime jednotkovost f,, + f.,. Jelikoz

(far + fan) - (for = f2o) = COS2q - Sin2q = cos(2q),

je thel mezi asymptotickymi sméry 2q. O

Mégjme P!, P? jako v ditkazu véty (A.4), dosazenim l11, l2o, A1, A, ziskAme matice, které odpovidaji
B.C z (0.1)

0 —Qg, —Sing 0 — Gy 0
Pt = Gz, 0 0 , PP=| q. 0 cosq | . (1.4)
sin q 0 0 0 —cosq 0



Pfejdéme nyni k soufadnicim 1 = x4 +v_, 22 = x4 —a_. Pak fy = fo, + foo, - = fo, — fas-
Piimy vypocet ukazuje, ze

ds? = dxi +2costp drydr_ + dz?

dl? = 2sinv dr dr_, (1.5)

pricemz 1 = 2q. Sine-Gordonova rovnice nabyvé standardni podoby

91 0_1p = sin 1), (1.6)

Definice 1.2 Souiadnice, jejichi I je ds?> = )\dei +2costpdrydr_ + A\"2dx? se zvou specidlni
Cebysevovy soufadnice. ¥ md vyznam uhlu mezi parametrickymi kiiwkami. Obecné Cebysevovy
soutadnice splitugi podminku gi1.2 = g22,1 = 0 nebo ekvivalentné i, =T%2,=0.

Dulezita vlastnost pseudosférickych povrchi je, ze asymptotické soutradnice splyvaji s éebyéevo—
vymi. Jako disledek predchoziho a zakladn{ véty teorie ploch mame tvrzeni

Vé&ta 1.3 Necht ¢ je libovolné Teseni sine-Gordonovy rovnice (1.6) rizné od nw. Potom exis-
tuje aZ na izometrii jednoznacné urceny pseudosféricky povrch K = —1 v R3 s I, II definovanou
rovnicemi (1.5).

ReSenim 1) = n7 piifazujeme mnozinu piimek v R3.

Pozn. 1.4 Stejné lze postupovat i pro povrch s kladnou konstanini K, ktery neobsahuje kruhové
body. Je-li K = 1 = A\ Xy, poloZime A\ = tghgq, Ay = cotghq. Odtud ds® = sinh? qu%—!—cosh2 qdx3,
dI? = sinh q cosh q(dx? + dx3). Gauss-Codazziho rovnice ddvaji eliptickou sinh-Gordonovu rovnici

9z, + Qzos = sinh CICOSh q.

1.2 Uziti konformnich soufadnic

Definice 1.5 Komplexni funkci h(z, z) = h(u,v), z = u+iv, zveme komplexné analytickou, pokud

oh
a—o

Pozn. 1.6 Podminka v definici je ekvivalentni splnéni Cauchy-Riemannovych rovnic.
Definice 1.7 Md-li metrika na 2-dimenziondlnim povrchu tvar

ds® = h(u,v)(du® + dv®) = h(z,2) dzdz, kde h(u,v) = h(z,%) > 0, (1.7)
urcuji u, v resp. z,z konformni souiadnice.

Lemma 1.8 Necht jsou na povrchu zvoleny konformni soutadnice. Zmény souiadnic, které zacho-
vdvaji konformni tvar metriky, jsou prdvé takové, Ze z = z(w, W) je komplexné analytickd funkce
nebo sloZeni komplexné analytické funkce s komplexnim sdruZenim, coZ je komplexné analytickd
funkce v Z.

Véta 1.9 Méjme povrch vnoveny do R? s indukovanou Riemanovou metrikou
d82 = gljdl'zdl'j (18)

Necht g;j(z1,22) jsou redlné analytické funkce a g = gi1g22 — g3» > 0. Potom existuji konformni
soufadnice u,v tak, Ze metrika je formy (1.7).

Diikaz: Roznasobenim pravé strany rovnice (1.8) ziskame

g12 +i/g

N dzy).

dfcz)(vgl dxy +



Konformni soufadnice u(x1,xs2),v(x1,22) existuji, pokud lze nalézt integrujici faktor \(z1,z2),

aby platilo

g12 t+i4/g
V911
\[dx 2) = du — idv.
V911

Znésobenim obou rovnic ds? = |A\|72(du? + dv?), tj. h(u,v) = |A\|72. Druha rovnice soustavy (1.9)
vznikne komplexnim sdruzenim prvni, takze staci resit

AVgidry + dmg) = du + idv,

(1.9)
Avaida; +7

92009 gy = (2 i 2y 4 (2 i 2,

Alvignda + Va1 Or1 011 Oxg O

neboli )
AIIT = % +z’§—;, Ag”\/%\/g - (% +i§—;2. (1.10)
Vyloucenim A pfijdeme ke vztahu
(912 + VD) (g + i) = g1 +i2 D), (11)
ktery je ekvivalentni soustaveé
Jram— Ou _ f@x 911%, \/E% JrgnaaT:l = 911%- (1.12)
Z rovnic (1.11), (1.12) vyjadiime
Ou ou Ou Ou
@_9123751_91187@ &_9228 912(%
o ve o2 Ve (1.13)

o oo
ou - g1 0xo g12 o0x1 ou - 12 0xo 922 o0x1

Oy NG " O NG
(912 —1,/9)

parcialnich derivaci u,v dava jejich zdménnost a tedy z (1.13) plyne nutnost splnéni soustavy
Lu =0, Lv =0, kde diferencialni operator L je definovan

Rovnosti v pravém sloupci se ziskaji rozsifenim (1.11) vyrazem . Spojitost druhych

0 0 0 0

I i Ji12 45— o1, gllaxQ i 9128762 - 92287331 "
= + . (1.14)
0o \/ﬁ 0xy \/g

L fikdme Beltramiho operator a Lf = 0 je Beltramiho rovnice (Bel). Z teorie P.D.R. plyne, Ze
jsou-li g11, 912,922 realnd analytické na U, ma soustava (Bel) na U feSeni u,v, které je bijekci
(z1,22) — (u,v). Redi-li u (Bel), pak prvni fadka (1.13) jiz urcuje gradv a tim v. Diky (1.10)
vypoc¢teme A, coz dokonc¢uje dikaz. |

Vé&ta 1.10 Necht u,v jsou konformni soutadnice na povrchu v R3. V tom pripadé je Gaussova

k7 Z’UOSt ddna
B — _7A n | 5
2h(u, U) h(u U) ( )

A znaci Laplacetiv operdtor.



Dtikaz vynechavam, nebot v dalsi kapitole spo¢itame snaze skalarni kiivost R a uZijeme vétu (A.1).
Piejdeme-li k h(z, z), najdeme pro K
2 02
K=—————1Inh(z2). 1.16
h(z,z) 020% nh(z ) (1.16)
Protoze h(z,Z) > 0, lze polozit h(z, z) = e¥. Na povrchu s K = —1 timto z (1.15), (1.16) ziskame
Liouvillovy rovnice

0% 1
Np = 2e¥ = —e*. 1.17
LA P e (L.17)
Pozn. 1.11 JelikoZ pro stiedni kFivost v piip. konformmnich souFadnic mdame H = itz mazeme

2h(z,z)
na minimdlnim povrchu H = 0, ktery neobsahuje plandrni body, zvolit tzv. izotermdlni souiadnice.

V nich je I a I ddno ds® = h(z, z) dzdz= e?(du® + dv?), dI* = —du? + dv?. Pro Gaussovu kiivost
plati K = —e™2% a ¢ spliuje Liowvillovu rovnici AN = 2e~?. Ta je zdroveri Gaussovou rov-
nici. Codazziho rovnice jsou spliieny automaticky diky volbé 1,11, a proto kazZdé FeSeni Liouvillovy
rovnice urcéuje minimdlni povrch aZ na izometrii jednoznacné.

1.3 Souvislost Liouvillovy a sine-Gordonovy rovnice

Nejprve odvodime rovnice (1.6), (1.17) pfes Riemannovu geometrii. Metrika konformnich
i specialnich CebySevovych soufadnic vyhovuje podmince d;9;; = 0, 1,7 = 1,2. ProtoZe torze
Levi-Civitovy konexe je nulova, plati V10, = V201, z ¢ehoz déle, vyuZitim identity

X<Y,Z>=<VxY,Z>+<Y,VxZ >, X,Y,ZeX(M),

1

Ogr;  Ogi 09
plyne V;0; = 0 pro ¢ # j. Pomoci vzorce Féj == Z glk( Ik Jik Jij
k

ozt oxd  Oz*

5 ) odvodime

—_

V101 = —(—9120191201 + g110191202),

@

1
V20 = ;(9225291231 - 9125291232)~

Proto 12
Rig12 = 3152912 + ?3191232912-

2
Skalarni kiivost R je diky symetriim Riemannova tenzoru rovna R = — Ry212. Dosadime-li do této
g

rovnosti z (1.7), ziskdme o
R = —4e=?®990p(z, 7),

coz uzitim véty (A.1) dava vzorec (1.15). Volbou g;; ze specialni Cebysevovy metriky, vyjde

R= %Y
sin vy
Fixovanim R = —2 obdrzime kyZené rovnice (1.17), (1.6).

Dale vyuzijeme existence privilegovanych povrchit mezi v8emi s konstantni Gaussovou kii-
vosti:

Véta 1.12 Pouvrch vR? s metrikou (1.7) a konstantni Gaussovou kitvosti K je lokdlné izometricksj
1) sfére pro K >0,
it) roviné pro K =0,

iii) Lobacevského roviné H pro K < 0.



Diikaz: Z (1.17) pro K konstantni dostdvame
0= 9 (_KE\_9 o= 0%p e Py dp Py
0z 2 0z 020z 0220z 0z 020%
2
_ 0 (P9 _1(0p
0z \ 022 2\ 0z ’

takze funkce 8%p/02% — £(0p/02)* = 1(z) je analytickd. Komplexné analytickou transformaci
soufadnic z = f(§) se metrika zméni na

2

A = g(s,2) | | dEdE = (6, €) ded.
Zavedeme-li $(&,€) jako (€, &) = e?, plati
B(&,6) :go(z,z)—i-ln;l‘z—i-lnz. (1.18)

Protoze QZ je definovana stejné jako 1, je rovnéz komplexné analyticka. Pfimym vypoctem ovérime:

_ B . f/// 3 f// 2 , df
o =ver2+ -3 (E) L e =1

Hledame f tak, aby zZ =0, tzn. Ze f musi splitovat diferencialni rovnici

L4 ({;) — ().

Z teorie D.R. vyplyva existence analytického feSeni. Zvolme tedy takové f, pak 1; =0 a odtud

PP 1 p (06 108V _,
¢ 2 oez 2\ o€ '

Vztah dava pro & = u + iv ekvivalentni soustavu

§2e?/2 D2e=?/2  92e%/2

oudv 2 2

(1.19)

Regeni systému (1.19) je e=%/2 = a(u® 4+ v?) + byu + byv + ¢ = alf + b + b€ + ¢; a,c € R. Tim
prichazime k vyjadfeni pro metriku

12— _ dédﬁ___
(@€ +b& + b€ +¢)?’

(1.20)

Ze vzorce (1.16) dostaneme K = 4(ac — bb). Linedrnd lomenou transformaci pievedeme met-
riku (1.20) na tvar

4R*dzdz -
m, pro K = 4((16 — bb) > 07

ii) dzdz, pro K = 4(ac— bb) = 0;

i)

... 4R%dzdz .
111) m, pro K= 4(aC — bb) < 0,
v ¢emZ poznavame metriku sféry (B.1), roviny a Lobadevského roviny (B.3). O

6



Pro Lobacevského metriku (B.4) je e?(®) = —4/(w — w)? FeSeni Liouvillovy rovnice (1.17).
V pripadé obecného pseudosférického povrchu M s konformnimi resp. CebySevovymi soufadnicemi
izometricka vnofeni do H davaji feSeni rovnic (1.17), resp. (1.6). Z lemmatu (1.8) plyne, ze pro
Liouvilliv pfipad musi byt w holomorfni & antiholomorfni funkei z. BUNO w = w(z), w = w(Z).
Pak indukovana metrika na M je dana
ds? = e?(#2) dzdz,
Owow - (1.21)

eP(2:2) _ _4m, ow = 0w = 0.

Mizeme si v§imnout invariance Liouvillovy rovnice vi¢i zméné souradnic (1.18). Pro pullback
metriky (B.4) na pseudosféricky povrch s CebySevovymi soufadnicemi (x4, z_) dostaneme

eiiw _ _48j:waim,
(w —w)?
e (1.22)
8iw8i@ = —T(w — @)2,

kde w = w(zq,z_,\),w = W(xy,z_, ). Pro sine-Gordoniiv pfipad vime, zZe rovnice (1.22) popi-
suji obecnéa feseni rovnice (1.6) diky vétam (1.1), (1.3). Pro Liouvillovu formuli (1.21) to dok4dZeme
v Gasti (3.2). Vnoteni do H jsou definovany aZ na izometrie H, vi¢i nim% jsou rovnice (1.21), (1.22)
invariantni.

2 2x2 maticova reprezentace

2.1 Diferencialni rovnice pro povrchy

Mé&jme parametrizaci F = (Fy, F», F3) : R — R3 povrchu M a necht metrika na M je
konformni, tj. tvaru (1.7). Soufadnice z probtha R C C. Diky konformnosti parametrizace plati
< F,,F, >=< F;,F; >=0,< F,, F; >= %e*p. {F,, Fz, N} tvofi pohyblivy repér na M, pfi¢em?
N znagi jednotkovy norméalovy vektor. Jsou splnény Gauss-Weingartenovy rovnice (GW):

0. =Uo, 0 =Vo, 0 = (F,,F;,N)T,

dp 0 Q 0 0 JHe? (2.1)
U=\ o 0 1Het |, V= 0 dp Q ,
“H —2%Q 0 —2e=¢Q —-H 0

kde Q =< F.,,N >, <F,z N >= %He*”. V této notaci mame

_( Q+Q+He? i(Q—-Q)
”( i(Q-Q) —(Q+Q)+H6“">’

kiivosti H = tr(11-171), K =det(I1-I7') = H? — 4QQe~%?. Gauss-Codazziho rovnice (GC)
U: =V, + U V] =0, (2.2)

nabyvaji formy

1 ~ 1 ~ 1
Y2z t+ §H26<p —2QQe " =0, Qz = §Hz€¢7 Q.= §H26“0~

2.2 Popis pomoci kvaternioni

Ozna¢me H algebru kvaterniont s bazi {1, 1, j, k} a H, budiz multiplikativni grupa H\ {0}.
Plati ij = k, jk =i, ki = j. S touto bazi spojujeme Pauliho matice oy, :

0 1 i 0 —1 .. 1 0 .
a={1 9 =il, oy = 0 =1j, 03 = 0 —1 = 1k.



R3 identifikujeme s prostorem imaginarnich kvaterniontt Im H
X=-iY Xo0o€ImH «— X=(X;,X; X3)€cR’
a=1

Skalarni soucin je definovan < X,Y >= f%trX Y. Matice ziskané timto ztotoznénim z F, N ozna-
¢ime opét F, N. & € H, nazvéme kvaternion, jenz transformuje bazi {i, j, k} na bazi {F;, F,, N},

_ a b 2 2
o= (5 2). e Ao

takze F, = e?/2071®, F, = e?/2071j®, N = &~ 'kd. Pak

F, = —ie®/?®71 ( (1) 8 )cb, F; = —ie?/?97! ( 8 (1) )@. (2.3)

Kvaternion ® spliiuje D.R., které odvodime z podminek kompatibility F,z = F%,, pfi¢emz zave-
deme
T V=001 (2.4)

=
. 5 1 — 0 0 0
—2699/27“’@ 1( 10 )@—ze“’/?@ {( 1 ),V}@:
1 1
0 0

. P 0 0
e (3 Jewec(3 ) s

Maticova rovnice ve slozkich dava Op = 2(Vag — Vi1), Op = 2(Uyy — Usz), Usy = —Via. Z vy-
razt (2.3) ziskdme derivovanim jednotlivé slozky

Fzg = %He"pN — U21 = —V12 = %HQLP/Q,
F.,=0pF, + QN — U= —Qe ¥/2,
Fo: =0pF: + QN — Vo = Qe ¥/2.

Nyni zbyva spocitat diagonalni koeficienty U, V. Kvaternion ® mame urcen az na nésobeni skalar-
nim faktorem. ProtoZe grupa izometrii H je SL(2,R), budeme poZadovat, aby konexe U,V lezely
s[(2,R), tj. byly bezstopé.

Véta 2.1 Kvaternion ® spliiuje rovnice (2.4), kde U,V maji tvar
e _Qe—%/2 _9%  _1lp1.e/2
U=\ 1,00 ¢ 2 , v= 2 . (2.5)
§He“"/ — 2 Qe—¥/? 2

Lemma 2.2 ® 7esi Diracovu rovnict

N I |
e (a O)¢_2Hq>.

Pro minimalni povrchy H = 0 vyjde v souradnicich tvaru z pozn. (1.11) Q = —%, Gaussova
rovnice je Liouvillova 00y = %e‘sﬂ a v U,V poznavame standardni Liouvillovy laxovské konexe.



2.3 CMC povrchy

Je-li stfedni ki¥ivost H konstantni, ziskame pro (GC)
1 _
Pzz + §H2€(P - QQQ67¢ = 07 QE = Oa

invarianci vi¢i transformaci Q — Q' = AQ, A = e?*. t € R se iikd parametr deformace. Tato
transformace neméni metriku ani stiedni a Gaussovu kiivost K = —2(90p)e~%. Tudiz se navic
zachovavaji i obé& hlavni kiivosti. V okoli bodu @ # 0 lze konformni zménou soufadnic z = Z(z)
normalizovat @ na H/2. V této parametrizaci rozpoznavame v systému (2.6) Laxovu reprezentaci
pro eliptickou sinh-Gordonovu rovnici

00p + H sinh ¢ = 0.
V &asti (4.3) ukaZzeme, Ze p¥i znalosti ®(z, %, \) pro viechna \ = e Ize (GW) explicitné vyiesit,
pri¢emz integrace vzhledem k z, z se nahradi derivaci dle ¢ :
Véta 2.3 Necht ®(z,z, A = e%) je Fesent systému
O, =UNP, O:=V(\)D,
. ( % Qe ) Ve ( U e ) (2.6
= 5 , V= ! i .
e -2 toeer %

Pak F, N definované vzorci

(@*%@ —i® lo3®), N = —id lo3® (2.7)

1

F =
H

popisuji CMC povrch s metrikou e¥, stredni kiivosti H a Hopfovgm diferencidlem QY = e2*(Q.
Obrdcené je-li F' konformni parametrizace CMC povrchu s metrikou ¥, H a Q!, pak je F ddno
rovnict (2.7), kde ® Tesi soustavu (2.6).

Pozn. k dikazu: F, N maji hodnoty v InH a proto mohou byt ztotoznény s vektory v R3.
Systém (2.6) je kvaternionova reprezentace pro pohyblivy repér s Hopfovym diferencidlem AQ.
Diferencovanim (2.7) dostaneme vyjadfeni (2.3). O

Pozn. 2.4 Povrchy paralelni k CMC povrchu lezici v normdlovém sméru ve vzddlenosti 1/(2H)
a 1/H maji po fadé konstantni Gaussovu a stiedni kfivost.
2.4 Povrchy s konstantni Gaussovou krivosti

Vypoéteme Laxovy konexe analogicky ¢asti (2.2). Ukazali jsme, Ze na povrchu s negativni
Gaussovou kfivosti lze zvolit souradnice tak, ze I, I] maji tvar

I = A%dx? + 2AB costp dzdy + B2dy?,
T = 2AB*22 dady.

Predpokladejme, ze A, B jsou nenulové a K = —p%, p > 0. Necht ® € SU(2) je jednotkovy
kvaternion, ktery prevadi bazi {A(i cos% + jsin %), B(icos% — jsin %), k} na bazi {F,, F,, N} :
. 0 e /2
_ -1
F, = —iA® ( oz g )@
. 0 ev/? (2.8)
_ -1
F, = —iB® ( iz g )@
N = —id loyd.



Linearni D.R. pro ® ziskdAme zavedenim matic
U=o,07', V=0¢,07" (2.9)

které lezi v prostoru Im H. Protoze F,, LN, Fy, LN, tj.

A 0 e /2
0=< F17Nx >= itr (( 6“/}/2 0 [0—37 U] y

B 0 e/2
0=< Fy,Ny >= 5“‘ (< o—iv/2 0 > [0—33 V]) )

jsou nediagonalni ¢leny U,V tmérné ®F, 1, resp. @chb’l. Koeficienty tmérnosti uré¢ime ze
vztahtt < F,, N, >=< F,, N, >= —w Pro U,V mame

. ia 0 e /2
U = —iuzo3 — 5\ v 0 ,

. ib 0 eV /2
V — —1V303 + 5 e_iw/Q 0 s

kde a = %, b= %; uz,v3 € R. K vypoctu us,vs uzijeme podminku kompatibility F,, = Fy.,
z niz plyne

B . _ Bycosyp— A,
BT YT T 9 Bsing 2.10)
n Py B, — A, cos? '
vg=v4 —, V= ————————
3 4 2A sin ¢
Diagonalni ¢ast podminky kompatibility pro (2.9) dava Gaussovu rovnici
Yay + 20, — 2uy — absiny = 0, z nediagonalni méme
u:aerb?:COSw, U:_berag.,COSﬁ). (2.11)
2bsin i 2a sin Y
Srovnanim (2.10) s (2.11) ziskAime Codazziho rovnice
ay—i—g—;a—g—;bcoswzo, bI—&—g—;b—%acosw:O (2.12)
a vyjadreni pro u, v
2b
= —ZLPZ siny, v= _ipa sin . (2.13)

Pro povrch s p konstantni se (GC) zjednodusi na g, — absiny = 0, a, = b, = 0. Zaroven
u=v=0. Tyto rovnice jsou invariantni vzhledem k Lorentzové transformaci a — Aa, b — b/},
kde A € R. Tedy kazdy takovy povrch méa l-parametrickou rodinu transformaci zachovavajici
II,K a . Stejné jako v pifpadé CMC povrcht, znalost ®(z,y, \) pro viechna A = e' postacuje
k explicitnimu feseni (GW), pfi¢emz integrace vzhledem k x,y se nahradi derivaci dle ¢ :

Véta 2.5 Necht ®(z,y, A = e') € SU(2) je reseni (2.9), s U,V

AR _iayo—it/2 _ by b pith/2
U= o 27 , v= ¢ 2 . (2.14)
_%)\ew/z _uf)Tm %671111/2 uny

Pak F,N definované F = 2p¢_1%<1>, N = —i® 1o3® popisuji povrch s konstantni negativni
Gaussovou kiivosti. Fundamentdlni formy jsou tvaru
I = p?(\2a%dx® + 2abcos dxdy + N ~2b%dy?),

1T = 2pabsinydzdy. (2.15)

Pourch s konst. negativni Gaussovou kfivosti v asymptotickych soutadnicich s 1,11 tvaru (2.15)
je popsdn vyse uvedenou rovnici pro F, N, pricemz ® Fesi systém (2.14).
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Pozn. k dikazu: F, N lezi v Im H. Diferencovanim vzorci pro F, N ur¢ime

oU aVv
=2p0 1 =200
Fo=2p ot e =2 ot '

které souhlasi s (2.8). O
Vypocet pro povrchy s K > 0 konstantni je paralelni.

Pozn. 2.6 2x2 reprezentaci pro K < 0 lze ziskat z matic (1.4) jejich pFetransformovdnim do
soutadnic (2.15):

_ 0 —g O _ 0 0 —sing
Pl=| ¢ 0 —-1]|, P*= 0 0 cosq | . (2.16)
0 1 0 sinqg —-cosq 0

]31, p2 jsou ortogondlni stejné jako feSent linedrniho problému ®. UvdZime reprezentaci SO(3) :

00 0 0 0 1 0 -1 0
Li=[00 -1 |, Ly=( 0 o0o0],;=|1 0 o],
01 0 ~1 0 0 0 0 0

(L1, Lo] = L3, [La, L3] = L1, [L3, L1] = L.
Pak -
1_
P =Glstls (2.17)
P? = —cosqly —sinqL,.

Jelikoz pro Pauliho matice o; plati aZ na ndsobek 2i stejné komutacni relace jako pro L;, je Lieova
algebra generovand [Ly, Lo, L3] izomorfni [e1, ea, €3], kde e; = 0;/2i. Tedy md smysl definovat

51 _ _if — -1
PQz€3+612(_1 qz>7

1 0 e %
2\ €' 0 ’

B (2.18)
P?2 = —cosge; —singes = =

Kalibracni transformact piejdou konexe na standardni tvar (2.14).

3 Vlastnosti Liouvillovy a sine-Gordonovy rovnice

3.1 Spoleény tvar pro reseni

Diky reprezentaci nulové kiivosti Fiya, = [Vay, Vas] =0 (0.2) existuje FeSeni linearniho
problému V,,0 = (0o, + Aa;)0 = 0 (0.3). Pfitom pro i € {1,2} o; € {2, 2} resp. {x4,x_}.

Teorie P.D.R. dava jednoznacnost feseni. Pro Liouvillovu rovnici (1.17) je A,, Az analogické (2.5):

9o op/2 _9¢
1 1 0
A, == 2 83 , As== 2 5 . (3.1)
2 0o -5 2\ ew/2 %
Pro sG pifpad je dano A, =V, A_ =U z (2.14), kdea=b=1, A =i\"}, 2, = —y, 2_ = —x :
Wy i /2 _a¥- 1 -2
1 e 1 1 e
Ay =< 2 , A== 22 . (3.2)
2\ N2 _jue 2\ Lewsz  ue
2 X 2
Ukazeme, Ze z Aq, € s1(2,R), vyplyva 0,,detd = 0. Vyjdeme z identity (Indetd) ., = tr(6 ,,071),
jez plati pro libovolnou nedegenerovanou matici 6(aq, o). Protoze 0 o, = —A,,0 a trA,, =0, je

dikaz hotov.
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Zavedeme-li A(f) = 912 B(6) = %2 prejdou rovnice (0.3) na tvar

= o = on
0A = —e“’/Q%, 9B =0,
9A =0, U gt &
2603,
Liouvillovské pole lze vyjadfit pomoci A, B
e?(2:2) — _4%53(2). (3.4)

Pro rovnici (1.6) vypo¢teme podobné

/0 detd /0 detd
Oed = N FWRom, 0L B = XTI (3.5)
11 21
Sine-Gordonovo pole je dano
e:i:iw(:ur,z,) _ 748:|:A(91B
(A-B)*
(3.6)

2\E2
aj:Aaj:B == —T(A - B)2

Vyraz (3.4) a prvni rovnost (3.6) jsou spoleéné a jsou zobecnénim geometrickych feseni (1.21),
(1.22). A, B jsou v obou pfipadech omezeny dodate¢nou podminkou, holomorfnosti resp. druhou
rovnici (3.6).

3.2 Symetrie

Symetrie rovnic (3.4), (3.6) nam umozni dokazat obecnost (1.22), (1.21). Levé translace
0 — 69 = gB pulisobici na FeSeni linedrniho problému indukuji kalibra¢éni transformace A,, —
AY = —(00,9)9"F + gAa, 9. Funkce A, B zlistavaji invariantni pii posunech diagonalnimi prvky
g € SL(2). Nasobeni zprava 8 — g, g € GL(2) soustavu (0.3) neméni. Rovnice (3.4), (3.6) jsou
zachovavany Mobiovymi transformacemi

A B
AR g oBES (06 (3.7)
YA+§ YB + 6 7o«
které jsou indukovany pravymi posuny 6g.
Konexe A,, vyjadiime v nasledujici reprezentaci sl (2, R) :
(1 0 +_ (01 __ (00
i=(0 5) m=(0a) = -(10)
[H,E*] = +£2FE*, [Et E~]=H,
A, = 0P+ LerPET A = —00 + JeI%ET, & = 1pH,
Ay = £i04 U + eV, U= 1yH, £ = \EYET +E7).
Lieova algebra sl (2,R) m4 involutivni automorfismus IIH = —H, IE* = E¥, jenz je v nasi
reprezentaci implementovan prvkem o
0 1
X =0Xo, o= L X €sl(2,R). (3.8)

VyuZijeme podminku redlnosti ¢ € R <= A, =1IA,, A; = IIA,, ktera dava relace

A, =0As0, A; =0A,0.



Stejné 1) € R <= Ay(\) =ITAL(\), A € R a odtud
Ay =cA,o0.

Diky témto vztahGm plati: fesi-li § linearni problém s matici A,,, pak jej fesi i 00. Z jednoznag-
nosti fegeni (0.3) ziskame konjugaéni pravidlo § = 00C, CC = 1, C je konstantni a je uréeno
pocateénimi podminkami.

Predpokladejme nejprve, ze v bodé P je dana podminka 6(P) = I. Pak C' = o a tudiz
A= %. Jelikoz A — B = — e‘lifgzl a nyni detd = 1, nalezi A jednotkovému disku D. Dosadime-li
podminku A = % do rovnice (3.4), pfijdeme k metrice (B.3). Za druhé zvolme poc¢atetni podminku

~ 1/ -1 —i
ior, F_Qi( ; _)

Z rovnosti I "1oT =1 plyne 9 =00 adileA=B. Pouzijeme-li § = 0T ve vyrazu (3.7), dostaneme

s vyuzitim vztaht pro A, A
A+1

177
A-1
To je izomorfismus, ktery prevadi D na H. Jelikoz diky reprezentaci nulové kiivosti vzorce (3.4),
(3.6) davaji obecna feseni Liouvillovy resp. sine-Gordonovy rovnice, ukizali jsme, Ze také (1.21),

(1.22) zajistuji obecné feSeni téchto rovnic.

A=— |A]? < 1. (3.9)

3.3 Existence Lie-Backlundovy transformace

Zvolme 6(z,%), T(x4,z_,\) feSeni linearnich problému k (1.17), (1.6) spliiujici po¢atecni
podminku 6(0,0) = T7(0,0,A) = I'. V piedchozi ¢asti jsme ukazali, ze u(f) = A(0), u(f) = B(0)
iuw(T) = A(T), w(T) = B(T) lezi v H. 0, T jsou urceny aZ na nasobeni zprava prvky grupy
SL(2,R), které indukuje Mébiovy transformace w, 4, viz. (3.7). V& nim jsou rovnice (3.3), (3.5)
invariantni. Proto miZeme pozadovat

)+ 5
f)= —————, ad — =1. 3.10
u(® 2 as - (3.10)
Specielné lze klast u(¢) = u(T'). Pouzijeme-li tento vztah, definici A, B a relaci A=B prijdeme
s uvazenim, ze det @ = det T' = —3 k rovnosti

i

SR (3.11)

011021 = t11t21 =
Protoze zaroven plati identity 01; = 0o, t1; = t2;, zjistujeme, Ze nasledujici podily jsou &isté faze

e =— ewW="Z"wek. (3.12)

Dosazenim u(60) = u(T') do (3.3), (3.5) ziskame

D(z,z) o AeiF 2w \lemif+2iw
) 675 ,
D(xy,x_) Ne—i¥—2iw  \—1,i%—2iw
(3.13)
D(xy,x_) e? Aleig 2w _\—le-igt2iv
D(z,z) - 2¢ sin ¢ R N\ets +2iw ’

Predpokladame, ze tyto matice nejsou degenerované, tj. J = det % = 2ie"¥siny # 0,

a proto 9 # 0(mod ). Z (3.13) plyne: (z, Z) jsou konformni soufadnice na M pravé kdyz (x4, z_)

13



jsou Cebysevovy soufadnice na témz povrchu. Z dikazu véty (1.9) vime, Ze z(z4,z_), Z(z4, 2_)
splituji (Bel) z dikazu véty (1.9). Odvodime jeji konkrétni tvar:

+iv
:indz

Vyjdeme z rovnosti 0,z = A2e'¥0_z. Identita 1 Ficotgt) = Fi umozniiuje tento vztah zapsat

)\:N:Q
01z = T4 (cotg POy — sinwa:F) z.

Podminka integrability toho systému dava pro Beltramiho operator

Lz=Lz=0,

L =220 (01 ) + X0 (5510~ ) = O (cotgvd-) — - (cotg vy (8.14)

Nyni dokaZzeme existenci Lie-Bécklundovy transformace mezi (1.17) a (1.6). Zavedeme vek-

o= 011 w — t11
01 )’ tor )’

pro které plati podminky (3.11), (3.12).

tory

Véta 3.1 Je-li v fesend linedrniho problému Ov + A,v = 0, v+ Asv = 0 a zména soufadnic
(2,2) & (z4,x_) je definovdna pomoci (3.13), pak je w je Tesent systému 0w+ Arw = 0. Odtud
Y Tesi sine-Gordonovu rovnici.

Diikaz: Vyjdeme z identit 0,20,z = \2e=?, 0_20_z = A\"2e™%, jez se ziskaji z (3.13). Prvni rov-
nost derivujeme dle z_ a druhou dle x4, pfitom vyuzijeme 0,0_2z = 0_04z a pfijdeme k linearni

soustavé D7) 29
5 . ZE) -y -¥
(0:0-2.000-2) g oy = ( A0, )'

Jeji feSeni je z Cramerova pravidla jednoznac¢né dano

—L it 2iw
o0z =" (g N0y,
, Sfﬁq’z’z} (3.15)
S _ _16_7_17_ et —iv 2
04+0_Z oo (e7™O01p — A*0_¢).

K vypoétu 0+0+2, 0+0+Z pouzijeme linearni systém pro v. Z néj a dale z (3.13), (3.11), (3.12)
vyjadiime vyrazy

i \E2 )\ileii%tm
OrInfy; = +— tg oL — ——0 -
+ In 6y 1 (CO gYo+p P JFSD) 5

Derivaci 04 In 051 obdrzime komplexnim sdruzenim. Vezmeme-li v ivahu tyto vztahy a derivujeme-

i % dle 1, odvodime
i +2i e AE2 Dot
0sOer — \Fle—$Fid+2iw (4, © P A ,Dstu
+0x% e 2T3 Z2Sin¢ i(p:FZ2Sinq/) = » 7
i +2 (3.16)
STy i A Ditor
a 8 7:)\:F1 _*jFlE—QZUJ . € a i 78 _2 .
= o $ZQSiI”/) =7 ZQSiI'l?/} 1 21

D jsou kovariantni derivace sine-Gordonova modelu, Dit;; = (D+T);;. Jelikoz Diti; = Ditor,
jsou uvedené rovnice komplexné sdruzené. Porovname-li vztahy (3.15) a (3.16), zjistujeme, Ze
D.t11 = D_ty; = 0. Odtud w spliwje sine-Gordontv linearni problém a v je FeSeni (1.6). |
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Obracené plati:

Vé&ta 3.2 Je-liw resent linedrniho problému 0+ w+Arw = 0 a zména soutadnic (2, 2) « (T4, )
je definovdna pomoci (3.13), pak je v je Teeni systému Ov + A,v =0, dv + Asv = 0. Proto ¢
7e$t Liouvillovu rovnici.

Dukaz jiZz pouze nazna¢im. Rovnice (3.15) byly odvozeny z (3.13), bez uziti linearnich problémii.
Vztahy (3.16) lze spodist z (3.13) za pouziti linedrniho problému pro w. Disledkem jsou vyrazy
pro d1 Infy; a jejich komplexni prot&jsky. Do téchto vzorci dosadime identitu odvozenou z (3.13)

cotg Yy — si:;aﬁo = ii)\ile_g(eii%“i“’&p - eﬁg—?“&p)
a dostaneme rovnice
O+ Inf = — A (eii%+2iwag0 — e:':i%*%“’gcp) — M@
+1 . At iz tt” (3.17)
O0+Inby = A#(eii%Jrzi“’&p - ey%*%”&p) — %i

(3.17) umoznuje spocitat D,v, Dsv, pfidemz D; znadi kovariantni derivace p¥islugné k Liouvillové
konexi. Diky (3.13), vyjde D,v = 0, Dzv = 0 a tedy linearni problém pro v i (1.17) jsou splnény.[]

Pozn. 3.3 Nasli jsme jeden prvek Lieovy grupy Bdcklundovych transformact, indukovany (3.13),
ale nevime, zda lezi ve stejné komponenté souvislosti jako jednotka. K tomu by stacilo ukdzat napt.
existenci spojité deformace mezi Liouvillovym a sine-Gordonovym modelem.

Pro w plati nésledujici rovnice i0sw = £1019 — 1(04200 — 04 20¢). Pii jejim odvozeni jsme
uzili (3.13) a (3.15) ve tvaru 0;0_z = —0120_2z0¢. Podminka integrabilitity dava

M — 26*%35%
sin Y

coz souhlasi s invarianci skalarni kfivosti p¥i zméné soufadnic (z,z) < (x4, z_). Z rovnice plyne
existence (BT) mezi (1.6), (1.17).

Béacklundovu transformaci lze rovnéz ziskat prejdeme-li od Liouvillovy konexe difeomorfni
transformaci (z,2) < (r4,z_) k 1-formé Dy = 04 + Uy, kde Uy = 0424, + 0+ZA;. Kiivost je

2-forma a proto F,_ = [D;,D_] a F,; = [D,,D;] jsou svazany vztahem F,z; = det%ﬂh_.
Ozna¢me g = e¢“H a uvazme kalibraéni transformaci Do — DY = g~ 'D.g. Pak DY je sine-

Gordonova konexe, pokud je (z,Z) < (z4,2z_) déna (3.13) a w spliiuje rovnici z pFedchoziho
odstavce.

4 Solitonové povrchy

4.1 Povrchy vnoiené do R?

Geometricky (BT) pfedstavuje konstrukei, pfi které bodu P pivodniho povrchu ¥ pfifa-
dime P’ z ¥, tak ze PP’ je konst. délky a lezi v tetné roviné 7p k ¥ i v 75, tedné k ¥'. Soucasné
pozadujeme, aby Z(7,7’) = { = konst. Obecné tangencialni podminka dava ' = » + mN’ x N.
Pro pseudosféricky povrch vznikne transformaci povrch se stejnou kiivosti a tudiz mizeme na %
i ¥/ uvazovat asymptotické souradnice. Z téchto podminek v pripadé sG nalezneme standardni
tvar (ABT) pro sG rovnici a pro r’ nasledné vyjde (viz. [5])

L o ’
v =r+ — sin [ 2= )y, +sin | 2 tw |, (4.1)
sinw 2 2
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kde L = psin (. Biacklundovsky transformované feSeni sG rovnice w’ vznikne z w pomoci Bécklun-
dova parametru 3, ktery je s ¢ spjat vztahem 8 = tg(¢/2). Pfechodem k hlavnim soufadnicim
pak

/ : /
r+L COSS% - S:innaery] . 0=2w, 0 =2 (4.2)

Diky (4.2) snadno spocteme 2-solitonovy sG-povrch, kdyz za r vezmeme polohovy vektor Diniho
pseudosféry, jez odpovida pohyblivému 1-solitonu pro sG:
psin ¢ sech  cos (%)
r(z,y) = psin ( sech y sin (%) ) (4.3)
X — psin( tanh x

. Diniho pseudosféra je priklad helikoidu, plochy vzniklé rotaci kolem osy

kiivky, ktera je souCasné posouvana paralelné s osou rotace pri¢emz pomér rychlosti translace
a rotace zistava konstantni, takZe jeji parametrické rovnice ziskdme snadno ze zndmého stacio-
narntho 1-solitonového povrchu. V ten (4.3) prechazi pro ¢ = /2. V (4.2) je tedy 6" 2-solitonové
FeSeni urcené z nelinearniho superpozi¢niho principu

. (C2 Cl) . h(Xl X2>
sin sin 5
¢’ = +2arctan (4.4)

sin (Cz - C1> cosh (X1 +X2>
2 2

kde 0; = 2arctanexp x; jsou vychozi feseni sG odpovidajici (4.3) a v (4.2) je & = 61. Spec. Ize
z (4.2) volbou 81 = c+id = (5 ur¢it povrchy piislusné k periodickym 2-solitontim (tzv. breathers).

Dalsi povrchy

Pro odvozeni dalsich povrchii souvisejicich s nelinearnimi rovnicemi pfedstavime odlisny
zpusob, jimz lze pfijit k sine-Gordonové rovnici. Da Rios v roce 1906 nalezl solitonové rovnice
v ¢asovém vyvoji kiivosti a torze neroztazitelného viriciho vldkna v nestlacitelné kapaliné. Necht
tedy r(s,t) je polohovy vektor Gasové se vyvijejici kiivky. Pak te¢ny vektor ¢, norméla n a binor-
méla b spliuji Frenetovy formule

ts = kn,
b, = —mn, (4.5)
ns; = 7b — Kt,

kde s je parametrizace obloukem a k, 7 je kiivost a torze. Cas t v této soustave vystupuje pouze
jako parametr. Pozadujeme-li v kazdém okamziku ortonormalitu pohyblivého repéru, musi platit

tt = an + ﬁb,
b, = _61; - mn, (46)
n; = —at + vb.

Neroztazitelnost vldkna dava zaménnost druhych derivaci t; = ;5 atd. Odtud ziskame

Qg = 67— + Kty
Bs = —aT + kK, (4.7)
Ys = Tt — /BH'

Z (4.7) vyplyva (o + B2 + v?)s = 2(ak; + 7). Necht je nejprve torze konst. 74 = 0 a a = 0,
pak 32 +~2 = §%(t) a lze polozit 3 = 6(t)sino, v = §(t) cos 0. Podminky kompatibility (4.7) se
redukuji na

ost = —0(t)7(s) sin o, (4.8)
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kde k = o,. Volbou 7 = 1/p = konst.,d = —1/p, se (4.8) stava sG rovnici a (4.5),(4.6) je jeji
linearni reprezentace odpovidajici (2.16). K¥ivka o konst. torzi spojena se sG rovnici se pohybuje
po pseudosférickém povrchu, pri¢emz v kazdém ¢ase je na ném asymptotickou k¥ivkou. Sledujeme-li
vyvoj jedné asympt. k¥ivky dle druhého parametru pro 2-solitonové feseni, vidime kiivku s dvéma
lokalizovanymi smyc¢kami, které pres sebe projdou nezménény az na fazovy posuv. Rychlost r; je
v tomto pfip. dana r; = cosot — sinon.

Druha moznost konst. kiivosti k; = 0,7 = 0 vede opét na sG rovnici o = p% sin o s linearni

reprezentaci odpovidajici (2.16). Regenf (4.7) je

coso sino
o= — 75: aH:]'/pv’T:US'
P P
Nicméné t - N = —1 # 0, kde N je normalovy vektor povrchu, takZe kiivka nelezi na prisluSném

pseudosférickém povrchu.
Pohybem kfivky o nulové torzi nyni pfijdeme k mKdV: RozloZzime-li rychlost
v =M+ un + vb,

dava podminka r¢ = 745 rovnost A\t + Akn + psn + p(7b — kt) + vsb — v = an + Bb. Odtud

As — k=0
A6+ s — VT = (4.9)
pT+vs=p

a dosazenim do (4.7)
Kt = (A + ps —vT)s — (U7 + v6)T
Tt = Ys + (U7 + Vo) K,

kde v = L[(u7 + vs)s + 7(Ak + ps — v7)]. Pro kiivku s 7 = 0 pohybujici se tak, Ze p = —xs,

vyjde z (4.9) \ = —%2 + ¢1(t). ProtoZe ¢; je libovoln4, polozme ¢; = 0, pak z (4.9) vyjadiime

{a, 8,7} = {—kKss — %S,VS, Lead N v} = {—”—22, —Ks,V}. Z vyrazu pro k; obdrzime
K

3
Kt + Kgss + iﬁgns =0 (mKdV).
Prejdeme-li od mKdV k potenciadlové mKdV, lze z jeji lineadrni reprezentace snadno urcit polohovy
vektor pseudosférického povrchu odpovidajicitho 1-solitonovému FeSeni této rovnice. Vysledek lze
nalézt v [5].

Hasimoto zkoumal binormalovy pohyb vifictho vldkna omezeného podminkou r;, = kb.
V oznadeni z predchoziho odstavee tedy {\, u, nu} = {0,0,x} a (4.9) davaji

a=—k1, [(=k.
Z podminek kompatibility pro (4.7)
K — KT2
’y =
K
Kt = —2KsT — KTs (4.10)

Kss K2
th(—TQ—&—S—&—) .
K 2/,

Zavedme nyni Hasimotovu transformaci:

S
q = ke, o= / 7(s*,t)ds".
50
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Pak uzitim (4.10) zjistime, Ze

qr = [Ht + ik <—7'2 + % + A T(t))} e,

qlgl? = K3, (4.11)

Qss = (Kss + 2iksT + ikT, — KT2)e,

. Zkombinovanim rovnic (4.11) vyjadfime

S0

2
kde T(t) = [ —72 Fos | B~
de T'(t) <T+l€+2>

. 1
o0 =0+ pala? - 70 (1.12)
Zavedeme-li ¢* = gexp (z fot T(t*)dt*), nalezneme

iq; + qss + glq lg" =0  (NLS) (4.13)

Je-li T(t) = 0, neohvézditkovana verze (NLS) pFipousti lin. reprezentaci odpovidajici (4.5), (4.6).
Diky 7y = kb mame I = dr - dr = (r.ds + r¢dt) - (reds + ridt) = ds? + k2dt?, a podobné
II = —dr-dN = (tds+kbdt)-(nsds+n.dt) = —kds®+2k7dsdt+ (ks —KkT?)dt?, v GemZ jsme vyuzili
N — rsXxry  txXkKb

. K .
= = —n. Odtud uréime Gaussovu kiivost K = ——>. Rovnice (4.10), ,
|rs X 7] K K ;

jsou invariantni vaéi transformaci

Kk — K" =R, ToT =T+

s — §* = s+ 2\, b t* =t (4.14)

Zaroven r; pfejde v ry+ = k*b — 2At. V linedrni representaci se objevi spektralni parametr:

t 0 K* 0 t

n = —K* 0 T =)\ n |,

b /.. 0 T+ A 0 b (4.15)
t 0 —K*(T*+ X)) KL t

n = K(T* 4+ ) 0 = n |,

b /.. — K —= 0 b

*
R g% g%

kde = = > — £ 4 A2, Analogicky ¢asti (2) se ziska standardni AKNS reprezentace pro NLS.
K
Hasimotovy povrchy popisuji napf¥. ¢asovy vyvoj koufového krouzku. Zajimaji nas para-
metrické rovnice 1-solitonového NLS povrchu. Vina se $ifi konst. rychlosti ¢ podél vlakna, které
zlistavé rovné pro s — 00 tj. K —soe 0. Hleddme feseni k = x(£), 7 = 7(§) rovnic (4.10), 5,
pricemz £ = s — ct. Substituci se systém transformuje na

ck =267+ KT (4.16)

. 5

’ 9 K K
—cT = |— —+ = . 4.17
eT { O 2} (4.17)

Integraci (4.16) s vyuzitim okrajovych podminek a s pfedpokladem omezenosti 7 pro s — oo
odvodime (¢ — 27)k? = 0, coz vyloudenim trivialntho pifp. x = 0, dava 7 = 5 = 10 = konst. Pro
hyperbolicky NLS povrch je %= > 0 a tudiz z (4.17) zbyva

K

2
—+ — =€
K 2
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Obecné feSeni této rovnice lze vyjadrit pomoci eliptickych funkci. Doplnénim okrajovych podminek
ur¢ime reSeni
Kk = 2esech(ef),
tj.
q = 2esech[e(s — 27ot)] expiTo(s — s0)] (4.18)
fest (4.12) s T(t) = —78 + €2. 1-soliton k NLS (4.13) je dan

q* = 2esechle(s — 27ot)] expi[to(s — s0) + (2 — 1))

Metodou popsanou v 4.3 lze k (4.18) ur¢it

S

€
2 et tanh(eg)
€
r(s,t) = —m sech(e€) cos[ros + (2 — 7)) | . 19
_ﬁ sech(e€) sin[rps + (€2 — 72)t]

Existuje fada solitonovych povrchi, jeZ lze zkoumat podobnymi metodami. Uvedme napf.
rodiny Bonetovych povrchii se stejnou stfedni kfivosti, Bianchiho povrchy s harmonickou inverzi
Gaussovy kiivosti d,05(1/v/K) = 0, povrchy s harmonickou inverzi stiedni kfivosti 0,9z (1/H) = 0,
povrchy asociované s vinovou rovnici (Inh),g = h — h™2, jimiz se poprvé zabyval Tzitzeica, atd.
Pro AKNS systémy lze odvodit obecny vzorec N-solitonového povrchu ziskany opakovanou aplikaci
(BT), uveden je napt. v [6], podrobnosti pak lze nalézt v [7]. Vypocet pro konkrétni povrchy je
ale nékdy komplikovany uz pro N = 2.

4.2 N-solitonovy povrch v Lobacevského roviné

Pro sG rovnici odvodime rovnice vnofeni N-solitonového povrchu do H. Pfijméme pro
jednoduchost znaceni f(x) = f(xy,z_), f(0,0) = 0 pro libovolnou funkci 1, z_. Protoze rovnice
vnofeni do H je urfena vzorcem (3.9), potfebujeme znat maticové feSeni lin. problému (0.3). To
lze ziskat z FeSeni vektorového v8imneme-li si symetrie Laxovy konexe Ay (z, —\) = HA4(z, \)H.
Odtud je-li w(zx, \) FeSeni (0.3), je jim i vektor Hw(x, A) a tudiZz maticové FeSeni lze zapsat

W(z,\) = (w(z, A), Hw(z, —\)). (4.20)

V ¢lanku z Osaka Journal of Mathematics 19 (1982; 125-158), ktery se mi bohuZzel nepodafilo
ziskat, E. Date ukizal, Zze k vypo¢tu N-solitonového feSeni je tfeba vzit hodnoty A = uq, ..., un,
pro které je matice W degenerovand a Ze feSeni lin. systému (0.3) je

. O (A + e1(x))
w(z, \) = e(x, —\)e?® ( Zv ! ! (4.21)
Hj:l()‘ + €e25(z))
kde e(z,\) = exp{3(Azy + A"1z_)}. Zaroveii 1 a e;; musi spliiovat
1049 = Zi\;(aﬁu — 0y e2)
, 4.22)
L (
€ H'LZI €1 :
Podminky degenerace znamenaji existenci konstant ¢;, j =1,..., N tak, Ze plati
w(z, Mj) = Cij(‘rﬂ 7/143'), (4.23)
slozkové
wk('ra,uj) = (—1)k_1Cj’LUk(.’E, _/’(‘j)7 k= 1,2, .] =1.N. (424)
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Dosazenim (4.21) do (4.24) dostaneme relaci

N
HM = (1) ;e (ap), k=1,2, j=1,--- N. (4.25)
1 Ckl — Hj

Uzitim (4.25) se ovéf{ konzistentnost (4.22). Pro (4.21) méa soustava degenera¢nich podminek (4.23)
kladenych na W jediné feSeni. -
Z podminky redlnosti 1 tvaru A4 (\) = 0 A+ (\)o uvedené v ¢asti (3.2) vyplyva w(z, \) =
ow(x, A). Srovnanim s (4.24), (4.21) nalezneme konjugacni pravidla
:D‘j = :uﬂ'(j)a Ej = 7CTr(j), g1j = 627r’(_j)7 J = ]-, e aNa (426)
pFiemy 7,7 jsou dvé ne nutné stejné involutivni permutace N. Matice (4.20) je tudiz nasledujici
N N
[L=i(a(@) + Ne(=A) [Tz (@(z) = Ae(N) )

Wy (z,\) = e <
" [T (o) + Ve(=N) — T (@) — Ae(—A) (4.27)

e(x) = ey(x).
K normalizovanému fedeni ptijdeme prenasobenim Wx'(0,\) : T (z,\) = Wy (2, \)Wx1 (0, ) =

_ ( exp{k(n (@) —en(0)}Xy(N)  exp{i (e (@) +1n (0)}Yx(A) )
exp{— 4 (n () + Un (0)}Tn(A)  exp{—4(Wn(z) - o (0)} Xn(A)
I, (4 a(@) - a(0)e(=) + (o -A)
2T, (A2 — 123)
YL O+ @) (0 — a(0)e(=A) + (A < —A)
20T | (A2 — i) '

XN ) (4.28)

Yn

Z matice Ty vyjadiime A, o kterém jsme v sekci (3.2) ukazali, ze A € D. Izomorfismus (3.9) mezi
D < H zajistuje hledané vnoteni

iXN(l', A+ exp{inTm)}YN (z,\)
Xn(z,\) — exp{inTm)}YN(x, A)

un(z,A) = (4.29)

Z (4.29) se snadno zisk4 1-solitonovy povrch v H. Déle vidime, %e vakuovému feseni 1) = 0 odpo-
vidaji geodetiky v H.

4.3 O obecné metodé vypoctu solitonovych povrchii

K odvozeni parametrickych rovnic solitonové plochy je obvykle potieba fesit (GW). Je-
jich obtiznou integraci lze nahradit derivaci dle spektralntho parametru. Tuto tzv. Sym-Tafelovu
proceduru si ukdZeme opét na pripadu pseudosférickych povrchi. Predpokladejme I, 11 v asymp-
totickych soufadnicich (1.5) a AKNS reprezentaci tvaru

Dl —1F Z'/2 _wx/Q
d, =GP G (I)_(wx/Z 71./2 )(IJ,

®, = GP*G'® = ! ( cosw st ) d,
2 \ sinw —cosw
s o ) 1 1 ) Lo o -
kterou ziskdme kalibra¢ni transformaci pro G = PR (2.18). Zaroven jsme preznafili

q(z,t) na w(z,t). Diky invarianci sG-rovnice vii¢i Lorentzové transformaci obsahuje AKNS repre-
zentace spektralni parametr \ :

e = % K —?% " >+M( 0 ﬂ > (4.30)

&, — " —cosw sinw
P77 oa | sinw  cosw
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PrepiSeme-li soustavu (4.30) ®, = ¢,®, © = 1,2 pomoci Pauliho matic o;, jsou g, dany

7
g1 = §(w7102 + Aos),
. (4.31)

92 (sinwoy + coswos).

R
Podivame-li se, jak vypadaji derivace g,, dle spektralniho parametru

GLA =503 920 = 539 (sinwoy — coswos),

zjistime, ze
—2Tr(guagu x)datdz” |21 = dz? + 2 coswdzdt + dt?. (4.32)
Srovnanim (4.32) a (1.5) pak vidime
I = —2Tr(gugv,)dax"dz” |x=1. (4.33)

Zaroveini lze z polohového vektoru r = (X7, Xo, X3) vytvorit maticové r = X;e;, kde e; = 0;/21.
Pak I je dana
I=-2Tr(r ,r,)dz"dz" |x=1. (4.34)

Stopa je invariant vi¢i podobnym maticim, takZe se nabizi polozit ansatz
r =G 1g\G, (4.35)

pricemz G je dosud neurcena kalibra¢ni matice. UZziti podminek integrability pro AKNS systém
912 — 921 + [91,92] = 0 a rovnosti r 12=7 21 na (4.35) vede na komutacni relaci

[G1G™! — g1gan] = [G2G™' — gag1 2],

jez je splitena volbou G = ®. Zbyv4 tedy integrovat rovnice r, = ® g, \®, p =1,2. Vime, ze
rovnice jsou kompatibilni a Ze zarovenn ® », = ® ,. Nahlédneme-li

(@7'® ), =—07'®, 07D, + 07D, =D g0\ + P (g aP+g,P)) =P gD,
kde rovnost (#71), = —®~'® , &~ plyne z identity ®~! = ¢~1®P !, odvodili jsme vztah
r=o"10,, (4.36)

jenz uréuje r aZ na posun v prostoru

r=iTr(®'® o). (4.37)
Jako o jsme oznaéili (01, 09,03)T. V [5] je ukdzéno, ze I asociovana s timto = odpovida (1.5).
Obecné rovnosti (4.33), (4.37) plati pro libovolnou g, € su(2), spliiujici podminku kompatibility
odpovidajictho linedrniho systému.
5 Zavér

Jednim z ucelu prace bylo odvodit analogy sine-Gordonovych solitonovych feSeni v Liou-
villové rovnici. To se mi bohuzel nepodafilo, protoZze jsem neziskala explicitni tvar Backlundovy
transformace mezi témito rovnicemi.
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6 Appendix

A Pouzité pojmy z diferencidlni geometrie

Véta A.1 Pro 2-dimenziondlni povrch s indukovanou Riemannovou metrikou, ktery je vnoieny do
3-dimenziondlniho prostoru, je skaldrni kiivost R = 2K. Gaussova kiivost K je vnitini vlastnost
plochy.

Definice A.2 Pouvrch f : U — R3 je parametrizovdin hlavnimi souradnicemsi, pokud pro normdlovy
a tecné vektory plat! fo, .fz, =0, frzy,2, -0 =0, tj. pokud fs,, fz, jsou ortogondini a jsou viastni
vektory Weingartenova zobrazeni —dn. To nastdvd prdvé kdyz I a II fundamentdlni forma md
v téchto soutadnicich tvar

I = g11da? + goodas, IT = l11da? + lopda?. (A1)

Vé&ta A.3 Necht f: U — R3? je parametrizace povrchu M a py € M znaci bod, v ném? jsou vlastni
disla Weingartenova zobrazend riznd A1 (po) # A2(po). Pak existuji oteviené okoli Uy C U, py € U,
okoli Uy C R? a difeomorfismus h : Uy — Uy, takovyj 2e F = foh : Uy — R? je parametrizace
hlavnimi soufadnicemi, tj. plati rovnice (A.1).

Véta A.4 Necht f(x1,2) je lokdini parametrizace hlavnimi souiadnicemi povrchu M v R3 s I a
II danou (A.1) a oznacme (A1)? = g11, (A2)? = goo. Pak systém deviti Gauss-Codazziho Tovnic se
redukuje na

((141):@)962 n ((A2)z1 ), = _hials

Ao Ay A1 Ay’
l1 l22(A1)a
iy _ 2 A2
()= "ty A2
(5272) _ h(42)e,
Ay’ ™ (A1)?

Dikaz: Je-li povrch parametrizovan hlavnimi soufadnicemi, tvori

_ I —E, e3=n

€1 = —(—, €2 =
Ay Ay

ortonormélni repér. Gauss-Codazziho rovnice
1 2 1 p2
P, —P; =[P, P (A.3)

jsou podminky kompatibility pro soustavu
(€)ar = D Pliej,  (€i)es = Y Phie;,
J J

maticové ( ) ( 11
€1,€2,€3 r1 — €1,€2,€3 P )
(61,62,63)12 = (61,62,63)P2. (A4)
Plati lei = (ei)m - €5, P]% = (ei)m - €.
Jelikoz e; - e; =0, je PZ-’; + Pﬁ- =0, tj. P* jsou antisymetrické matice.
[PL, P?] je také antisymetricka:
PP = (PYP? — PPPYT = (< P?)(~P') — (~P))(~P*) = ~[P", 7],
Proto staéf spoéitat ¢leny 12,13,23 matic P!, P?, [P, P?].

_ _ h . & _ fllll . f$1(A1)1171 &
P211—(61)xl'62—(A1)1 A2_<A1 (A1)2 ) Ay
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Ale fo, - fa; =0a

faclacl 'sz = (le . fmg)zl - le . f:rlmz =
0-— %(f:m 'f$1)12 = _%((Al)Q)mz = _Al(Al)Iz'

Dosazenim do rovnice pro Py, ziskdme

P211 = (A;lim :
Déle ur¢ime
f§1=(eﬂm1-as=-—ms(eﬁml==—%%f~nm1=-—%i-
Analogicky zjistime P, Pfj, takze
0 Way i 0o Yo
Pl = _% 0 0 , P*= % 0 —la ) (A.5)
Y 0 0 0 g 0

Dosazenim (A.5) do (A.3) a vypoctem élent 12, 13, 23 matice [P, P?] p¥ijdeme k hledanym t¥em
Gauss-Codazziho rovnicim. O

Pozn. A.5 Pokud pro smér generovany vektorem x € T,M plati II(x,x) = 0, zveme jej asympto-
ticky. Je-li na oteviené podmnoziné U povrchu M, K < 0, existuji v kaZdém bodé z U prdvé
dva asymptotické sméry. Soutadnice na M jsou asymptotické, pokud jejich parametrické kiivky
jsou integrdlni kiivky k asymptotickym smérum. Soutadnice x1,x2 jsou asymptotické privé kdyz
de = 2[12($1,$2)dl‘1dl‘2.
B Lobacevského rovina
Nejprve pripomenuti indukované metriky na sfére: Prejdeme ke sférickym souiradnicim
di? = da* + dy? + dt* = dr® + r*(df? + sin? 6 dp?).
Protoze r = R je konstantni, mame
di* = R?(d6* + sin® 0 dp?).
Uzitim stereografické projekce mna rovinu ziskame

AR?
(R? + |2[*)?

4R*

2 _
i = (R? +u? +0v?)?

(du? + dv?) = dz dz, (B.1)
coZ je metrika roviny pfendsobena faktorem h(u,v) = h(z, z), z = u+iv. Obraz (u,v) = w(x,y,t).
Pro pseudosféru t2 — 2 —y? = R? budeme postupovat analogicky. Zavedeme pseudosférické
soutadnice
t = pcoshy —00 < p < 00,
x = psinh ycosp 0 < x < o0,
y = psinh x sin ¢ 0< <27

Tedy t? — 2% — y? = p? > 0, takze pseudosférické soufadnice lze piifadit bodim uvniti kuZele
t2 = 22 + y2. Vyjma osy t vychazi

di? = dt? — da® — dy? = dp® — p?[(dx)? + sinh? x(dp)?].
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Omezime-li se na horni hyperboloid p = R konstantni, indukovana metrika je ddna
—dI? = R*(dx? + sinh? ydy?). (B.2)

Opét zavedeme stereografickou projekci 7, nyni na otevieny disk u? + v? < R2. Pély tvoif body
o soufadnicich (+R,0,0). Lezi-li vzor P = (z,y,t) na horni pseudosféte, tj. ¢ > 0, a oznaéime-li
jeho vzor w(P) = (u,v), plati

x t+R y {t+R

vw R’ v R
Upravou

¢ ¢
—u(l 4+~ — o1+ 2).
v=ull+ ) y=vl+p)

Dosadime-li za z,y do rovnice pseudosféry a vyresime-li kvadratickou rovnici pro ¢t > 0, ziskdme

2R? 2R%u 2R?v
b=-R 1+u2—|—v2—R2 T T R e YT Rz
Vyjadreni indukované metriky v proménnych u, v vypada takto
4R4 4R*
2 2 2\ _ -

Vypustime-li zaporné znaménko, je (B.2) Lobacevského metrika na hornim dilu hyperboloidu a
disk u? + v? < R? vybaveny metrikou (B.3) zveme Poincarého model Lobagevského geometrie.

Linearni lomena transformace z = Rgf% prevadi horni komplexni polorovinu H na
disk D ={z € C: |z| < R}. Je-li z=u+iv, w =z + iy, pullback metriky (B.3) ma tvar
dx? + dy? 4R?
a2 =W A s Tmw=y >0, (B.4)
y (w —w)
H se fiké Kleintiv model Lobacevského geometrie. Jeho skalarni kiivost se rovnad R = —2. Geodetiky

na H tvoii polokruznice se stfedem na y = 0 a pfimky kolmé k y = 0. Grupa izometrii Lobacevského
roviny je izomorfni

i) SU(1,1) pro Poincarého model,
i) SL(2,R) pro Kleiniv model.

SL(2,R) pusobi na H Mo6biovou transformaci

aw + 6
_ 7
yw + 6

C AKNS systémy

a7/85775€R7 045*&7:1

Ukéazeme, Ze v8echny AKNS systémy reprezentuji povrchy s konstantni negativni skalarni
kiivosti. Rozptylové a ¢asové rovnice AKNS systému maji tvar

Ev:Cv 7 [ ia/ﬁm —iq ]

—-0/0
ir /0x 1)
UV = U, - C —A )
pticemz A, B,C, q,r volime tak, ze (; = 0, L, = [ﬁ, Z] predstavuje pozadovany péar evolu¢nich

roviic ¢ = Ki[q,r], ¢ = Kalq,7] (K;[g, r] znac¢i funkcionaly potenciali ¢, ). Rovnice (C.1) jsou
ekvivalentni integrabilni soustavé Pfaffovych forem

dv—Qu=0, TrQ=0, (C.2)
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kde dv = d,vdx + dvdt a Q tvori matici 1-forem

—i(de — Adt qdx— Bdt
rdev—Cdt i(dex+ Adt )~

Podminka integrability dava 0 = d?v = dQv — Q Adv = (dQ — Q A Q) v, tzn. Ze Laxova rovnost
L; = [A, L] miize byt splnéna, pravé kdyZ vymizi matice 2-forem

0=dQ2—QAQ. (C.3)
Protoze (C.2) se zachovava pii kalibra¢ni transformaci
v—v =Bv Q—Q =dBB '+ BQB' 0—6 =BIB™', detB=1,

neni ) urcena jednoznacné.
Na pseudosférickém povrchu v R? lze v kazdém bodé& P zvolit ortonormalni bazi teéné
roviny {e; - e; = d;5, e1, ez € Tp}. Pak plati

dP = ole; + o2es
a diky ortonormalité

de; = wes,

dey = —weq,
pficemz o jsou 1-formy a w je 1-forma konexe. Z podminky integrability dP? = 0 nyni plyne

do! =w A o2,

do? = —wAol

Gaussova kiivost K je ddna dw = —Ko!' A ¢2. Pro K = —1 napi. volba

1 2 1 71
2 2( )
2 2

vyhovuje rovnici (C.3). Odtud kazdy AKNS systém miiZze byt reprezentovan pseudosférickym po-
vrchem vzhledem k metrice ds? = (o1)? + (02)2.

Poznamka k pouzité literature

V ¢asti (1.1) jsem vysla z knih [1]. Kapitola (1.2), dikaz véty (1.12) a appendix (B) jsou
napsany podle [2]. Clanek [3] dal vzniknout ¢astem (1.3), (3), (4.2). Laxovy konexe v &sti (2)
jsem spocitala diky ¢lanku [4] a také diky [5], kterou vyuZzivam rovnéZ v kapitolach (4.1),(4.3).
V kapitole (4) dale ¢erpam z [6] a [7]. Dalsi informace o solitonech se lze dozvédét v [8], na niz
jsem se obracela pii psani appendixu (C).
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