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1 Úvod
V této rešeršní práci se nejprve seznámím se základy kvantové teorie pole a způsoby výpočtů
maticových elementů různých procesů pomocí Feynmanových pravidel. Uvedu Feynmanova
pravidla pro případ Kvantové elektrodynamiky a Kvantové chromodynamiky, tedy abelovské
a neabelovské kalibrační teorie. V další kapitole načrtnu Standardní model elektroslabých
interakcí. V části věnované hadronovým interakcím uvedu metody popisu těchto procesů
pomocí strukturních funkcí a zmíním Monte Carlo simulace. Zde také demonstruji na reálných
experimentálních datech dynamiku těchto procesů. Uvedu Drell-Yanův proces v němž při
vysokých energiích dochází k produkci intermediálních bosonů.

1.1 Konvence

V částicové fyzice se často používá soustava jednotek, v které ~ = c = 1.

1 GeV = 1.6 · 10−10 kg m2s−2

Některé převody jsou následující

1 fermi = 5.07 GeV−1,

1 GeV−2 = 0.389 mb,

1 GeV−1 = 6.582 · 10−25 s,
1 kg = 5.61 · 1026 GeV,
1 m = 5.07 · 1015 GeV−1,
1 s = 1.52 · 1024 GeV−1.

Další není těžké odvodit.
Používám metrický tenzor

gµν = g
µν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .

Symbol n̂, kde n ∈ N označuje množinu

n̂ := {1, 2, . . . n}.

1.2 Standardní model

Základem Standardního modelu jsou kvarky a leptony, tj. fermiony se spinem 1/2. Tyto
částice považujeme za elementární a je možno je roztřídit do tří rodin (viz Tabulka 1.1). Dnes
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známe 6 kvarků, respektive 6 vůní (flavor) kvarků. Každý kvark navíc nese další kvantové
číslo nazývané barva (color). Barvy mohou být tři - červená, zelená a modrá. Neboť v každém
baryonu, což je vázaný stav tří kvarků, má každý kvark jinou barvu (aby nedošlo k rozporu
s Pauliho vylučovacím principem) protože navenek žádnou barvu nepozorujeme (složením
těchto tří totiž dostaneme bílou). Jak již bylo řečeno kvarky jsou vázány v baryonech (stavy
qqq) a v mezonech jako qq̄. Dalši exotické stavy zatím nebyly pozorovány.

1. generace 2. generace 3. generace
Kvarky u (up) c (charm) t (top)

d (down) s (strange) b (bottom)
Leptony e µ τ

νe νµ ντ

Tabulka 1.1: Tři rodiny hmoty

Mezi těmito částicemi hmoty působí interakce gravitační, slabá, silná a elektromagne-
tická. První z nich se ve světě mikrosvěta projevuje jen velmi málo a proto se zanedbává.
Ve standardním modelu se interakce popisuje jako výměna jistých částic mezi interagujícími
částicemi. Slabá a elektromagnetická interakce byla úspěšně sjednocena na elektroslabou in-
terakci kterou zprostředkovávají intermediální bosony W±, Z a γ. Silná interakce, jež působí
mezi kvarky, je zprostředkována gluony. Do standardního modelu chybí už poslední částice,
zatím nepozorována, kterou je Higgsův boson.
Silnou interakci kvarků popisuje Kvantová chromodynamika (Quantum chromodynamics,

QCD). Jejím specifikem je například to, že i částice zprostředkovávající tuto interakci (tj.
gluony) mají barvu a mohou interagovat sami se sebou. Narozdíl od elektromagnetické in-
terakce, kde fotony nenesou žádný elektrický náboj. Další pozoruhodností je, že kvarky ani
gluony nebyly doposud pozorovány jako volné částice. Tento fakt se označuje jako kvarkové
uvěznění (quark and gluon confinement) a souvisí s hadronizací (viz dále). Ukazuje se, že síla
interakce kvarků a gluonů klesá se zmenšující se vzdáleností až nakonec vymyzí při nulové
vzdálenosti. Tento fenomén se nazývá asymptotická volnost.

2 Základní vztahy
V relativistické kvantové mechanice se odvodí diferenciální rovnice, jejichž řešení popisují
různé druhy částic. Fermiony se spinem 1/2 jsou popsány Diracovou, bosony se spinem 1
Procovou či Maxwellovou a skalární částice se spinem 0 Klein-Gordonovou rovnicí. Tato řešení
však narážejí na problémy s jejich interpretací, neboť jak uvidíme dále, vycházají řešení se
zápornou energií, nebo zápornou hustotou pravděpodobnosti jejich výskytu. Tyto problémy
odstraní kvantová teorie pole, která tato řešení interpretuje jako kvantová pole, vytvářející,
resp. ničící příslušné částice. V následujících odstavcích předvedu tyto rovnice a shrnu některé
vlastnosti jejich řešení.
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2.1 Klein-Gordonova rovnice

Klein-Gordonova rovnice popisuje částici se spinem 0, tato je popsána jednokomponentovou
funkcí φ. V soustavě ~ = c = 1 platí relativistický vztah mezi hybnosti ~p, energií E a klidovou
hmotou m částice ve tvaru

E2 = ~p2 +m2. (2.1)

V kvantové mechanice je energie E spojena s Hamiltoniánem H a časový vývoj stavu je dán
Schrödingerovou rovnicí

i∂tφ = Hφ. (2.2)

Přejdeme-li od (2.1) k Hamiltoniánu pomocí principu korespondence ~P = −i∇ dostáváme

H2 = −4+m2.

Dosazením do (2.2) obdržíme
−∂2t φ = (−4+m2)φ,

což přepíšeme na
(�+m2)φ = 0, (2.3)

kde � = ∂2t − 4 je d’Alembertův operátor. Tato rovnice se nazývá Klein-Gordonova.
Hustota pravděpodobnosti ρ je v tomto případě dána

ρ =
i

2m
(φ∗∂tφ− φ∂tφ

∗) ,

a čtyřproud jµ

jµ = (ρ,~j) =
i

2m
(φ∗∂µφ− φ∂µφ∗). (2.4)

Díky tomu, že φ splňuje Klein-Gordonovu rovnici (2.3), platí rovnice kontinuity

∂µj
µ = 0. (2.5)

Zde vyvstává problém, neboť ze vztahu (2.4) je patrno, že hustota prvaděpodobnosti ρ může
nabývat i záporných hodnot.

2.2 Diracova rovnice

Částice se spinem 1/2 a hmotností m jsou popsány vlnovou funkcí ψ ∈ L2(R3,d3x) ⊗ C4,
tedy čtyřkomponentovými funkcemi, nazývanými též spinory. Tato funkce splňuje Diracovu
rovnici, která v kovariatním tvaru zní 1

(iγµ∂µ −m)ψ = 0, (2.6)

kde γµ ∈ GL(4,R) jsou Diracovy matice, splňující antikomutační relace

{γµ, γν} = 2gµν . (2.7)

1Není-li uvedeno jinak, používám důsledně Einsteinovy sumační konvence. Přes řecké indexy se sčítá od 0
do 3 a přes latinské od 1 do 3. Není-li opět uvedeno jinak.
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Diracova rovnice je na rozdíl od Klein-Gordonovy prvního řádu a lze ji odvodit pomocí trans-
formačních vlastností Lorentzovy grupy.
Pro naší volbu metrického tenzoru g = diag(1,−1,−1,−1) platí

γ†0 = γ0, γ†j = −γj .

Matic 4 × 4, splňujících podmínky (2.7), je nekonečně mnoho, ale ukazuje se, že všechny
realizace jsou si podobné. Tj. jsou-li γµ a γ′µ matice splňující (2.7), potom existuje unitární
matice U taková, že γ′µ = UγµU−1. V praxi se používá nejvíce Diracova reprezentace

γ0 =

(
1 0
0 −1

)
, γj =

(
0 σj

−σj 0

)
,

kde σj , j = 1, 2, 3 jsou Pauliho matice. Dalšími reprezentacemi jsou například Majoranova,
či Weylova (chirální).
Ke zkrácení zápisu se někdy zavádí tzv. „škrtacíÿ symbol2 a/, který se definuje pro daný

čtyřvektor a = (aµ) následovně
a/ := γµaµ = γµa

µ.

K danému spinoru ψ se definuje Diracovsky sdužený spinor ψ̄ vztahem

ψ̄ = ψ†γ0,

kde † označuje konvenční hermitovské sdružení.
Dále se zavádí pro výpočty užitečná pátá matice γ5 pomocí

γ5 := iγ
0γ1γ2γ3, (2.8)

potom
γ†5 = γ5, (γ5)

2 = 1.

V další části textu shrnu některé vlastnosti γ-matic vyplývající z (2.7), které jsou nezbytné při
výpočtech. V podkapitole 5.2 zmíním ještě Procovu rovnici popisující hmotné intermediální
bosony.

Vlastnosti Diracových γ-matic

Znovu zopakujme, že z definice γ-matic (2.7) a (2.8) ihned plynou vztahy

{γ5, γµ} = 0,
(γ5)2 = 1.

Odtud odvodíme následující formulky.

(i) Stopa součinu lichého počtu γ-matic je rovna nule, neboť pro n ∈ N s využitím vlastností
matice γ5, (2.9), máme

Tr(γµ1γµ2 · · · γµ2n+1) = Tr(γµ1γµ2 · · · γµ2n+1γ5γ5) = (2.9)

= −Tr(γ5γµ1γµ2 · · · γµ2n+1γ5). (2.10)

2slash notation
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Využijeme-li identity

Tr(A1 · · ·An) = (A1)α1α2(A2)α2α3 · · · (An−1)αn−1αn(An)αnα1 =

= (A2)α2α3 · · · (An−1)αn−1αn(An)αnα1(A1)α1α2 = Tr(A2 · · ·AnA1),

kde Ai ∈ Mat(n,C), n ∈ N, pak (2.10) přejde na

Tr(γµ1γµ2 · · · γµ2n+1) = −Tr(γµ1γµ2 · · · γµ2n+1γ5γ5).

Takže
Tr(γµ1γµ2 · · · γµ2n+1) = 0. (2.11)

(ii) Pro součin dvou γ-matic platí

Tr(γµγν) = Tr(2gµν − γνγµ) = 2 · 4gµν − Tr(γνγµ) = 8gµν − Tr(γµγν).

Tedy
Tr(γµγν) = 4gµν . (2.12)

(iii) Stopa součinu čtyř γ-matic je rovna (použijeme-li jejich komutačních relací)

Tr(γµγνγργσ) = Tr (γµγν(2gρσ − γσγρ)) = 2Tr(γµγνgρσ)− Tr(γµγνγργρ) = · · · =
= 8gµνgρσ − 8gνσgµρ + 8gµσgνρ − Tr(γσγµγνγρ),

Takže
Tr(γµγνγργσ) = 4gµνgρσ − 4gνσgµρ + 4gµσgνρ. (2.13)

(iv) Pro matici γ5 platí

Trγ5 = Tr(γ0γ0γ5) = −Tr(γ0γ5γ0) = −Trγ5, (2.14)

Trγ5 = 0. (2.15)

(v) Tr(γ5γµγν) = 0.

(vi) Tr(γ5γµγνγργσ) = −4iεµνρσ.

Dále platí tzv. kontrakční vztahy

(i) γµγµ = gµνγ
µγν = 1

2gµν(γ
µγν + γνγµ︸ ︷︷ ︸
2gµν

) = gµνg
µν = 4.

(ii) γµγαγµ︸ ︷︷ ︸
−γµγα+2gα

µ

= −4γα + 2γα = −2γα.

(iii) γµγαγβγδγµ = −2γδγβγα

Pro konkrétní výpočty je vhodné odvodit si vztahy pro součiny γ-matic a čtyřvektorů.
Buďte proto a = (aµ), b = (bµ) čtyřvektory, pak zvláště užitečné jsou následující vztahy
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1.

Tr(a/b/) = Tr(γµaµγ
νbν) = aµbνTr(γ

µγν)
(2.12)
= 4aµbνg

µν = 4ab. (2.16)

Součinem ab máme na mysli součin čtyřvektorů v Minkowského prostoročase daný me-
trickým tenzorem g.

2.

Tr(a/γµγ/ν) = aρbσTr(γ
ργµγσγν)

(2.13)
= 4(aµbν − abgµν + aνbµ). (2.17)

Dále je z antikomutační relace (2.7) patrno, že

(γ0)2 = 1, (2.18)

γ†µ = γ0γµγ
0, (2.19)

γ†0 = γ0. (2.20)

Řešení Diracovy rovnice

Shrňme nyní základní vlastnosti řešení Diracovy rovnice (2.6) pro volnou částici se spinem
1/2 a hmotností m. Uvažujme dvě rovinné vlny

ψ+(x) = u(p)e
−ipx, (2.21)

ψ−(x) = v(p)e
ipx, (2.22)

kde p a x jsou čtyřvektory a px = p0x0 − ~p · ~x je jejich skalární součiny v Minkowského
prostoročase. Nechť p0 > 0. Dosazením (2.22) do (2.6) obdržíme

(iγµ∂µ −m)ψ+(x) = (γ
µpµ −m)u(p) = 0, (2.23)

podobně pro ψ−
(γµpµ +m)v(p) = 0. (2.24)

Odtud vyplývá, že p2 = m2. ψ+ odpovídá řešení s pozitivní energií E ≡ p0 =
√
~p2 +m2,

kdežto ψ− záporné energii −
√
~p2 +m2. Často používaná u(p), v(p) odpovídající standardní

volbě Diracových matic můžeme zapsat

u(r)(p) =
√
E +m

(
χ(r)

~σ·~p
E+mχ

(r)

)
, (2.25)

v(r)(p) = ±
√
E +m

(
~σ·~p

E+mχ
(r)

χ(r)

)
, (2.26)

kde E =
√
~p2 +m2 a

χ(1) =

(
1
0

)
, χ(2) =

(
0
1

)
.

Znaménko + resp. − v (2.26) přísluší r = 1 resp. r = 2. Řešení (2.25) a (2.26) jsou normali-
zována tak, že

ū(p)u(p) = 2m,

v̄(p)v(p) = −2m.
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Indexy r = 1, 2 v (2.25) a (2.26) označují spinové stupně volnosti. Řešení u(r)(p) odpovídá
kladné energii se spinem nahoru (r = 1) nebo dolů (r = 2) podél třetí souřadné osy. Spinové
stavy Diracovské částice se dají popsat způsobem, který probereme v dalším odstavci a jehož
důsledkem bude důležitý vztah používaný při výpočtu invariantních amplitud.
Pro danou čtyřhybnost p definujme spinový čtyřvektor sµ = sµ(p), µ ∈ 4̂ tak, že

sµpµ = 0,

s2 = −1.

Čtyřvektor s se často též nazývá vektorem polarizace. Pro danou čtyřhybnost p existují dva
nezávislé spinové stavy odpovídající spinovým čtyřvektorům s a −s. Nyní, maje tedy p a
příslušné s, můžeme uvažovat řešení u(p, s) a v(p, s) rovnic (2.23) a (2.24) splňující navíc

γ5s/u(p, s) = u(p, s),

γ5s/v(p, s) = v(p, s).

Jinými slovy řešení u(p, s) a v(p, s) získáme z řešení (2.23), (2.24) působením projektoru

P+(s) =
1
2
(1 + γ5s/). (2.27)

Platí tedy P+ = P 2+ = P
†
+. Podobně působením projektoru

P−(s) =
1
2
(1− γ5s/)

získáme zbývající spinové stavy odpovídající −s. Lze ukázat, že spinory u(p,±s) a v(p,±s)
tvoří fundamentální systém řešení Diracovy rovnice pro volnou částici. Pro výpočty nepotře-
bujeme znát konkrétní tvar těchto spinorů. Stačí znát pouze jednotlivé součiny

u(p, s)ū(p, s) = (p/+m)
1 + γ5s/
2

, (2.28)

v(p, s)v̄(p, s) = (p/−m)
1 + γ5s/
2

. (2.29)

Součiny spinorů u(p,−s)ū(p,−s) a v(p,−s)v̄(p,−s) dostaneme odtud záměnnou s → −s.
Sečtením vztahů (2.29) přes spiny (tj. −s a s) dostaneme∑

spin

u(p, s)ū(p, s) = p/+m, (2.30)

∑
spin

v(p, s)v̄(p, s) = p/−m. (2.31)

Tyto vztahy se použijí například při výpočtu invariantních amplitud různých procesů, jak
uvidíme níže.

2.3 Fockův prostor

Kvantová teorie pole popisuje systémy s nekonečným počtem stupňů volnosti. Během sráž-
kových procesů mohou vznikat a zanikat částice, proto se zavádí tzv. Fockův prostor.
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Je-li H nějaký hilbertův prostor, označujeme H (n) = H ⊗ · · · ⊗ H a H (0) = C.
Definujeme hilbertův prostor F (H ) jako direktní součet

F (H ) :=
∞⊕

n=0

H (n)

a nazveme ho Fockovým prostorem nad prostorem H . Je-li ‖.‖n norma v H (n), pak
prvky F (H ) jsou posloupnosti Ψ = {ψn}∞n=0, kde ψn ∈ H (n) takové, že

∑∞
n=0 ‖ψn‖2n <∞.

Pro skalární součin (., .)F v F (H ) dle definice direktního součtu platí

(Φ,Ψ)F =
∞∑

n=0

(φn, ψn)n.

Pokud jeH stavovým prostorem nějaké částice, pak stavy n těchto částic jsou popisovány
vektory z podprostoru

{
Ψ = {ψn} ∈ F (H )

∣∣ψk = 0, k 6= n
}
, který se pro jednoduchost značí

H (n). Jednorozměrnému podprostoru H (0) odpovídá stav s nulovým počtem částic, jemuž
se říká vakuový stav.
V bra-ketovém formalismu se vakuový stav značí |vac〉. Jeho normalizace je

〈vac|vac〉 = 1.

Stav popisující jednu částici s hybností ~p se označuje |~p〉 a je normalizován

〈~p′|~p〉 = 2ω(~p)(2π)3δ(3)(~p− ~p′), (2.32)

kde ω(~p) =
√
~p2 +m2. Stav popisující n částic s hybnostmi ~p1, ~p2, . . . ~pn se značí

|~p1, ~p2, . . . , ~pn〉

a jeho normalizace je analogická (2.32). Přechody mezi stavy s různým počtem částic se
popisují pomocí kreačních a†~p a anihilačních a~p operátorů. Konkrétně působením kreačními
operátory na vakuový stav obdržíme stav vícečásticový

a†~p1 . . . a
†
~pn
|vac〉 = |~p1, . . . , ~pn〉.

Působením anihilačního operátoru na vakuový stav získáme opět vakuový stav a kreační a
anihilační operátory splňují komutační relace

[a†~p, a~p′ ] = 2ω(~p)(2π)
3δ(3)(~p− ~p′).

2.4 Interakční Hamiltonián

V kvantové mechanice je časový vývoj kvantového systému popsán Schrödingerovou rovnicí.
V našem případě je Hamiltonián H operátor působící na Fockově prostoru a může být za-
psán jako součet volného H0 a interakčního hamiltoniánu Hint. Poněvadž interakce může
měnit počet částic hamiltonián obsahuje operátory které vytvářejí a ničí částice. Interakční
hamiltonián lze vyjádřit pomocí hustoty Hint(~x, t) jako

Hint =
∫

Hint(π,∇φ, φ)d3x.
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Volný hamiltonián naopak obsahuje členy kvadratické v polích

H0 =
∫ (

π2 + (∇φ)2
)
d3x.

Typickým příkladem interakčního hamiltoniánu může být Hint(~x, t) = λφ4(~x, t).
Je však výhodnější přejít k hudtotu Lagrangiánu L (~x, t), která je dána

H (π, φ) = πφ̇−L (φ, φ̇),

π =
∂L

∂φ̇
.

Výhodou tohoto přístupu je to, že zatímco HamiltoniánH je integrálem přes prostor z hustoty
H můžeme přímo pracovat s akcí S, která je integrálem přes prostor a čas z hustoty L .

2.5 S-matice

Invariantní amplituda přechodu stavu o m částicích s hybnostmi ~p1, . . . , ~pm do stavu s n
částicemi o hybnostech ~k1, . . . ,~kn se označuje

A(~pi,~kj) =i 〈~p1, . . . , ~pm|~k1, . . . ,~kn〉f .

Předpokládejme, že stav Ψ(t) v čase t = −∞ odpovídá počátečnímu a v čase t = ∞ koneč-
nému stavu. Potom pravděpodobnost přechodu je dána skalárním součinem. Známe-li tedy
interakční hamiltonián stačí vyřešit Schrödingerovu rovnici

i∂tΨ(t) = (H0 +Hint)Ψ(t).

Přejdeme-li k Diracově interakční reprezentaci

ΨI(t) = exp(itH0)Ψ(t),

přejde Schrödingerova rovnice na

i∂tΨI(t) = HintΨI(t).

Formálně můžeme zapsat řešení v čase tf následovně

ΨI(tf ) = T exp

−i tf∫
ti

Hint(t)dt

ΨI(ti),

kde symbol T značí, že operátor Hint musí působit postupně na počáteční stav. Explicitně
platí

T exp

−i tf∫
ti

Hint(t)

dt = ∞∑
n=0

(−i)n
∫
· · ·
∫

ti<t1<···<tn<tf

HI(tn) . . .HI(t2)HI(t1)dt1dt2 . . .dtn.
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Přejdeme-li k hustotě Hamiltoniánu Hint dané

HI(t) =
∫
d3xHint

a provedeme limity ti → −∞, tf →∞, obdržíme

Ψ(∞)I = Texp
(
−i
∫

Hint(x)d
4x

)
ΨI(−∞).

Operátor na pravé straně rovnice se nazývá S-matice (scattering matrix ). Maticový element
tohoto operátoru udává amplitudu přechodu z počátečního n částicového stavu |p1, . . . , pn〉
do m částicového stavu |k1, . . . , km〉

A = 〈p1, . . . , pn|Texp
(
−i
∫

Hint(x)d
4x

)
|k1, . . . , km〉.

Rozvojem této exponenciály můžeme odvozovat Feynmanova pravidla poruchového počtu.

2.6 Účinné průřezy

Uvažujme systém, jenž se v čase vyvine z počátečního stavu i do konečného stavu f . Nechť
amplituda přechodu tohoto procesu je Mfi. Mfi se často nazývá maticový element daného
procesu. V poruchové teorii se dá spočítat například pomocí Feynmanových pravidel. Známe-
li amplituduMfi můžeme často nazývá maticový element daného procesu. V poruchové teorii
se dá spočítat například pomocí Feynmanových pravidel. Známe-li amplitudu Mfi můžeme
spočítat fyzikální pozorovatelné uvažovaného procesu, což je vlastně cílem této teorie. Napří-
klad diferenciální účinný průřez reakce 1 + 2→ 3 + 4 + . . .+ n je dán formulí

dσ =
1

|~v1 − ~v2|
1
2E1

1
2E2

|Mfi|2(2π)4δ4(p1 + p2 −
n∑

j=3

pj)K
n∏

i=3

dpi

(2π)32Ei
, (2.33)

kde ~v1, ~v2 označují rychlosti vstupujících částic (předpokládáme, že jejich rychlosti jsou ko-

lineární), pj = (Ej , ~pj), j = 1, 2, . . . , n jsou čtyřhybnosti částic (Ej =
√
~p2j +m

2
j ) a K je

kombinatorický faktor, který je různý od 1 pouze tehdy, jsou-li některé částice v koncovém
stavu identické:

K =
k∏

r=1

1
nr!

,

kde nr je počet identických částic r-tého druhu v koncovém stavu. 3

2.7 Kalibrační invariance

Podle teorému E. A. Noetherové každé jednoparametrické grupě transformací, která zacho-
vává Lagrangián invariantní, přísluší jistá zachovávající se veličina. Nás bude zajímat zákon
zachování náboje. Globální zákon zachování zůstane neporušen, přesune-li se okamžitě náboj
z jednoho místa na druhé - celková bilance náboje v systému, který studujeme, se nezmění. My
však pozorujeme lokální zákon zachování. Přesun náboje je vždy spojen s proudem náboje.
Proto budeme v následujícím textu klást na různé Lagrangiány podmínky globální, respektive
lokální kalibrační invariance které odpovídají výše zmíněným zákonům zachování.

3Tedy n1 + . . .+ nk = n− 2.
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Abelovská kalibrační invariance

Uvažujme Lagrangián volného Diracovského pole

L0 = ψ̄(iγ
µ∂µ −m)ψ, (2.34)

kde ψ označuje příslušný bispinor. Tento Lagrangián je invariantní vůči globálním kalibračním
transformacím

ψ′(x) = eiωψ(x), (2.35)

ψ̄′(x) = e−iωψ̄(x), (2.36)

kde ω je reálná konstanta nezávislá na souřadnicích. Transformace (2.35), (2.36) tvoří abe-
lovskou grupu U(1).
Závisí-li parametr ω na souřadnicích, tj. uvažujeme-li lokální transformace

ψ′(x) = eiω(x)ψ(x), (2.37)

ψ̄′(x) = e−iω(x)ψ̄(x), (2.38)

pak se Lagrangián (2.34) transformuje následovně

L ′
0 = e

−iωψ̄(iγµ∂µ −m)eiωψ = e−iωψ̄
(
iγµ∂µ(e

iωψ)−meiωψ
)
=

= ψ̄iγµ (∂µψ + ψi∂µω)− ψ̄mψ = L0 − ψ̄γµψ∂µω.

Abychom vytvořili nový Lagrangián, který bude již invariantní vůči (2.37) a (2.38), musíme
do rovnic vyjádření (2.34) vložit interakční člen obsahující vektorové pole, které se bude
transformovat tak, že zruší člen ∂µω. Zvolíme-li

Lint = gψ̄γ
µAµψ,

kde g označuje vazebnou konstantu a pole Aµ se transformuje podle

A′µ(x) = Aµ(x) +
1
g
∂µω(x). (2.39)

Ověřme transformační vlastnosti nového Lagrangiánu

L = L0 +Lint. (2.40)

Zřejmě

L ′ = L ′
0 + gψ̄

′γµA′µψ
′ = L0 − ψ̄γµ(∂µω)ψ + gψ̄γ

µ

(
aµ +

1
g
∂µω

)
ψ = L0 +Lint = L

Transformace (2.37), (2.38) a (2.39) se nazývají kalibrační a vektorové pole Aµ Abelovské
kalibrační pole. Lagrangián (2.40) můžeme přepsat do následující podoby

L = ψ̄(iγµ(∂µ − igAµ)−m)ψ = ψ̄(iD/−m)ψ,

kde
Dµ = ∂µ − igAµ (2.41)
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se nazývá kovariantní derivace. Tato se při transformacích (2.37) a (2.38) transformuje

D′
µ = e

iωDµe
−iω. (2.42)

Tuto vlastnost použijeme v další sekci.
Abychom dostali netriviální pohybové rovnice pro pole Aµ, musíme do Lagrangiánu (2.40)

přidat člen obsahující kvadráty derivací tohoto pole. Sestrojme tenzor

Fµν = ∂µAµ − ∂νAµ,

který je očividně invariatní při lokálních kalibračních transformacích. Poznamenejme, že tento
tenzor lze zapsat pomocí kovariantní derivace jako

−igFµν = [Dµ, Dν ]. (2.43)

Přidáním invariantního členu −14FµνF
µν (koeficienty volíme podle analogie s tenzorem síly

elektromagnetického pole) obdržíme

LAbel = −
1
4
FµνF

µν + ψ̄(iγµDµ −m)ψ. (2.44)

Maje hustotu Lagrangiánu, jež je invariantntní k lokální kalibrační transformaci, exis-
tuje podle teorému Emmy Noetherové čtyřvektor, jehož diveregence je nulová (tj. existuje
zachovávající se veličina).

Neabelovská kalibrační invariance

Uvažujme Lagrangián volného pole

L0 = Ψ̄(iγ
µ∂µ −m)Ψ, (2.45)

kde Ψ označuje např. vektor

Ψ =

(
ψ1
ψ2

)
,

kde ψ1 a ψ2 jsou Diracovy bispinory. Tento vektor popisuje například proton a neutron jako
izotopické stavy jedné částice, nukleonu. Lagrangián (2.45) je zjevně invariantní vůči klobální
transformaci

Ψ′(x) = U Ψ(x),

Ψ̄′(x) = Ψ̄(x)U †,

kde U ∈ U(2) = SU(2)×U(1). Stačí se proto omezit na transformace

Ψ′(x) = S Ψ(x),

Ψ̄′(x) = Ψ̄(x)S†,

kde S ∈ SU(2). Každá matice patřící do speciální ortogonální grupy se dá napsat pomocí tří
reálných parametrů v exponenciální formě

S = exp(iωaT a),
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kde T a = 1
2σ

a, σa jsou Pauliho matice, ωa ∈ R a a = 1, 2, 3. T a jsou generátory Lieovy grupy
SU(2), splňující komutační relace

[T a, T b] = ifabcT c, (2.46)

kde fabc jsou strukturní konstanty. V případě grupy SU(2) platí fabc = εabc.
Dále, v analogii s předcházejícím Abelovským případem, uvažujme lokální kalibrační trans-

formace, tj. nechť ωa závisí na souřadnicích. Členy, které naruší invarianci, se pokusíme eli-
minovat přidáním tří vektorových polí Aa

µ, a = 1, 2, 3 takových, aby se kovariantní derivace

Dµ = ∂µ − igAµ,

kde Aµ = Aa
µ(x)T

a, transformovala podle

D′
µ = SDµS

−1.

Nyní zjistíme jak se musí transformovat pole Aµ:

(∂µ − igA′µ)f = S(∂µ − igAµ)S
−1f = S (∂µS

−1f + S−1∂µf − igAµS
−1f) =

= S ∂µS
−1f + ∂µf − igSAµS

−1f.

Odtud

A′µ = SAµS
−1 +

i

g
S∂µS

−1.

Toto pole se nazývá neabelovské kalibrační pole, či Yang-Millsovo. Přísluší ke grupě SU(2),
ale konstrukci lze aplikovat na libovolnou grupu SU(n). Pak budeme mít n2 − 1 bezestopých
n× n polí.
K sestrojení kinetického členu odpovídajícího polím využijeme vlastnost (2.43). Snadno

se ověří, že
[Dµ, Dν ] = −ig(∂µAµ − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ]),

definujeme-li dále tenzor (podle analogie s (2.43))

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ]. (2.47)

Zde ovšem, narozdíl od Abelovského případu, je Fµν = F a
µνT

a, a ∈ 3̂. Použijeme-li relace
(2.46) obdržíme

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gf

abcAb
µA

c
ν .

Díky (2.46) se nyní tenzor (2.47) transformuje podle

F ′µν = SFµνS
−1

a je invariantní vzhledem k lokálním kalibračním transformacím.
Yang-Millsův Lagrangián může být tedy zapsán ve tvaru

LY M = −
1
4
F a

µνF
a
µν + iΨ̄D/Ψ−mΨ̄Ψ. (2.48)

Narozdíl od Abelovského případu se v prvním členu vyskytují členy kvadratické v polích,
které odpovídají interakci mezi Yang-Millsovými poli.
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2.8 Mandelstamovy proměnné

V případě srážky dvou částic, ve které máme dvě částice v koncovém stavu je vhodné zavést
tzv. Mandelstamovy proměnné. Označme čtyřhybnosti vstupujících částic p1, p2 resp.
p3, p4 vystupujících. Příslušné hmotnosti označme po řadě m1, . . . ,m4. Mandelstamovy pro-
měnné zavádíme vztahy

s := (p1 + p2)
2,

t := (p1 − p3)
2,

u := (p1 − p4)
2.

Poněvadž platí zákon zachování čtyřhybnosti p1 + p2 = p3 + p4, lze též psát

s = (p3 + p4)
2,

t = (p2 − p4)
2,

u = (p2 − p3)
2.

Proměnné s, t, u jsou z definice Lorentzovsky invariantní. Dále si můžeme povšimnout, že s
představuje kvadrát celkové energie srážejících se částic v soustavě hmotného středu (CMS).
Pro jejich součet platí

s+ t+ u =
4∑

i=1

m2j .

V případě, že studujeme relativistické srážky, lze většinou hmotu částic zanedbávat. Potom
můžeme například psát

p1 · p4 =
1
2
(m21 +m

2
4 − (p1 − p4)

2) = −1
2
u. (2.49)

3 Kvantová elektrodynamika (QED)
Kvantová elektrodynamika popisuje elektromagnetickou interakci mezi elektrony a pozitrony
a dalšími nabitými částicemi. Interakci zprostředkovává částice se spinem 1 zvaná foton.
Jedná se o Abelovskou kalibrační teorii, jejíž kalibrační grupou je U(1). Feynmanova pravidla
se odvozují z Lagrangiánu QED:

LQED(ψ, ∂µψ,Aµ, ∂νAµ) = −
1
4
FµνFµν − ψ̄(iγµDµ −m)ψ, (3.1)

kde
Dµ = ∂µ − ieAµ

je kovariantní derivace, ψ je Diracův bispinor, Fµν = ∂µAν−∂νAµ tenzor síly elektromagnetic-
kého pole a Aµ pole kvanta elektromagnetického pole. Z lagrangiánu (3.1) pomocí Eulerových-
Lagrangeových rovnic plynou Maxwellovy a Diracovy rovnice. Tento Lagrangián je invariantní
vůči lokálním a globálním kalibračním transformacím, které jsme diskutovali v kapitole 2.7.
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Příslušná Feynmanova pravidla jsou shrnuta v Tabulce 3.1. V této tabulce rovná linka ozna-
čuje fermionový propagátor, vlnovka pak propagátor fotonu. K danému Feynmanovu diagram
napíšeme výraz pro amplitudu následovně: Ke každé vstupující, resp. vystupující linii přiřa-
díme bispinor podle toho, jedná-li se o fermion či antifermion a k interakčním vrcholům, resp.
propagátorům přiřadíme výrazy z tabulky.

�p i
p/+iε = i

p/
p2+iε

�pµ ν −igµν

p2+iε
, (Feynmanova kalibrace)

�p q

µ

ieγµ

Tabulka 3.1: Feynmanova pravidla v QED

Elektrony a pozitrony, které kvantová elektrodynamika popisuje, jsou fermiony se spi-
nem 1/2. Popisujeme je proto bispinory ψ, splňujícími Diracovu rovnici (2.6). Podle teorému
Noetherové přísluší kalibrační symetrii Lagrangiánu (3.1) zachovávající se veličina, v našem
případě čtyřproud

jµ
e = eψ̄γ

µψ. (3.2)

Z Diracovy rovnice plyne rovnice kontinuity

∂µj
µ
e = 0. (3.3)

Pomocí pravidel v Tabulce č. 3.1 se dají počítat nejen jednoduché procesy (viz Obrázek
3.2 ), ale dají se pomocí nich odvodit korekce vyšších řádů. Typickým příkladem jsou tzv.
smyčkové korekce (loop corrections). Například v procesu e+e− → µ+µ− může elektron ještě
před interakcí s pozitronem vyzářit foton a opět ho pohltit. Nebo propagující foton může
kreovat virtuální leptonový par který opět anihiluje. Některé možnosti jsou na Obrázku č.
3.1. První dva upravují vrcholy a třetí propagátor.

���q
q + k

q

q + k

(a) (b) (c)

Obrázek 3.1: Smyčkové korekce základního diagramu

Třetí diagram je velmi zajímavý, neboť změní hodnotu vazebné konstanty e, která bude
záviset na CMS energii elektronu a pozitronu. Tento efekt se stává významnější při vyšších
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energiích. Na obrázku č. 3.1 (c) označuje q čtyřhybnost fotonu a k čtyřhybnost vzniknuvšího
elektonu, přes kterou je třeba vyintegrovat. Podle pravidel z Tabulky 3.1 dostáváme výraz
pro upravený propagátor

Πµν(q
2) = − e2

(2π)4q4

∫
d4k
Tr
(
γµ(γδkδ +m)γnu(γσ(k + q)σ +m)

)
(k2 −m2)((q + k)2 −m2)

Tento výraz lze spočítat (viz [4])

Πµν(q
2) = (q2gµν − qµqν)Π(q

2), (3.4)

kde

Π(q2) =
−e2

(2π)4

∫
d4k

1
k2(q + k)2

. (3.5)

Tento integrál je však divergentní, tento problém se vyřeší regularizací. Konkrétně omezíme
integraci na oblast, kde |k| < Λ, kde Λ je pevně zvolená konstanta. Potom

Π(q2) = − e2

12π2
ln

(
q2

Λ2

)
.

Aby se zamezilo závislosti učinného průřezu na konstantě Λ, mění se hodnota vazebné kon-
stanty e podle CMS energie eletronu a pozitronu µ. Dojde se k výrazu (viz [4])

e2(µ) = e2(µ0)

(
1− e2(µ0)

12π2
ln

(
µ2

µ20

))−1
, (3.6)

kde e2(µ0)/4π = 1/137.
V další sekci spočteme invariantní amplitudu jednoho jednoduchého procesu.

3.1 e+e− → µ+µ− v QED

Označme čtyřhybnosti vstupujícího elektronu a pozitronu p1 a p2, vystupujících mionů p3 a
p4. Nejprve snadno sestrojíme příslušný Feynmanův diagram tohoto procesu Pro amplitudu

�γ

e+

e−

µ+

µ−

Obrázek 3.2: Feynmanův diagram procesu e+e− → µ+µ−

podle příslušných Feynmanových pravidel platí

M(p1, p2; p3, p4) ≡M = [v̄(p2, s2)(ieγ
µ)u(p1, s1)]

−igµν

(p1 + p2)2
[ū(p3, s3)(ieγ

ν)v(p4, s4)] . (3.7)

Označme pro přehlednost bispinory 1

ui ≡ u(pi, si), i = 1, 3

vj ≡ v(pj , sj), j = 2, 4.

1ui fermion, vj antifermion
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Potom (3.7) přepíšeme do tvaru

M = [v̄2γ
µu1]

ie2gµν

(p1 + p2)2
[ū3γ

νv4] (3.8)

Maticový element nyní získáme jako kvadrát absolutní hodnoty amplitudy (3.8), přičemž
musíme vysčítat přes všechny možné polarizace částic (uvažujeme nepolarizované elektrony
a pozitrony). Tedy

|M |2 → |M |2 = 1
2
· 1
2

∑
s1,s2

∑
s3,s4

|M |2. (3.9)

Zřejmě platí (viz (2.20))
[ūγµv]∗ = v†γµ†γ0u = [v̄γµu], (3.10)

a proto

M∗ = [ū1γ
µv2]

−ie2gµν

(p1 + p2)2
[v̄4γ

µu3]. (3.11)

Dosadíme-li do (3.9), obdržíme

|M |2 = 1
4

e4

(p1 + p2)4
∑
si

[v̄4γ
µu3][ū1γµv2] · [ū3γνv4][v̄2γνu1]. (3.12)

Sumu sečteme pomocí vztahů (2.30) a (2.31). Rovnice (3.12) pak přejde k výrazu pro stopu∑
s1,s2

[ū1γ
µv2][v̄2γ

νu1] = (p/1 +m1)δα(γ
µ)αβ(p/2 −m2)βε(γ

ν)εδ = (3.13)

= Tr [(p/1 +m1)γ
µ(p/2 −m2)γ

ν ] . (3.14)

Analogickou úpravou druhé sumy pro amplitudu |M |2 obdržíme

|M |2 = e4

4(p1 + p2)4
Tr [(p/1 +m1)γ

µ(p/2 −m2)γ
ν ] · Tr [(p/4 −m4)γµ(p/3 +m3)γν ] .

Nyní stačí využít vztahy pro γ-matice odvozené v části 2.2. Pro první stopu máme

Tr [(p/1 +m1)γ
µ(p/2 −m2)γ

ν ] = Tr
[
(γαp1α +m1)γ

µ(γβp2β −m2)γ
ν
]
= (3.15)

= p1αp2βTr(γ
αγµγβγν)−m1m2Tr(γ

µγν) = 4pµ
1p

ν
2 − 4p

β
1p2βg

µν + 4pν
1p

µ
2 − 4m1m2g

µν .
(3.16)

A pro druhou

Tr [(p/4 −m4)γµ(p/3 +m3)γν ] = gµαgνβTr
[
(p/4 −m4)γ

α(p/3 +m3)γ
β
]
=

= 4p4µp3ν − 4pδ
4p3δgµν + 4p4νp3ν − 4m3m4gµν .

Předpokládáme-li, že hmotnosti částic jsou zanebatelné ve srovnání s jejich energiemi dosta-
neme pro amplitudu prostým roznásobením výše uvedených výrazů

|M |2 = 8e4

(p1 + p2)4
((p1 · p4)(p2 · p3) + (p1 · p3)(p2 · p4)) , (3.17)
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kde „·ÿ označuje skalární součin dvou čtyřvektorů. Zavedeme-li Mandelstamovy proměnné
(zanedbáme-li opět hmoty částic můžeme pro součin čtyřvektorů použít vzorce (2.49)) výraz
(3.17) přejde na transparentně lorentzovsky invariantní tvar

|M |2 = 2e
4

s2
(u2 + t2). (3.18)

4 Kvantová chromodynamika
(QCD)

4.1 Lieova grupa SU(3)

Lieovu grupu SU(3) tvoří unitární maticeA ∈ R3,3 s jednotkovým determinantem. Uvažujeme-
li grupu SU(n) a křivku c : R → SU(n) procházející jednotkou, pak v okolí s = 0 platí

c(s) = 1 + sA+ O(s2).

Protože c(s) ∈ SU(n) je 1 = det c(s) = 1 + TrA a c(s)∗c(s) = 1, takže v bodě s = 0 je
c′(s)∗c(s) + c(s)∗c′(s) = A∗ + A = 0. Lieova algebra grupy SU(n) je tvořena bezestopými,
hermitovsky antisymetrickými maticemi. Dimenze su(n) je proto n2 − 1. Dimenze su(3) je
tedy rovna osmi. Buď {Xa}a∈8̂ báze su(3). Neboť Lieova algebra grupy SU(3) je uzavřena
vzhledem k Lieově závorce, dostáváme

[Xa, Xb] = fabcXc,

kde fabc ∈ R se nazývají strukturní konstanty Lieovy algebry. Z jejich definice plyne
(z vlastností Lieovy závorky), že

fadefbcd + fcdefabd + fbdefcad = 0,

fabc = −fbac,

tj. antisymetrie v prvních dvou indexech a Jacobiho identita.
Pomocí strukturních konstant fabc se definují Gell-Mannovy matice:

(Ta)bc := −ifabc,

tyto opět splňují komutační relaci a normalizační podmínku

[Ta, Tb] = ifabcTc, (4.1)

Tr(TaTb) =
1
2
δab. (4.2)

Tyto matice jsou opět součástí Feynmanových pravidel.
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4.2 Feynmanova pravidla v QCD

Lagrangián QCD je

LQCD = −
1
4
F (a)µν F

(a)µν +
∑

q

ψ̄q
i (iγ

µ(Dµ)ij −mqδij)ψ
q
j , (4.3)

kde

F (a)µν = ∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcA

b
µA

c
ν , (4.4)

(Dµ)ij = δij∂µ − igT a
ijA

a
µ. (4.5)

Kde g je QCD vazebná konstanta, T a
ij a fabc jsou barevné matice (generátory) a strukturní

konstanty grupy SU(3), ψq
i (x) je 4-komponentový Diracův bispinor odpovídající kvarkovému

poli o barvě i a vůni q a Aa
µ(x) je osm Yang-Millsových gluonových polí. Z tohoto Lagrangiánu

se odvozují příslušná Feynamnova pravidla, která jsou shrnuta v Tabulce 4.1.

�pi j δij i
p/−m+iε

	pa, α b, β δab−igαβ

p2+iε


pq r
a, α

b, β

c, γ

gfabc
(
gαβ(p− q)γ + gβγ(q − r)α + gγα(r − p)β

)

�i j

a, µ

−ig(T a)ijγµ

−ig2feacfebd(gαβgγδ − gαδgβγ)

�
a, α

c, γ

b, β

d, δ

−ig2feadfebc(gαβgγδ − gαγgβδ)

−ig2feabfecd(gαγgβδ − gαδgβγ)

Tabulka 4.1: Feynmanova pravidla v QCD
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4.3 Invariantní amplituda procesu qq′ → qq′

Feynmanův diagram tohoto procesu je zachycen na Obrázku 4.1. Hybnosti kvarků jsou ozna-
čeny písmeny p1, p2, p3, p4, řecké znaky α, β označují jejich vůně (tj. u,d,s atd.). Malými
latinskými písmeny i, j, k, l je pak označena jejich barva, která může nabývat tří hodnot.
Užijeme-li pravidel z Tabulky 4.1 dotaneme pro amplitudu procesu výraz

M = ūα(p4) (−ig(T a)ikγµ)uα(p1) ·
−iδabg

µν

(p1 − p4)2
· ūβ(p3)

(
−ig(T b)jlγν

)
uβ(p2)

Zavedeme Madelstamovy proměnné (viz 2.8)

s = (p1 + p2)
2,

t = (p1 − p4)
2,

u = (p1 − p3)
2,

pomocí kterých přepíšeme amplitudu na tvar

M =
ig2

t
(T a)ik(T

a)jlūα(p4)γµuα(p1)ūβ(p3)γ
µuβ(p2)


p

i, α, p1

j, β, p2

k, α, p4

l, β, p3

µ, a

ν, b

Obrázek 4.1: Feynmanův diagram srážky dvou kvarků

Nyní stačí vysčítat kvadrát absolutní hodnoty amplitudy přes spiny a barvy kvarků,
použijeme-li vztahy (3.10) dostaneme

1
4
1
9

∑
λ,c

|M |2 = 1
4
1
9
g4

t2

∑
λ,c

(T a)ik(T
a)jl(T

b)∗ik(T
b)∗jl [ūα(p4)γµuα(p1)ūβ(p3)γ

µuβ(p2)] ·

· [ūα(p1)γµuα(p4)ūβ(p2)γ
µuβ(p3)]

Podobně jako v minulém případě s elektronem a pozitronem použijeme vztahy (2.30) a (2.31)
a vztah pro Gell-Manovy matice (4.2). Dostaneme součin stop

|M |2 = 1
4
1
9
g4

t2
Tr(T aT b)2Tr(p/4γµp/1γν)Tr(p/3γ

µp/2γ
ν).

Přesně tento výraz jsme počítali v rovnici (3.16), tedy můžeme rovnou psát

|M |2 = 4
9
g4

t2
(u2 + s2)
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Tento výraz je takřka stejný jako v případě QED (3.18). Liší se pouze číselným faktorem,
který má vztah k náboji kvarků. Experimentálním měřením poměru účinných průřezů reakcí
e+e− → µ+µ− a qq′ → qq′ se proto dají měřit zlomkové naboje kvarků.

5 Elektroslabé sjednocení

5.1 Standardní model

Historie elektroslabé interakce začíná pozorováním β-rozpadu a pokusy o jeho popis. Enrico
Fermi se jako první pokusil popsat β-rozpad neutronu

n→ p+ e+ ν̄e. (5.1)

Fermi vycházel z analogie s elektrodynamikou, kde má proud tvar ψ̄γαψ (ψ je bispinor, viz
(3.2)) a napsal Lagrangián popisující rozpad (5.1)

L = G
(
ψ̄nγ

αψpψ̄νeγαψe + ψ̄pγ
αψnψ̄eγαψνe

)
, (5.2)

kde ψi je bispinor částice typu i = p, n, e, νe a G je konstanta známá jako Fermiho konstanta.
Tento výraz se dá zapsat ve tvaru

L = G
(
JN

α J
L
α + (J

N
α )

†(JL
α )

†
)
,

kde JN
α , J

L
α jsou vektorové nukleonové a leptonové proudy, které Fermi konstruoval inspiro-

ván elektrodynamikou. Interakce, tak jak je vyjádřena v Lagrangiánu (5.2), se nazývá přímá
čtyřfermionová, neboť není zprostředkována žádnými intermediálními bosony. Tato Fermiho
teorie patří mezi nerenormalizovatelné teorie (viz níže). Elektrodynamika a slabé interakce
spolu souvisí natolik, že se je později podařilo popsat jako jedinou teorii, která se dnes nazývá
Standardním modelem.
Fermiho teorie byla upravena na tzv. V −A teorii, která popisovala slabé rozpady pomocí

Lagrangiánu

L =
G√
2
JαJ

†
α, (5.3)

Jα = ē(1− γ5)γανe + µ̄(1− γ5)γανµ + V −A, (5.4)

kde nyní bispinory příslušných částic značíme přímo e = ψe atd. a V −A označují vektorový
a axiální hadronový proud. Označíme-li

PL =
1 + γ5
2

, PR =
1− γ5
2

projektory, tj. PL = P 2L = P
†
L. Pak projekce bispinoru ψ definujeme

ψL := PLψ,

ψR := PRψ.
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Projekce ψL a ψR se nazývají levé a pravé komponenty bispinoru ψ (lefthanded, righthanded).
Zřejmě

ψ̄1Lγµψ2Lψ̄3Lγµψ4L =
1
4
ψ̄1γµ(1 + γ5)ψ2ψ̄3γµ(1 + γ5)γ4.

Takže interakční Lagrangián lze psát ve tvaru

L =
G√
2
JρJ

†
ρ , (5.5)

Jρ = ēγρ(1 + γ5)νe + µ̄γρ(1 + γ5)νµ + τ̄ γρ(1 + γ5)ντ+ (5.6)

+ d̄′γρ(1 + γ5)u + s̄
′γρ(1 + γ5)c+ b̄

′γρ(1 + γ5)t. (5.7)

Je nutno poznamenat, že v tomto výtazu se sčítá přes tři barvy kvarků a d′, d′, b′ se získají
lineární kombinacíd′s′

b′

 =
 c1 −s1c3 −s1s3
s1c2 c1c2c3 − s2s3e

iδ c1c2s3 + s2s3eiδ

s1s2 c1s2c3 + c2s3eiδ c1s2s3 − c2c3e
iδ

ds
b

 , (5.8)

kde si = sin θi a ci = cos θi jsou siny a cosiny míchacích úhlů (mixing angles) a δ je fáze, po-
mocí níž lze popsat CP-narušení. Matice se nazývá Cabbibo-Kobayashi-Maskawova (CKM) a
její elementy se určují experimentálně, tedy patří mezi volné parametry standardního modelu.
Dá se ukázat, že je unitární.
Hlavním problémem Lagrangiánu (5.6) je jeho nerenormalizovatelnost. Například úplný

účinný průřez rozptylu mionového neutrina na elektronu podle tohoto Lagrangiánu vychází

σ(νµe) =
G2

π
s,

kde s = (pν + pe)2. Tedy účinný průřez roste lineárně s energií, což se experimentálně nepo-
tvrzuje.
Musíme přejít k Yang-Millsově teorii, která je renormalizovatelná. Zavedeme nabitý inter-

mediální boson W a předpokládáme tvar Lagrangiánu

L = −gW (JαWα + J
†
αW

†
α),

kde W označuje hmotné nabité vektorové pole, nesoucí spin 1.
Standardní model popisuje částice hmoty, fermiony se spinem 1/2, které jsou roztříděny

do tří generací. Konkrétně máme šest leptonů e, νe, µ, νµ, τ, ντ a šest kvarků d, u, s, c, b, t.
Interakce mezi nimi je popsána čtyřmi bosony, částicemi se spinem 1/2. Tři jsou hmotné
intermediální bosonyW± a Z0 a jeden nehmotný foton. Poslední částicí je dosud nepozorovaný
Higgsův boson se spinem 1/2, který je zodpovědný za hmotu intermediálních bosonů (narušení
symetrie). Jedná se opět o kalibrační teorii s neabelovskou grupou SU(2)× U(1).
GWS kalibračně invariantní Lagrangián je složen ze čtyř částí

LGWS = Lgauge +Lfermion +LHiggs +LY ukawa. (5.9)

Lgauge obsahuje členy vyjadřující lokální invarianci Yang-Millsových polí, kalibrační grupy
SU(2)× U(1)

Lgauge = −
1
4
F a

µνF
aµν − 1

4
BµνB

µν ,
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kde

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gε

abcAb
µA

c
ν , a ∈ 3̂,

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ.

Aa
µ jsou tři kalibrační pole grupy SU(2) a Bµ grupy U(1), Levi-Civituv symbol εabc představuje
strukturní konstanty SU(2) a g je její vazebná konstanta.
Další člen v (5.9) obsahuje kinetické členy fermionových polí a interakční členy s kalibrač-

ními poli

Lfermion =
∑

l=e,µ,τ

(
iL̄(l)γµ(∂µ − igAa

µ

τa

2
− iY

(l)
L g′Bµ)L

(l)
)
+

+
∑

q=d,s,b

(
iL̄
(q)
0 γµ(∂µ − igAa

µ

τa

2
− iY

(q)
L g′Bµ)L

(q)
0

)
+

+
∑

l=e,µ,τ

il̄Rγ
µ(∂µ − iY

(q)
R g′Bµ)lR+

+
∑

q=d,u,s,c,b,t

iq̄0Rγ
µ(∂µ − iY

(q)
R g′Bµ)q0R,

kde g′ je vazebná konstanta odpovídající U(1), slabý hypernáboj (hypercharge) je definován

Q = T3 + Y, (5.10)

kde T3 je třetí komponenta slabého izospinu (weak izospin) a Q je náboj odpovídající částice

Qe = Qu = Qτ = −1,

Qd = Qs = Qb = −
1
3
,

Qu = Qc = Qt = +
2
3
.

Ze vztahu (5.10) plyne

Y
(l)
L = −1

2
, l = e, µ, τ,

Y
(q)
L = +

1
6
, q = d, s, b,

Y
(q)
R = −1

3
, q = d, s, b,

Y
(q)
R = +

2
3
, q = u, c, t.

Dalčí členy LHiggs a LY ukawa v (5.9) souvisí s narušením symetrie SU(2) a tedy generací
hmoty intermediálních bosonů. Pro další infromace viz např. [6].
Čtyři kalibrační pole Aa

µ a Bµ nemají přímo fyzikální význam. Fyzikální pole se získají
lineárními kombinacemi. Pole W±

µ definované

W±
µ =

1√
2
(A1µ ∓ iA2µ),
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odpovídá intermediálnímu bosonu W± a pole Zµ a Aµ odpovídající intermediálnímu bosonu
Z a elektromagnetickému čtyřpotenciálu splňují

A3µ = cos θWZmu+ sin θWAµ,

Bµ = − sin θWZµ + cos θWAµ.

Parametr θW se nazývá Weinbergův úhel a představuje základ sjednocení slabých a elektro-
magnetických interakcí. Weinbergův úhel je svázán s vazebnými konstantami podle

cos θW =
g√

g2 + g′2
, sin θW =

g′√
g2 + g′2

.

Elektromagnetická vazebná konstanta se dá vyjádřit jako

e =
gg′√
g2 + g′2

,

a tedy
e = g sin θW .

Tento vztah se někdy nazývá sjednocující podmínkou.
Z interakčních členů v (5.9) se odvozují příslušná Feynmanova pravidla. Nás budou zají-

mat především interakční vrcholy intermediálních bosonů. Na obrázku 5.1 jsou uvedeny dva
diagramy a k nim příslušející pravidla.

�
q

q′

W−µ �
q

q

Z0µ

2
2
√
2 sin θW

γµ(1− γ5)Vqq′
e

sin 2θW
γµ
(
A(1− γ5)−B sin2 θW

)
Obrázek 5.1: Feynamnova pravidla příslušející interakčním diagramům W , Z bosonů

V případě Z0 bosonu v 5.1 je A = 1/2 a B = −4/3 pokud q = u, c, t a A = −1/2, B = 2/3
pokud q = d, s, b. Vqq′ je element Cabbibo-Kobayashi-Maskavovy matice.

5.2 Procova rovnice

Zatímco částice se spinem 1/2, resp. 0 jsou popisovány Diracovou resp. Klein-Gordonovou
rovnicí, částice se spinem 1 jsou popsány Maxwellovými rovnicemi v případě fotonu a Pro-
covou rovnicí v případě hmotných intermediálních bosonů. Procova rovnice je zobecněním
Maxwellových rovnici. Její znění v kovariantním tvaru je

∂µF
µν +m2Aν = 0, Fµν = ∂µAν − ∂νA

µ. (5.11)
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Divergence tohoto výrazu dává Lorentzovu podmínku, tj.

∂νA
ν = 0

a dosadíme-li do Procovy rovnice explicitní výraz pro Fµν , obdržíme Klein-Gordonovu rovnici
pro Aµ

(�+m2)Aµ = 0.

Můžeme tedy říci, že rovnice (5.11) je ekvivalentní soustavě

(�+m2)Aµ = 0, ∂µA
µ = 0. (5.12)

Pro řešení této soustavy se použije Ansatz rovinné vlny

Aµ(x) = εµ(k)e
−ikx,

kde k = (k0,~k). Faktor εµ(k) se nazývá vektorem polarizace (analogie s elektromagnetickou
rovinnou vlnou). Dosadíme-li Ansatz do (5.12) obdržíme

k2 = (k0)
2 − ~k2 = m2 (5.13)

a Lorentzova podmínka implikuje
kµεµ(k) = 0. (5.14)

6 Hadronové interakce
Kvantová chromodynamika dobře popisuje interakci kvarků a gluonů. Jak tedy popsat in-
terakce například protonu, který je složen z kvarků uud? Všechny procesy probíhající při
hadronových interakcích jsou způsobeny interakcí kvarků a gluonů obsažených v hadronech.

6.1 Partonový model, Hluboce nepružný rozptyl

Srážkovými experimenty se potvrzuje, že protony nejsou bodové částice, ale že se skládají
z menších objektů. Pod hluboce nepružnou srážkou (deep inelastic scattering - DIS) protonu
s leptonem se myslí taková, kdy přenášená hybnost Q2 je velká (Q2 �M2, viz níže). Jedním
s nejsilnějších testů poruchové QCD je právě porušení Bjorkenova škálování strukturních
funkcí měřené v lepton-hadronových srážkách. V těchto procesech se přesně měří strukturní
funkce, které se pak použijí k popisu hadron-hadronových srážek.
Uvažme lepton-protonový proces lp → lX a označme čtyřhybnosti vstupujícího leptonu

jako k a k′ leptonu vystupujícího. Hybnost protonu před srážkou nechť je p, p2 = M2 jest
kvadrát klidové hmotnosti protonu. Potom přenesená hybnost je q = k−k′. Zaveďme vhodné
veličiny vztahy

Q2 = −q2, p2 =M2,

x =
Q2

2p · q
=

Q2

2M(E − E′)
.
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Obrázek 6.1: Hluboce nepružný rozptyl leptonu na protonu

Schematický náčrt tohoto procesu je na Obrázku 6.1.

Pozorovalo se, že kvarky nesou asi polovinu hybnosti protonu, druhá polovina připadá na
gluony. Proces zobrazený na Obrázku 6.1 probíhá výměnou virtuálního fotonu, či intermedi-
álního bosonu. Foton interaguje přímo s kvarkem, či gluonem jako by tento byl volný. Zavádí
se pojem partonu, jako částice tvořící proton (obecně hadron). K popisu těchto procesů se
používají tzv. strukturní funkce Fi(x,Q). Tyto mají vztah k distribučním funkcím partonů
fa/A(x,Q

2), kde a = u, d . . . , g a A = p, n, Fe atd. Distribuční funkce udává pravděpodobnost
nalezení partonu a nesoucího zlomek celkové hybnosti x v hadronu A v procesu s Q2. Struk-
turní funkce se zatím nepodařilo spočítat z teorie. Místo toho se musí určovat z experimentů
a k jejich popisu se používá několik parametrizací (MRST Martin-Roberts-Stirling-Thorne,
CTEQ Collaboration for Theoretical and Experimental Studies in Quantum Chromodyna-
mics a GRV Glück-Reya-Vogt) Účinný průřez interakce virtuálního fotonu s protonem (jako
na Obrázku 6.1) se pomocí distribučních funkcí protonu vyjádří jako 1

σ̂0 =

1∫
0

dx
∑

i

e2i fi(x)σ̂0(γ
∗qi → q′i, x),

Partonový popis uvedený výše se dá použít i v případě hadronových srážek. Tuto skuteč-
nost poprvé ukázali Drell a Yan při studiu produkce leptonových párů při kvark-antikvark
anihilaci (Drell-Yanův proces). K vyjádření hadronového účinného průřezu použili účinný prů-
řez procesu na úrovni partonů qq̄ → µ+µ− a partonovou distribuční funkci fq/A(x) získanou
z DIS.

σAB =
∫
dxadxbfa/A(xa)fb/B(xb)σ̂ab→X .

V případě Drell-Yanova procesu je X = l+l− a ab = qq̄, q̄q. Experimentálně se ověřila dobrá
shoda s předpovědí a tento partonový formalismus se začal aplikovat i na jiné hadronové
účinné průřezy. Při těchto experimentech se však ukázalo, že partonové distribuční funkce
závisejí také na přenášené energii Q2, jak je názorně vidět na Obrázku 6.2, kde jsou vyneseny
kvarkové a gluonové distribuční funkce při Q2 = 20 GeV2 (a) a Q2 = 104 GeV2 (b).
V připadě hadron-hadronové interakce tedy píšeme

σAB =
∫
dxadxbfa/A(xa, Q

2)fb/B(xb, Q
2)σ̂ab→X . (6.1)

1Ostříškované účinné průřezy se vztahují k partonům, neostříškované v hadronům.
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These represent conservation of proton quantum numbers and total momentum fraction respectively.
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Fig. 8: Quark and gluon distribution functions at , from Ref. [27].

Figure 8 shows a typical set of ‘modern’ quark and gluon distributions [27] in the proton
extracted from fits to deep inelastic and other data, when probed at a momentum scale , a
typical value for fixed–target deep inelastic experiments. Notice that the sea is definitely not SU(3) flavour
symmetric, rather the strange quark distribution is roughly a factor of 2 smaller than the light sea quarks,
and there is even a significant asymmetry between the and quarks in the sea. Neither of these features is
quantitatively understood at present. Qualitatively, one would expect smaller distributions for heavier sea
quarks, i.e. , and some sort of Fermi exclusion principle ( ) might
explain the asymmetry between and . Notice also that at this scale a small charm quark component is
observed, consistent with the expectation that the virtual photon should be able to resolve pairs in the
quark sea when . The sum rule (45) is experimentally well verified, but the net momentum
fraction (46) carried by the quarks alone is found to be only about 50%, with the gluons (not directly
measured in leading–order deep inelastic scattering, see below) accounting for the other 50%.
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one obtains, for the non–singlet solution,

(53)

where . Note that and that for , which implies that the parton
distributions decrease and increase with increasing at large and small respectively, as argued on
physical grounds above. Solutions for the singlet and gluon moments can be found in a similar way, by
first diagonalizing the coupled equations. In practice, it is often more convenient to solve the DGLAP
equations numerically by iterating small steps in , starting from a set of ‘input’ parton distributions

. Figure 9 shows the same set of parton distribution functions as in Fig. 8, but now DGLAP–
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Fig. 9: The same parton distribution functions as in Fig. 8, but now at , from Ref. [27].

evolved to the much higher scale , typical of measurements at the HERA collider. By
comparing the two figures one can clearly see the shrinkage to small as Q increases.

The precision of contemporary deep inelastic data demands that the QCD predictions are calculated
beyond leading order. This amounts to the replacements (shown schematically):
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(a) (b)

Obrázek 6.2: Závislost kvarkových a gluonových distribučních funkcí na Q2, převzato z [9]

Zde Q2 charakterizuje hybnostní škálu pro dané hadronové srážky. Ukazuje se, že tento výraz
není zcela přesný a je potřeba započítat další korekce, závisející na běžící vazebné konstantě
αs(µ2), potom podle počtu členů mluvíme o výrazech LO (leading order), NLO (next-to-
leading order) a NNLO (next-to-next-to-leading order). Většina důležitých hadronových pro-
cesů je dnes spočítána v řádu NLO. Drell-Yanův proces se podařilo spočíta v řádu NNLO.
Integrály (6.1) se počítají pomocí Monte Carlo simulátorů jakým je například PYTHIA.

6.2 Drell-Yanův proces

Drell-Yanův proces je, jak už bylo řečeno, produkce leptonového páru (v praxi e+e− nebo
µ+µ−) v hadron-hadronové srážce. Mechanisumus zodpovědný za tento proces je anihilace
kvarku a antikvarku. Při nízkých energiích dojde při anihilaci k vyzáření virtuálního fotonu
q̄q → γ∗ → l+l−. Na urychlovačích s vyššími energiemi (např. Tevatron, LHC) může dojít
k vyzáření bosonů W , či Z. Účinný průřez anihilace přes virtuální foton může být lehce
vyjádřen pomocí anihilace e+e− → µ+µ− z QED (viz) jako

σ(qq̄ → µ+µ−) =
4πα2

3ŝ
1
N
Q2q ,

kde Qq je náboj kvarku q: Qu = 2/3, Qd = −1/3 atd. Faktor 1/N = 1/3 vyjadřuje skutečnost,
že k anihilaci může dojít pouze tehdy, jedná-li se o kvark a antikvark stejné barvy.
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Obrázek 6.3: Drell-Yanův proces

Obecně je lépe uvažovat diferenciální účinný průřez

dσ̂
dM2 =

σ̂0
N
Q2qδ(ŝ−M2), σ̂0 =

4πα2

3M2 ,

kde M je hmota leptonového páru. V CMS dvou hadronů jsou čtyřhybnosti rovny

p1 =

√
s

2
(x1, 0, 0, x1),

p2 =

√
s

2
(x2, 0, 0,−x2).

Čtverec partonové CMS energie ŝ je vztažen k hadronové CMS energii podle ŝ = x1x2s.
Hadronový diferenciální účinný průřez je tedy roven

dσ
dM2 =

σ̂0
N

1∫
0

dx1dx2δ(x1x2s−M2)
∑

k

Q2k
(
qk(x1,M

2)q̄k(x2,M
2) + (1↔ 2)

)
.

Je-li energie srážejících se hadronů dostatečná, anihilace kvarku a antikvarku může produ-
kovat bosony W , Z. Pozorování těchto intermediálních bosonů v roce 1983 na CERNském pp̄
urychlovači potvrdilo Glashow-Salam-Weinbergovu elektroslabou teorii. Intermediální bosony
Z a W± byly objeveny při experimentech UA1 a UA2 v CERNU. Nejlepšího změření hmoty
W se dosáhlo v p̄p interakcích (CDF, D0 na Tevatronu). Na Obrázku č. 6.4 jsou vyneseny
účinné průřezy produkce W± a Z0 jako funkce CMS energie

√
s spolu s daty z UA1, UA2,

CDF a D0 při
√
s = 630 GeV a 1.8 TeV

Účinné průřezy na úrovni partonů tedy jsou

σ̂(qq̄′ →W ) =
π

3

√
2GFM

2
W |Vqq′ |2δ(ŝ −M2

W ),

σ̂(qq̄ → Z) =
π

3

√
2GFM

2
Z(v

2
q + a

2
q)δ(ŝ −M2

Z),

kde Vqq′ je CKM maticový element.

6.3 Produkce Jetů

Jak již bylo řečeno, procesy na úrovni partonů velkou měrou přispívají k množství pozorova-
ných částic v detektorech. Tipyckým fenoménem jsou tzv. jety. V koncovém stavu pozorujeme
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be studied in Drell–Yan processes. The transverse momentum of the lepton pair also gives direct infor-
mation on the transverse momentum distribution of quarks with respect to the parent hadron direction.
A comprehensive review of Drell–Yan phenomenology that describes these issues in more detail can be
found in Ref. [49], for example.

If the hadron collider energy is large enough, the annihilation of the quarks and antiquarks can
produce real and bosons. Indeed the discovery in 1983 of the and gauge bosons in this way at
the CERN collider [50] provided dramatic confirmation of the Glashow–Salam–Weinberg electroweak
model. The decay widths of the and are only a few per cent of the boson masses, and so instead of the
differential distribution in the resulting lepton pair ( or ) invariant mass, it is more appropriate to
consider the production cross section for the production of approximately stable on–shell particles with
masses and . These can then be multiplied by branching ratios for the various hadronic and
leptonic final states. In analogy with the Drell–Yan cross section derived above, the subprocess cross
sections for and production are readily calculated to be

(89)

where is the appropriate Cabibbo–Kobayashi–Maskawa matrix element, and ( ) is the vector
(axial vector) coupling of the to the quarks. The perturbative QCD correction to the and
cross sections is the same as the Drell–Yan correction (for a photon of the same mass) discussed in the
previous section — the gluon is ‘flavour blind’ and couples in the same way to the annihilating quark and
antiquark.
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Fig. 18: Theoretical (NNLO QCD) predictions for the and total production cross sections in and collisions, as a

function of , with data from UA1 [51], UA2 [52], CDF [53] and D0 [54].

As already noted, these cross sections have now been calculated to next–to–next–to–leading order
(i.e. ) [47]. Figure 18 shows the cross sections for and production as a function of the
collider energy . The curves are calculated using the results of Ref. [47] (in the scheme) with
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Obrázek 6.4: Teoretické předpovědi úplného účinného průřezu produkce W±, Z0 v pp a pp̄
srážkách jako funkce

√
s, a data z UA1, UA2, CDF a D0, převzato z [9]

množství částic jež jsou kolimovány do několika směrů. Jet se tedy definuje jako určitá mno-
žina částic letících přibližně jedním směrem. Existuje více definic, které konkrétně specifikují
ono „přibližněÿ. Jedním z nich je například Kuželový algoritmus.

Kuželový algoritmus (Cone algorithm)

Předpokládejme, že při srážce částic vzniká n částic, které jsou určeny hodnotami energie Ei,
vektorem hybnosti ~pi, úhlem svírajícím osu z a hybnost θi a azimutálním úhlem φi, i ∈ n̂. Dále
předpokládejme, že se jedná o relativistické částice, tedy že pro jejich energii platí Ei = |~pi|.
Jejich pseudorapidita je potom

ηi = − ln tan θ
2
.

Kuželový algoritmus rozděluje částice do jetů podle toho, jak jsou k sobě blízko v rovině
η × φ. Konkrétně je-li osa kuželu dána (ηC , φC) a jeho poloměr je R, potom i-tá částice leží
v tomto kuželu právě tehdy, je-li√

(ηi − ηC)2 + (φi − φC)2 ≤ R.

Jinak řečeno částice leží v kuželu s osou (ηC , φC) a poloměrem R, leží-li v kouli s tímto
středem a poloměrem.
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Kuželový algoritmus vyhledává jety iterací následujícího kroku. K danému kuželu C =
(ηc, φC , R) se naleznou částice i ∈ C, které v něm leží. Sestrojí se nový kužel C̃

ηC̃ :=
1

EC
T

∑
i∈C

Ei
T η

i,

φC̃ :=
1

EC
T

∑
i∈C

Ei
Tφ

i,

kde

EC
T =

∑
i∈C

Ei
T ,

Ei
T = E

i sin θi

je příčná energie částic v kuželu, respektive i-té částice. Opět se naleznou částice ležící v tomto
novém kuželu C̃ a sestrojí se nová osa. Pokud je tato osa stejná jako původní algoritmus končí
nalezením jetu. Pro něj se konstruují různé proměnné závisející na proměnných částic v něm
obsažených.

Gluonová emise

Proces, který je zodpovědný za výsledné jety se nazývá gluonová emise, při níž kvark, či
gluon emituje gluon. V tomto případě pak pozorujeme buď tři, nebo dva (pokud jsou směry
některých dvou rozlétávajících se částic kolineární) jety. Částice se totiž energie zbavují vy-
zařováním dalších gluonů a nastává tzv. hadronizace, kdy se volné kvarky váží v pozorované
hadrony. Tento proces není zatím zcela objasněn.
Feynmanovy diagramy gluonové emise jsou uvedeny na Obrázku 6.5

� �
(a) (b)

Obrázek 6.5: K gluonové emisi

6.4 Dalitzův graf

Uvažujme srážku dvou objektů v níž vznikají tři částice (popř. jety). Označme čtyřhybnosti
vstupujících částic k1 a k2 a vystupujících p1, p2 a p3. Dále definujme tzv. efektivní hmotu
i-té a j-té částice následovně

Mij =
√
(pi + pj)2 =

√
(Ei + Ej)2 − (~pi + ~pj)2, i, j ∈ 3̂, i 6= j. (6.2)

30



Z těchto tří proměnných (M12, M13, M23) jsou jen dvě nezávislé, neboť v CMS soustavě platí

p1 + p2 + p3 = 0,

odkud
M2
12 +M

2
23 +M

2
13 = p

2
3 + p

2
1 + p

2
2 = m

2
1 +m

2
2 +m

2
3 ≡M2.

Takže máme podmínku
0 ≤M2

12 +M
2
23 =M

2 −M2
13 ≤M2.

Vynášíme-li proto M2
12 a M

2
23 do grafu, bude oblast výskytu omezena trojúhelníkem. Tento

graf se nazývá Dalitzův (Dalitz plot).
Tento postup lze aplikovat na interakci hadronů v nichž vznikají tři jety. K dispozici jsem

měl data z D0 Run I. Na Obrázku č. 6.6 je vynesen histogram těžišťové energie S.
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Obrázek 6.6: Histogram těžišťové energie jetů S (128591 eventů)

Onrázek 6.7 již znázorňuje Dalitzův graf této interakce. Na osách x, y jsou vyneseny
efektivní hmoty jetů normované na těžišťovou energii. Protože se těžišťová energie mění (viz
Obrázek č. 6.6), nejedná se přímo o trojúhelník. Dynamika QCD způsobuje, že útvar není
homogenně vyplněn, jisté konfigurace konečného stavu jsou preferovány.

6.5 Monte Carlo simulace (Pythia)

Monte Carlo metody se používají k simulování procesů, které jsou příliš složité na to, aby je
bylo možno analyticky popsat. Víme například že zajistý čas se rozpadne polovina množství
radioaktivní látky, ale nevíme který konkrétní atom se rozpadne či ne. Výpočty jsou založeny
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Obrázek 6.7: Dalitzův graf

na generátorech pseudonáhodných čísel, to jest řadě čísel z intervalu 〈0, 1〉 takových, že spl-
ňují jisté statisktické požadavky na stejnoměrné rozložení. Zde tkví nemalý problém, neboť
tyto požadavky nelze zcela zaručit - nekorelovanost, stejnoměrnost. Proto se v Monte Carlo
simulátorech používá i více generátorů najednou, také z toho důvodu, že každý generátor se
po čase začne opakovat od začátku.
Složitý proces se rozdělí na mnoho dílčích kroků. V každém kroku se podle příslušných

distribucí vybere jedna z možných událostí. K tomu potřebujeme přetransformovat naše ná-
hodná čísla na jiná rozdělení a k tomu slouží řada metod. Uvedu Inverzní metodu aMetodu
přijmutí-zamítnutí (Von Neumannovu) 2.

2Acceptance-rejection method
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Obrázek 6.8: K inverzní a von Neumannově metodě

Inverzní metoda

Buď f : R → R+0 splňující ∫
R

f = 1,

a F : R→ 〈0, 1〉 daná vztahem

F (x) :=

x∫
−∞

f(t)dt.

Představuje-li tedy f hustotu pravděpodobnosti jistého procesu, pak F (a) je pravděpodobnost
toho, že x < a. Je-li a zvoleno s hustotou pravděpodobnosti f(a), pak F (a) je náhodná veličina
s stejnoměrným rozdělením v intervalu 〈0, 1〉. Pro každé x ∈ R můžeme tedy najít právě jedno
u ∈ 〈0, 1〉 (F je rostoucí) takové, že

u = F (x).

Stačí tedy za námi hledanou hodnotu (s hledaným rozložením) volit

x = F−1(u).

Tado metoda je schematicky znázorněna na Obrázku č. 6.8 (a). Nevýhody této metody jsou
nasnadě. K funkci f může být pracné, či nemožné najít primitivní funkci F a ta navíc nemusí
mít pěknou inverzi.

Metoda přijmutí-zamítnutí (Von Neumannova)

Není-li tedy možno vyjádřit analyticky F (x) můžeme použít následující metodu. Předpoklá-
dejme, že funkci existuje nějaká jednoduše generovatelná distribuce h (např. normovaná suma
distribucí se stejnoměrným rozdělením) a konstanta C taková, že platí

f ≤ Ch,
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jak je znázorněno na Obrázku č. 6.8 (b). Jak f tak h jsou normalizovány na jedničkua C > 1.
Chceme-li generovat f(x), nejprve generujeme kandidáta x podle h(x). Dále vygenerujeme
u ∈ 〈0, 1〉. Je-li

uCh(x) ≤ f(x), (6.3)

pak toto x přijmeme. Pokud neplatí (6.3), pak toto x zamítneme a začneme od začátku. Body
[x, uCh(x)] vyplňují celou plochu pod Ch, my akceptujeme ty, co padnou pod graf funkce f .
Účinnost je tedy tím efektivnější, čím jsou si obsahy obou ploch bližší.

Veto algoritmus

Častým problémem jsou případy typu radioaktivního rozpadu. Pravděpodobnost že nastane
jistá událost v čase t je dána funkcí f(t), která je pozitivní. Navíc událost může nastat v čase
t pouze tehdy, nenastala-li v dřívějším čase t′ < t. Pravděpodobnost, že událost nenastala do
času t je vyjádřena funkcí N(t) a pravděpodobnost, že událost nastane v čase t funkcí P (t).
Pak platí

P (t) = −dN
dt
= f(t)N(t). (6.4)

Pro jednoduchost uvažujem, že proces začal v čase t = 0 a N(0) = 1.
Rovnice (6.4) má řešení

N(t) = N(0) exp

− t∫
0

f(t′)dt′

 = N(0) exp
− t∫

0

f(t′)dt′

 ,

a tedy

P (t) = f(t) exp

− t∫
0

f(t′)dt′

 .

Pokud je f konstantní dostáváme případ radioaktivního rozpadu. Má-li f primitivní funkci
se známou inverzí, pak t snadno najdeme. Z (6.4) plyne

t∫
0

P (t′)dt′ = N(0)−N(t) = 1− exp

− t∫
0

f(t′)dt′

 = 1−R,

odtud
F (0)− F (t) = lnR, t = F−1 (F (0)− lnR) .

Pokud opět funkce f(t) není dostatečně „pěknáÿ lze použít řadu metod, například Veto
algoritmus:

1. Začni s i = 0 a t0 = 0.

2. Přičti 1 k i, vygeneruj R, ti = G−1 (G(ti−1)− lnR), tj. podle g(t) ale s podmínkou, že
ti > ti−1.

3. Porovnej nově vygenerované R′ s poměrem f(ti)/g(ti); pokud je f(ti)/g(ti) ≤ R′ pak se
vrať k bodu 2.

4. Poslední ti je zvolená hodnota.
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Pythia

Jedním z Monte Carlo simulátorů je Pythia. Slouží k simulování srážek částic v oblasti
vysokých energií. Scénář srážky je následující.

1. Sráží se dvě částice letící proti sobě. Každá částice je charakterizována partonovými
distribucemi, které definují partonovou strukturu - zastoupení barev a rozdělení energie.

2. Jeden parton z obou částic vytvoří počáteční spršku rozpady typu q → qg.

3. Dva partony z obou spršek spolu interagují, nejčastěji vznikají opět dva partony. Tato
interakce má rozhodující vliv na charakter celého procesu.

4. Vystupující partony se mohou opět rozpadat a vytvořit tak konečnou spršku.

5. Mechanismus QCD confinement zajistí, že barevné kvarky a gluony nejsou pozorova-
telné. Dochází k barevné neutralizaci na bezbarvé hadrony.

6. Mnoho takto vytvořených hadronů je nestabilních a rozpadá se dále.

Pythia umí simulovat kolem 240 různých těžkých procesů (bod 3.). Program generuje co
nejpodrobnější eventy a simuluje tak činnost například e+e−, pp či ep collideru. Pomocí Monte
Carlo simulátorů můžeme porovnávat teorii s daty získanými ve srážkových experimentech.

7 Závěr
Seznámil jsem se se základy Kvantové teorie pole a Standardního modelu elektroslabých
interakcí. Objevení intermediálních bosonů W a Z potvrdilo předpovědi SM, zůstává však
mnoho otázek, například zda se podaří objevit Higgsův boson.
Dále jsem na interakcích s třemi jety v koncovém stavu demonstroval, pomocí Dalitzova

grafu (Obrázek č. 6.7), existenci dynamiky řídíci tyto procesy - Kvantové chromodynamiky.
V závěrečné části jsem se dotkl tématiky Monte Carlo simulací a zmínil několik metod pro
generování různých distribucí. Tyto simulátory umožňují generovat události podle teorie a
tak ji porovnávat s experimentem. Nutno však podotknout, že pro tyto simulace je potřeba
znát strukturní funkce příslušných hadronů, které jsme nuceni určovat experimentálně, neboť
je zatím není možno z teorie spočítat.
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