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Predhovor

V préci som sa zaoberal pouzitim metéd poruchového pocétu v kvantovej tedrii s dérazom
na aplikdcie v kvantovej tedrii pola. Systematicky matematicky Gvod prace oboznami
C¢itatela so zdkladnymi matematickymi pojmami pre pracu s divergentnymi mocninnymi
radmi, na ktoré potom nadviazu $pecialnejsie vety, definujice séitanie divergetnych ra-
dov v konkrétnych situdciach. Druhé ¢ast prace je venovana prehladu poruchovych rozvo-
jov fyzikalnych veli¢in konkrétnych fyzikalnych ststav. V zavere mozno najst argumenty
hovoriace o nemoznosti aplikidcie Borelovskej metédy séitania divergentnych radov v
ulohach QED a QCD.

Dalej by som chcel touto formou vyjadrit velké podakovanie prof. RNDr. J. Chylovi,
CSc. za velmi cenné pripomienky a poskytnuté konzultacie.



Uvod

Pouzitie metéd poruchového poctu je pre fyziku velmi dolezité. V kvantovej tedrii sa
takyto postup ukazuje byt nutnym. Exaktne sme schopni riesit velmi mélo problémov,
¢im sme nuteni pristapit k istym zjednoduseniam. Vypustenim celého radu vedlajsich, i
ked Castokrat zavaznych efektov, prevedieme nami uvazovany problém na iny, Tahsie rie-
Sitelny. Avsak takymto poc¢inanim mozeme velmi lahko ohrozif jeho fyzikalnu relevanciu,
nakolko zjednodusenie moze byt natolko silné, ze takto ,pretransformovany“ problém
sa uz ani z daleka nemusi podobat tomu povodnému.

Poruchovy pocet tito hrozbu obchadza nasledovnym spésobom. Ak pozname rieSe-
nie fy zjednoduSenej rovnice, mdézeme do nej spitne zaviest korekéné Eleny, popisujice
povodny pripad a vysledné riesenie

f(9) (1)

novej rovnice vyjadrit forméalne ako mocninny rad v mocninich parametra g, ktory
tieto korekcie charakterizuje. P6vodné riesenie fy potom predstavuje nultil aproximaciu
poruchového radu:

> fag" (2)
n=0

Poruchovy parameter g (méze ich byt aj viac) je malé ¢islo, pomocou ktorého mézeme
napisat hamiltonian sustavy H v tvare H = Hy + gV, kde Hy je jeho ,jednoducha®
cast, ktorej riesenie fy pozname. Automaticky predpokladdme, Ze povaha Glohy nidm
umorziiuje uréit koeficienty radu (2) vypoctom. Funkcia f(g) moze v tomto pripade
predstavovat Tubovolnu fyzikalnu veli¢inu.

Ak sa ndm poradilo forméalne rad najst, je teraz dolezité vyjasnif si presny zmysel
vyrazu (2) a potom ur¢it v akom vztahu je rad k hladanej funkcii (1). Idedlna situécia
nastava v pripade, ak mozeme rad (2) interpretovat ako Taylorov rad funkcie (1). Tento
pripad vS8ak v praxi nastava zriedkavo, nakolko rad nekonverguje pre ziadnu nenulovi
hodnotu g. Preto sa v dalsom pontika vySetrit spravanie sa radu pre komplexné g, pretoze
rozloZenie singularit v komplexnej rovine ma na konvergenciu mocninného radu pre
realne g vyrazny vplyv. Takto sa prirodzenym spésobom od problému poruchového radu
dostavame k vyuzitiu analytickych funkcii. Tento fakt je o to dolezitejsi, Zze napriklad
F. Dyson [1] uz v roku 1952 argumentoval nemoznostou interpretacie radu (2) pre ziadne
nenulové g ako Taylorovho rozvoja funkcie (1).



Kapitola 1

Sucet radu, divergentné a
asymptotické rady

Vseobecne sa predpokladé, ze poruchové rozvoje v kvantovej tedrii si vo vicsine pri-
padov divergentné. Nas§ problém vsSak nie je v tom, ¢i je vysledny poruchovy rad kon-
vergenty alebo nie, ale v tom, ¢i jednoznacne urcuje rozvijanu funkciu. Ako sme uz
pripomenuli, poruchové tedria je ndm v principe schopné poskytnit vSetky koeficienty
mocninného radu, ¢o ndm umoziuje vySetrit jeho konvergenciu. Nés vSak v prvom rade
zaujima, ¢i tento rad jednoznac¢ne urcuje fyzikdlne relevantni funkciu. Ako sa dalej
ukazuje, aj divergentny rad moze uréovat dant funkciu jednoznaéne, pokial st splnené
urcéité dodatocné podmienky. Naopak vSak plati, Ze kazdy konvergentny tuto vlastnost
mat nemusi.

1.1 Sucet radu, zakladné pojmy

Vyrokom ,najst sacet radu®

f(z) = Zanz” (1.1)
n=0

sa rozumie dat mu presny zmysel pre nejaké z, pre ktoré tento rad diverguje.

Definicia 1.1.1 Bud § sc¢itacia metoda radu (1.1). Potom 8§ nazveme regularna ak
platt

8 < nz;) anz"> = nz;) an2"

zakaZdym, ked pravd strana konverguje, 8 nazveme analytickd ak plati

S(i anz”> = f(2)
n=0
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zakazdym, ked 8(22020 anz”> existuje (zatialco f(z) oznacuje analytické pokracova-
nie y o2 o anz").
Ozrejmime si dalej, ¢o sa rozumie pod terminom Borelovské scitanie.

Definicia 1.1.2 Rad (1.1) nazveme Borelovsky scitatelny ak plati

1. rad

o t"
B(t) = Za”ﬁ’ (1.2)
n=0
nazgvany Borelovska transformécia radu (1.1) konverguje vo vnitri nejakého kruhu
lt]<d, 6 > 0;

2. B(t) mad analytické pokracovanie na nejakom okoli pozitivnej redlnej polosy
Ret > 0;

3. integrdl

w e

IS

g9(z) = B(t) dt (1.3)

00
/e_
0

konverguje (nie nutne absolitne) pre nejaké z # 0.

Ak st teda splnené podmienky v predchadzajtcej definicii, potom B(t) resp. g(t) nazy-
vame Borelovskd transformdcia resp. Borelovsky sucet radu (1.1).

Pred dalsim vykladom sa zastavime na jednoduchom motiva¢nom probléme. Zo-
berme si jednoduchy priklad a sice

1
z) = . 14
1) = — (14)
Tato funkcia sa vo vnutri jednotkového kruhu so stredom v pociatku rovna siucétu svojho
konvergentného Taylorovho radu

> e (1.5)
n=0

Kedze kazdy mocninny rad konverguje vo vnutri svojho kruhu konvergencie rovnomerne
k svojej suctovej funkcii, moézeme bez obav zamenif sumu a integral a dostavame!

oo
'vyuzili sme vlastnosti I'-funkcie a sice, Ze plati I'(n + 1) = [ t"e™" dt = n!
0
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- n __ - 2" n_—t _ —t - (Zt)n _ —(1-2)t
Zz —Zn!/te dt—/e Z | dt—/e dt. (1.6)
n=0 n=0 0 0 n=0 0

Integral na pravej strane (1.6) vSak konverguje aj mimo jednotkovy kruh a sice na celej
komplexnej polrovine

Re z < 1. (1.7)
Preto sa prirodzene ponika moznost definovat stcet radu na lavej strane (1.6) ako

00
/ e~ (=20 gy (1.8)
0

vSade tam, kde integral (1.8) konverguje. Takyto spdsob suctu je reguldrny a analyticky

v zmysle definicie (1.1.1), pretoze integral je holomorfnou funkciou v premennej z.

(a) Borelovskd metéda  (b) p-metdda, ktorou sa bu-
deme zaoberat v kapitole (1.2.2)
na strane 13

Obr. 1.1: Oblasti definovatelnosti saétu radu y o2 ;2"

Na tomto jednoduchom priklade sme si ukazali jednu z hlavnych vyhod Borelovskej
metddy s¢itania radov, ktorou je definicia stiétu radu daleko mimo oblast, kde povodny
rad bol konvergentny. V monografii [2] je mozné najst nasledujuci teorém.

Veta 1.1.1 Bud f(z) hlavnd vetva analytickej funkcie reguldrnej v bode z = 0,

f(2) =) anz" (1.9)
n=0

Potom integrdl tohto radu

00 ) 0 (Zt)n 0o )
/e tzoann! dt—/e 'B(zt) dt, (1.10)
0 n= 0
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existuje vo vnitri Borelovho polygénu a je v iom rovny analytickej fukncii f(z).

Vo vete (1.1.1) sa objavuje nam doteraz neznamy pojem, ktory nam ozrejmi nasledujtca
definicia.

Definicia 1.1.3 Bud z; pozicia i-tej singularity funkcie f(z), i =1,2,3,...,N, kde N
je ¢islo uddvagice pocet singularit funkcie f(z) a nech R; su polpriamky spdjajice z; s
pocéiatkom a smerijice za z; do nekonecna. Zostrojme dalej kolmicu P; na R; v bode z =
z; pre kazdé i = 1,2,3,...,N. Potom cast komplexnej roviny uzavretej priamkami P; a
obsahujicu pociatok nazveme Borelov polygdn.

Veta (1.1.1) ndm zaroven odhaluje hlavné nedostatky Borelovej metédy. Uvazovali
sme na pociatku reguldrny pripad, ¢o znamend, ze polomer konvergencie R radu bol
nenulovy. Ako vidief, Borelova metéda nam umoznuje definovat stcet radu daleko za
jeho polomerom konvergencie ako analytickil funkciu. Toto analytické pokracovanie je
vSak zzené iba na Borelov polygoén a hranicu mu vzdy tvoria kolmice P; prechadzajice
kazdym z bodov z;. Z tohto je zrejmé, zZe mimo Borelov polygén moze funkcia f(z)
nadalej analytickd, avSak uz nie je vyjadritelnd pomocou Borelovho integralu (1.10).

Na rad teda prichadza otazka ako konstruovat analytické predizenie radu (1.1) mimo
Borelov polygén. Do tivahy prichadzaja nasledovné moznosti:

.....

ticnosti funkcie f(z),

2. Konformné zobrazenie oblasti analyti¢nosti do jednotkového kruhu.

1.2 Oblasti za kruhom konvergencie; regularny pripad

Nech aj nadalej ma rad (1.1) nenulovy polomer konvergencie. V dalSom vyklade si
ukéZeme uz spominané metédy konstrukeie analytického predizenia do oblasti, kde nam
takito konstrukciu Borelovské sc¢itanie neumoznuje.

1.2.1 Roztiahnutie Borelovho polygonu

V samej podstate veci ide o zovSeobecnenie Borelovej metddy. Jednoducho si to mézeme
opit ilustrovat na nasom priklade radu (1.5). Borelovskd metéda ndm umoznila definovat
sucet v kazdom bode komplexnej polroviny Re z > 1. Hrani¢nou priamkou je zrejme
priamka Re z = 1. Na§ zaujem teraz spociva v zamene tejto pévodnej hrani¢nej priamky,
ktoru si moézeme vyjadrif napriklad v tvare

1

r=(cosp)t, z=re |yl < 3™ (1.11)

za krivku

r= [cos (g)}ia, lo| < zma, (1.12)
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kde opif z = re’? a o > 0. Ta ¢ast komplexnej polroviny, ktora sa nachadza nalavo od
krivky (1.12), ¢ize oblast

% cos(p/a)] < 1 (1.13)

oznacime v zhode s [7] ako Bo(f), kde f = {2~ v nami uvaZovanom pripade. Lahko
sa mozeme presvedc¢it, ze oblast (1.12) zasahuje v pravej polrovine daleko za priamku
Re 2z = 1, obzvlast ak volime « velmi malé.

Prechod k zovseobecneniu Borelovej metddy je uz teraz priamociary. Uvazujme Tu-
bovoInt funkciu f(z) definovant radom (1.1). Borelov polygdén dostaneme z predchédza-
jucej konstrukcie pre volbu a = 1, ¢ize ide o oblast Bi(f). Oblast B, (f) je vacsia ako
Borelov polygén a zarover ho obsahuje pokial volime o < 1. Prislusné zovSeobecnenie
vety (1.1.1) ako sa uvadza v [7] je nasledovné:

Veta 1.2.1 Bud f(z) hlavna vetva analytickej funkcie requldrnej v bode z = 0,

o0
= E anz"
n=0

Potom integral 1(zp)
_ (t%20)"
I -l § an dt, 1.14
(20) = / F T(an + f) (1.14)
konverguje prave vtedy, ked zy € B (f). Potom

f(z0) = I(20).

Konvergencia je absolitna a rovnomernd na kazdej kompaktnej podmnozine oblasti B, (f)
s nenulovou vzdialenostou od hranice B, (f) a za znakom integrdlu je mozno derivovat,
takzZe plati

tOl
= [P 1et n 7dt. 1.15
[ S i 139
0 n=

Veta (1.2.1) ndm odhaluje cenu, ktori musime zaplatit za roztiahnutie Borelovho
polygénu. Ako si mdZeme vSimnut, tak pri volbe o < 1, kedy skutocne dochadza k roz-
tiahnutiu polygénu, dochéddza k mensiemu potlacovaniu koeficientov a,, v rovnici (1.14).
Namiesto faktoru n! v pripade Borelovej metédy, musime pouzit faktory I'(an + 3). 2
Preskélované koeficienty a, sa teda zmenia z povodnych Borelovskych a,/n! na nové
an /T (an + ). Dosledkom tohto roztiahnutia Borelovho polygénu potom je, Ze s¢itanie
pre malé hodnoty parametra « je pouiitel’né na mensiu triedu postupnosti koeficien-

.....

2Borelovu metédu dostévame pri volbe a =1, 3 =1
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Poznamka 1.2.1 Oblast B,(f) je invariantnd voci derivdcii, ¢o znamend. Ze plati
Bo(f') = Bal(f). TakZe na zdklade vety (1.2.1) dostdvame dalsie integrdlne vyjadrenie
derivdcie f'(z):

n—1)+p)

n 0 Styn—l
fl(z) = /tﬁ—le—tzlnanp(ag ) dt. (1.16)
0 n=

Zavedme si teraz dalsi, velmi délezity pojem.

Definicia 1.2.1 Bud z; pozicia i-tej singularity funkcie f(z), i =1,2,3,...,N, kde N
je ¢islo uddvagice pocet singularit funkcie f(z) a nech R; su polpriamky spdjajice z;
s pociatkom a smerujice za z; do nekonecna. Rozsekajme teraz komplexni rovinu po-
2dl% tej casti polpriamok R;, ktord sa nachddza za singularitami z; a tieto rezy z kom-
plexnej roviny vyberme. Td cast komplexnej roviny, ktord po tomto procese ostane sa
nazyjva Mittag-Lefflerova hviezda funkcie f a znacime ju MLS(f).?

A lmz

Obr. 1.2: K definicii M LS(f)

32 anglického Mittag-Leffler star
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Tento pojem si modzeme ilustrovat na nasom priklade, kedy funkciou f(z) je fun-
kcia i V tom pripade je MLS(flz) rovnd komplexnej rovine, z ktorej vynechdme
polpriamku [1, co]. Grafické znazornenie je na obrazku 1.1(b).

Na zaklade definicie (1.2.1) teraz moézeme povedat, ze ak sa « bude blizit neob-
medzene k nule, potom oblast B, (f) sa bude blizit k MLS(f). Poznamenajme da-
lej, ze pokial a@ < o/, tak potom B,(f) DD By (f). Trividlne plati taktiez limita

limy—o'(an + B) = T(B).

1.2.2 Scitacie met6édy s momentovou konstantou

Veta (1.2.1) ndm umoznuje pri volbe lubovolne malého kladného parametra o definovat
stcet radu v oblasti fubovolne blizkej MLS(f). Ako si ale mézeme v§imnuf, nemozeme
volift a = 0. Z toho dévodu nam funkcia I(z) definovana vztahom (1.14) nikdy nemoze
reprezentovat sicet radu v celej oblasti holomorficity funkcie f(z).

Velkou vyhodou vsak je, Ze existuju séitacie metédy, ktoré reprezentuju rozvijant
funkciu f(z) v celom MLS(f). Tymto mocnym matematickym nastrojom st tzv. séitacie
metody s momentovou konstantou. Moézeme ich chapat ako dalsi druh zovSeobecnenia
uz vSeobecnej Borelovej metddy, ktort popisuje veta (1.2.1).

Definujme si tieto metédy v zhode s prameriom [2].

Definicia 1.2.2 Momentovd konstanta p., je ¢islo v tvare

M—/wm, (1.17)
0

kde x = x(t) je ohranicend a rastica funkcia premennej x takd, Ze Stieltjesov integ-
ral (1.17) konverguje pre kazdé n.

Ak ¢ je dolna hranica ¢isel ¢, pre ktoré

/ﬁmm:m
t
potom
/mm:mtﬁmwﬂumo
&40 t
a
0o £—0

un:/t” dx = /t” dx + {X(£+0) — x(€ — 0)}¢",

0 0
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pokial je £ koneéné. Zvycajne vSak £ je oo. Pre konecné £ dalej predpokladajme, Ze y je

spojita v £.
Oznacme
= a
a(t) =y ", (1.18)

potom formalnou integraciou tohto radu ¢len po ¢lene dostavame

/a(t) dx = Z Z—n /t" dy = Zan. (1.19)
0 n=0"" 0 n=0

Prirozdene sa ndm teda pontka vziaf integral z lavej strany (1.19) za zdklad novej
definicie sactu Y 7 an.
Definicia 1.2.3 Bud dand postupnost {ay}. Polozme

/a(t) dy = s. (1.20)
0

Potom
1. ak & = o0, rad (1.18) konverguje pre kazdé t a

T
lim [ a(t) dx = s,

T—o00
0

2. ak § < oo, x(§+0)—x(&—0)=0, rad (1.18) konverguje pre 0 <t < & a

€0 T
/ a(t) dy TiIgIlo a(t) dxy = s
0 0

A teda v oboch pripadoch plati
Z an = S(fin)- (1.21)
n=0

Plati nasledujtca veta:

Veta 1.2.2 Metdda (i) je reguldrna.
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VSeobecne vSak neplati, Zze by takdto metéda bola aj analytickd. Ak vSak zvolime mo-
mentova postupnost {u,} ako

o0
/exp exp(t))t" dt, (1.22)
0

séitacia metéda s takouto momentovou postupnostou bude poskytovat analytické pre-
dlZenie pravej strany rovnice (1.9) v celom MLS(f) [7]. Tato metéda priprodzene vy-
hovuje definicii podla [2], a preto na zaklade vety (1.2.2) je regularna. Dalsie vlastnosti
momentovej postupnosti {i,} st obsiahnuté v nasledujticej lemme:

Lemma 1.2.1 Bud us funkcia definovand ako

o0
/exp exp(t))t® dt (1.23)
0

Potom

1. md meromorfné predlZenie na celi komplexni rovinu s jednoduchymi pdlmi na
zapornej redlnej osi,

2. jej asymptotické sprdavanie pre s iduce do nekonecna, |args| < m je urcené len
sedlovym bodom a

s ~ \IZWmTSeXp(—é)[ln (ﬁ)}s, (s — 00) (1.24)

rovnomerne pre |args| < w—e a e > 0 lubovolné, kde sedlovy bod je uréeny
TOVNICOU

et =s (1.25)
s aproximativnym riesenim
] Inln s Inln s\ 2
t=1 (—) ( ) , . 1.2
. Ins * Ins +0 Ins (s = o0) (1.26)

Poznamka 1.2.2 Analogické turdenie je mozno dokdzat [7] aj pre vahovi funkciu x(t) =
exp(—ex(t)), kde ex(t) je k-ndsobnd exponencidlna funkcia

er(t) = exp(exp(...(expt)...)),

kde k je lubovolné nezdporné celé ¢islo. Sedlovy bod je potom dany rovnicou

ex(t)ep—_1(t)...e't = s.
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V dalSom bude pre nas dolezité urcit asymptotické spréavanie sa momentovej fun-
kcie F'(t) definovanej ako

oo tn
Fity=> —. (1.27)
o Hn
Dévod je prosty. Pre |z] < 1 totiz plati
o0 n
/exp(— expt)F(tz) dt = Z 2" = (1.28)
0 n=0

¢o je dosledok regularity p-metddy [2]. Na zaklade tvrdenia lemmy (1.2.1) je funkcia F(t)
celistva.

Pokial F(t) nerastie pre t idtice do nekone¢na a |argt| > 0 rychlejsie ako exp [t|,
kde A je konstanta, potom integral (1.28) konverguje absolitne pre Vz € MLS(11),
MLS Cauchyho jadra 1 - a poskytuje nam analytické predlzenie radu Yoo 2" z jed-
notkového kruhu na celt MLS(11).

V dalsom opéf uvazujme funkciu f(z), ktora je hlavnou vetvou analitickej funkcie
regularnej v pociatku. Potom na zaklade Cauchyho integralneho vzorca dostavame

1 1 1
F(2) = — flw) du= — flu) du

2w Jou— 2 2mi Jo ou 1—2
1 t

= /exp expt) ( Z) dt
2mi U

T °° 1 rtz\n

= du/exp expt) —( z) dt (1.29)

2ri =5 b

0

pre kazda jednoduchi krivku C' taki, Ze v jej vnutrajSku nelezi ziadna singularita fun-
kcie f(z). Ak naviac krivka C splifa vlastnost, ze {Zju € C} C MLS(

mozeme zamenit poradie integréicie v rovnici (1.29) a dostavame nasledovny vztah

— |, botom

f(z):ﬁ Cfiu) du/exp expt) i:()
0

exp(—expt) Z (=) 1 J) du dt

2mi untl
=0 Hn C

exp(—expt) Z t, (1.30)
n=0
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kde a,, je Taylorov koeficient funkcie f(z) v pociatku definovany ako

(w) du.
C un—l—l
Integrél (1.30) konverguje prave vtedy, ked z € MLS(f).

K tomu, Ze metéda s momentovou postupnostou (1.22) skutoéné dava analytické
predizenie Taylorovho rozvoja funkcie f(z) konstruovaného v pociatku staci, aby bola
skuto¢ne splnend spomenuté poziadavka asymtoticity funkcie F'(t) a sice, aby nerastla
pre t idtace do nekone¢na a |argt| > 0 rychlejsie ako exp \t\A . O tom hovori nasledujtca
lemma.

QAp =

Lemma 1.2.2 Bud {u,} Stieltjesovskd momentovd postupnost

P, = /exp(—exp(t))t" dt.
0

Potom funkcia F(t)

je celistva s nasledujicou asymtoticitou:

1. pre |Im t| < I je asymtoticita uréena sedlovgm bodom

[N

s =elt

F(t) ~ (t+1)(expt)(expexpt), (t — o0)

2. pre |Im t| >

vl

F(t) ~0(|t]”), (t— o0),
kde o je konstanta.

Teraz si na zaklade lemmy (1.2.1) a (1.2.2) vyslovime velmi délezitu vetu, ktord nam
umoznuje dat zmysel suc¢tu Taylorovho radu v celej MLS(f).

Veta 1.2.3 Bud f(z) hlavna vetva analytickej funkcie requldrnej v pociatku

f(z) = Z anz".
n=0
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Potom integral 1(zp)

n=0 n

oo ) t
/exp expt) Zan (t20)" dt (1.31)
0

konverguje prave vtedy, ked zo € MLS(f), kde u, je

0o
/exp exp(t))t" dt.
0

Potom

f(z0) = I(20).

Konvergencia je absolitna a rovnomernd na lubovolnej ohranicenej podmnozine MLS( f)
s nenulovou vzdialenostou od hranice MLS(f) a moéZeme zamenit derivdciu a integrdl

(e o]
n

f'(z) = /exp(— expt) inanzn_lt— dt.

) = fin

Poznamka 1.2.3 MLS(f) je invariantnd voci operdcii derivovania podobne ako B, (f).
Cize MLS[f(2)] = MLS|[f(2)]. Dalej, pokial f(z) splria predpoklady vety (1.2.3), splia
ich aj jej deriwdcia f'(z) a veta (1.2.3) ndm ddva dalsiu integralnu reprezentdciu f’(z)
a sice

n 1

f'(z) =

exp(—expt) Znan 1
n—

Uvazujme dalej ako priklad funkciu f(z) spliiajicu predpoklady vety (1.2.3) regu-
larnu na celej realnej poloosi. Potom nam veta (1.2.3) poskytuje analytické predizenie
Taylorovho radu funkcie f(z) na celi poloos.

Désledok 1.2.1 Bud
1. f(z) hlavna vetva analytickej funkcie reguldrnej v pociatku,
2. f(z) reguldrna na redlnej poloosi.

Potom

f(z) = 7exp —expt) i

0

pre © € (0,00). Integrdl konverguje absolitne a mozZeme zamenit poradie derivdcie a
integrdalu
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n

o0
o0 tn
= /exp(— expt) Z napz" "t — dt.
0 n=0 H

Na zéver eSte venujme chvilu pripadu, kedy sa vo vnutrajsku krivky C nachadza
koneény pocet singularit funkcie f(2), ale ziadny vetviaci bod. Opét predpokladajme,
ze plati {Z|u € C} C MLS( ~). Potom na zaklade reziduovej vety plati

o0

f(z) =— Z Zsjki: + /exp(—expt Z <an + Z re:i{) dt, (1.32)
0 n=0

k

kde ), prebieha cez vSetky singularity z; funkcie f(z), ktoré lezia vo vnutrajsku
krivky C. Pokial je ndm zndma tato skutoc¢nost, mozeme rozsirit vetu (1.2.3) o na-
sledovné tvrdenie:

Veta 1.2.4 Bud f(z) hlavna vetva analytickej funkcie requldrnej v pociatku

o0
= E anz"
n=0

Pokial sa vo vnitrajsku krivky C nenachddza Ziadny vetviaci bod funkcie f(z2), plati

=31 o3 o 3 50
0

—Zz
L k

1.2.3 Konformné zobrazenie oblasti analyticity na jednotkovy kruh

Konformné zobrazenie je dal§im z mocnych matematickych nastrojov, ktoré ndm umoz-
nuju definovat stcet Taylorovho radu funkcie f(z) mimo jej Borelov polygdn.
Pripomenime si délezity pojem.

Veta 1.2.5 Mocninny rad

o0
= E anz"
n=0

konverguje na kruhu konvergencie Kr s polomerom R, ktory je uréeny vzdialenostou
prvej singularity funkcie f(z) od pociatku.

Definicia 1.2.4 Polomer konvergencie R radu

(e.)
= E anz"
n=0
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je dany vztahom
1 . 1
— = lim sup(a,)n. (1.33)
R n—o00

.....

zeme pouzit konformné zobrazenie [3] w(z) komplexnej roviny, ktoré zobrazuje ¢ast ob-
lasti analyticity D,, funkcie f(2) na jednotkovy kruh. Dalej je nutné, aby zobrazenie w(z)
spliialo nasledujtice podmienky:

w(z=0)=0, w(z=-21)=1, (1.34)

kde —z; je pozicia prvej singularity funkcie f(z) najblizsej k pociatku.
Uvazujme najprv pripad, kedy singularity funkcie f(z) s rozmiestnené len na reélnej

zapornej poloosi —oo < z < —z1, — 21 je kladné ¢islo. Ozna¢me ako wy,(z) nasledujicu
funkciu:
1—\/1+ £
Wy (2) = ————. (1.35)
14+,/1+ %

Téato funkcia transformuje celi komplexni rovinu, z ktorej je vynata polpriamka (—oo, —z1)
na jednotkovy kruh so stredom v pociatku. Funkcia wy,(z) spliia podmienky (1.34) a
body polpriamky (—oo, —z;1) st zobrazené na hrani¢na kruznicu tohto jednotkového
kruhu. Pokra¢ujme dalej a konstruujme rozvoj funkcie f(z) = f(z(wy,)) v mocninach wy,
namiesto z. Namiesto povodného rozvoja f(z) = > ° ; a,z™ dostavame rozvoj

F(z) =) bawl(2). (1.36)
n=0

Tento rozvoj konverguje v kazdom bode z komplexnej roviny, ktory je zobrazeny zobra-
zenim wy,(z) do vnutra jednotkového kruhu so stredom v pociatku. V nasom pripade
ide teda o kazdy komplexny bod z, ktory nelezi na polpriamke (—oo, —z1). Takto sme
teda docielili konvergenciu aj v tych bodoch, kde rozvoj f(z) = > 7 a,2" divergo-
val. Naviac tam, kde pévodny rozvoj konvergoval, konverguje novy rozvoj asymptoticky
rychlejsie.

Vo vSeobecnom pripade, kedy mame singularity funkcie f(z) lokalizované v kom-
plexnej rovine, mozeme nechat funkciu f(z) podstipit rovnaki procediru. Opét zobra-
zenie w bude zobrazovat nejakt ¢ast oblasti analyticity D funkcie f(z) do jednotkového
kruhu. Tak ako v predchadzajicom S$pecidlnom pripade, aj teraz touto procedarou do-
cielime asymptoticky rychlejsiu konvergenciu uréent zobrazenim w, (z), ktoré zobrazuje
celt doménu analyticity funkcie f(z) do jednotkového kruhu.

Index m oznac¢uje maximéalnu rychlost konvergencie. V prameni [3] sa uvadza po-
rovnanie konformného zobrazenia w,,(z) s lubovolnym konformnym zobrazenim wy (2).
Predpokladajme, Ze wi(z) transformuje oblast Dy C D do jednotkového kruhu, ktora
je Tubovolne mensia ako oblast D. Zistime, Ze wy,(z) zobrazuje D; na oblast D}, ktord
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je podmnozinou jednotkového kruhu. Funkcia w,, = F(w;), ktord transformuje w;-
jednotkovy kruh na D] je analytickd a ma nasledujtce vlastnosti:

1. |F| <1 pre kazdy bod z w;-jednotkového kruhu

2. F(0) = 0.
Dalej pouzijeme Schwartzovo lemma [14]:

Lemma 1.2.3 (Schwartz) Nech je R € (0,00) a M € (0,00). Bud F analytickd fun-
kcia na kruhu Kg so stredom v pociatku a polomerom R a nech F spliia nasledujice
podmienky:

1. F(0)=0
2. |F(z)| < M Vze Kg
Potom platia nerovnosti:

1.

|[F'(0)] < (1.37)

=5

M
F(2)] < T2l V2 € Kn. (1.38)

Ak plati v (1.37) alebo v (1.38) rovnost pre nejaké z € Kg \ {0}, potom ezistuje o € R
také, ze

M .
F(z)= Eew‘z Vz € KR. (1.39)
Takze Schwartzovo lemma nam hovori, ze |wy,| < |wi| pre kazdy bod z jednotkového
kruhu. Prave preto je konvergencia rozvoja v mocninach w,,(z) asymptoticky rychlejsia
ako rozvoja v mocnindch Iubovolného iného w;. Stupen konvergencie rozvoja urcuje

||

podiel 7, v pripade pre R =1 je to len |z|.

1.3 Singularny pripad

V predchadzajicom vyklade sme sa vyhradne zaoberali pripadom, kedy polomer kon-
vergencie R radu (1.1) bol nenulovy. Preto sa ndm prirodzene ponika otazka, ¢o sa
stane, ak bude polomer konvergencie rovny nule. Je zrejmé, ze v takomto pripade uz nie
je mozné chapat rad (1.1) ako Taylorov rozvoj funkcie f(z). Je preto nutné pristupit k
problému z inej strany a redefinovat vztah, ktory je medzi radom (1.1) a funkciou f(z).
Ako tastna volba sa javi pojem tzv. asymptotického radu *.

“G. H. Hardy v monografii [2] uvadza tiez taktito definiciu asymptotického radu:
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1.3.1 Asymptoticky rad

Definicia 1.3.1 Bud S mnoZina bodov s pociatkom z = 0 ako jej hromadnym bodom.
Nech funkcia f(z) je definovand na mnozine S. Povieme, Ze funkcia f(z) md na mno-
Zine S asymptoticky rozvoj a oznacime ho

f2) =Y anz", (1.40)
n=0
ked plati
N
f(z) - Zanzn =0(2"), z—0, ze€bS. (1.41)
n=0

Pojem asymptoticity sa nijako nevzfahuje k pojmu konvergencie radu. To, Ze je Tubo-
volny rad asymptotickym znamenad len to, ze pokial porovname funkciu f(z) a ¢iastoény
sucet radu Zﬁ;o anz™, tak ich rozdiel je maly v porovnani s poslednym ¢lenom tohto
suctu. Taktiez asymptoticita radu sa vztahuje len limite ¢iasto¢ného suctu v danom
bode a nehovori ni¢ o jeho spravani sa mimo tento bod. Informécia o tom, Ze rad je
asymptotickym k nejakej funkcii na danej mnozine, musi byt doplnend informéciou o
tejto mnozine, napriklad o spdsobe ako prevadzame spominany limitny prechod, ako sa
k danému bodu blizime.

Vsimnime si, ze pojem asymptotického radu je zaujimavy len v pripade, zZe rad je
divergentny. Pokial rad konverguje, tak definicia ndm neposkytuje ni¢ nové. Ak totiz
uvazujeme funkciu f(z) regularnu v podéiatku, tak potom pre dostatoéne malé z jej
Taylorov rad uréite konverguje a zjavne spliia vztah (1.41).

Poznamka 1.3.1 Asymptotické rady moZeme séitat a ndsobit.

Asymptoticky rad je uréeny jednoznacne, pokial zadame rozvijant funkciu, funkcie,
v ktorych rozvoj konstuujeme® a mnozinu S.

Opak vsak neplati. VSeobecne mozeme totizto tvrdif, Zze ak méme zadany diver-
gentny rad, potom existuje nekoneéne vela funkcii, ku ktorym ho mézeme chapat ako
rad asymptoticky podla definicie (1.3.1). Demonstrujme si tito dolezitt skuto¢nost na

nasledujicom priklade. Majme teda zadant funkciu g(z) = ce™ =, kde ¢ je Tubovolné a a
9(2)

je kladné. Potom 51 — 0 pre kazdé n rovnomerne na mnozine {6 € R| — %71' +6<6<
%7[' — 9,8 > 0}. Pokial tito budeme uvazovat ako nasu mnozinu S, tak potom lubovolna

Rad

2
ap + a1z + az2z” + - -+

nazveme asymptotickym radom k funkcii f(z) v okoli z = 0, ked pre kazdé n a malé z plati

f(Z):ao+a1z+...+a7LZ7z+o(Zn+l).

5v nasom pripade ide o mocninné funkcie 2"
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funkcia, ktortt mozno zapisat v tvare f(z)+ g(z) bude mat rovnaky asymptoticky rozvoj
ako funkcia f(z).

Dalsim zobecnenim sa dostdvame velmi zaujimavému vysledku, a sice, ze ku kaz-
dému asymptotickému radu odpoveda asponi jedna analyticka funkcia. CiZe ku zada-
nej mnozine {a,} a k Tubovolnému a > 0, existuji funkcie f(z) = f(re?) tak, ze
podmienka (1.41) je splnend pre f — 0 rovnomerne v |0 < aw. Ak naviac zvo-
lime a > 0, 2ka < 1, potom bude 7" exp(— %) — 0 rovnomerne v || < am pre kazdé n.
A teda ako v predchadzajicom priklade, ktory automaticky dostdvame pre volbu k = 1,
vietky funkcie zapisatelné v tvare f(2) + cexp(—%) maji pre uhol |[#] < am rovnaky

asymptoticky rozvoj.

1.3.2 Silné asymptotické podmienky

V predchadzajacom sme si uviedli, Zze asymptoticky rad neurcuje rozvijanu funkciu jed-
noznacne. Problém, ktory teraz mame teda znie, ako donttit asymptoticky rad, aby nam
jednoznacne urcoval rozvijant funkciu. Ukazuje sa, Ze je to mozné, pokial nan nalozime
dalsie dodatoéné podmienky, resp. na rozvijant funkciu. Hovorime o tzv. silngch asymp-
totickych podmienkach. Ako prvy sa o to pokusil G. Watson uz v roku 1912 [3]. Podarilo
sa mu urc¢it dodatofné podmienky k tomu, aby bola funkcia f(z) rovnad Borelovmu
suctu g(z) svojho asymptotického radu.

Veta 1.3.1 Bud f(z) analytickd funkcia v oblasti |argz| < %ﬂ' +e, |z| <n, pree >
0, n > 0. Nech f(z) md na tejto oblasti asymptoticky rozvoj

N—-1
f(z) = Z anz" + Ry (2), (1.42)
n=0
kde Ry (z) spliia rovnomerne pre kaidé N a z z oblasti podmienku

|Rn(2)] < AcV Nz, (1.43)
Potom plati
1. Borelova transformdcia B(t) = > o, an%n! konverguje na kruhu [t| < 1,
2. B(t) ma analytické pokracovanie na oblasti |argt| < e,

3. integral

1

konverguje absolitne na otvorenom kruhu Re z=1 > n~! a rovnd sa na tiom fun-

keii f(z).
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Vyjasnime si najprv ako vyzera mnozina Re z7! > n~1. Je jednoduché presved¢it
sa, Ze plati vzfah

1
= —Re 2.
EEhel

Potom sa uz len jednoduchym roznasobenim defini¢nej rovnice

Re 271

1 1
(Re z — 577)2 + (Im 2)* < 1172

pre vnutrajsok kruhu so stredom Re z = %77 a polomerom %7] dostaneme opif vztah Re 271 >

n
Watsonova veta nasla velmi rychlo uplatnenie vo fyzikélnych displinach, hlavne vSak

v poruchovom poéte. M4 vSak jeden zasadny problém. Ihned vidime, ze jeden s predpo-
kladov sa vztahuje k oblasti |arg z| < %77 + ¢, ktora vSak presahuje oblast, kde mozeme
ziskaf funkciu f(z) ako Borelov stcet jej asymptotického radu, ¢ize kruh Re 271 > 5L,
RieSenie tohto problému nenechalova na seba dlho ¢akat a uzrelo svetlo sveta uz v roku
1912 v podobe vety od Nevanlinnu [10].

Veta 1.3.2 Bud f(z) analytickd na otvorenom kruhu Cp = {z|Re 271 > R™1}, spojitd
na jeho uzdvere a spliajica nasledovné odhady:

1.
N—-1
f(z) = anz" + Ry(2), (1.44)
n=0
2.
|Rn(2)] < AcV N2V (1.45)

rovnomerne v N a v z € Cp.

Potom B(t), definované ako

00 o
n=0 ’

konvergugje pre [t| < 2 a md analytické pokracovanie na oblasti Sy = {t|dist(t, Ry) < 1},
kde splria podmienku

|B(t)| < K exp (';') (1.46)

rovnomerne v kazdom S,:, o' > o. Dalej moZno f(z) reprezentovat absolitne konver-
gentngm integralom

f(z)= /exp < - E)B(t) dt (1.47)
0
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pre kazdé z € Cg.

Naopak, ak B(t) ja analytickd funkcia v Syn, 0 < o a spliia tam podmienku (1.46),
potom funkcia f(z) definovand vztahom (1.47) je analytickd v Cr a splia odhad (1.45),
kde
dn

B(t)

ap = ——
" de t=0

rovnomerne v kaZdom Cr, R' < R.
Na obrazku 1.3 st zobrazené oblasti analyticity pre Watsonovu a Nevanlinnovu vetu.

A Imz

Re z

Obr. 1.3: K oblastiam analyticity vo Watsonovej a Nevanlinnovej vete

Nevanlinnovu vetu (1.3.2) mézeme jednoducho zovseobecnit pre pripad, ked otvorovy
uhol oblasti analyticity je mensi nez w. V tomto pripade sa kruh D,, transformuje do
kvapkovej oblasti s uzsim koncom v pociatku.

Nech je teda f(z) analytickd v kvapkovej oblasti leziaca v |argz| < %TF’V, |z| <
1, v < 1. Definujem hranicu kvapky nasledovne:

ZTL

’Ea(%)‘ =const, FE,(z)= z;) Tan 1)

Uvazujme v zhode s (1.42) a (1.43) silnt asymptoticki podmienku v tvare

< AN (NP2, p<n. (1.48)

f(z)— Z anz"

‘ N-1
n=0
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Borelova transformécia bude mat potom zrejme tvar

o0
tTL
By(t) = an=——. (1.49)
— T(pm+1)
Almz
Ty >
Re z

Obr. 1.4: K oblasti analyticity funkcie f(z), vztahy (1.48), (1.49)

Vsimnime si, ze poziadavok (1.48) je ovela restriktivnejsi ako pévodny poziadavok (1.43).
Na druhej strane vSak plati v ovela mensom uhle. Tomu dalej odpovedd mensie potlacenie
koeficientov a,, v rade B,(t) ako v rade B(t). Majme vSak stale napamiti, ze B,(t) =
B(t), p=1.

V cCasti venovanej regularnemu pripadu, kedy rozvijana funkcia je regularna v po-
¢iatku, a teda ma na nejakom okoli bodu z = 0 konvergentny Taylorov rozvoj, sme
pokracovali v dalSom zovSeobectiovani pomocou tzv. momentovych metéd. Ukazuje sa,
Ze tieto metddy st pouzitelné v pripade, ked oblast analyti¢nosti rozvijanej funkcie
vychadza z pociatku pod nulovym otvorovym uhlom®. A. Moroz dokazal nasledujtcu

o0

vetu [10] pre Specidlny moment p, = [ exp(—expt)t" dt.
0

Veta 1.3.3 Bud f(z) analytickd funkcia na lievikovitej oblasti
1 1
1y = {Re w(3) > w(g) }

5Presnejsie povedané, ide o metédy, kedy je moment Specilne zvoleny; treba maf totiz na pamiiti, ze
aj Borelova metdéda je momentovd s momentom g, = n!, avSak ani ona a ani jej zovSeobecnend verzia,
o ktorej sme prave hovorili, si s takymto pripadom neporadia.

spojitd na Hg, kde
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w(z)=InF(z), F(z)= S
o Hn
Nech f(z) na Hg dalej spliia nasledujiice odhady:
= an2" + Ry(2) (1.50)
a
|Rn(2)] < Apnl|zY (1.51)

rovnomerne v N a z € Hp.
Potom rad

ian r (1.52)
n=0

konverguje pre |t| < 1 md analytické pokracovanie na oblasti S1 = {t|dist(¢, Ry) < 1}
spliagic podmienku

()] < Kesp [exp ()] (1.53)

rovnomerne v Sy, k < 1. Analytické pokracovanie M(t) pre t € (1,00) je dan€ vztahom

M(t) = ;mng (Z) 1) 4 (1.54)

Naviac f(z) moZeme pre kazdé x € (0, R) vyjadrit ako absolitne konvergentny integ-
ral
o

@) = / exp(— exp t) M (tz) dt. (1.55)

0

Poznamka 1.3.2 Ak je funkcia f(2) analytickd na Hg a spojitd na Hg, potom pre x €
Hr NR plati

2 Jop, 2 — 27 Jony, # z

o
1 1 t
flz)=— /(z) dz = — /) ) /exp(—expt)F(x> dt.
0
Na zéver kapitoly venujme este chvilu zobecneniu silnych asymptotickych podmienok
pre rozne typy oblasti. BlizSie sa o tom moézeme do¢itat v [9]. My sa uspokojime len s

definiciou urcitej triedy oblasti a vetou, ktord ndm bude prislusne modifikovat silné
asymptotické podmienky pre urcitd podtriedu tychto oblasti.
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Almz

Obr. 1.5: K lievikovitej oblasti Hgr

Definicia 1.3.2 Bud S polrovina Re z > 0 a Cr kruh so stredom v pociatku a polo-
merom R. Oznac¢me S = S\ Cr a nazvime ho zékladny region. O oblasti D, leziacej v
komplexnej rovine C, povieme, Ze je asymptotického typu (k,n), k < 1, ked existuje R >
ex—1(1) tak, Ze D = m, kde ex(z) je k-ndsobnd exponencidlna funkcia, ey(z) =

k
z, e, = exp(ex—1(2)) alng(z) je k-ndsobny logaritmus, Iny (2) = Inz, Ing(z) = In(lng_1(2)).

— 1 —

Oblast D nazveme asymptotického typu (0,7), ked D = %, kde S" = {z|zn € S}.

V nasledujtcej vete si zavedieme silné asymptotické podmienky pre oblasti asymp-
totického typu (1, 7).

Veta 1.3.4 Bud funkcia f(z) reguldrna v oblasti D asymptotického typu (1,1) a spojitd
na jej uzavere. Nech f(z) ma na D asymptoticky rozvoj

N-1
f(z) = Z anz" + Ry (2). (1.56)
n=0
Ak Ry(2) spliia podmienku
RN (2)] < ApN|z|N exp[— expw(N) + N Inw(N)] (1.57)

s p<mn, rovnomerne vz € D a N, kde w(s) je rieSenim rovnice

w(s) explu(s)] = s,
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potom asymptoticky rozvoj (1.56) urcuje f(z) jednoznacne. Podmienka (1.57) je silnd v
nasledugicom zmysle: ak je zndme, Ze (1.57) plati len pre p > n, rovnomerne v z € D

a N, potom existuje nenulovd funkcia s trividlnym asymptotickym rozvojom a asympto-
ticky rozvoj (1.56) neurcuje funkciu f(z) jednoznacne.



Kapitola 2

Poruchové rozvoje v kvantovej
teorii

2.1 Spravanie sa vysokych radov, intuitivne ponatie

Vrafme sa kratko k priekopnickej Dysonovej idey [1] ohladom divergencii poruchovej
tedrie v QED. Uvazujme systém N nabitych c¢astic s rovnakym nédbojom e. N uvazujme
velké. Potom mé energia E nagho systému nasledujticu Struktiru

1
E~NT + 5621/1\72, (2.1)

kde T predstavuje kinetickti energiu, V charakterizuje coulombicky potencial a fak-
tor %N 2 uréuje pocet interagujicich parov. Pokial bude e? pozitivne, zdkladny stav
tohto systému bude stabilny. V opa¢nom pripade, kedy coulombicky potencial bude pri-
tazlivym, sa energia zakladného stavu bude najprv s malym rasticim N zvicSovat, ale
potom od urcitého N,

T

Ve2’
kedy uz bude N dostato¢ne velké, zacne klesat a pre velké sa sprava ako —N2. V ta-
komto pripade moze v relativistickom systéme dojst k produkcii parov. Prave preto aj
ked za¢neme so systémom v stave, v ktorom sa nenachddzaji Ziadne nabité Castice, v
dosledku tunelového efektu déjde k produkcii nekonecéného poctu parov a vytvori sa
stav s nekone¢ne velkou zdpornou hodnotou energie. Preto nie je moZzné zdola ohrani-
¢it Hamiltonidn systému pre ziadnu z hodnét e? < 0. Z toho automaticky usudzujeme,
ze fyzikalne veli¢iny v QED nemézu byt analytickymi funkciami e?, ale musia mat v
pociatku e = 0 singularitu. V dalsom moZeme ocakavaf, Ze tato skuto¢nost sa musi
odzrkadlit v samotnom poruchovom rozvoji prave v rddoch blizkych N.. Prave vtedy
zafne vstupovat do hry produkcia N, parov nabitych ¢astic. To ndm implikuje, Ze ¢leny
poruchového rozvoja budu pre rady k, k < N, klesat a pre rady k, k > N, naopak
stupat.

N, = (2.2)

30
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Uvazujme teda fyzikalnu veli¢inu F'(e?) a formalne konstruujme jej poruchovy rozvoj

v tvare
o
F(e?) = Fpe®. (2.3)
n=0
Dalej usudzujeme, ze plati
Frya 1
T ~ 3 k ~ Ne. (2.4)

Pokial bude samotné N, radu e% dostévame

Fiiq
~ k 2.5
L (25)
takze
F, ~ K. (2.6)

Na zaklade tunelového efektu sme teda dospeli k faktoridlnej divergencii poruchového
rozvoja pre nefyzikalne hodnoty kuplantu e2.

Téato Gvaha spdsobila na zaciatku pitdesiatych rokov minulého storocia velky roz-
ruch, pretoze prave vtedy zal poruchovy pocet v kvantovej tedrii pola obrovské tspechy.
Poruchové vypocty boli totiz vo velkej zhode s experimentalne ziskanymi idajmi. Ako
uvidime dalej, divergencia poruchovych rozvojov v kvantovej tedrii je skor istotou ako
nahodilym, velmi ¢astym javom. A to nielen v kvantovej tedrii pola ale aj v kvantovej
mechanike.

2.2 Poruchovy pocet a kvantova mechanika

.....

klady c¢asovo nezavislého poruchového poctu ako typické a doélezité aplikacie tejto me-
tédy: 2* anharmonicky oscilator, Zeemanov a Starkov efekt v atémoch. Vysledky ziskané
poruchovym vypocétom velmi dobre koresponduji s nameranymi hodnotami. Problémom
vSak ostava, ze vSetky tri poruchové rozvoje su vSak divergentné. Prirodzenou otazkou
teda je, ¢i je mozné z poruchového rozvoja nejakym sposobom ziskat spravne hodnoty
meranych veli¢in. Ako silnd zbran sa javi ndm dobre zndma Borelovskd metéda suma-
cie. Ukazuje sa, ze skuto¢ne poruchovy rozvoj anharmonického osciladtoru je Borelovsky
sumovatelny a takto ziskany vysledok je korektnou vlastnou hodnotou [15]. Taktiez to
plati aj v pripade Zeemanovho javu [16]. Pripad Starkovho efektu vsak nebol tak pria-
mocdiaro rieSitelny. Pretoze priamociara sumécia Borelovou metédou nedéva spravnu
hodnotu. Vysledkom by podla pozorovani mala byt rezonancia, ¢ize neredlna hodnota.
V zdroji [17] a citdciach v iom uvedenych sa uvadza, Ze aj tento problém nasiel rie-
Senie a ukézalo sa, Zze Starkov efekt na vodikovom atéme ma Borelovsky sumovatelny
poruchovy rozvoj a vysledok dava spravne oc¢akavané hodnoty.
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Ako mame moznost vidiet, metdda Borelovskej sumacie je velmi silnou zbratiou, ked
sa potrebujeme vysporiadat s poruchovymi rozvojmi v kvantovej mechanike. V dalSom sa
pozrime podrobnejsie na konkrétne asymptotické vlastnosti ¢lenov poruchovych rozvojov
ur¢itych délezitych, takpovediac ucebnicovych kvantovomechnickych uloh.

2.2.1 Anharmonicky oscilator

V préci J. Zinn-Justina [13] moZzeme najst odvodenie spravania sa ¢lenov poruchového
rozvoja vysokych radov pre energetické hladiny anharmonického oscilatora. Vo vypocte
sa vychadza zo skutoénosti, ze pre zdkladny energeticky stav Ey(g) plati

1
Eo(g) zﬁlijgo—ﬁlni[‘r e PH, (2.7)

kde H je hamiltonian anharmonického oscilatora. Velicinu Tr e~ ?# mozeme reprezento-
vat drahovym integralom

Tt = [ g es(-A) (2.8)
q(0)=¢(B)
kde A(q) je akcia
; 1 1 1
Alg) = [ at[300) + 30°0) + oa'(0) (29)
0

a drédhovy integral je normalizovany vzhladom k jeho hodnote v bode g = 0. Pre K-ty
rad podla poruchovej tedrie potom plati

_ 1 dg
BHY = _
(T e = o [ date) § 5 expl-4(), (2.10)
Dalej mozno odvodit [13], Ze plati nasledovny asymptoticky vztah
K
(e~ PE0(9)) 10 ~ (— Z) K (2.11)

Vzhladom k skutoc¢nosti, Ze ak ¢leny rozvoja istej funkcie vykazuju dant asymptoticitu,
potom tu istll asymptoticitu vykazuju aj ¢leny rozvoja jej logaritmu, potom dostavame

o0
3\ K
Eo(g) = E Eoxg”™, Eox ~ (— Z) K!, K — 0. (2.12)
K=0

Ako si mozeme teraz vSimnut, vidime, ze poruchovy rozvoj anharmonického osci-
latora je faktoridlne divergentny. V [13] sa uvadza aj presnejsi vypocet pre asympto-
ticitu Ep x a taktiez En g pre N-t energeticki hladinu. Vysledkom st nasledovné
vztahy:
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o~ o (SO T o) e
o P 2 (OO e Divo(L)) e

2.2.2 Potencialy v kvantovej mechanike

Vzhladom k rozsiahlosti vypoctov sa obozndmime len s vysledkami konkrétnych fyzikal-
nych situdcii. Podrobné odvodenie mozno néjst v praci J. Zinn-Justina [13].

Ako prvy v poradi sa predstavime vSeobecny potencial spliiajtci nasledovné pod-
mienky:

1. potencial V(q) je celistva funkcia premennej ¢,

2.
12

S0 +0(@). (2.15)

Vi(g) =

Asymptotické spravanie poruchového rozvoja zékladného a N-tého energetického stavu
je potom nasledovné:

T4
1 1 (K + 1
EoKNZ 3a:+exp< —dr>( 22, (2.16)

l.s.p.

VPR 4N+ Y
x+exp /\/7 ;dr W

Sumaécia prebieha cez vsetky sedlové body potencidlu a z je bodom obratu.
Dal$im v poradi bude potencial V(q) s ,dvojitou jamou“ definovany vzfahom

(2.17)

V(g) = 5¢* (1= 2a)” (2.18)

Pre vysoké rady poruchového rozvoja zakladnej a N-tej energetickej hladiny moZno

odvodit [13]:

3K+l

Eo i ~ —K! : (2.19)
T
1 4N
Eng ~ — S OE — S 3RPNHIT(K 42N +1). (2.20)

1Je mozné uvazovat aj vieobecnejsi pripad, kedy potencil V(q) vykazuje isté singularity. Tie v8ak
mozu dodatoéne prispievat k asymptoticite vysokych radov poruchovej tedrie.
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Na zdver si eSte uvedme asymptoticitu ¢lenov rozvoja pre potenciil

1
Vig) ~ 54* a—0
1 1 2 1
Vig) ~ ¢*(5-a) = 2.21
(9) v\ 99— (2.21)
V [13] sa uvadzaju nasledovné vztahy:
K AEY KWy 5
Eo i _Cw%0?ﬂf4) , (2:22)
Nty 1\ 1+
1 (2M@wC®) =" T(K + (N + 3)t2)
ENK ~ = 1 1+ww . (223)
’ 27N F(72N§i+w) ABK+(N+5)=5=

2.3 Poruchovy podet a kvantova tedria pola

V poslednom desatro¢i minulého storodia sa opéit velmi zaujimavou témou stala otdzka
spravania sa ¢lenov vysokych raddov v poruchovych rozvojoch vo vypoctoch v tedrii
pola. Taktiez nemalu ¢ast pozornosti vedeckej verejnosti si vyslazili mocninné korekcie v
predpovediach QCD pre tvrdé rozptylové procesy. Tento zaujem mali zrejme na svedomi
nasledujice skuto¢nosti:

Teoreticky problém spocivajici v tom, ako rekonstruovat fyzikdlne pozorovatelné z ich
casto divergentnych mocninnych rozvojov.

Pragmaticka potreba posudit uzitocénost naro¢nych vypoctov multisluckovych Feynma-
novych diagramov v QCD.

Dnes pozname v najlepsich pripadoch v QCD prvé tri ¢leny poruchového rozvoja. Preto
sa moze zdaf otdzka skiimania vysSich rddov zbytocna. AvSak ak je poruchovy rozvoj
divergentny, pripo¢itavanim dalsich korekci nemusime dospiet k Zziadnemu zlepSeniu v
porovnani s predchiadzajicim zapoc¢itanym radom.

Ako sme uz hovorili, otdzka moznosti divergencie asymptotickych poruchovych roz-
vojov bola prvykrat otvorend v [1]. Pripomenime si vSak, ze asymptoticky rozvoj uréujuci
funkciu so singularitou v podiatku nemusi byt nutne divergentny. Skutoc¢ne. K Tubovol-
nému radu

o9
>_ "
n=0

konvergujicemu pre |g| < p existuju funkcie f(g), ku ktorym je asymptoticky. Préave
preto nemozno vSeobecne brat za podstatu divergencii objavujacich sa v poruchovej
tedrii zauzivané tvrdenie, Ze si priamo spité s nespojitostami Greenovych funkcii. Pokial
je totiz rad asymptoticky, znalost spravania sa vysokych radov poruchového rozvoja
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nestac¢i k jednozna¢nému uréeniu rozvijanej funkcie, a preto je treba dodat dalsie dolezité
informacie v blizkosti bodu, kde je rozvoj konstruovany k tomu, aby sme boli schopni
uréit vztah medzi rovojom a rozvijanou funkciou.

V préci [8] sa vSak mozeme docitat, ze analytické vlastnosti relevantnych Greenovych
funkcii v okoli bodu g = 0 modzu byt nakoniec v poruchovom rozvoji ,neviditelné“. Ba
dokonca sumovatelnost poruchového rozvoja nie je ani zdaleka to isté ako moznost ziskat
z prislusného poruchového rozvoja korespondujicu fyzikalnu veli¢inu. Pokym sumovatel-
nost poruchového rozvoja v QCD urcuje prave spravanie sa jeho ¢lenov vysokych radov,
v prvom rade potrebujeme zistit ake informécie st vlastne pre nds nutné a postacujice
k ziskaniu rozvijanej funkcie.

Pokial nam totiz tedria pontka okrem znalosti koeficientov rozvoja f, dostatok do-
datoénych informécii, moézeme potom sé¢itat poruchovy rozvoj na koneéni hodnotu. T4
vSak nebude Iubovolna, ale nejakym sposobom sa v nej objavia préave tie dodato¢né in-
formécie, ktoré sme pouzili. Potom je nutné pouzivat ich v takom tvare, aby nam znizili,
v najlepSom pripade odstranili, nejednoznacnosti, ktoré so sebou asymptoticita rozvojov
prinasa. Uloha novej s¢itacej metédy teda nie je len v priradeni nejakého vhodného éisla
v naSmu divergentnému, casto zle definovanému rozvoju, dokonca ani v doplneni fyzi-
kélnej tedrie samotnej nejakym matematickym dodatkom. Jej tilohou je totiz vniest do
sCitania urcity fyzikalny napad, ktory pretransformovany do konkrétnej matematickej
podmienky, znizi nejednoznaénost formélneho mocninného rozvoja.

Dalsou velmi stastnou skuto¢nostou je fakt, Ze analyticita rozvijanej funkcie hra tak-
tiez krucidlnu rolu ako matematickd podmienka prispievajica k znizeniu viacznacnosti
asymptotického rozvoja.

Vela povodnych préc sa venovalo aj analytickym vlastnostiam Greenovych funkcii v
QED?. Za povod rastu n!, kde n je rad aproximacie, mozno povazovat:

Pocet diagramov rastie ako n!, kazdy diagram prispieva rdadom 1.

Existuja uréité typy diagramov, ktorjch amplitiida sama rastie ako n!.

2.3.1 Priklady spravania sa ¢lenov poruchovych rozvojov v kvantovej
tedrii pola
Teraz si uvedieme zopar typickych prikladov spravania sa ¢lenov vysokych radov poru-
chovych rozvojov niektorych typickych tedrii a modelov. Vo vysledkoch nie st zapocita-
vané isté vzajomné vyruSenia ¢lenov, ktoré mozu pri vysokych radoch nastat [8]. Preto
niektoré z nich viacmenej uvadzaji hornt hranicu namiesto skutocného spravania.
Ako prvy si v8ak uvedieme presny vysledok pre superrenormalizovatelny pripad ¢*
polnej tedrie v dvoch a troch dimenzidch. Pre N-bodovt funkciu Z(™ (zy,...,2x) v
euklidovskej formulacii plati

R G K+1¢(=’L’1> San)epl=A@),  (2.24)

Blizsie sa o tom moézeme docitat v [8] a referenciach tam uvedenych
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kde

Ag) = /ddw(;(aucb)Q + %m2¢2 + igm4_d¢4>. (2.25)

Drahovy integral je normalizovany k vakuovej amplitide v ¢ = 0. Kompletné rieSenie
tohto problému spolu s konkrétnym vyznamom jednotlivych ¢lenov mozeme opit najst
v [13], kde sa uvadza nasledovny vysledok.

-1 K 1 d
ZM (o)~ D (7) 2 [m2(detM) ]2 Fy (a1, ... ,xN)A_K_%F<K+7+— .
21 \2m 2
(2.26)
V rovnici (2.26) je ¢len m2?(detM)  bezrozmerny a Fy je dané rovnicou
F(z1,...,2y) = m*V5 /deCoHX i — %)) (2.27)

Ako si Tahko vsSimneme, najhlavnejsi prispevok k spravaniu sa ¢lenov vysokych radov
v K je A KK

Druhymi v poradi budt polné tedrie bez fermiénov. Tento préblém savisi so skalar-
nou elektrodynamikou, ktorej akcia ma tvar

56,4 = [ ata 172+ Dol + Lmeiop + 220

Zyp su jednocasticové ireducibilné euklidovské Greenove funkcie, pre ktoré plati
- (k) (ZC
Ty = ;0 AL ( = ) (2.29)

a pre asymptoticitu ¢lenov rozvoja Zﬁk) mozno pisat

(2.28)

Z®)  lgba AR, [1 +0 (%)} . (2.30)

Tu ¢, b, a A st konstanty a A je priblizne rovné 12.

Dalej si predstavime polné tedrie s fermiénmi. A(g) = ", A,¢%" je Greenova funkcia
skalarneho pola ¢ s kuplantovym ¢lenom go¥V pre Yukawovskd interakciu v dimen-
zii d > 2. Pre A, plati

Ay ~ F(n%)R”n’a cos (%%)A, (2.31)

kde R, « a A st konStanty, ktoré vieme zistit vypoctom a hlavny prispevok k asymptotike
poruchovej tedrie QED ma f,, s nasledovnou asymptotikou

Fo ~ (4)”5%1“(%)1), (2.32)
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kde S = 373475 Presny vyznam jednotlivych ¢lenov mozeme nédjst v referenciach v
praci [8].
Cleny d,, s asymptoticitou
b

dy ~ const(_Tﬂo)nF( +1-— 26—> (2.33)
0

popisuju asymptotické spravanie sa poruchovych rozvojov ako vysledok tzv. prvého infra-
¢erveného renormalénu v QED. Ide o koeficienty poruchového rozvoja funkcie Q2 -4 aQ? P(Q?)
v mocninach kuplantu a(Q) a sice

o0
> dpa(Q)"H (2.34)
n=-—1
V QED je aP rovné II, foténovej vakuovej polarizacii a d_y = —fg, kde [y je prvy

koeficient rozvoja beta funkcie, ktora je definovana ako

u—a =p= Zﬂn )2, (2.35)

V QCD je P =1II elektromagneticka prud—prudova korela¢na funkcia. Pre asympto-
ticitu vysokych radov poruchovej QCD plati

d,, ~ const(i}o)"r( v1- 2@)(1 +0(n)). (2.36)
2 32
Ak budeme uvazovat QED s nehmotnymi fermiénmi, potom budt mat d,, rovnaké infra-
¢ervené spravanie sa a dokonca aj (3, budi nadobtdof povodnych QED hodnot. Ultra-
fialové renormaldny st taktiez pritomny a spésobuji divergenciu s fixnym znamienkom.

Na zaver spomenieme uz len asymptoticitu rozvojou poruchovej QCD v dvoch di-
menzidch. Uvazujme, ze N, ide do nekonec¢na. Faktoridlny rast ma v tomto pripade
tvar

(%)™ k(-1 (2.37)

a je pripisovany instanténom, preto je neporuchovej povahy. V tejto tedrii je velmi
dolezita taktiez skutoc¢nost, ze kuplnat mé rozmer.

V predchadzajiicom sme sa zoznamili s asymptoticitou poruchovych rozvojov v roz-
nych polnych tedridch. Istotne ndm neuniklo, Ze vicSina z nich vykazuje faktoridlny
rast n! pre ¢leny poruchovych rozvojov vysokych radov. Mohlo by to preto nabadat k
domnienke, Ze vSetky tedrie mozme oSetrit jedinou resumacnou metédou. Ale pozor! Nie
je tomu tak. Spravanie sa vysokych radov je len jednym z aspektov urcujtcich potrebna
sumac¢ni metédu. Ako uz vieme, ku kazdému mocninnému radu, s koeficientami, ktoré
sme si ukazali, existuje totiz celd trieda funkcii f(z) s rovnakym asymptotickym roz-
vojom. Preto k tomu, aby sme z celej triedy vybrali jednu konkrétnu funkciu f(z) je
nutné dodat dodatoéné podmienky stuvisiace s tou-ktorou uvazovanou tedriou. V dalsom
si ukdzeme ako sa dé vysporiadat s tymto problémom.



Kapitola 3

Borelovskeé scitanie v QED a QCD

Na tvod si uvedme lagranzian QCD. M4 nasledovny tvar

1~ - _ R
Locp = —ZGWG“” + V(i —mg) + g¥y, TYA*, (3.1)

kde ¥(x) je lokdlny polny operator popisujuci farebny triplet kvarkov danej vone, a sice
u, d, s, ¢, t, b (up, down, strange, charm, top, bottom). Plati

Ul ()

U(z)=| ¥%x) |. (3.2)
3 ()

Oktet gludénov popisuje naopak veli¢ina

Ay (2)

. A2 (x

A, (z) = “,( ) : (3.3)
AL (z)

V oboch pripadoch plati, Ze farbu udava horny index. Lagranzian QCD sa od QED Ilisi
pritomnostou treticho ¢lenu v definicii tenzoru

0As(z)  OA;(z)
Ozt oxV

Vdaka pritomnosti tohto ¢lena! sa po dosadeni do 3.1 objavia nasledujiice vyrazy

Go, = + gf % A Ay (3.4)

0A%  0Aj A QAW 9
g{fabc [( 8.%;; — al‘llj ) AgAZ—f— (Txy— %> Ab,uAcl/} }-l-g fabcfadeAgAZAdﬂAem (35)
ktoré popisuju lokélnu interakciu troch a Styroch gluénov. Prave této vlastnost tzv. sa-
mointerakcie gluénov ma na svedomi velmi zavazné vlastnosti QCD. Hovorime o uvez-
neni farebnych objektov a o asymptotickej volnosti tedrie.

'Tde o dosledok neabelovskosti grupy farebnej symetrie SU(3)

38
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Priamociare pouzitie pravidiel poruchového pocétu v QCD, podobne ako v QED,
vedie na tzv. ultrafialové divergencie. Matematickd metéda, ktord tieto divergencie
odstranuje sa vold renormalizdcia. Jej podstatou je redefinicia zakladnych veli¢in v
lagranzidane (3.1), ¢ize viizbovej konstanty, hmotnosti fermiénov a polnych operéto-
rov ¥(z), A, (z). Teéria potom namiesto povodnych, tzv. holych veli¢in, pracuje s re-
normalizovanymi veli¢inami. V definicii tychto veli¢in st zahrnuté vsetky ultrafialové
divergencie, ktoré vystupovali v povodnej formulécii veli¢in holjch. Prirodzenou otéz-
kou teraz je, akii cenu musime za takuto akciu zaplatif. Novou skutoc¢nostou, ktora
bude zdsadnym spésobom ovplyviiovat definiciu renormalizovanych velié¢in, bude nejed-
noznacnost. Poziadavka invariantnosti vodi renormalizaénej grupe nam sice zarudi, Ze
aplny stcet poruchového rozvoja bude na vybere renormalizovanych veli¢in nezavisly, ne-
odstrani vsak fakt, ze tato vlastnost nebude platit, pokial budeme uvazovat poruchové
rozvoje len do konecného radu. Preto bude samotny vyber renormalizovanych velicin
ovplyviiovat vysledok suc¢tu koneéného poctu ¢lenov poruchoveého rozvoja,a preto ich
volba je neoddelitelnou sucastou poruchového vypoctu.

V pripade QED nie je tato skutocnost az takd zdvaznd, nakolko existuju isté pre-
ferované definicie renormalizovaného elektrického naboja a hmotnosti elektrénu odpo-
vedajice klasickym hodnotdm. NavySe QED na velkych vzdialenostiach prechadza na
klasickt elektrodynamiku, ¢o takiito volbu opraviiuje.

Pokial vSak pracujeme s QCD, nemame k dispozicii ziadne klasické voditka. Na-
kolko tato tedria nemd ziadnu klasicki obdobu, resp. klasick( limitu, nemédme v hrsti
argumenty, podobne ako v pripade QED, pre tu-ktord volbu hodnét renormalizovanych
veli¢in. Preto sa tento vyber stal zdvaznym problémom pri aplikaciach poruchovej QCD
na popis konkrétnych fyzikalnych javov.

Asymptotické volnost v pripade QCD maé za néasledok, ze poruchova tedria je vhodna
na popis hadrénovych procesov pri vysokych energiach. V pripade tedrie s nehmotnymi
kvarkami je vysledok poruchovych vypoctov zavisly len na hodnote tzv. vizbového pa-
rametra o« definovaného ako

2
o 9° (1)
S - 9 3.6
as(u’) == - (3.6)
kde g(u) je definované vztahom
1 dQQ(MQ) _ _ 4 2 4
2 dlnp B(g) = —g" (b1 + bag” + b3g™ +...). (3.7)

V rovnici (3.7) st len dve konstanty, a sice by a by uréené jednoznacéne poétom voni.
Dalsie koeficienty b,,, n = 3,4, ... st lubovolné a mozeme ich pouzit k definicii samotnej
renormaliza¢nej schémy spolu so skalovacim parametrom p.Pokial méme zadefinovany
vizbovy parameter, mozeme si uviest priklad poruchového rozvoja préve v tomto para-
metri. P6jde o velid¢inu, ktort mdZeme tplne ziskat pomocou pristupu poruchovej QCD.
Ide o pomer

~ 0(Q,eTe” — hadrény)
MO =" @Quere — )

(3.8)
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medzi G¢innym prierezom elektrén-pozitrénovej hadrénovej anihilacie v faziskovej st-
stave pri energii ) a G¢innym prierezom elektrén-pozitrénovej anihilacie pri produk-
cii miénového paru pri tej istej energii @), ktory poznédme z QED. Vzhladom k li-
mite Q? — oo dostavame z parténového modelu vztah

R(Q) = 32 e2, (3.9)

kde séitame cez vetky nehmotné kvarky. Pre koneéné hodnoty energie Q2 teda mu-
sime pristapit ku QCD korekcidm. Pozitie poruchovej QCD ndm automaticky poskytne
nasledujici rozvoj

R(g,as(u2)> - <3z¢:e?) irn(g> (O‘ET“Q))" (3.10)

V poslednom vztahu s r, koeficienty poruchového rozvoja. Nezavisle na energii () a na
renormaliza¢nej schéme platia nasledujiice rovnosti

ro=1, m=1, (3.11)

avsak koeficienty

rr k=23, (3.12)

na renormalizac¢nej schéme zavisia, podobne ako a. Pripomenime si vsak, ze sticet celého
poruchového rozvoja na renormalizacnej schéme nezavisi, zatialco stucet konec¢ného poctu
¢lenov &no.

V praci [3] sa mozeme docitat, ze sa zatial podarilo uréif len skuto¢né hodnoty
pre ro a r3. AvSak vyssie poruchové ¢leny hraju kltcovi rolu v nasom chapani QCD,
preto je na mieste zaujimat sa o ich asymptotické spravanie. V [3] sa dalej uvadza, ze
pokusy ziskat nejaké informécie o tomto spravani sa koeficientov poruchovych rozvojov
pre isté fyzikalne veli¢iny viedli k zisteniam, Ze poruchové rozvoje v QCD su faktoridlne
divergentné.

Borelovskd sumécia ndm umoznuje dat zmysel velkému mnozstvu divergentnych ra-
dov pokial rozvijana funkcia spliia ur¢ité dodatoéné podmienky. V pripade QED [8]
Schwinger ziskal kompaktné vyjadrenie pre ¢len v QED lagranzidne odpovedajicom
vékuovej polarizacii konstantnym vonkajsim magnetickym polom. Nésledne Ogievetsky
pouzil divergentny poruchovy rozvoj tohto ¢lena, ktorého Borelovsky suicet sa zhodoval
so Schwingerovym vysledkom. V stru¢nosti si uvedieme len zakladné fakty. Koeficienty
poruchového rozvoja v mocninach e? sa pre velké n spravaju ako

"y

(2n — 3)!< -

kde e a m st naboj a hmotnost elektrénu. Ogievetského vysledok Borelovského suctu
tohto radu ma tvar

(3.13)

m2m?2
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/ e ta(t,e) dt, (3.14)
0
kde
1 (etH)?
a(t,e) = T [etH coth(etH) — 1 — 5 (3.15)

Tento priklad ukazuje, ze v pouzitim Borelovskej metédy na poruchové rozvoje v
QED mozeme ziskat spravne vysledky. VSeobecnejsi rozbor ndm vsak hovori, Ze poru-
chova, QED vykazuje Borelovskt nesumovatelnost?.

Pripad pouzitia tejto metédy QCD vSak vyzerd byt ovela priamodiarejsi. Ak vez-
meme do uvahy v zhode so zdrojom [5] spravanie sa ¢lenov 7, poruchového rozvoja pre
vysoké k ako

e~ 0FE R §>0 (3.16)
vidime, Ze od istého radu prispevky kazdého z ¢lenov nielenze rasti, ale majua aj rovnaké

znamienko. Z toho automaticky rezultuje nemoznost pouzit Borelovskil suméciu. Dovod
je zrejmy. Borelovsky sposob s¢itania sme si totiz definovali ako

k+1 _ _u Tk K
ZTW = /exp( a) (Z ik ) du. (3.17)
Asymptoticitu na zaklade vztahu (3.16) vykazuju ¢leny faktoridlneho mocninného radu

S hakt (3.18)
k=0

a prave rozvoje takéhoto typu ocakavame v pripade QCD. Pouzitie Borelovskej metddy
by teda viedlo k vysledku v nasledovnom tvare

o0

S klabt = /eXp(_“) du. (3.19)
k=0

1—u
0

Problém je vSak v tom, Ze integrand za znakom integralu vo vztahu (3.19) ma v integrac-
nom obore singularitu. Preto neméZzeme dat tomuto integralu jasny jednoznaény zmysel.
Jednym zo sposobov, ako sa s touto neprijemnostou vysporiadat, by bola moznost defi-
novat integral pomocou hlavnej hodnoty. CiZe brat za stcet divergentného radu (3.18)
vyraz

e} 1—e 00
exp(—%) L exp(—%) exp(—%)
0 0 1+e

?Blizsie vid podkapitolu (2.3.1) na strane (35)



KAPITOLA 3. BORELOVSKE SCITANIE V QED A QCD 42

Tento pristup mé viacero nedostatkov, a preto nemdze byt fyzikalne prijatelny. Jednym
z nich je vSeobecné nesplnenie podmienky invariancie voci renormalizacnej grupe. Toto
narusenie je sposobené ¢lenom neporuchovej podstaty. Ide o tzv. mocninné korekcie [4].

Na zéklade doteraz ziskanych informécii méZeme teda zformulovat nasledovné tlohy:

1. Ako odhantf spravanie sa koeficientov vysokych radov v poruchovych rozvojoch
fyzikalnych veli¢in?

2. Ako definovat fyzikalne dobre motivované sé¢itanie, ked tieto odhady zabranuju
pouzitiu univerzalnej Borelovej metody?

Ako uz vieme, obe z tychto dvoch tloh nemozu jestvovat samé o sebe, nakolko asympto-
ticita ¢lenov vysokych radov poruchového rozvoja urcuje, ¢i je mozné pouzit Borelovski
alebo Tubovolnt int s¢itaciu metédu. LenzZe na druhej strane prave fyzikalna motivacia
séitania je velmi zavazny atribut pre pouzitelnost metédy samotnej aj pokial je schopné
séitat dany poruchovy rozvoj.

Velmi zaujimavou metédou je prave metéda, ktort vytvoril A. Moroz [9]. My sme
sa 1iou zaoberali v kapitole (1.2.2), kde sme hlavny vysledok zhrnuli vo vete (1.2.3).
Pre singularny pripad je metéda s tymto momentom pre silné asymptotické podmienky
modifikovand v kapitole (1.3.2 vetou (1.3.3). A préave takto formulovana sé¢itacia me-
téda je velmi vyhodne pouzitelna pre pripad, kedy oblast analyticity rozvijanej funkcie
ma lievikovity tvar so singularitou v pociatku. Ide prave o pripad QCD s hmotnymi
kvarkami [10].

Almg’

2 g,
@) Re §°

Obr. 3.1: Oblast analyticity dvojbodovej Greenovej funkcie QCD v g2 je prave lieviko-
vitého typu

Na zéaver si este graficky ilustrujeme na obrazku 3.2 singularity v Borelovskej rovine
v pripade QCD, ktoré znemoznuji v tomto pripade pouzitie Borelovskej sumécie, ako
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sme sa o tom vyssie presvedcili na zaklade prace [5]. J. Fischer [6] uvadza, ze Borelovska
tranformécia poruchového radu je analytickou funkciou az na singularity umiestnené
na poloosach u < —1 a u > 2. Prave singularity na kladnej poloose nam znemoziiuji
preintegrovat Borelovski transforméciu k ziskaniu vysledného stétu. Spominané rieSenie
tohto problému v smysle hlavnej hodnoty integralu vykazuje vyssie uvedené nedostatky
a naviac nie je dostato¢ne fyzikalne motivovana.

AImu

Convergence circle
uv \i\/ IR
I >
J 2

Re u

Obr. 3.2: Borelovska rovina v pripade QCD



Zaver

Poruchovy pocet je vyznamna metdéda, ktord nasla Siroké uplatnenie vo vsetkych fy-
zikdlnych odvetviach. Od klasickej fyziky po kvantovi. V kvantovej tedrii sme vsak
konfrontovani so skuto¢nostou, Ze poruchové rozvoje vicsinou diverguji. Preto je dole-
zitou tlohou pokusit sa najst vhodnd, fyzikdlne dobre a uspokojivo motivovani séitaciu
metddu potrebni k jednozna¢nému urcéeniu sti¢tu poruchového rozvoja uréujuceho dani
fyzikalnu veli¢inu. Prave fyzikalne impulzy pretransformované do matematickych pod-
mienok, ktoré nakladdme na rozvijant funkciu ndm poméhaju znizovat nejednoznac¢nosti
v poruchovej tedrii.

Ako velmi §tastné sa ukazuje dopliiat mozaiku prave neporuchovymi informéciami.
Taktiez poziadavka analyti¢nosti rozvijanej funkcie spolu so silnymi asymptotickymi
podmienkami, ktorych splnenie je od neporuchovych efektov silne zavislé, st uc¢innym
nastrojom na odstranenie spominanych nejednoznacnosti.
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