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Predhovor

Tato praca je venovana novatorskému pristupu dvojice I. Caprini, J. Fischer ako nakla-
dat s divergentnymi poruchovymi rozvojmi v ramci poruchovej kvantovej chromodyna-
miky. Zaciatok prace je venovany prehladu zékladnych matematickych pojmov. Po tiom
nasleduje tvod do poruchovej QCD, renormalizacie v ramci poruchovej QCD, definicia
a pouzitelnost novej resumacnej metédy. V zavere mozno najst numerické testy tejto
metddy na procesoch eTe™ anihildcie a rozpade 7-lepténu v rdmeci poruchovej QCD.

Moja velka vdaka patri prof. J. Chylovi, CSc. za velmi cenné pripomienky, diskusie
a trpezlivy pristup, prof. J. Fischerovi, DrSc. za mnozstvo stimulujacich konzultacii a
poskytnutu literatiru a v neposlednom rade M. RainiSovi za cenné rady, ktoré som
pouzil pri numerickych vypoctoch.



Kapitola 1

Zakladné matematické pojmy

Uvodna kapitola nam poslizi na zhrnutie zakladnych definicii a teorémov, ktoré budeme
neskor casto vyuzivat!.

1.1 Borelovska sumacia

V kvantovej tedrii sme konfrontovani s fenoménom divergencie poruchovych rozvojov [1],
pomocou ktorych casto realizujeme konkrétne vypocty. Ide hlavne o kvantova tedria
pola, Specidlne o kvantovu elektrodynamiku QED a kvantovi chromodynamiku QCD.
Hoci tato vlastnost nebola dodnes rigorézne dokazand, budeme ju v dalSom povazovat
za fakt, nakolko je velmi pravdepodobné, Ze poruchové rozvoje v QED a QCD vykazuju
divergentné chovanie.

Jednou z intuitivne najprijatelnejsich metéd pouzivanych ku korektnej definicii suc¢tu
divergentnych radov je tzv. Borelova metdda. Hoci ju v poruchovej kvantovej chromody-
namike nemozno priamo aplikovat [2, 4], ukazuje sa, ze pouzitie objektov ako Borelova
transformécia je velmi vyhodné [4].

Definicia 1.1.1 Bud .
f2) =) an" (1.1)
n=0

Tubovolny mocninny rad 2. Borelovou transformdciou tohto radu nazveme rad

3 %Z" (1.2)

Borelovu transformdciu budeme oznacovat B|f](z).

Definicie a tvrdenia v tejto kapitole st prebraté z prace [5].

2 Automaticky predpokladéame, Ze rad (1.1) konverguje na nejakom kruhu konvergencie K o polo-

mere R, pre ktory plati + = lim, .o sup(an ).



1.1. Borelovska sumacia 1. Zakladné matematické pojmy

Definicia 1.1.2 Rad (1.1) nazveme Borelovsky sumovatelny prave vtedy, ked si splnené
nasledujice podmienky:

1. jeho Borelovska transformdcia B[f](z) konverguje vo vnitri nejakého kruhu o po-
lomere e > 0, tj. V2 € C, |z| <e¢,

2. B[f](z) ma analytické pokracovanie v okoli redlnej kladnej poloosi,

3. dt € C, t # 0 také, Ze integrdl

SECS

IS N

f(z) = Blf](t)dt (1.3)

/ e_
0
konverguge.

Funkciu f(z) obvykle nazjvame Borelovskou sumou radu (1.1).

Predtym, neZ vyslovime vetu [3], ktord bude pojednavat o podmienkach nutnych pre
Borelovsktl sumovatelnost konkrétneho radu, zadefinujme si eSte nasledujici pojem.

Definicia 1.1.3 Bud z; pozicia i-tej singularity funkcie f(z), 1 =1,2,3,..., N, kde N
je ¢islo uddvajice pocet singularit funkcie f(z) a nech R; su polpriamky spdjajice z; s
pociatkom a smerijice za z; do nekonecna. Zostrojme dalej kolmicu P; na R; v bode z =
z; pre kazdé i =1,2,3,..., N. Potom cast komplexnej roviny uzavretej priamkami P; a
obsahugiicu pociatok nazveme Borelov polygén.

Veta 1.1.1 Bud f(z) hlavnd vetva analytickej funkcie requldarnej v bode z = 0,

f(z) = Zanz”. (1.4)

n=0
Potom integrdl tohto radu
Ooe_tio:a (zt)" dt = OOe_tB(zt) dt (1.5)
" n! B ’ '

n=0

0 0

existuje vo vnutri Borelovho polygénu a je v riom rovny analytickej fukncii f(z).
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1.2 Asymptotické rady

V 1Gvode predchadzajucej podkapitoly sme prijali predpoklad, ze poruchové rozvoje v
ramci kvantovej tedrie pola st divergentné. Vyvstava teda prirodzend otazka, ako defi-
novat fyzikalne uspokojivo motivovani metédu pre sumdciu takéhoto radu a naviac ako
priradif tento sucet k vyslednej suctovej funkcii. Jednou z moznosti ako postupovat je
chépat toto priradenie v zmysle asymptotického rozvoja danej funkcie.

Definicia 1.2.1 Bud S mnoZina bodov s pociatkom z = 0 ako jej hromadnym bodom.
Nech funkcia f(z) je definovand na mnozine S. Povieme, Ze funkcia f(z) md na mno-
Zine S asymptoticky rozvoj a oznacime ho

f(z) = Z a,z", (1.6)
n=0
ked plati

f(z) — Zanz” =0(z"), z—0, ze€b. (1.7)

Vseobecne plati, Ze nekoneéna mnozina funkcii moéze mat jeden jediny asymptoticky
rozvoj. Pre fyzikalne aplikacie je vSak nutné vyselektovat jednu konkrétnu funkciu, ktord
bude rovna napriklad Borelovej sume svojho asymptotického rozvoja. Tito otazku riesi
slavny Watsonov teorém.

Veta 1.2.1 Bud f(z) analytickd funkcia v oblasti |argz| < 3w +¢, |z| <mn, pree >
0, n > 0. Nech f(z) mad na tejto oblasti asymptoticky rozvoj
N-1
f(z) = an2" + Ry(2), (1.8)
n=0

kde Ry(z) spliia rovnomerne pre kazdé N a z z oblasti podmienku
|Rn(2)] < AcV N!|z|N. (1.9)
Potom platr
1. Borelova transformdcia B[f](t) = > o ja.t;  konverguje na kruhu [t] < 1,
2. B[f]|(t) md analytické pokracovanie na oblasti | argt| < e,

3. integral

g(z) =1 / ot BIf)(1) dt

z
0

konverguje absolitne na otvorenom kruhu Re z=! > n~!

keii f(2).

a rovnd sa na nom fun-
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V pripade renormalizovatelnych kvantovych tedrii poli, medzi ktoré patri aj QED a
QCD, vsak tuto vetu nemozno pouzit [4]. Dévodom je skutocnost, ze predpoklady,
ktoré vyzaduje veta (1.2.1) si pre tieto tedrie prisilné. Z toho automaticky rezultuje
nepouzitelnost Borelovskej sumacnej metddy v tychto tedriach. Jednu z alternativnych
resumacnych metdd za pouzitia optimalneho konformného zobrazenia rozpracovala dvo-
jica I. Caprini, J. Fischer [6, 7, 8] a prave touto metédou sa budeme v dalSom texte
zaoberat.



Kapitola 2
Poruchova QCD

Kvantova chromodynamika je jednou z najznamejsich neabelovskych kalibrac¢nych te-
6rii kvantovanych poli. Prave neabelovsky charakter grupy SU(3), ktora je v pripade
QCD odpovedajiucou grupou kalibrac¢nych transformécii, ma zavazné fenomenologické
dosledky.

Prvym z nich je tzv. uviznenie farby. Je to jav, ktory nema v klasickom svete ziadnu
analogiu a je priamym dosledkom dynamickych vlastnosti tedrie silnych interakcii, kto-
rou prave QCD je. Tieto vlastnosti maji za néasledok skuto¢nost, Ze v prirode pozoru-
jeme len bezfarebné kombinacie kvarkov, antikvarkov a gluénov, pretoze prave takymto
kombinaciam odpovedaji hadrény s nenulovymi hmotnostami.

Druhym je tzv. asymptotickd volnost. Jej podstatou je skutocnost, Ze na malych
vzdialenostiach je efektivny farebny naboj maly, limitne idtci k nule. Potom na za-
klade tohto tvrdenia mozeme pouzit aparat poruchovej tedrie, ktord pomocou danych
Feynmanovych pravidiel pocita prechody medzi asymptotickymi stavmi castic pred a
po zrazke.

2.1 Lagranzian QCD

Pripomenme si lagranzian QCD, ktory méa nasledovny tvar

]. = = = = — —
Locp = —ZGWG’”W + Ui — my) ¥ + g¥y,TTA. (2.1)

U(z) je lokalny polny operator popisujici farebny triplet kvarkov danej vone, a sice u,
d, s, ¢, t, b (up, down, strange, charm, top, bottom), a preto ho mozeme pisat v tvare

Ui(z)

U(r)= | ¥2(z) |. (2.2)
i (z)
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Lokalnymi kalibra¢nymi transforméaciami tohto tripletu st prave matice farebnej grupy
symetrie SU(3). Plati teda

U'(x) = exp(iog(z)T,) ¥ (x), (2.3)
kde T,,a = 1,...,8 st generatory SU(3) a a,(z),a = 1,...,8 st funkcie premennej
1 Zavedenie 6smych kalibra¢nych poli Al a = 1,...,8, ktoré budi popisovat osem

farebnych gluénov, je dosledkom poziadavky invariantnosti teodrie, v ktorej vystupuju
polia farebnych kvarkov, voéi lokalnej kalibracnej transformacii (2.3) kvarkovych poli.
Vo vztahu (2.1) je to teda ¢len A,(x), ktory ma tvar

A, ()
. A% (x
Au(z) = ) (2.4)
Al ()
Tenzor G w je definovany ako
0A® 0A% (x
GZ[/ _ zz(x) o ,U( ) + gfabcAbuAcua (25>

Ox Oxv
a prave vdaka pritomnosti ¢lena gf®°A,, A., v tomto tenzore sa v rovnici (2.1) objavia
¢leny typu

DAs DATN DA™ YA o
g{f“bc{<8z:_ axLL)AZAZ+< O _W) AbMACV:| }+g2fabcfadeA§)AcAduAew (26)
v I

ktorych dosledkom je spominané asymptotickd volnost a uviiznenie farby v QCD. Kedze
pri (2.3) sa musia naviac transformovat aj samotné gluény, prave poziadavka invarian-
tnosti celej tedrie voéi (2.3) si vynuti pritomnost kluc¢ového tretieho ¢lenu na pravej
strane definicie (2.5).

2.2 Renormalizacia a nejednoznac¢nosti v renorma-
lizovanej QCD

V predchadzajuicej sekcii sme si pripomenuli lagranzian QCD (2.1). Prijmime dalej pred-
poklad, Ze vSetky nami uvazované kvarky st nehmotné. Potom jedinym volnym paramet-
rom v lagranziane (2.1) je tzv. farebny ndboj g a Standardnou kvantovacou procedtrou
aplikovanou na (2.1) ziskame poruchovi QCD, v ktorej mame vSetky fyzikalne veli¢iny

1Vztah (2.3) je definiciou lokalnej kalibra¢nej transformécie.
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vyjadrené ako mocninné rady s rozvojovym parametrom, ktorym je prave spominany
farebny naboj g.

Priamociarym pouzitim pravidiel pre Feynmanove diagramy v QCD vsak automa-
ticky ako v pripade QED narazime na problém wultrafialovej divergencie Feynmanovych
integralov cez sluckové hybnosti?. Metéda vyvinutd na odstranenie tjchto neprijemnych
divergencii sa nazyva renormalizdcia.

Podstatou metédy renormalizacie je redefinicia povodnych, tzv. holych, veli¢in v
lagranziane (2.1). St nimi préave farebny nédboj a hmotnosti fermiénov a polnych operé-
torov ¥(x), /Yu(x) Renormalizovana tedria potom pracuje s novymi renormalizovanyms
velicinami namiesto povodnych holych.

Technicky sa renormalizacia najcastejsie realizuje pomocou tzv. reqularizacie s na-
slednym pouzitim techniky kontrélenov. Regularizacia nam ultrafialové divergencie izo-
luje a kontréleny dodané do pévodného lagranzidnu ich ,odstrania“. V QCD, vzhladom
na jej neabelovskil povahu, je hojne pouzivana dimenziondlna regularizacia, ktora v
tomto pripade ako jedina zachovava kalibra¢ni invarianciu.

Metdda renormalizacie, resp. moznost renormalizacie danej polnej tedrie, ndm sice po
jej tspesnej aplikacii odstrani fyzikalne nezmyselné nekonec¢né vyrazy, avsak prinasa so
sebou dalsi problém. Je nim prave nejednoznacnost definicie renormalizovanych velié¢in.

Poziadavka invariancie tiplného suc¢tu poruchového rozvoja danej fyzikalnej veliciny
voéi renormalizacnej grupe® zarucuje, Ze vysledok poruchového vypoctu nezévisi na
volbe renormalizovanych veli¢in ale len v pripade, ked sé¢itame cely poruchovy rad. Téato
priazniva situacia v praxi ale nenastava, pretoze zvicsa pozname najviac prvé tri cleny.
Na zaklade tejto skutoc¢nosti je vyber vhodnej definicie renormalizovnych veli¢in zavaz-
nou a neoddelitelnou sucastou kazdej aplikacie poruchovej tedrie.

2.3 Zavislost poruchovych rozvojov na renormali-
zacnej Skale a schéme

Poc¢niic touto podkapitolou sa obmedzime na QCD s nehmotnymi kvarkami. Tento pred-
poklad mé za nasledok, ako sme uz hovorili, Ze jedinym volnym parametrom, na ktorom
v takejto tedrii zavisia poruchové rozvoje odpovedajice danym fyzikdlnym veli¢inam,
je prave renormalizovany farebny naboj ¢. Dalej definujeme tzv. konstantu silnej vizby
vztahom

_9
At

(2.7)

O

2V QED st to napriklad zname pripady korekeii k foténovému a fermiénovému propagatoru uvazo-
vané do druhého radu poruchovej tedrie.
3Renormaliza¢nti grupu budeme oznacovat skratene ako RG.
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Na tomto mieste je vSak vhodné poznamenat, Ze v skutocnosti nejde o konstantu, ale
o funkciu zavisli na mnozstve parametrov. Tieto parametre definuju renormalizacni
schému *. Pre prehladnost sa este zavadza renormalizovany kuplant®, ktory stvisi s
konstantou silnej vizby vztahom

Qs
== 2.
a=" (28)
Defini¢na rovnica pre kuplant mé tvar
da(RS
%ﬂ) = B(a) = —ba*(RS)(1 + ca(RS) + c2a®(RS) + - - - ), (2.9)

kde p je lubovolne velky ale koneény parameter rozmeru hmotnosti, ktory musime
do tedrie zaviest v procese regularizacie. Tento parameter sa nazyva renormalizacnd
Skdla alebo renormalizacny bod. Dolezitym faktom je, Ze vSetky koeficienty v rovnici (2.9)
st konecné.

RS je velmi vyhodné parametrizovat prave pomocou mnoziny parametrov {u,cy}.
Zaroven plati, ze tato mnozina parametrizuje RS tplne [9], a preto méZzeme pisat RS
= {u, e }. Dalej plati, Ze prvé dva koeficienty rozvoja beta funkcie 3(a) st jednoznacne
uréené poc¢tom kvarkovych voni ny, ktoré uvazujeme a sice®

33 —2n; 153 —10n;

b= ——— =— 2.10
6 7 66— dn, (2.10)
Pre derivacie kuplantu voc¢i parametrom c; plati
daly, o) [ bat+?
———> =0, = —f(a) | — dx. 2.11

0

Diferenciélna rovnica (2.9) ma nekoneéne mnoho rieseni lisiacich sa okrajovou pod-
mienkou. My budeme pouzivat podmienku tvaru

alp=A) = oo, (2.12)

kde A je novy volny parameter, ktorym rozlisSujeme jednotlivé rieSenia. Stratégia volby
konkrétnej numerickej hodnoty tohto parametra je otazkou konvencie. KedZe tento para-
meter popisuje jednoparametrick grupu RS, pre konkrétne pevné {yu, ¢}, volbu jednej
konkrétnej hodnoty A nazyvame volbou tzv. referencnej RS”.

V prvom rade® ma vieobecné rieSenie rovnice (2.9) pri podmienke (2.12) tvar

4Renormaliza¢ni schému budeme skratene oznadovat RS.

5Dévodom je elimindcia prilis ¢astého vyskytu mocnin &isla 7.

6Tieto vztahy platia len v pripade nami prijatého predpokladu nehmotnej QCD.
"Tento pojem budeme oznacovat ako RRS.

80znadéujeme ho ako LO z anglického ,Leading Order®.
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7 1
a — | =—. 2.13
ro <A) bln (%) (2:13)
V druhom rade® vsak defini¢néd rovnica pre kuplant uZ nemé analytické riesenie, a
preto je implicitne zadany rovnicou

p 1 cayro(%)
bmh|{~)=———+cln ———27 . 2.14
! (A) aNLO(%) o 1+ CCLNLO(%) (2.14)

Pre Tubovolny n-ty rdd mé implicitnd rovnica pre renormalizovany kuplant tvar

1 1 ca, (&) i) 1 1
() - @ T T () T / |~ i) 29
kde
Bu(z) =1+cx+cyx® + -+ cp1z™h. (2.16)

Automaticky je vidiet, ze pre n = 2 prechadza rovnica (2.15) na (2.14). Pre n = 3 jed-
noduchym dosadenim méame!°

y 1 1 1
bln| = | = In —=— de | — 2.1
n(A) a(®) e nl—i—ca(%)jL / x{ x2(1+cx+02x2)+x2(1+cx)]’ (2.17)
0

¢o po preintegrovani déva vysledny implicitny vztah pre renormalizovany kuplant a v

NNLO

bIn <%> - a(lﬁ) +eln = Cac(;()%i 0 + f{a<%),c2]. (2.18)

Pre f [a (%) , cg} plati

9Zavadzame pren oznacenie NLO z anglického , Next-to-Leading Orber®.
0Tento rdd oznacujeme ako NNLO v stulade s anglickym ,, Next-to-Next-to-Leading Order*.

10
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i T 2 —c2T 2c0a(L) + ¢
f _a (%) , 62_ = % _arctan% — arctan 2},

d=\/4cy — 2, 4dcy > 7, (2.19)

f-a(ﬂ> 02- :202—02_111 202@(%)‘}‘0—61 I c—d}
\A) T d | 2ca(k)+c+d c+dl]’

d=+/c%—4cy, 4cy <P (2.20)

Uvazujme dalej poruchovy rozvoj pre blizsie neSpecifikovani fyzikalnu veli¢inu v
tvare!!

R(Q) = alp, cx)ro + 11(Q, p, e )alp, cx) + r2(Q, i, e )a®(p, ) + -+ - . (2.21)

Tento poruchovy rozvoj je realizovany v mocninach renormalizovaného kuplantu, z ¢oho
rezultuje konec¢nost vSetkych jeho koeficientov. Ide o zdkladnt poziadavku renormalizo-
vatelnosti QCD. Ako sme uz spominali, vSetky ultrafialové divergencie st obsiahnuté v
definicii renormalizovaného kuplantu.

Invariancia vo¢i RG pre rozvoj (2.21) teda znamend skutoc¢nost

ORQ) _, IRQ) _

Tato vlastnost vsak nemé N-ty ¢iastoény stucet takéhoto radu, a preto plati

Ry = alp, cx)lro +11(Q, p, e )a(p, )+
+ T2(Q7 M, Ck’)a’2(“7 Ck) + - F rN—laN_l(:u7 ck)] -
= St(:uackapk)7 (223)

kde py st tzv. RG invarianty '* [9], ¢o znamena, Ze ich hodnota sa pri zmene paramet-

rov i1, ¢, nezmeni. Podmienky (2.22) aplikované na koneény stucet (2.23) prechadzaju na
tvar

ORN
Olnp

= O(a™*), a;% = O(a™). (2.24)
k

Ich rieSenie pre koeficienty 71 (Q, i, cx), m2(Q, 1, ¢) implikuje

11 Ako uvidime dalej, poruchovy rozvoj tohto tvaru vykazuje ist4 veli¢ina R, ktorou sa budeme blizsie
zaoberat v kapitole (3.2).
12RG invariantmi st taktiez koeficienty b a ¢ definované vztahom (2.10).
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2.4. Preferované volby renormalizacnych schém 2. Poruchova QCD

Q) =ik (). (2.25)
2
ro(Q, 1, C2) = p2 — o + (7’1 + g) . (2.26)

Invariant p; je definovany v schéme MS  ako

p1 <i) =bln 9 ri(p = Q,MS). (2.27)
Avis WS
Invariant po je vSak na rozdiel od p; len bezrozmerné ¢islo. Jeho numerickt hodnotu pre
konkrétny proces urcujeme vzdy v nejakej RS. Standartnou volbou je zvicsa MS. Pre
vysSie koeficienty 71, k > 3 prichddzaji na rad dalSie invarianty p, k > 3, ktoré su
taktiez ako ps len bezrozmerné cisla.

2.4 Preferované volby renormaliza¢nych schém

2.4.1 Renormalizacné schémy MS a MS

Pre zmysluplné fenomenologické pouzitie QCD je nutné tito teériu renormalizovat. Ako
sme si uviedli, samotnému procesu renormalizacie kazdej polnej renormalizovatelnej te-
orie predchadza proces regularizacie.

V pripade QCD sa zvicsa vyuziva dimenzionalna regularizacia prave kvoli jej ,,schop-
nosti“ nenarusat kalibra¢ni invarianciu. Tento pristup byva viiéSinou aj technicky naj-
jednoduchsi. Zakladnou vlastnostou tejto metddy je, Ze po jej pouziti mame vo vysledku
mocniny ¢lenu In4m — vg, kde v je Eulerova konstanta, ktora je pozostatkom mocnin-
ného rozvoja Eulerovej funkcie T'.

Samotni procedtru renormalizécie potom mozeme previest pridanim kontrélenov k
povodnému lagranzianu a to napr. nasledovnymi dvomi spdsobmi

1. Kontrcleny dodané do lagranzianu potlacia len divergentné, ¢ize nekonecné cleny
poruchového rozvoja a ostatné konecné ¢leny zostani neporusené,

2. Kontréleny dodané do lagranzianu potlacia okrem divergentnych vyrazov aj nie-
ktoré vyrazy, ktoré su konecné.

V prvom pripade hovorime o renormalizacnej schéme MS, v druhom pripade o renor-
maliza¢nej schéme MS'.

13Blizsie sa o tejto schéme zmienime v podkapitole (2.4.1)
14Skratené oznacenie pre jednotlivé RS pochadzaji z anglickych pojmov ,Minimal Subtrac-
tion“ a ,,Modified Minimal Subtraction®.
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2.5. Poruchové rozvoje v systéme funkcii W, (a) 2. Poruchova QCD

2.4.2 Renormalizaé¢na schéma PMS

Tato metéda je zndma ako ,,Princip Minimalnej Citlivosti“!®. Jej zadkladnym poziadav-
kom je skutoc¢nost, aby globdlne vlastnosti (2.22), ktoré vzhladom ku konzistencii po-
ruchovej tedrie samotnej nakladame na tplny sucet poruchového rozvoja, boli splnené
aj lokdlne. To znamend, ze pozadujeme, aby platilo

afRN(QJ%Ck) 8fRN(Q,,u,Ck>
Oln ocy

Na zéklade tejto metédy teda hfaddme bod o stradniciach [u, ¢x] s lokélne najmensimi
zmenami Ciastoéného suctu Ry pri zmene RS, ¢ize samotnych parametrov pu,cg. Ta-
kychto bodov v8ak mdze byt aj viac, preto otézka vyberu jedného konkrétneho bodu
nemusi byt trividlna.

— 0, — 0. (2.28)

2.5 Poruchové rozvoje v systéme funkcii W, (a)

Standartné poruchové rozvoje v QCD st realizované ako rozvoje v mocninach renorma-
lizovaného kuplantu a. Na tomto mieste je vSak vhodné si pripomentt, Ze tieto rozvoje v
skuto¢nosti nie su mocninné, ako by sa ocakavalo. Ak budeme uvazovat rozvoj (2.21) do
NLO, cize

RNLO(Qv RS) = (I(RS)[TO + 7’1(@, RS)(I(RS)] (229)

a dosadime zo vztahov (2.25), (2.14) za r1, resp. bln &, dostavame

Rnro(Q,RS) = (14 ro)a(RS) + |cln % - <%>] a*(RS). (2.30)

Poruchové rozvoje v mocninich a vsak nie st z praktického hladiska velmi vhodné.
Pri poruchovych vypoctoch nepracujeme len s jednym mocninnym radom, ale v konec-
nom dosledku s nekone¢nym poc¢tom mocninnych radov. Dévodom je prave mocninny
rad v defini¢nej rovnici pre renormalizovany kuplant (2.9). V kapitole (1.2) sme hovorili,
ze ak chapeme poruchovy rozvoj ako asymptoticky rad k danej rozvijanej funkcii, ona
sama nie je tymto radom urcend jednoznacne. Pocet koeficientov mocninnych radov,
ktoré explicitne pre konkrétne procesy pozname, je extrémne maly. Urcenie rozvijanej
funkcie na zéklade takychto netplnych informécii je prakticky nemozné.

Nejednoznacnost daného problému vSak mozeme jednoducho znizit, ak nélezite vy-
uzijeme informécie o analytickych vlastnostiach rozvijanej funkcie, ktoré su zname na

15Skratka PMS pochadza z anglického , Principle of Minimal Sensitivy“; inak st to inicialy autora
tejto metédy P. M. Stevensona [9].
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2.5. Poruchové rozvoje v systéme funkcii W, (a) 2. Poruchova QCD

zéklade rozlozenia a charakteru jej singularit v Borelovej rovine. Tieto vlastnosti vSak
pri Standartnom poruchovom rozvoji v mocnindch kuplantu nie sme schopni vyuzit,
nakolko mocninné funkcia sama o sebe nemé v komplexnej rovine ziadne singularity.

Metdda, ktora dosledne pracuje s tymito informaciami je podrobne popisana v pra-
cach [6, 7, 8]. Jej podstata spoéiva v definicii alternativnej mnoZiny funkcii W, (a),
v ktorych potom poruchovy rozvoj realizujeme. Zasadou pre vyber tychto funkcii je,
aby ich analytické vlastnosti boli ¢o mozno najmenej odlisné od analytickych vlastnosti
povodnej rozvijanej funkcie. Tato poziadavka je dosiahnuta pomocou optimalneho kon-
formného zobrazenia Borelovej roviny rozvijanej funkcie do jednotkového kruhu, ktoré
je pri definicii takejto mnoziny funkcii pouzité .

Uvazujme dalej elektromagneticky korelator dvoch kvarkovych pradov, ktory mé
nasledovny tvar

I =i / dbz ¢ (O[T (7 (2)” (0))0) = (¢"p* — pp)I(s), s =p%  (231)

Pomocou tohto korelatora definujeme Adlerovu funkciu v QCD s nehmotnymi kvarkami
predpisom

D(s) = —4m*s (%) I1(s). (2.32)

Na rozdiel od korelatora (2.31) je vSak Adlerova funkcia (2.32) RG invariantom. V
poruchovej QCD mé Adlerova funkcia rozvoj v mocninach renormalizovaného viizbového
parametra as(RS)

™

D(s) =Y Dy(s,RS) (O‘S(RS)> (2.33)

a pre jej Borelovu transformaciu plati

B[D](u,s) = Y byu". (2.34)
n=0
Koeficienty b,, v predchadzajicom vztahu maja tvar
D, b 33 — 2ny
b, = —, == —" 2.35
Brn! fo= o7 127 (2.35)

a povodniu Adlerovu funkciu formélne ziskame predpisom

16Vzfahy a tvrdenia pouzité vo zvysku tejto kapitoly pochddzajt prave zo spominangch prac [6, 7, 8].
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2.5. Poruchové rozvoje v systéme funkcii W, (a) 2. Poruchova QCD

1l .
D(s,a) = a/e_aB(u, s)du, a= 50%- (2.36)
0

V kapitole (1.2) sme uviedli, Ze matematické poziadavky pre pouzitelnost viet typu
(1.2.1) v QCD nie st splnené, preto je nutné dat formalnemu vyrazu (2.36) dobry ma-
tematicky zmysel.

Borelova transforméacia B(u, s) zavisi na renormaliza¢nej skale, schéme a vonkajsom
parametri uvazovaného procesu!”. Dalej prijmeme viak vSeobecne uznavany predpoklad,
ze jej analytické vlastnosti, ¢ize rozlozenie a charakter vsetkych jej singularit v Borelovej
rovine, su nezavislé na zmene tychto parametrov. Naviac predpokladame, Ze rozlozenie
vsetkych tychto singularit pozname.

Koeficienty D,, v poruchovom rozvoji Adlerovej funkcie vykazuju nasledovny Speci-
ficky rast pri vysokych radoch

D, ~ Y Cinln® (%) : (2.37)
k

kde index k prebieha mnozinu celych ¢isel a koeficienty Cy, d; zavisia na externom pa-
rametri procesu a RS. Tento rast implikuje, Ze rozloZenie singularit funkcie B v Borelo-
vej u-rovine je prave pozdlZ zapornej a kladnej polosi'®. Samotné umiestnenie singularit
je realizované pozdlz priamok v < —1 a u > 2, ¢ize Borelovska rovina je dvakrat rozre-
zané. Tato skuto¢nost je zobrazena na obrazku 2.1.

Analytické pokracovanie Borelovej transforméacie v Borelovej rovine ziskame pri po-
uziti optimalneho konformného zobrazenia w(u). Optimélne konformné zobrazenie ma
pri spominanom rozlozeni singularit tvar

1+u— -2
w(u) = v v 2
VIitu+/1-3

Toto zobrazenie zobrazuje celt oblast analyti¢nosti funkcie B do jednotkového kruhu a

pokial rozvinieme funkciu B prave v mocninach w(u), ziskame rozvoj s najrychlejsou
moznou mierou konvergencie [10]. Inverzné zobrazenie k zobrazeniu (2.38) ma tvar

. (2.38)

8w
= 2.39
b 3wz — 2w+ 3 ( )

Zobrazenie (2.38) zachovava pociatok stradnic a rozrezani komplexnt Borelovskd u-
rovinu pozdlZ polpriamok u < —1 au > 2 zobrazuje do vniitra jednotkového kruhu |w| <
1. Singularity Borelovej transformécie B st zobrazené na kruznicu |w| = 1.

17 Je 1iou prave parameter s, ktory je kvadratom faziskovej energie skimaného deja.
18V prvom pripade hovorime o ultrafialovych renormalonoch, v druhom o infracervenych renormalo-
noch.
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2.5. Poruchové rozvoje v systéme funkcii W, (a) 2. Poruchova QCD

Almu

Convergence circle

uv / IR
1\\J 2 Re u

Obr. 2.1: Borelovska rovina Adlerovej funkcie

Technické realizacia nového poruchového rozvoja je nasledovnéa. Vezmime Borelovu
transformaciu Adlerovej funkcie (2.34) a uvazujme tento rozvoj do radu N

By[D] =) byu" (2.40)

Mocninu u" rozvinieme v mocninach zobrazenia w na zéklade (2.39). Tento rozvoj uva-
zujeme taktiez do radu N

N
Uy = chjwj, (2.41)
j=n

kde koeficienty c,; st Standartné koeficienty Taylorovho rozvoja. Dosadenim aproximé-
cie (2.41) za u™ do (2.40) po preusporiadani ¢lenov ziskame

N N N N N
By[D] = Z byu" = Z by, Z Cpjw’ = Z Z by Cpjw
n;O ) n=0 g:]\r; n=0 j=n
= Z Z b Cnjw’ = Z cjw (2.42)
j=0 n=0 J=0

kde

;=Y balnj. (2.43)



2.5. Poruchové rozvoje v systéme funkcii W, (a) 2. Poruchova QCD

Limitovanim vzfahu (2.42) pre N — oo ziskame optimélny rozvoj Borelovej transfor-
méacie B v mocninach optiméalneho konformného zobrazenia w

B[D](u) = couw™. (2.44)
n=0
Dosadenim optimélneho rozvoja (2.44) do predpisu (2.36) definujeme optiméalny roz-
voj Adlerovej funkcie D v novych alternativnych funkciach W,,. Pre tento ucel uvazujme
vyraz

17 17 L
- «B - a .
a/e ~[D](u, s)du = a/e anu (2.45)
0 0 n=0
Za u" dosadime (2.41) a jednoduchymi tpravami dostavame
1 s N 1 s N N
Dy(s,a) = p /e_?-t Z byu"du = " /e_zt Z by chjuﬂdu =
0 n=0 0 n=0 j=n
N N 1 o0 N j 1 o0
= Z Z bncnja/eawjdu = Z Z bncnja/eawjdu =
n=0 j=n 0 7=0 n=0 0
N =n 1 o0 N
= Z Z bjcjna / e aw"du = Z cnWh(a), (2.46)
n=0 j=0 0 n=0
kde
Cp = zn:b'c»n, W, (a) = ! e aw"du. (2.47)
— 7= a
J= 0

Limitovanie rovnosti (2.46) pre N — oo potom implikuje

a) = Z cnWh(a). (2.48)

Vztah (2.36) vSak moZeme prinajlepSom povazovat ako definiciu, nakolko podmienky
pre Borelovskid suméaciu nie su splnené prave kvoli singularitdm rozvijanej funkcie, ktoré
zasahuji do integracnej cesty. Preto musime korektne definovat zmysel integralu v pred-
chadzajtcich vztahoch a naviac vysetrit konvergenciu jednotlivych rozvojov!?. Jednou

19Podrobnejsi komentar, prec¢o preferovaf pri definicii daného integralu prave volbu (2.49), spolu s
otazkami konvergencie danych rozvojov mozno néjst v [6, 7, 8.
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2.5. Poruchové rozvoje v systéme funkcii W, (a) 2. Poruchova QCD

z mnoha moznosti je chapat kazdy z predchadzajucich integralov v zmysle hlavnej hod-
noty, ¢ize definovat funkcie W), (a) nasledovne

1 T utie n 1 T u—ie n
= %/e 0 u—l—le)} +%/e a [w(u—ie)} : (2.49)
0 0
Priebeh funkcii W,,(a), n=1,...,10 je na obrazkoch 2.2(a), 2.2(b).

Wh(a)

04t
02t
g
2
02+ MW
mw,
-04 t W
o w,
. Wi
0 2 4 6 8 10

Obr. 2.2: Priebeh funkcii W, (a), n=1,...,10
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Kapitola 3

Rozpad 7-lepténu a eTe~ anihilacia

v QCD

V kapitole (2.3) sme diskutovali RS zavislost konecnych aproximantov poruchovych
rozvojov v renormalizovanom kuplante. Tato kapitola je venovana numerickym testom
metédy definovanej v paragrafe (2.5), presnejsie, porovnaniu RS zavislosti kone¢nych
aproximantov Standartného poruchového rozvoja s RS zévislostou kone¢énych aproxi-
mantov nového optimalizovaného rozvoja v alternativnej mnozine funkcii W, (a). Ako
vzorové procesy nam pre tento ucel poslizia rozpad 7-lepténu a e™e™ anihilacia.

3.1 Rozpad 7T-leptonu

3.1.1 Rozpad standartného T-lepténu

Zéakladnou veli¢inou, ktora je plne spocitatelna v ramci poruchovej QCD je nasledovny
pomer

(1 — v, + hadrény)
DT — v, +e D)

Clen dgw je elektroslaba radiacnd korekcia [11, 12, 13]

R, =

— 3(1 + Spw) (L + R,). (3.1)

12 M. ) w7 T 133,29 (3:2)

Jej numericka hodnota je priblizne dgw ~ 0,019. R, je QCD korekcia, ktorej poruchovy
rozvoj ma tvar

Sow = (3 +2In MZ) o) ) = —

R (M) = alp, cx) [1 + 11 (M, py cr)alp, ) + ro( My, c)a (i, ) + . . ] (3.3)
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3.1. Rozpad t-leptonu 3. Rozpad 7-lepténu a e"e™ anihilacia v QCD

Pre veli¢inu R, dalej plati [14, 15]

2
puy

R, = 3<17T+—AZ§W)/(13(1— ]\22)2<1+ Azé)lm[ﬂ(s—l—ie)], (3.4)

¢o mozno nasledovne upravit za pouzitia Cauchyho vety [14, 15]

R, = 31+ %w) 7{ §(1—AZ2>3(1+];3>D(5). (3.5)

27 S
|s|=M2

a kone¢ne v jednosluc¢kovom priblizeni mozno (3.5) prepisat na tvar [16]

1 +7e—ZB(u)F(%“)du]. (3.6)

0

Integraciu v (3.6) budeme chapat v zmysle hlavnej hodnoty a funkcia F je definovana
vztahom

—12sin(mu)

Fu) = mu(u —1)(u—3)(u—4)

(3.7)

Pre QCD korekciu R, teda mame

R (M,) = /Ooe_ZB(u)F<%u>du. (3.8)

Borelovu transforméciu B(u) Adlerovej funkcie rozvinieme do mocnin optiméalneho
konformného zobrazenia w(u) tak, ako v kapitole (2.5), ¢o ndm po dosadeni do (3.8) dava
relevantné funkcie W,,(a) pre R, [17]

W(a) = %(2) n (%) % ?e’féF(u)wn(u)du. (3.9)

V kapitole (2.5) sme uviedli, ze Adlerova funkcia mé singularity v Borelovej rovine
prave pozdlZz polpriamok u < —1 a u > 2, presnejsie ide o body k = —1,42,+3,.. ..
Charakter prvych dvoch renormalénov —1,2 je nasledovny [18, 19|

(L+u)", y =—2,589 (3.10)
U 72
(1 — 5) . e = —2,58. (3.11)
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3.1. Rozpad t-leptonu 3. Rozpad 7-lepténu a e"e™ anihilacia v QCD

Funkcie W,,(a) definované vztahom (3.9), preto mézeme pozmenit, aby sme charakter
tychto singularit nalezite vyuzili. Povodné funkcie W, (a) totiz bera do tvahy len ich
rozlozenie, nie ich charakter. Definujme si preto este tzv. vdZené funkcie W, (a)

Wa(a) = % (g) ’ (%) n% 76—355(1 +uym (1 _ g)’mF(u)w”(u)du. (3.12)

0

Samotni RS zavislost budeme sktimat pre aproximanty LO, NLO, NNLO. Najprv
si v8ak musime skonstruovat rozvoj R, vo funkciach W, (a), resp. W, (a). Rozvoj R, v
renormalizovanom kuplante a méa teda tvar

R.=a+ra®+ra®+---. (3.13)

Oznac¢me si dalej sthrnne funkcie W, (a), W, (a) ako W, (a). Rozvoj R, vo funkcidch
W,.(a) hladdme v tvare

R, =Wi(a) + 71 Wa(a) + T2Ws(a) + - - - . (3.14)

Funkcie W,,(a) st singuldrne v bode a = 0 a maji v iom asymptoticky rozvoj [§]

W (a) ~ Zanak, Wn(a) ~ Z Coeak (3.15)
k=n k=n

Zo samotnych definicii (3.9), (3.12) vidiet, Ze funkcie W, (a) maji koeficienty Cun, Cun
jednotkové, cize ich asymptotické rozvoje su

Wn(a) ~a" + Cnn+1an+1 + Cnn+2an+2 + - )

—~

Wn(a) ~a" + é:nn+1an+1 + 5nn+2an+2 4+ (316)
Konkrétne
Wi(a) ~ a+6a>+0,08q + - -
Wy(a) ~ a® +7,312a° + - - -
Ws(a) ~ a® 4+ ... (3.17)
resp.
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3.1. Rozpad t-leptonu 3. Rozpad 7-lepténu a e"e™ anihilacia v QCD

Wia) ~ a+ 0,154a> + 22,214a® + - - -
Wa(a) ~ a® + —1,4564° + - - -

Ws(a) ~a® + - (3.18)

Dosadenim (3.16) do (3.14) a porovnanim s (3.13) ziskame vzfahy pre koeficienty 7,

T1=1r1—Cg, To=17y—T7T1C3— (i3, ... (3.19)

V numerickych testoch budeme pracovat v NLO v §tandartnej MS schéme a v NNLO
budeme pouzivat tzv. t’Hooftovu renormalizacni konvenciu, tzn. polozime ¢y = 0. To
nam zarudci, Ze kuplant bude vo vSetkych radoch rovnaky ako v NLO 1. Podet kvarkov
volime n; = 3. Tato hodnota implikuje podla (2.10)

9 16
b= — = —.
2 T
Hodnotu ) volime rovnu M.
Q= M,=18 GeV,

z ¢oho vyplyva [20]

Tl(ILL = QaM_S> = 5a 2.

Fundamentalny parameter A odpovedajici schéme MS a trom kvarkom budeme zna-
¢it A%. Jej hodnotu volime

@) _
A~ 0,31 GeV. (3.20)
Na zaklade (2.27) potom mame

Q Q S
p1<w :bIDW—T1<M:Q,MS):2,72
MS

MS
Invariant p méa hodnotu [20]

ps = —6,27.

RS zévislost koneénych aproximantov R, do radov LO, NLO, NNLO je vynesené
v obrazkoch 3.1 - 3.6. Obrazok 3.1 odpoveda Standartnému poruchovému rozvoju v

IPre vyssie rady je t’Hooftova renormalizaéné konvencia definovana volbou ¢, k > 2.
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3.1. Rozpad t-leptonu 3. Rozpad 7-lepténu a e"e™ anihilacia v QCD

04
03}
2‘*
=2 0.2
01+
10° 10" 10
u
A(s)WS
Obr. 3.1: RS zavislost pre IRSN)(a)
0.4
03+
EF
< 0.2
01+
10° 10 10°
u
A(3)m

Obr. 3.2: RS zévislost pre R (W, (a))

renormalizovanom kuplante, obrazok 3.2 rozvoju vo funkciach W, (a) a nakoniec obré-
zok 3.3 rozvoju vo funkcidch W, (a). Na obrazkoch 3.4 - 3.6 st vykreslené vzdy konkrétne
rady aproximantov pre vSetky tri druhy rozvojov. Z obrazka 3.1 mozno navyse ihned
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Obr. 3.3: RS zavislost pre R (Wn(a))
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Obr. 3.4: RS zavislost pre R, rozvoje do LO

vy¢itat hodnoty jednotlivych aproximantov v PMS RS. Su to lokdlne maximé jednot-
livych kriviek. Naviac prieseéniky LO s NLO a NNLO odpovedaji hodnotdm v dalse;j
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Obr. 3.5: RS zavislost pre R, rozvoje do NLO
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Obr. 3.6: RS zévislost pre ﬂ%gN), rozvoje do NNLO

RS. Je fiou schéma EC [21] 2.
Z jednotlivych grafov vidiet velky kvalitativny rozdiel medzi jednotlivymi pristupmi,

2Skratka angl. ,,Effective Charges®.
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3.1. Rozpad t-leptonu

3. Rozpad 7-lepténu a e"e™ anihilacia v QCD

a to nielen medzi rozvojmi vo funkcidch ‘W, (a) a rozvojom v mocninach kuplantu, ale

aj medzi rozvojmi vo funkcidch W, (a) a W, (a).

04

0.2

Wh(a)

-02 ¢

-04 -

03¢

02

01

Wh(@)
o

-0.1 ¢
-02 ¢

-03 ¢

Tento rozdiel je najmarkantnej$i na obrazku 3.6, ked uvazujeme jednotlivé aproxi-

N

g9

(5]

10

~N o

Ss8s9

=
o

10
.., 10

Obr. 3.7: Priebeh funkcii W, (a), n=1,...,10
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3.1. Rozpad t-leptonu

manty do rddu NNLO. Rozvoj vo funkcidch W, (a) nemé ziadnu lokélnu oblast sta-
bility, avSak rozvoj v Wn(a) m4 isty stacionarny bod. Naviac je vidiet, Ze numericka
hodnota RJTVNLO(Wn(a)) v tomto bode je velmi blizka hodnote R¥VEC(aq) v PMS RS.
Zaujimavym zistenim je navySe skutoc¢nost, Ze takéto chovanie nevykazuje aproximant
RNNLO(W, (a)), hoci pre hodnoty p vpravo od tohto bodu je jeho priebeh prakticky
identicky s RVYVLO(q).

Soper a Surguladze [22] uvadzaji, Ze najvicsie prispevky k chovaniu vysokych ra-
dov poruchového rozvoja Adlerovej funkcie vykazuju renormaldny, ktoré su najblizsie
k pociatku Borelovej roviny u = 0. Naviac preferuju faktorizovanie tychto singularit z
povodného rozvoja pokial je znamy ich charakter a argumentuju vyhodnejsim numeric-
kym chovanim zvysku po takomto faktorizovani. Hoci sa ndm touto procedirou samotnt
singularitu v prvym dvoch renormalénoch nepodari odstranit, singularitu zmékéime, ¢o
je pre dalSie numerické $tudie velmi vyhodné.

Charakter prvych dvoch renormalénov je vyjadreny (3.10). V duchu predchadzajtce;j
idey redefinujeme funkcie W, (a). Budeme ich oznacovat W, (a). Stratégia takejto rede-
finicie je jednoduché. Sta¢i uvazovat nové optimalne konformné zobrazenie dvakrat roz-
rezanej Borelovej roviny w(u) namiesto povodného w(u) definovaného vztahom (2.38).
Skonstrujeme teda optimélne konformné zobrazenie, ktoré bude brat do tvahy dalsie
dva renormaldny, a sice -2 a 3. Takéto zobrazenie ma tvar

Wy = V2TV (3.21)
wlu) = .
JIiti+ 11

a zobrazuje rozrezand Borelovu rovinu pozdlZz polpriamok u < —2 a u > 3 do jed-
notkového kruhu. Tieto polpriamky sa zobrazia na jednotkovi kruznicu. Faktorizo-
vané renormalény potom zapocitame Standardnym spdsobom. V rovnici (2.49) zame-
nime w(u) predpisom

/1+ % — 1
w(u) — w(u) = 2 3 (3.22)
VIHE+/1-%
a nové funkcie W, (a) teda definujeme ako
W ( ) 1 T 7u+ie_n( + )d + 1 T 7u7ie_n( . )d (3 23)
= — a i — a —1i : :
(@) =g [ e W (utie) dut o [ e e W (u—1ie) du
0 0
Inverzné zobrazenie k (3.21) ma tvar
24w
= . 3.24
YT 2w+ sw? (3.24)

Priebeh funkcii W, (a), n=1,...,10 je vyobrazeny na obrazku 3.7.
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3.1. Rozpad t-leptonu 3. Rozpad 7-lepténu a e"e™ anihilacia v QCD

Analogicky ako v pripade (3.9), (3.12) definujeme funkcie W, (a) relevantné pre roz-

voj R, redefiniciou pdvodnych funkcii W, (a), ktoré sme definovali v (3.23), predpisom

a) = %(%)n (%)% ]Oe—im +u)n (1 _ g)WF(u)@"(u)du. (3.25)

0

=

Ich asymptotické rozvoje v okoli a — 0+ maju tvar

1(a) ~ a+0,904a* + 19,0130 + - - -
o(a) ~ a*+0,794a® + - -
s(a) ~a®+ - (3.26)

=l 5 =

04 ¢
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10° 10t 102
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Obr. 3.8: RS zavislost pre R (Wo(a))

RS zévislost aproximantu R (W,(a)) mozno vidiet na obrazku 3.8 a jeho porov-
nanie s RS zavislostou aproximantov fRS—N)(CL), RN (W,,(a)) na obrazkoch 3.9 - 3.11.
Zaujimavym zistenim je skutoc¢nost, ze uz v NLO sa charakter nového aproximantu
kvalitativne vyrazne odliSuje od ostatnych. MoézZeme pozorovat opét stacionarny bod.
Takyto stacionarny bod sice ma aj aproximant vo funkciach W, (a) avsak az v pripade,
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Obr. 3.9: RS zavislost pre R rozvoj do LO; porovnanie RSN)(a), RN (Wy(a)) a
R (W (a))

04 r

3

| B
ss=

=]

01 r

10° 10t 10?
M

A®ps

Obr. 3.10: RS zéavislost pre R, rozvoj do NLO; porovnanie R (a), R (Wy(a)) a
R (W (a))
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Obr. 3.11: RS zavislost pre R rozvoj do NNLO; porovnanie R (a), R (Wp(a)) a
R (W)

ze ho uvazujeme do radu NNLO. Naviac v rade NNLO je novy aproximant dokonca lo-
kalne stabilny v oblasti, kde aproximant v W, (a) ma stacionarny bod. Je to prave oblast,
ktora je okolim renormaliza¢ného bodu voleného pre standartnia pQCD aproximaciu v
PMS RS.

3.1.2 Rozpady fiktivnych 7-leptonov

V tomto pripade ide o ¢isto teoretickti analyzu RS zévislosti, nakolko hmotnost 7-lepténu
berieme ako dal$i parameter a menime jeho numerick hodnotu v Sirokom intervale.

Pri numerickych testoch pouzivame zhodné vstupné tudaje, ako v pripade standart-
ného lepténu 7 v predchadzajicej kapitole. Skalu y identifikujeme vzdy s konkrétnou
hodnotou M, . Skiimame teda aproximanty R\ (a, M), RN (Wy(a), M), RN (Wo(a),
M.). Ziskané vysledky st zachytené na obrazkoch 3.12(a), 3.12(b). V tomto pripade,
kedy vystupuje ako vonkaj$i parameter prave hmotnost M., nemé zmysel uvazovaft
rozvoj vo vedicom rade, nakolko zavislost na vonkajsich kinematickych veli¢inach je
pozorovatelna az od rdadu NLO.

Na grafoch si mozeme vS§imnut, Ze pri danej volbe RRS, ktort sme pouzili, nemaju
aproximanty iRSN)(a, M) v renormalizovanom kuplante ziadne lokalne extrémy. Naproti
tomu, kvalitativne odlisné chovanie maji opif nové aproximanty. Velmi prekvapujice je
chovanie aproximantu iRSN)(Wn(a), M. ) v rdde NNLO (hneda krivka), ktorého priebeh
sa skor podoba fRiN)(a, M,).
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Obr. 3.12: RS zavislost pre R(TN)(MT)
3.2 ete™ anihilacia

V predchadzajtcej kapitole sme sktimali RS zavislost aproximantov poruchového rozvoja
pre pomer konkrétnych rozpadovych polosirok 7-lepténu do radov LO, NLO, NNLO.
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Teraz budeme sktimat analogickti lohu pre ete™ anihildciu. Analogickou veli¢inou
k (3.1) opét plne spocitatelnou v pQCD je pomer medzi inkluzivnym Géinnym prierezom
produkcie hadrénov pri faziskovej energii () a ¢innym prierezom produkcie miénového
paru pri takej istej hodnote energie (). Plati

~ 0(Q,e"e” — hadrény) )
R (Q = P02 2 ) (33214 % @) 20)

7
kde ¢len 3", e? odpoveda predpovedi kvark-parténového modelu. Inkluzivnost procesu
znamena, ze sa nezaujimame o konkrétne hadrény, ktoré sa produkuju v koncovych
stavoch samotnej eTe™ anihilécie.

QCD korekcia Rg+o- (@) ma poruchovy rozvoj v renormalizovanom kuplante tvaru

Rete (Q) = a(RS)[1 + r1(Q,RS)a* + r2(Q,RS)a® + - - -]. (3.28)
V tomto pripade mozeme postupovat podobne ako v kapitole (3.1). Plati totiz [4]

Rete— (Q) = 127 ( > ef) ImII(Q? + ie), (3.29)

kde II je korelator definovany vzfahom (2.31). Naviac za funkciu F(u) v rozvojovych
funkciach 'W,,(a), W, (a), definovanych v (3.9), (3.12) a (3.25), mozno volit [4]

Fute-(u) = 272 (3.30)

U

Tym padom relevantné rozvojové funkcie pre Re+o- (@) maji tvar

Wia) = %(2)(2)% ]o &3 Fyre- (u)" (1)l

0

Wa(a) = %(2) (%)% 7e—i‘é(1 +u)n (1 - g)vF (W (w)de  (3.31)

0
_ 1/24\"(2\" 2 [ _a w)™
_ (== - - — b 71 _ - Rk
W, (a) n!(5) (b) ab/e b (14 u) (1 2) Fore (u)w " (u)du,
0

a pre ich asymptotické rozvoje v okoli a — 0+ plati
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Wi(a) ~a—1,125a% — 43,795a> + - - -
Ws(a) ~ a* — 3,375a° + - - -
Ws(a) ~a® + -+ (3.32)

Wi(a) ~ a — 6,97a> + 40,813a® + - - -

Wy(a) ~ a* — 12,143 + - - -
Wa(a) ~a® + - - (3.33)

1(a) ~ a—6,22a® + 29,596a> + - - -
o(a) ~a? —9,893a% 4 - -
s(a) ~a® + - (3.34)

=l 5 =

V numerickych testoch opétf pracujeme s rovnakymi vstupnymi hodnotami ako v pri-
pade 7-lepténu. Skalu u tentokrat identifikujeme s energiou Q. Parameter ¢, budeme vo-
lit bud ¢y, = 0, ¢ize odpovedajici t'Hooftovej konvencii, alebo ¢, odpovedajicej MS RS.
Pre tato volbu plati [20]

_ 2
oo (TS} = 77139 — 150997 + 32607
9504 — 576n;

¢o pri nasej volbe ny = 3 implikuje co(MS) = 4, 47. Pre koeficient 1 v tejto RS plati [20]

: (3.35)

r1(MS) = 1,986 — 0, 115n; —L— r,(MS) = 1, 941. (3.36)

Pre invariant p, mame [20]

po = —12,2. (3.37)

Samotné aproximanty rozvojov Re+e- vo funkcidch W,, resp. W, budeme kon-
struovat analogicky ako v pripade 7-lepténu vo vztahu (3.14). Pre koeficienty 7, roz-
voja Re+o— opit plati vztah (3.19), kde za (,;, dosadzujeme relevantné hodnoty z rozvo-
jov (3.32), (3.33), (3.34).
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Obr. 3.13: RS zévislost pre Rgfe)_ (Q)

Vysledky numerickych testov st zachytené na grafoch 3.13. Aj tieto vysledky po-
tvrdzuju kvalitativne vyrazne odlisné vlastnosti aproximantov poruchového rozvoja v
novych alternativnych funkciach W, ako je tomu u standartného poruchového radu v
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mocninach renormalizovaného kuplantu. Pre lepsiu prehladnost st vysledky zobrazené
aj v logaritmickej mierke, graf 3.13(b).

Vysledky analogickych vypoétov v MS RS sti obsahom obréazka 3.14. Graf 3.15(a) je
kombinaciou grafov 3.13 a 3.14. Ide o porovnanie s predchadzajicim vypoctom v t’"Hooft-
ovej schéme. Pre lepsiu orientéciu je taktiez pouzitda logaritmickd mierka 3.15(b). V
MS RS uvazujeme aproximanty automaticky do radu NNLO, pretoZe v nizich radoch
nemame k dispozicii parameter c,.
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Obr. 3.14: RS zavislost pre Rgfg_(Q% visledky v MS RS

Vlastnosti kone¢nych aproximantov za pouZitia rozvojovych funkcii W, mézeme
najst na obrazkoch 3.16. Graf 3.18 obsahuje hodnoty ziskané v MS RS. Graf 3.17(a) je
kombinéciou grafov 3.16 a 3.18. Zobrazenie v logaritmickej mierke mozno najst na
grafe 3.17(b).

Prehlad RS stability uzatvaraju optimalizované grafy 3.19 pre aproximanty vo fun-
kcidch 'W,,(a). Tento graf bol ziskany vynesenim numerickych hodnét tychto aproximan-
tov uvazovanych do radu NNLO v bodoch, v ktorych maja lokdlne extrémy, pripadne
vykazuju stabilné chovanie. V tomto pripade su teda vysledky pocitané v PMS RS.

35



3.2. eTe™ anihil4cia 3. Rozpad T-lepténu a e"e~ anihilacia v QCD

B NLosPT
[ NLow,
B oW,
I \NLOSPT
[ NNLOo W,
B NNLo W,
I NNLO SPTys

0471 NNLO W, g7

B NNLOWY,

08+

06

R(N)e* e

02

10° 10t 10°

NLO SPT
NLO W,
NLO W,
NNLO SPT

et e

RNV

10°

Obr. 3.15: RS zavislost pre Rg\z, (Q); porovnanie Rgfz,(a,Q), Ré]fg, (Wh(a),Q) s vy-
sledkami v MS RS
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Obr. 3.16: RS zavislost pre ngg_ (Q); porovnanie IRSR_ (a,Q), R (Wa(a), Q)
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Obr. 3.17: RS z&vislost pre ngi,(Q); porovnanie Rgfg,(a, Q), Rgfg, (Wa(a),Q) s vy-
sledkami v MS RS
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Obr. 3.18: RS zavislost pre Rg{g,(@), rozvoj do NNLO; porovnanie Rgfg,(a, Q),
RN (W, (a), Q), visledky v MS RS

ete—

0.16

0.14 ¢

0 012 W
L . W,

€

2
e L
S 0.1
=
Z 008 |

0.06 |

10° 10!
Q
ABys

Obr. 3.19: R (W,(a), Q) v NNLO zaloZené na vibere sedlového bodu
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Zaver

Hlavnym cielom prace je $tidium sprévania sa poruchovych rozvojov v infracervenej
oblasti. Pod infrac¢ervenou oblastou chdpeme oblast malych energii, kde sa obvykle vy-
sledky ziskané poruchovou metédou nepovazuji za déveryhodné. Stadiu RS zavislosti
sme podrobili rézne rozvoje, ¢i to uz boli standartné poruchové rozvoje pre procesy
rozpadu 7-lepténu alebo ete™ anihildcie, alebo resumované poruchové rozvoje pre tieto
procesy vyjadrené v alternativnej mnozine funkcii W, resp. W,,. Ukazuje sa, Ze poru-
chové rozvoje konstruované v tychto novych funkcidch vykazuji ovela lepSie spravanie
sa v infracervenej oblasti, dokonca mozeme zretelne pozorovat oblasti RS parametrov, v
ktorych maju tieto rozvoje stacionarne body. V tychto oblastiach preto maja jednotlivé
aproximanty lokalne prave tie vlastnosti, ktoré vyzadujeme na zaklade podmienky kon-
zistencie poruchovej tedrie od tplnych stactov. Preto tieto alternativne rozvoje, podla
mojho nazoru, otvaraju nova cestu aplikacii poruchovej tedrie v infracervenej oblasti.
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