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Uvod

Soucasné s vyvojem teorie a experimentdlni praxe kvantové optiky vznikl
i zcela novy obor: teorie kvantové informace. Moznosti superpozice a pro-
vazani kvantovych stavu, které jsou piimymi dusledky linearity kvantové
mechaniky, déavaji kvantové teorii informace néastroje, kterymi jeji klasicky
protéjsek nedisponuje. Nékteré problémy, jejichz reseni v klasické informatice
vyzaduji exponencialni naroky na prostiedky nebo cas, lze v rdmci kvantové
teorie Tesit pouze s polynomialni slozitosti. Mezi takové tlohy patii naptiklad
faktorizace velkych ¢isel na prvocisla. Exponencidlni ¢asové naroc¢nosti feseni
této ulohy v klasickém svété vyuziva i kryptografie a témér kazdému z nés
dnes tento fakt chrani informace ¢i soukromi. V roce 1994 publikoval P.
Shor algoritmus [1], ktery s vyuzitim principu kvantové teorie fesi faktorizaci
s polynomialni slozitosti.

Linearita - stejny prvek, ktery obohacuje moznosti kvantové informace,
na ni spolu s dalsimi podminkami, jako je uplna pozitivita, uvaluje i ptisnd
omezeni, ktera znemoznuji realizaci nékterych, klasické informatice naprosto
vlastnich, procesu. Prikladem operace, ktera je kvantové infomaci ,,zapoveé-
zend", je vytvoreni presné kopie nezndmého kvantového stavu [2]. Musime se
proto spokojit s procesy produkujici nedokonalé kopie popsané napt. Wer-
nerem [3]. Jeho klonovaci proces patii do tfidy tzv. univerzdlnich procest,
které jsou stézejnim pojmem této diplomové prace.

Univerzalni kvantové procesy lze charakterizovat tzv. podminkou kovari-
ance, ktera znamena, ze dany proces pusobi na vsechny vstupni stavy v jistém
smyslu ,,stejné“. Tato tiida zobrazeni je zajimava a dulezita pravé proto, ze
se v ni da nalézt mnoho procesu, které optimalné aproximuji operace, kvan-
tové fyzice jinak zapovézené, a z informatického hlediska tedy lezi na samé
hranici kvantové fyziky.

Cilem této diplomové prace je navrhnout zpusob implementace §irsi tiidy
univerzalnich procesu na vice ¢asticich. Pod implementaci procesu budeme
rozumét nalezeni unitarniho operatoru na néjakém Hilbertové prostoru, ktery
danou operaci realizuje.

Pomoci teorie reprezentaci unitarni grupy odvodime ansatz pro imple-



mentaci urcité podtridy univerzalnich procesu na libovolném poctu castic,
které jsou realizovany projektory, a zamérime se na realizaci dvou a tricasti-
covych procesu, pro které je zndma Sirsi klasifikace [4], [5].

Text diplomové prace je organizovan nasedovné: V prvi kapitole je uve-
den formalizmus kvantovych operaci a s nim souvisejici Krausova reprezen-
tace. Druhd kapitola je vénovana klasifikaci univerzalnich procesu na dvou
¢ésticich tak, jak byla provedena v préci [4]. Ve tteti kapitole odvodime
postup realizace velmi obecné podtiidy univerzalnich procesu, kterou lze
konstruovat pomoci projektoru na invariantni podprostory vicecasticovych
reprezentaci jednocasticové unitarni grupy. Blize se zamétfime na dvoucasti-
cové procesy a v této podtiidé identifikujeme nékolik dulezitych ptikladu.
Posledni kapitola je vénovana realizaci univerzalnich procesu na tfech casti-
cich. Specidlni pozornost je vénovana procesum, které jsou realizované pro-
jektory na symetrické a antisymetrické stavy.



Kapitola 1

Vyvoj kvantového systému

Tato kapitola je vénovana matematickému formalismu, ktery popisuje obec-
néjsi dynamiku kvantovych systému, nez jakou je unitarni vyvoj. Klicovym
pojmem je kvantova operace, kterou lze popsat nejen vyvoj uzavienych kvan-
tovych systému, ale i evoluci otevienych systému, které jsou silné vazany se
svym okolim, a dokonce i extrémni pripad interakce, jakym je proces méreni.
Formalismus kvantovych operaci se opira zejména o Krausovu repezentaci,
ktera je popsana v sekci 1.2.

1.1 Kvantové operace

Casovy vyvoj operatoru hustoty p(t) uzavieného kvantového systému je pop-
san Liouvillovou rovnici

. Op(t)

L “or Hp(t) — p(t)H = [H, p(t)], (1.1)
kde H je Hamiltonian systému, 27h je Planckova konstanta. Vyvoj na ca-
sovém intervalu J, kdy se systém izolované od okoli vyvijel, je ekvivalentni
pusobeni unitdrntho propagatoru U(t, s) na matici hustoty p(t). Tedy

p(t) = U(t,s)p(s)U(t,s) Vs, t e J. (1.2)

Unitarni vyvoj kvantovych systému je pro kvantovou informatiku v mno-
ha aplikacich nedostacujici. Za prvé, v praxi si 1ze jen tézko predstavit systém,
ktery je od svého okoli uiplné izolovan a chceme-li napiiklad prendaset infor-
maci kvantovym kandlem, musime pocitat i s kvantovym Sumem. Nas nosic
informace, at uz je to foton, elektron nebo iont, vZdy interaguje s okolim
a jeho vyvoj, chdpeme-li ho jako vyvoj podsystému néjakého vétsiho celku



omezili v kvantovych algoritmech pouze na unitarni transformace, ttida tloh,
ktera by byla timto zpusobem realizovatelnd, by se velmi zuzila. Lze vyuzit
nevyhody prvniho pfipadu v nas prospéch. Systém muzeme rozsitit o dalsi
castice nebo stupné volnosti, tzv. ancilly, a na rozsiteném systému realizo-
vat vhodnou unitarni transformaci. Pokud ve vysledném stavu vypustime
ancillu, tj. provedeme operaci ¢astecné stopy pres podsystém piislusejici an-
cille, transformace realizovana na puvodnim systému nemusi byt unitdarni. Za
tieti, v realizaci kvantovych algoritmu se velmi casto vyskytuje proces métent,
ktery zcela jisté neni unitarni, a do konzistentniho popisu nejobecnéjsi dy-
namiky kvantového systému je potieba i tento proces zahrnout.

Hleddme nejobecnéjsi tvar zobrazeni &, které vstupni matici hustoty p;,
na néjakém Hilbertové prostoru H;, zobrazi na vystupni p,.: = E(pin) na
Hilbertoveé prostoru H,,:, pricemz netrvame na podmince H;, = Hoy:. Fakt,
ze € ma zobrazit matici hustoty na matici hustoty, klade na &£ urcité pod-
minky [6]:

& zachovava pozitivitw: — pg, > 0= E(pim) > 0, (1.3)
1.

& zachovava stopu: TrE(pin) = (1.4)

Pokud pripustime i nedeterministickou dynamiku systému, 1ze podminku ze-
slabit na

€ nezvysuje stopu:  Tr&(pi,) < 1. (1.5)

Tento typ procesu je realizovan deterministickym vyvojem, po némz nasle-
duje proces métreni. Podle vysledku méteni rozhodneme, zda proces £ nastal
¢i ne. Pravdépodobnost realizace & je Tr€(p;,) a vyslednym stavem je

Pout = m (16)

Pokud ma byt definice kvantové operace konzistentni se statistickou in-
terpretaci matice hustoty, musi byt dalsi podminkou kladenou na kvantovou
operaci linearita vuéi vstupnimu stavu.

& linearni vuci vstupu py,: & (Z pi,oi) = Zpig(p,;). (1.7)

Posledni podminkou, kterou na kvantovou operaci na systému A klademe,
je tzv. uplna pozitivita, tedy

& uplné pozitivni: pap > 0= (I ® E)pap > 0, (1.8)



kde psp je matice hustoty na libovolném rozsiteném systému AB a [ je
identické zobrazeni na podsystému B. Tato podminka plyne z piirozeného
pozadavku, ze pokud je ndmi zkoumany systém A soucasti néjakého vétsiho
AB, nesmi kvantova operace £ na podsystému prevést fyzikalni stav celého
systému AB na stav nefyzikalni. Nazornym ptikladem je transformace T,
ktera prevede matici hustoty jednoho qubitu na transponovanou, ktera je téz
platnou matici hustoty, a takové zobrazeni je tedy pozitivni. Pfedpokadejme
ale, ze je tento qubit soucasti dvou-qubitového systému v provazaném stavu

1
—|11) + |00). 1.9
51+ [00) (1.9
Prvni qubit necht podléhd transpozici a druhy trividlnimu vyvoji; transfor-
mace je tvaru 77 = T ® I. Matice hustoty odpovidajici stavu (1.9) je

1 001
110000
51 00 0 0 (1.10)
1 001
a po transformaci 7" prejde na tvar
1000
110010
210100 (1.11)
0 001
Matice (1.11) m4 ale vlastni ¢isla %, %, % a —% a neni tedy matici hustoty.

Transpozice T je piiklad zobrazeni, které je pozitivni, ale neni tiplné pozitivni,
a proto nemuze hrat roli fyzikalné realizovatelné dynamiky systému. Jedna
z moznych definic kvantové operace je nasledujici.

Definice. Zobrazeni £ transformugjici matici hustoty p;, na matici hustoty
Pout j€ kvantovad operace prdavé tehdy, kdyz splriuje axiomy (1.5), (1.7) a (1.8).

Tato definice je sice uzite¢na v tom smyslu, ze vychazi z minimélniho
poctu fyzikdlné motivovanych axiomu, ale pro praktické pocitani neni prilis
vhodnd, nebot napiiklad podminka iplné pozitivity se pifmo dokazuje velmi
obtizné. V nasledujici sekci ukazeme ekvivalentni definici, se kterou se pracuje
lépe.

1.2 Krausova reprezentace

Jak bylo feceno v tvodu této kapitoly, jednou z motivaci k zavedeni poj-
mu kvantové operace je potieba popsat ¢asovy vyvoj otevienych kvantovych

7



systému. Dalsi motivaci muze byt snaha najit jednotny formalismus, ktery
umozni popsat pusobeni okolniho prostiedi na systém. Prirozenou cestou, jak
zahrnout do modelu interakci kvantového systému S s okolim E, je rozsitit
Hilbertuv prostor Hg ptislusejici S o stavy popisujici okolni prostiedi Hg a
nahlizet na Hg ® Hg jako na stavovy prostor jednoho uzavieného systému,
ktery podléha jiz unitarni interakci U. Predpoklddejme, Ze cely systém S-E
je na vstupu ve faktorizovaném stavu, tedy p;, = ps ® pg. Po interakci je
stav podsystému S dan rovnici

E(ps) =Trg [U(ps ® pr)U'] . (1.12)

Upravou rovnice (1.12) lze dojit k jiné, elegantni formé vyjadieni operace £
znamé jako Krausova reprezentace [6], [7].

Necht |ex) je ortonormaln{ baze koneénérozmérného Hilbertova prostoru
podsystému E a pgp = l|eg)(eo| je jeho pocatecni stav. Predpoklad, ze se
na zacatku prostiedi nachézi v ¢istém stavu, tzn. pgp je projektor na jed-
norozmérny podprostor, nijak neubird postupu na obecnosti, nebot vidy lze
‘H g rozsitit tak, aby pocatecni smiseny stav E byl v rozsiteném systému cisty.
Tomuto postupu se iikd purifikace stavu. Necht

pr =Y ok} (k] (1.13)

je libovolna matice hustoty na Hg a |k) je ortonormadlni béze, ve které je
pr diagondlni. Systém E muzeme rozsitit o druhy E’ stejné dimenze jako E
a s bazi | fi). Definujme stav

) = VoK) fi)- (1.14)

Tento stav je ¢isty a navic plati pp = Trg/|9)(y|. Dokud se tedy zajimame
pouze o méreni na systému S, neni predpoklad cistoty stavu systému E
omezujici. Rovnici (1.12) lze déle upravit na tvar

E(ps) =Y _{elU (ps ® [eo)(eol) Ullex) = ) ExpsE], (1.15)

kde Ey, = (ex|U|ep) je jiz operator na Hilbertové prostoru systému S. Mnozina
{Ex}1 se nazyva Krausova reprezentace zobrazeni £ a operatory Ej se na-
zyvaji operacni ¢i Krausovy elementy nebo téz Krausovy operatory operace
E.

Tento postup lze snadno zobecnit pro ruzné dimenze vstupniho a vystup-
niho Hilbertova prostoru. Staci uvazovat systém S; v nezndmém pocatecnim



stavu pp, ktery nechame unitarné interagovat se systémem S, pripraveném
vnéjakém specifickém stavu py = |e2)(e2|. Po interakci provedeme stopu pres
S1 a na Sy tim ziskame vystupni stav.

Z rovnice (1.15) a z pozadavku Tr€(p) < 1 (nerovnost piipoustime pro
nedeterministické procesy, tedy takové, které realizuji danou dynamiku pouze
s urcitou pravdépodobnosti) plyne pro Krausovy operatory tzv. relace tpl-
nosti. Pro kazdé p plati

1> Te(p) = Tvy_ EwpE] =Y Tr{E[Ep}, (1.16)
k k

z ¢ehoz plyne

Y ElE. <1 (1.17)
k

7 predchozich uvah plyne druhé definice kvantové operace.

Definice. Necht £ je zobrazeni z matic hustoty na H;, na matice hustoty
na Hout- Potom £ je kvantovd operace prdve tehdy, kdyz existuje mnozina
linedrnich zobrazeni {Ek}szl 2 Hin do How takovijch, Ze plati ndsledujici dve
podminky

E(pin) = ZEkpinEl:r:a (1.18)
k

> EE, < I (1.19)
k

Zobrazeni & je tedy kvantovd operace pravé tehdy, kdyz existuje jeho Krausova
reprezentace.

Ekvivalence prvni a druhé definice kvantové operace je predmétem tzv.
Krausova teorému [6], [7], ktery ikd, Ze zobrazeni £ z matic hustoty na H,
na matice hustoty na H,,; spliiuje axiomy (1.5), (1.7) a (1.8) pravé tehdy,
kdyz pro £ existuje rozklad (1.18) splaujici (1.19). V dalsich kapitolach bude
krausova reprezentace kvantovych procesu ¢asto pouzivana.



Kapitola 2

Univerzalni procesy

V této kapitole definujeme pojem univerzalniho procesu, ktery je stézejnim
pojmem celé prace. Jednoduchym piikladem motivujeme vysloveni podmin-
ky kovariance a podle prace [4] stru¢né zminime parametrizaci t¥idy uni-
verzalnich procesu na dvou casticich. V zavéru kapitoly uvedeme dva dulezité
priklady univerzédlnich procesu: univerzalni optimalni kopirovaci proces a
tridu univerzalnich provazovacich procesu.

2.1 Definice univerzalniho procesu

Déje kvantové fyziky podléhaji, vzhledem k jeji linedrni povaze, urcitym o-
mezenim, a proto ne kazdy formélni matematicky proces je fyzikalné realizo-
vatelny. Prikladem takového omezeni muze byt proces klonovani kvantového
stavu [2], univerzalni provazovaci proces [4] nebo presny kvantovy analog op-
erace NOT [8],[9]. Pfedpokldadejme linedrni transformaci 7., na Hilbertové
prostoru dvou rozlisitelnych ¢astic stejné dimenze, pro jednoduchost feknéme
dvou qubitu, ktera kopiruje zcela presné dva ortogondlni stavy prvni céstice,
plati tedy

Tclon|0>|0> - |O>|0>7

TulDI0) = [DI1). 2.1)
Potom vzhledem k linearité transformace T, se stav %(|0> + [1)) trans-
formuje na %(|0> 10) + |1)]1)), coz neodpovida ptesné kopii vstupniho stavu,
tedy vektoru (|0)+[1))(|0)+|1)). Pfi popisu maticemi hustoty je rozdil mezi

idealni kopii a vyslednym jednocasticovym stavem po transformaci Ty, jesté
nazornéjsi,

111 f Y 1710
pzn—§(1 1); Tr2 <Tclon/0inTclon>—§(0 1> (22)
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Matice hustoty odpovidajici vstupnimu stavu %(m) + |1)) se tedy zobrazi
na zcela depolarizovany stav.

Vyvstava otazka, zda existuje, a piipadné jak vypadd, linearni trans-
formace, ktera sice nekopiruje zadny kvantovy stav presné, ale urcitd mira
vzdalenosti vysledného stavu od idedlni kopie je pro vSechny vstupy stejné a
navic minimélni na mnoziné fyzikalné pripustnych transformaci. Univerzal-
ni kvantovy proces muzeme vagné definovat jako kvantové mechanicky re-
alizovatelnou transformaci, kterd se, vzhledem k néjakému kvantitativnimu
kritériu, chova ke vSem stavim ”stejné”. Pred formalnim zavedenim pojmu
univerzalniho kvantového procesu uved me piiklad, kterym bude definice mo-
tivovana.

Predpokladejme systém dvou rozlisitelnych ¢astic se spinem % v nasledu-
jicim stavu

1
pr(m) = py ® §[> (2.3)

kde cisty stav p;, = |m)(m| je popsdn Blochovym vektorem m. Nyni uva-
zujme nasledujici proces

pa(m) = P;pi(m)P,;

~Tr (Pypi(m)P;)’ 24)

kde Py =>",,|J, M)(J, M| je projektor na stav s celkovym orbitdlnim mo-
mentem J, ktery muze nabyvat hodnot 1 nebo 0. V zavislosti na hodnoté J
realizujeme dva procesy

2
p2(m) = guz ILM=1){(J=1,M=1] (2.5)
1
+ §|J: 1L,M=0)(J=1,M = 0|,
nebo
po(m) = |[J=0,M=0)(J=0,M =0|. (2.6)

Oba tyto kvantové procesy jsou univerzalni v tom smyslu, ze pravdépodob-
nosti vystupujici pred vyrazy v rovnicich (2.5) a (2.6) nejsou zavislé na vstup-
nim stavu |m). Navic pro kazdou unitdrni transformaci U na jednocastico-
vém Hilbertové prostoru, kterd transformuje libovolny ¢isty stav [mg) na
jiny, feknéme |m) = U(m)|my), plati

p2(m) = U(m) ® U(m)pz(mo)UT(m) ® U’ (m). (2.7)

Tato vlastnost tzv. kovariance hraje klicovou roli v néasledujici definici uni-
verzalniho kvantového procesu.
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Definice. Linedrni zobrazeni

P Pin = Pout; (28)

kde pi, je matice hustoty na H a pow je M -cdsticovd matice hustoty na H®M,
nazveme univerzdlni proces na M édsticich, pravé kdyz pro kazdy |mg) € 'H
a kaZdou jednocdsticovou unitdrni transformaci U plati

Pout(|m)(m]) = UM (| ) (o) UM (2.9)
kde U|lmy) = |m).

Z podminky kovariance plyne, ze univerzalni kvantové procesy nemaji
vuéi vstupnimu stavu v Hilbertové prostoru zadny preferovany smér. Proto
je jejich studium zajimavé nejen z hlediska kvantové informace, ale i v ramci
studia symetrii Hilbertova prostoru.

2.2 Univerzalni procesy pro dvé castice

Predpokladejme nejobecnéjsi pripad zobrazeni P mezi maticemi hustoty na
dvou ¢asticich dimenze N ve tvaru

P pm(p) & Pref — pout(p)> (210)

kde pi(p) je projektor na cisty stav charakterizovany zobecnénym Blo-
chovym vektorem p, tedy pi,(p) = |p){(p| & operator p,.; je pevné zvolena
jednocésticové referenéni matice hustoty. Stav p,e se zpravidla voli tak, aby
byl invariantni vuci pusobeni lokdlnich unitarnich transformaci. V piipadé
jednocasticového referencniho stavu je jedinym takovym operatorem hustoty
uplné depolarizovany stav.

Kazdou matici hustoty systému dimenze N lze zapsat ve tvaru

N
1
ij=1
kde matice A;; jsou definovdny predpisem
kl 1
(Ay)™ = Oudu — 57 0is0kt- (2.12)
Volba A;; pravé vztahem (2.12) je motivovana skutecnosti, ze akce matic
tvaru U ® U na A;; je velmi jednoduchd, coz v dalsim vyrazné zjednodusi

postup.
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Z podminky samosdruzenosti matice hustoty a z (2.12) plyne omezeni
Pi;; = pji (aby rovnice (2.11) definovala matici hustoty, musi koeficienty
pij zFejmé spliovat dalsi podminky). Déle je patrné, ze matice A;; nejsou
linedrné nezavislé, nebot Zf\il A;; = 0, a proto lze volit napiiklad pyy = 0.

Vysledny stav kvantového procesu P je realizovan na tenzorovém soucinu
jednocasticovych Hilbertovych prostoru, a p...(p) lze proto také zapsat po-
moc{ matic A;;!

1
pou(p) = 5l ®1+a (P)A;@T+a) ()1 @ Ay

Ma-li zobrazeni P definovat univerzalni proces, musi splnovat podnimku
kovariance (2.7). Porovnanim koeficienttt U(p) @ U(p) pout(Po)UT (P) @ UT(p)
a pout(P) vyjadrenych pomoci vztahu (2.13) ziskdme sadu rovnic:

a;?(P)A; @1 = i (p)U(p)AyU (p) @ 1, (2.14)
Kiju(P)Ai; @ Ay = Kiu(py) (Up) @ U(p))
x (A ®Ay) (U'(p) @ U'(p)). (2.15)

Déle pozadujeme, aby vztah (2.13) splnoval podminku linearity vuci p. Ta
(1,2)
(]
Rovnice (2.14) a (2.15), spolu s podminkou linearity ag;’z) (p) a Kyju(p)
Vuéi p, jsou splnény prave tehdy, kdyz koeficienty maji nasledujici tvar

plati tehdy, jsou-li koeficienty o' (p) a Kjji(p) linearnimi funkcemi v p;;.

o (p) = alp, (2.16)

Kiju(p) = Céudji + Bpadjk + Bpjrdu, (2.17)

kde a?, C € R a 3 € C a vyslednou matici hustoty tedy lze vyjadiit ve
tvaru

1
pout(p) = m[ (029 I+ Oé(l)pijAZ‘j ® 1 + 06(2)])2‘]']: & Aij + CAZJ & Aji
+0paAi © Ay + BpalAy © Ay (2.18)

Diky vztahu (2.13) a vlastnosti TrA;; = 0 pro vSechna i, j je zajisténa plat-
nost po = 1. Volné parametry stdle nemohou byt libovolné. Aby byl operétor
definovany v (2.18) matici hustoty, musi byt pozitivni. Tuto podminku lze
splnit, pokud nalezneme vlastni ¢isla této matice a uréfime podminky na ot
C a (3 tak, aby byla vzdy nezaporna a mensi nez jedna. Z podminky kovari-
ance (2.7) plyne, ze pokud je A vlastni ¢islo p(py), pak je i vlastnim ¢éislem

'Ke zjednoduseni zapisu uzivame v dalsim Einsteinovo sumaéni pravidlo
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matice U(p) ® U(p)p2(py)UT(p) ® Ut(p), a proto se pti hleddn{ vlastnich
¢isel muzeme omezit pouze na konkrétni vstupni stav p;, = |1)(1|, ktery je
z vypocetniho hlediska jednodussi a odpovidd volbé p;; = Néy;01;. Matici
(2.18) v tomto piipadé lze zapsat ve tvaru

4
Pout(Pi; = No1;01;) = Z Dpipi, (2.19)

kde operatory hustoty p; jsou

o = 111,
N
o 1 a® _ @
o 1 a® — oM
G (—Q(N_ S NI ) ;
., ..C+N _ C+ Ngj
iy B Ly g — ﬂ,

N

ps = E: ) iil;

=2

il 1
p= Z{ Wil =g *

N 1
HﬂﬂﬂuN_1XN_2y+
(i) il + |jz'><z'j|>p%} (2.20)
a pravdépodobnosti p; jsou
o= gt (V- D@0 +a®) o - b+ (eI
P = <N—1><§2+<N—2><a<”+a<2>>—%—WTWW
P = (V15— (00 +a®) 400 - 1)+ CED)
o 1 1 2 C (5‘1‘3)

s = (N—l)(N—Q)(m—(a()—Fa( ))+N+T)' (2.21)



Z podminky Trp,, = 1 a vyrazu (2.19) plyne, ze p; spliuji
p1+p2+pst+pa=1 (2.22)

Ze vztahu (2.20) a (2.21) spoc¢itame vlastni ¢isla matice hustoty (2.19):

A1 = P1,
D2 N2 2
SR o B A NG BT NP2
Aot 2N —1) \/4 (a a?)” 4+ |C + N2,
D3
e —
3 N_17
P4
A = + i 2.2

Matice pyyt je operatorem hustoty, pokud méa vsechna vlastni ¢isla nezaporna
a mensi nez jedna.

V pifpadé N > 3 Ize tii nezévislé redlné parametry (V) +a®), (3+03) a
C' vyjadrit z rovnic (2.21) a (2.22) pomoci, feknéme, py, p3, ps. Tyto vztahy
maji tvar

a 1 P4 P1
6 = " Snon T o=y T (v o)
N -2 P1s — D1+ D3
W4 0@ — _
ata N2N—-1) NN _-1)
c = 2 P (2.24)

N—-1 (N—1)(N-2)

K jednoznacné specifikaci dvoucdsticového univerzélntho procesu je treba
specifikovat navic parametry oY —a® a 3 — 3.

2.3 Priklady univerzalnich procesi na dvou
casticich
2.3.1 Univerzalni kopirovaci proces 1 Castice na 2

Jak jiz bylo v sekci 2.1 naznaceno, nelze vzhledem k linearité kvantové fyziky
realizovat idealni kopirovaci proces na celém Hilbertové prostoru. Muzeme
se ale zajimat, jak lze proces kopirovani nejlépe aproximovat. Podminky
kladené na takové zobrazeni z prostoru jednocasticovych matic hustoty na
dvoucasticové muze byt nésledujici. Pozadujeme, aby jednocasticové stavy
vysledné dvoucasticové matice hustoty byly shodné a aby kvalita vystupu,
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tedy jista mira vzdéalenosti od idealni kopie, byla pro vSechny vstupni cisté
stavy stejnd?.

R. F. Werner definoval klonovaci proces kopirujici stav L identickych
rozlisitelnych ¢astic dimenze N na M [3]:

dr)

V=

Su(p®F @ I9M7E) Sy, (2.25)

kde Sy je projektor na symetricky podprostor H®M o dimenzi d[M]

d[M]:(N+A]‘j_1>. (2.26)

O tomto zobrazeni ukazal, ze je optimalni a jediné, které nabyva maximalni
fidelity?
d[L]
F=——". 2.27
i (2.27)
Pro L = 1, M = 2 tento proces splituje podminku kovariance? (2.7) a ve
formalizmu ukdzaném v prechozich odstavcich 1ze charakterizovat parametry

N +2
1 — ,@ =
“ T AN (N 1)
— 1
b =6= 2N(N + 1)’
C =0 (2.28)
a pravdépodobnosti odpovidajici jednotlivym p; jsou
B 2
P = N + 1a
_ N-—-1
P2 = N + 1a
ps = pa=0. (2.29)

Projektor Sy spliuje podminky (1.18) a (1.18), a je tedy Krausovym
operatorem operace (2.25).

2Tyto podminky lze rtiznym zpusobem zeslabovat, napiiklad neni nutné pozadovat
symetrii jedno¢ésticovych stavu [10], [11].

3Werner zvolil stav, viéi kterému méiil fidelitu, jako ¢®M, kde o je jednocasticovy
vstupni stav.

4V nésledujici kapitole uvidime, Ze zobrazen{ (2.25) splituje kovariantni podminku pro
kazdé L a M.
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2.3.2 Trida univerzalnich provazovacich procest

V této sekci popiSeme tiidu univerzalnich procesu, které provazuji dvé ¢astice
[4]. Za kritérium provézanosti je zvolena podminka, ze vysledny stav procesu
neobsahuje zaddnou separabilni komponentu. Lze dokazat, [12], ze kazdy stav
dvoucasticového systému p lze rozdélit na cast separabilni, p,,, a nesepara-
bilni, pinsep, tak, ze plati

P = MNsep + (1= A) Pinsep, (2.30)

kde 0 < A < 1. Ackoli sama dekompozice neni jednoznacna, maximalni
moznda hodnota A uz jednoznacnd je. Budeme tedy hledat parametry uni-
verzalnich procesu, jejichz vystupni stavy maji maximalni A rovno nule.

Zacneme opét od rovnice (2.19). Je patrné, ze pokud nemd vysledny
stav obsahovat zadnou separabilni komponentu, nesmi obsahovat ¢leny typu
|47} (i7|. Nutnou podminkou na takovy proces tedy je

p1=0, p3=0. (2.31)

V préci [4] je ukdzano, ze jde dokonce o podminku postacujici k tomu, aby
vysledny stav uz zadnou separabilni komponentu neobsahoval. Pti téchto
parametrech plyne ze vztahu (2.23) Ay~ = 0. Z podminky nezapornosti
vlastnich ¢isel matice hustoty a vztahu pro A\ dostaneme

o) = o®
5 B,
N
A = Z |15)(1j] + |j1) (51| —
]=2
|1J><31! 1) (14]),
(ent) 1 N o o
T INSDIN=2) Q;j (&)1 + Li) (7l =
i) (jil — |54) (i])- (2.32)

Spolecné s parametry (2.31) a vztahem (2.19) ziskdvame

Pgﬁt)(mo =NA;)=(1- p4)ﬂ( " @ p4p4(16nt)- (2.33)

Univerzalni procesy, jejichz vysledné stavy neobsahuji zadnou separabilni
komponentu, tedy tvofi jednoparametrickou tiidu.

Dalsi otazkou zustava, které z téchto procesu maximalizuji urc¢itou miru
provazani, v praci [4] zvolili tzv. Vidalovu a Wernerovu miru [13]. Dle této
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prace je negativita N(p) libovolné dvoucésticové matice hustoty mirou pro-
vazani, kde

N(p) =3 I (2.34)

a fi; jsou zaporna vlastni ¢éisla ¢asteéné transpozice p! matice hustoty p
[14],[15]. Z vlastnosti N(p) a tvaru (2.33) plyne horni odhad

N<pout(m0)) (2'35)

1 1 1
SouNoTH (N—l 2\/N—1>’
kde 0 < py < 1. Navic pro krajni hodnoty ps nastava ve vyrazu rovnost.
Zaroven je ziejmé, ze pro N < 5 je mira provazani maximalni pti parametru
py = 1, a tedy p, = 0, a pro N > 5 je optimélni provazovaci proces urcen
podminkou py = 0, a tedy py = 1.

Pro pripad p, = 0 a p» = 1 je znam Krausuv operator tohoto procesu.
Je jim projektor na antisymetricky podprostor A dvoucasticového Hilbertova
prostoru, tj.

£nt(p) — %A(p % I)A. (2.36)

Uvedena klasifikace kovariantnich zobrazeni na dvou c¢ésticich poskytuje

dulezité informace o struktufe této mnoziny. Nezbyva se vSak otazkou uplné

pozitivity zkoumanych procesu, kterd je nutnou podminkou pro jejich realizo-

vatelnost. Dukaz této vlastnosti, alespon pro urcitou podtiidu univerzalnich
procest, je jednim z cilu nasledujici kapitoly.
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Kapitola 3

Realizace univerzalnich procesu
na dvou casticich

Na konci minulé kapitoly jsme uvedli Krausovy operatory dvou zastupcu
celé diplomové préace je najit Krausovy operatory sirsi tiidy univerzalnich
procesu a jejich pomoci zkonstruovat unitarni transformace, které tyto pro-
cesy realizuji. V literatufe se setkdme vétsinou se dvéma pristupy k re-
alizaci obecnych zobrazeni na maticich hustoty. Prvnim z nich je princip
projektivniho meéreni, kdy vystupni stav ziskdme aplikaci urcitého projek-
toru na vstupni ¢astice, coz je ekvivalentni realizaci vhodného méreni na
vstupnim stavu. Druhy princip spociva v rozsiteni systému o dalsi ¢astice.
Na rozsiteném Hilbertové prostoru hledame unitarni transformaci, ktera na
vstupnim podsystému realizuje predepsané zobrazeni.

V sekci 3.1 nejprve zkonstruujeme Krausovy operatory jisté omezené tiidy
univerzalnich procesu. Inspirujeme se procesem univerzalniho optimalniho
kopirovani a jednim z procesu provazani, pro py = 0, jejichz Krausovy
operatory jsme uvedli v piikladech na konci minulé kapitoly. V dalsi sekci
tento postup zobecnime a zavedeme obecnéjsi ansatz, ktery vede k uni-
verzalnimu procesu. Poté provedeme strucnou analyzu druhé tiidy takto
ziskanych procesu a identifikujeme v ni nékteré dulezité piiklady. Posledni
odstavce této kapitoly se budou vénovat unitarni realizaci pomoci nalezenych
Krausovych operatoru.

V celé préaci nadale predpokladdame konecnérozmeérné ¢éastice, tzn. pro jeji
stavovy Hilbertuv prostor plati dim H = N < oo, a pokud nebude uvedeno
jinak, predpokladame navic N > 3. Pro N = 2 jsou vSechny uvedené postupy
analogické, musime pouze vzit v uvahu, ze v takovém ptipadé neexistuji tii
navzajem ortonormalni stavy, ¢imz se nékteré vyrazy zjednodusi.
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3.1 Procesy generované projektory S, a A,

Proces kopirovani jedné cCastice na dveé, realizovany projektorem na syme-
trické dvoucésticové stavy, spliiuje, stejné jako operace univerzalniho pro-
vazani popsana projektorem na antisymetrické stavy, podminku kovariance.
Nabizi se otazka, zda ani kombinace téchto projektoru tuto podminku ne-
narusi.

Predpokladejme dvoucasticovy Hilbertuv prostor H = H; ® Ha, vstupni
stav p = % pin ® I, kde p;, je jednocasticovy cisty stav, déle

P(Z) = O'SQ + OéAz, (31)

kde o a «a jsou zatim libovolna komplexni ¢isla a Ss, resp. A, je projek-
tor na symetrické, resp. antisymetrické dvoucdsticové stavy, a U necht je
jednocasticova libovolna unitarni transformace. Vystupni stav obdrzeny a-
plikaci zobrazeni P® je

P (p;, @ 1P
T (PO & POT)

pout(pin) = (32)

Aby zobrazeni P® bylo Krausovym operatorem, musi spliiovat vztah (1.19).
Vzhledem k ortogonalité projektoru Sy a Ay plati

P(Q)P(Q)T = (O'SQ + O{AQ)(ESQ +EA2) = |0'|282 -+ |O€|2A2, (33)

a protoze plati H = H; ® Ha = SoHS2 & AsH Ay, bude podminka (1.19)
splnéna pravé tehdy, kdyz |o]> <1 a |al? < 1.

Ovéime, zda (3.2) spliiuje podminku kovariance. Necht {|i)}%, je orto-
normalni baze jednocéasticového Hilbertova prostoru. Kazdou unitarni trans-
formaci na tomto prostoru lze psat ve tvaru U = ) u;;]1) (j|. Plati

U8y = 3 wapnealach(oa (3l il + 5 S (i) + i) (il + (i)

a,b,c,d l 1<j
1
= Z Uaptiey|ac) (DD| + 2 Z (Uabed + Uchtad)|ac) ((bd| + (db|)
a,b,c a,c,b#d
1
= Z UgpUqg|aa) (bd| + 3 Z (Uablied + Uepliaq) (|ac) + [ca))(bd|
abd bd,a<d
= S,U%2 (3.4)

Projektor na symetrické stavy Sy tedy komutuje s kazdou unitarni transfor-
maci U ® U. Stejné tvrzeni lze analogicky odvodit pro As, a proto z (3.2)
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ziskame
POU & U(py, ® NUT @ UTPA!

Te (P@(pi & PO
Pout(UpinU"), (3.5)

U &® Upout(pzn)UT & Uv]L —

coz je presné podminka kovariance.

Nyni struéné rozebereme tiidu procesu, kterou ziskame zobrazenim typu
(3.2). Na prvni pohled je ziejmé, ze pokud vyndsobime oba parametry o
a « libovolnym komplexnim éislem A takovym, ze |[A| < 1, obdrzime stej-
nou vyslednou matici hustoty!. V tomto smyslu jsou jedinymi nezavislymi
proménnymi pomér absolutnich hodnot a vzajemna faze obou komplexnich
prametru o a a.

Diky platnosti podminky kovariance (2.7) sta¢i opét uvazovat jeden kon-
krétni vstupni stav, feknéme |1)(1|. Zobrazeni P®) miizeme zapsat jako

P® =P @ P,
kde
Po= ) olii) i, (3.6)

Po= ) [§(|23> +170) (Gl + i) + S (1ag) = L) (gl = ()| (3.7)
i<j
a vystupni matice hustoty je
PIL(11P + P30, |1i)(1i] P 2

Pout = = X
t Tr Y, PO)(|1i)(1i]) PO (N+ DloP + (N = )]a]?

x { oy +Y H% + %\ 114) (1] + \% - %‘ 1) (71|
i1

s G G- T (3-5) (33l s

Z posledniho vztahu je vidét prvni omezeni, které vymezuje tiidu uni-
verzalnich procesu, které lze realizovat piimo projekcemi. Ve vyrazu (3.8) se
nevyskytuji cleny typu |iz)(it|, |i7){(ij| a |ij){ji| pro i,j # 1. Pro parametry
zavedené v predchozi kapitole z toho plyne

pP3 = Oa by = 0. (39)

!Omezeni na absolutni hodnotu A\ klademe z diivodu zachovani konzistence s podmin-
kou (1.19).
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Jak jsme se uz zminili, jedinymi relevantnimi proménnymi ve vyrazu (3.2)
jsou relativni faze parametru « a o, ozna¢me ji ¢, a pomeér jejich absolutnich
hodnot |a| = v |o|. Pokud by bylo ¢ = 0, jedna se o vyse zminény univerzalni
provazovaci proces, v pripadé o = 0 jde o proces univerzalniho kopirovani.
Predpokladame dale, ze o # 0, a # 0 a ¢ volime realnou. Porovnanim vyrazu
(3.8) a (2.20) ziskdme vyjadieni parametrii p;, Aa = o) —a? a A = -3
pomoci v a ¢

2
U= Ny o1y
Ao — 2y cosp
- N[N+ +92(N =)
% s
A = e 4 (3.10)

N[N +1)+7*(N =1)]

7 poslednich dvou rovnic vidime, Ze ani parametry Aa a A nemohou byt
libovolné, nebotf mé-li byt proces charakterizovany parametry p;, Ao a AS,
musi platit

(Aa)? — (AB)? =27 (N +1) +7*(N = 1)) ",
Toto omezeni lze obejit, pokud budeme uvazovat operaci se dvéma Krauso-
vymi operatory tvaru (3.1) charakterizovanymi Q(2) @ 01(2). Potom

(3.11)

1 t t
poutlpin) = 57 [P0 ® NP + PP (o DPP'| . (3.12)
kde N = L (N + 1)(Jo1|* + |o2*) + (N = 1)(Jau|* + |a2]*)). Vzhledem k poc-
tu volitelnych parametru v rovnici (3.12) lze volit |ag] = |ag| a |oy] =

|o5|. Porovnanim piislusnych vyrazu v (3.8) a (2.20) opét ziskdme zavislosti
parametru p;, Aa a AfS na vy, @1 a py
2

= N T2V 1)
Ag 71 (cos @1 + cos o)
N[(N+1)+43(N = 1))
Aj = iy1(sin 1 + sin p9) (3.13)

N[N +1)+3N -1)]
Dalsimi dpravami lze dospét ke vztahum

2 o 27icos (@1 + @) (1 + cos (g1 — ¢2))
B+ B = T Va2 - f
2 amz _ 277(1+ cos (o1 — w2))
S TR T .
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a vyslednou zavislost lze vyjadrit nasledovné

A
cos(p1 + @2) = A—+’
cos(p; —¢2) = —1+TA_,
2 — (N + 1)p1> 2
= - 3.15
o ( Pl(N_ 1) ( )

kde Ay = (Aa)? £ (AB)? al = %. Systém (3.15) ma obecné
Ctyfi TeSeni, z nichz (v zéavislosti na znaménkach Aa a iAB) vzdy dvé tesi
(3.13). Tato dvé feseni jsou ekvivalentni ve smyslu symetrie soustavy (3.13)
vuci zaméné 1 a @o. Jmenovatele v I' se obavat nemusime, protoze ten je
nulovy pravé tehdy, kdyz je @« = 0 nebo o = 0, coz jsou pripady, které jsme
diskutovali jiz difve. Pifpad A_ = 0 implikuje? Aa = AS = 0 a fesen{ (3.13)
lze volit 1 — w9 = 7, p1 + o libovolné a v, je ddna prvni rovnici v systému
(3.13). Z (3.15) plyne, ze parametry p;, Aa a A musi spliiovat nerovnosti

A Aal* — |AB?
=t = % 1, (3.16)
A_|  ||Aal” +|Ap

0<TA_ < 2. (3.17)

Podminka (3.16) je splnéna identicky. Druhé nerovnost vede na nerovnici
pH(N +1) —2p; + N*(N —1)A_ <0, (3.18)
jejimz feSenim je interval

1—/1-=N2(N2—-1)A_ 1 1—N2(N2-1)A_
P1 € v ( ) ; V ( ) . (3.19)
N +1 N +1

To je ovSem stejnd podminka, kterou ziskame pozadavkem nezapornosti
vlastnich ¢isel (2.23) pro pripad ps = py = 0. Z posledni rovnice (3.13)
také jasné plyne, ze pti téchto procesech je maximalni dosazitelna hodnota p;
rovna NLH, coz presné koresponduje s hodnotou p; odpovidajici optimalnimu
kopirovacimu procesu.

Shrame tedy, ze zobrazeni (3.12) nabizi moznost realizace vSech uni-
verzalnich procesu, které jsou charakterizovany podminkou p3 = ps = 0, tj.
neobsahuji ¢leny ps a py v rozkladu (2.19). Konstrukce Krausovych operatoru
kvantové operace £ je postacujici podminkou pro jeji uplnou pozitivitu. Vzta-
hy (3.12), (3.13) a (3.15) dédvaji pro Krausovy operatory explicitni predpis,
a proto dochazime k dulezitému zavéru, ze vsechny univerzalni procesy na
dvou ¢asticich dané podminkou (3.9) jsou uplné pozitivni.

2Ptipomenme, ze AS je ryze imaginarni, a proto A_ = |Ao¢|2 + |AB\2 > 0.

23



3.2 Zobecnéni realizace univerzalnich proce-
su projektory

Zakladnim faktem, ktery v predchozi sekci umoznil dukaz kovariance, byla
skutecnost, ze pro kazdou jednocéasticovou unitarni transformaci U komu-
tuje matice U ® U s projektory na symetricky a antisymetricky podprostor
dvoucasticového Hilbertova prostoru. Nabizi se piimocary zpusob, jak tuto
konstrukci zobecnit na vétsi pocet castic: budeme hledat zobrazeni, ktera
komutuji s kazdou unitdrni transformaci tvaru U®M, kde M je pocet E4stic.

Matice tvaru U®M | kde U je matice unitarn{ transformace na jednocasti-
covém Hilbertové prostoru ‘H dimenze N, tvofi reprezentaci unitarni grupy
U(N) na Hilbertové prostoru H (M) = H®M. Pro M > 2 je tato reprezentace
reducibilni. Vime tedy, ze

r(M)

H(M) = P H;, (3.20)

kde ¢ probihd mnozinu vsSech ireducibilnich reprezentaci (i ekvivalentnich,
tedy véetné nasobnosi), které se v reprezentaci U(N)®M nachdzejf® a H; jsou
jim pifslugné invariantni podprostory. Necht ®; = {|¢1), ..., |vip,)} je baze
H; a D; jeho dimenze. Podle Schurova lemmatu, [16], vime, Ze matice P
komutuje se vSemi maticemi ireducibilni reprezentace pravé tehdy, kdyz je

nasobkem identity. Vzhledem k (3.20) lze v bazi
o = U P, (3.21)

zapsat kazdou matici U®M v blokové diagondlnim tvaru

U

U.
UsM = S , (3.22)

Ur(ar)
a proto matice v odpovidajicim blokovém tvaru
Ay

A
PO — . , (3.23)

A

3Bez rizika nedorozuméni uzivame stejné oznaceni pro grupu unitdrnich transformaci
a jeji zakladni reprezentaci.
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kde submatice A; je libovolny a;-nasobek identity na H;, komutuje se vsemi
prvky U(N)®M. Matice P nenf nic jiného, nez direktni soucet nasobkii
projektort na invariantni podprostory reducibiln{ reprezentace U (N)®M. Zi-
skavame tim navod, jak zkonstruovat urcitou tfidu univerzilnich procesu na
M ¢asticich:

P, [E(M=1) p()T
Tt <P<M)pm ® [®(M71)p(M)T> '

Pout = g(pzn) = (324)

V tomto smyslu je predchozi sekce pouze specidlnim piipadem predcho-
zich avah pro dvé ¢astice. Vzhledem k tomu, ze pro M = 2 jsou jedinymi
invariantnimi podprostory reprezentace U(N) ® U(N) symetricky a antisy-
metricky podprostor dvoucasticového Hilbertova prostoru, neziskame touto
konstrukei zadné nové univerzalni procesy na dvou casticich, které by uz
nebyly zahrnuty ve tiidé definované (3.2). Jak bude ukdzano v nésledujici
sekci, umozni ndm to az nasledujici ansatz, ktery v sobé kombinuje princip
projektivniho méteni a ancilly:

Tvrzeni. Necht

Trilw--’iL

(PO py, @ 1504-0 0T

Tr ( POD @ [E0-1) p<M>T>

Pout = S(pm) = ) (3-25)

kde p;n je jednocasticovy cisty stav na Hilbertové prostoru M, M € N, L € Ny,
M > L, T = {iy,...,ir} C {1,..., M} je mnoZina navzdjem riznijch
indexti a P™M) je matice komutujici za vsemi prvky reprezentace U(N)®M
unitarni grupy U(N), a tedy matice, kterd md v bdzi (3.21) tvar (3.23).
Konstanty o; vystupugici v blocich (3.23) splriuji

Vi aP <1, > e’ > 0.
i
Potom zobrazeni p;, — pour definuje univerzdlni kvantovy proces na M — L
cdsticich.

K dukazu tohoto tvrzeni je tfeba ovérit podminku kovariance. Sta¢i do-
kazat néasledujici tvrzeni:

Tvrzeni. Pro kazdou jednocdsticovou unitarni transformaci U na H, kaZdou
matici A na M-cdsticovém Hilbertové prostoru H®M at € {1,..., M} libo-
volné platt

Tr, (U®MAU®M*) — B (75, 4) pROI-DT, (3.26)
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Dikaz. Ziejmé plati

Tr, (U®MAU®MT) Tr, <U®MZ%| (il AL, U®M*)

2y

- Zam kU i) J|tUT|k>®U®<M_1>A§jU®(M_1)T
1,5,k

UMD $ gy AL TP _ oD (Ty, 4) reGa-1T

O

Vyuzitim komutace PM) s UPM g aplikaci predchoziho tvrzeni postupné
pro t =iy az t = iy, je dukaz kovariance procesu definovaného (3.25) hotov.

Stejné jako v predchozi sekci i zde je patrné, ze vynasobenim zobrazeni
PM) ibovolnou nenulovou komplexni konstantou takovou, aby nepfestala
platit podminka (1.19), se vysledna matice hustoty nezméni. Proces je tedy
charakterizovdm pouze vzajemnymi poméry amplitud a relativnimi fazemi
koeficientu «;. Poznamenejme ale, ze pravdépodobnost, ze dany proces pri re-
alizaci skute¢né nastane, na absolutnich velikostech téchto parametru zavisi.

Dodejme, ze zobrazeni tvaru (3.23) neni nejobecnéjsi zobrazeni, které ko-
mutuje se vemi maticemi tvaru UM, Zobrazeni tohoto typu vsak generuje
velikou tfidu univerzalnich procesu, a proto se v dalsim zkoumani spokojime
s ansatzem (3.25).

Postup konstrukce univerzélntho procesu podle (3.25) umoznuje nalézt
Krausovy operatory téchto kvantovych operaci. Na rozdil od pripadu v pred-
chozi sekei, kde bylo M =2 a L = 0, nehraje P obecné pro L # 0 pifmo
roli Krausova operatoru. Vztah (3.25) lze déle upravit jako

7’771 QR(M—-1 Z,,ZT
Pout = NM 1N Z (Kl me®[ ( )Kji, :]i)’

J1yeoJL

kde

1
N=— T (P(M),Om ® I®(M‘1)P(M)T> , (3.27)

vyrazem (j|; minime bra-vektor (j| € H# puisobici na i-tou komponentu
tenzorového soucinu a zobrazeni K’ o ’ZL c HEM — HEM-L definujeme jako

Kt = (i, @ ... @ (jili, PO, (3.28)

J15e-
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> lh---ﬂL}
Mnozina {KJLW’]L P

cesu (3.25). Je mozné definovat Krausovy operdtory i z H®M~L na H®M-L:

definuje Krausovy operatory* univerzalniho pro-

Kt le) =Gl © . @ (nli, PY)g) @ k) @ ... @ [ki). (3.29)

J1yesJLs

Prezentovany postup umoznuje konstrukei veliké tiidy univerzalnich pro-
cesu pro libovolny pocet ¢éstic, coz je vyhoda zejména v pripadé, kdy M > 4,
kde neni dosud provedena Sirsi klasifikace. Dalsi vyhodou je moznost piimo-
carého zobecnéni na situaci, kdy je vstupni stav vicecasticovy a kovariantni
podminka definovana takto:

pout (UpnlU") = U poua(pin) UM, (3.30)

kde
U=0,®...0 Ug (3.31)
pro kazdy cisty vstupni R-césticovy stav p;, a kazdou R-tici jednocésticovych
unitarnich transformaci U. V takovém piipadé bychom hledali ireducibilni

reprezentace grupy U(N)®® v reprezentaci (U (v )®R) o

3.3 Univerzalni procesy na dvou ¢asticich pro
M=3

Uvazujme tiidu univerzalnich procesu na tiech ¢asticich tvaru (3.2)

P®(ps ©1© 1) PO
Tr [P(pim ® I ® )Pt

(3.32)

3
pout -

Reprezentace unitéarni grupy U(N) maticemi tvaru U @ U ® U je direktnim
souctem ctyt ireducibilnich reprezentaci, které odpovidaji Youngovym sche-
matim, [17] na nasledujicim obrazku. Zobrazeni P®® m4 proto tvar

P® =68 & aA® uM, & vMs, (3.33)
kde konstanty o, o, i a v jsou libovolna komplexni ¢isla splnujici podminku

o<1, Jaff <1, pf<1, <
lo” + e + |ul* + [v]* >0

4V obecném pifpadé, kdy L # 0 nejde vlastné o operatory, protoze vstupni a vystupni
prostory nejsou totozné. Nicméné i v tomto pripadé je vzité ndzvoslovi ” Krausuv operator”.
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EPEE e

1) 2) 3)

2 [wv]=]

Obréazek 3.1: Youngovy schemata odpovidajici ireducibilnim reprezentacim
jednocésticové unitdrni grupy U(N) zastoupenym v U(N)®3: 1) symetricka,
2),3) smiSené, 4) antisymetricka.

a zobrazeni S, resp. A, resp. M) jsou projektory na invariantni podpros-
tory tiicdsticového Hilbertova prostoru reprezentace U @ U @ U; symetricky®,
resp. antisymetricky, resp. dva ”smiSené” podprostory. Zvolime baze téchto
podporstort nasledujicim standartnim zpusobem, [18]:

béze symetrického podprostoru:

o L. )
75 lidg) + leji) + )] i# ]
7 ligk) +likj) + ki) + |jik) + [kig) + |kji)] i <j <k

béze antisymetrického podprostoru:

7 igk) —likj) +|jki) — |jik) + [kij) — |kji)] i <j <k

béze ”smiseného” podprostoru M:

= [2(1ijk) + [jik)) — likj) — |jki) — [kij) — |kji)] i <j <k
[[tkj) + |kij) — [jki) — |kji)] i<j<k

[2liij) — |jui) — liji)] i # ]

béze ”smiseného” podprostoru Mo:

= [2(ligk) — |jik)) + |ikj) — ki) — |kij) + |kji)] i<j <k
[|tkj) + |jki) — [kij) — |kji)] i<j<k

[ljii) — [iji)] i#j

P®) 1ze nyni zapsat jako direktni soucet zobrazeni ptisobicich na ortogonél-
nich podprostorech typu [iii), |iij) a |ijk)

§|ler—‘§‘

§|HMI»—‘§‘

PO =p aPen, (3.34)

®Oznagen{ podprostorti ndzvy symetricky, antisymetricky, apod. odrazi jejich chovan{
vzhledem k transpozicim ¢astic.
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kde

P = Za|iii>(iii|, (3.35)
Py = Y g + ligi) + i) (i + il + Gl
i#j
+ E(2fiig) - Jiga) — |jie)) (2iag] — (igil — (i)
+ Sy — L)) (Gajil = Gil) }. (3.36)
Py o= 7 { k) = likd) + |jki) — |jik) + [kig) — [kii))
i<j<k
X ((ijk] = {ikj| + (ikil = k] + (ki = (ki)
+ GURY + Jikg) + |k + jik) + [kig) + [kji)) x
X ((igk] =+ {ikj| + (il + k] + (ki + (ki)
+ [2(1ik) + |jik)) — ikg) — |jki) — ki) — Ikji)] X
X [2(igk| + (jikl) — (k] — Gkl = (ki] — (ki
+ Elikj) + kig) = |jka) = [kji)) (Gikjl + (ki | = (il = (ki)
+ S[2(/igk) — |jik)) + liks) — |jki) — ki) + k5] x
X [20(igk| = (Gikl) + (k] = kil = (ki] + (ki
= (Jikj) + ki) = [kig) — [kji)) (ks + kil = (kig] = (kjil) }.

(3.37)

Ke klasifikaci nam, vzhledem ke kovariantni podmince, kterou proces
(3.32) spliuje, staci zkoumat jeho pusobeni na jeden konkrétni vstupni stav,
feknéme p;, = |1)(1]. Potom

N
1 + 1
3 _ 3) @3 _ T
Pour = 77 <Z|1a5><1abl>P = — Py|111)(111|P]
N a,b=1 N
1
+ NPQ Z (|1a1)(1al| + |11a)(11a| + [1aa)(laal) P}
a#1
1
+ > |1ab)(1ab|P], (3.38)
1£a£bA1
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kde

N =Tr | P®)

(i |1ab><1ab|) pef

a,b=1

Uzitim vztahtu (3.35) az (3.37) ziskdvame

P11 = of111), (3.39)
pro a # 1
i = 10 5+ 1 52 i (5-5),
Pyllal) = um%§—§)+mu< +h+ )+]n( +%_g»
Pllaa) = |laa) (5 +%+2) +laat) (3 £) +lata) (5 + £ - 2)
(3.40)
aprolZa#b#1
) = (855 (282
b D ¢ 82
+ W@(%+%—%—%)+W@(%—%—% %)@m)

Dosazenim rovnic (3.39) az (3.41) do (3.38) dostaneme tii¢asticovou vystupni
matici hustoty, kterou, vzhledem k jeji slozitosti, uvadime v dodatku A,
sekce A.1. Ke ziskani vysledného dvoucasticového stavu muzeme z matice
(A.1) vyloucit jednu ze tii ¢éstic, tj. provést operaci Castectné stopy pies
prislusny jednocasticovy Hilbertuv prostor, a podle tvah v predchozi sekci
budou vysledkem tii tiidy vystupnich matic hustoty na dvou c¢ésticich pgi?t,
resp. p(ou)t, resp. me)m pii vylouceni tteti, resp. druhé, resp. prvni castice. Tyto
matice jsou ze stejného duvodu jako v ptipadé tricasticového stavu uvedeny
v dodatku A v sekci A.2

Porovnanim koeficientu u prislusnych maticovych elementu ziskame vy-
jadfeni parametrii pq, ps, pa, ) —a® a B — B charakterizujici univerzalni
proces v klasifikaci uvedené v druhé kapitole (podle [4]) pomoci parametru
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o, i, v a a. Z (A.4) ziskame

| o o 2ul’ o up
no= 5|l +(N—1)<§+? +‘§_§ )]
o= LN -1|2-4
= 0o (-5 5 5).
oM @ = %:%;2)(05+5y)+0\;]—v2)
=8 = % -(NGJJ\;Q (ov —ov) + ]\%]_\f%(ﬁa—uawr—(ﬁu—w)

Y e (e |
A A
= v (£ 8-t if
al —a® = % [% (I + o(@+7) +5(u+v)) + 11—2 (U7 + fiv) +
+ %(|V|Q+a(ﬁ+ﬁ)+a(u+y))],
3-8 = H%}”(Ev—aﬂ@—am,
+ (]\1[2;\[2) (Ha — pa + va — va) + %(W - ﬁu)} .

Porovnanim koeficientu v pripadé vylouceni prvni ¢astice dostaneme stejny
systém rovnic jako (3.43) jen s tim rozdilem, Ze parametry v a « zméni
znaménko. Ttida procesu realizovatelnych timto zpusobem je tedy stejné

jako a (A.3) a v klasifikaci staci uvazovat pouze jednu z nich.

V souladu s uvahami provedenymi v predchozi sekci vykazuji systémy
rovnic (3.42) a (3.43) symetrii vaci vynasobeni vSech parametru o, p, v a «o

libovolnym nenulovym komplexnim ¢islem.

V nésledujicich odstaveich identifikujeme v tiidé (3.25) pro M = 3 nékolik
vyznamnych piikladu univerzélnich procest na dvou ¢asticich (L = 1).
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3.3.1 Proces kopirovani

Proces optimélniho univerzalniho kopirovani jedné céstice na dvé je speci-
alnim piripadem (3.1) diskutovanym v sekci 3.1. Lze ho ale identifikovat i v
tiidé procesu tvaru (3.25) pro M =3 a Z = {3}.

Ze vztahu (2.28), (2.29) a soustavy (3.42) ziskdme systém rovnic urcujici
parametry o, u, v a a procesu kopirovani pro piipad vylouceni treti ¢astice:

2 2 o 2,u2 o w2
— = = N-D||=+=F ‘——— , 3.45
e Ll ><3+3‘+3 3 (3.45)
o |2
0 = |-—-*%
3 317
0 — o |2 a  v|?
16 6 6 6l

0 = (N+2)(o7 +0v)+ (N —2)(ua@ + fga) + N(uv + av),
0 = (N+2)(ov—07)+ (N —2)(aa — p@) + N(qv — pv).

Resnim této soustavy je
c=u, a=0, v=0. (3.46)

Pokud hledame proces, ktery realizuje kopirovani s maximalni pravdépodob-

nosti, zvolime |o| = 1. Tato pravdépodobnost p%* je pak rovna

maxr __ (N+1)

= 3.47
Peion IN ( )

P1i vylouceni druhé ¢éstice ziskame z (3.43) soustavu analogickou k (3.45).
Ta ovSsem nema feSeni, a proces kopirovani se v této tiidé proto nevyskytuje.
Je to také jednoducha demonstrace faktu, ze tridy univerzdlnich procesu,
které ziskdme vyloucenim ruznych castic, nejsou obecné stejné.

3.3.2 Procesy provazani

V sekci 2.3.2 byl uveden Krausiiv operator univerzalniho provazovaciho pro-
cesu (2.36), ktery lze identifikovat s procesem (3.1) pro a« = 1 a o = 0. Je
to také jediny provazovaci proces, ktery lze ve tiidé definované (3.1) najit,
nebot jako jediny nemé v rozkladu (2.19) zastoupen ¢len py. V ndsledujicich
odstavcich najdeme Krausovy operatory 8irsi tiidy provazovacich procesu,
které se vyskytuji v (3.25) pro M =3 a L = 1.
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Nejprve rozebereme piipad vylouceni treti ¢dstice. Ze vztahu (2.31), (2.32)
a rovnic (3.43) dostaneme soustavu

o 2,u2 o 2
0 = loP+N=-1[|2+2 ‘——— 3.48
o w2
0 = |=——=
3 317

i_&‘2+‘g_52>

(N = 2)(pa + o) + N (uv + ov),
(N = 2)(pa — p@) + N (v — pw).

0 = (N+2)(o7+5v)

o= V- -2)
_.I_
0 = (N+2)(ov—o07)+

Jeji Teseni je, v zavislosti na parametru ps, ddno rovnicemi

o = 0,
po= 0,
0 = ¢*(N —2)(1—3ps) —2(N —2)cos gy
£ N1 = 6p) — 21+ 3py)], (3.49)

kde jsme vyuzili moznosti volby globalni faze a zavislosti vysledné matice
hustoty pouze na poméru amplitud «, v a polozili®

a=|alexpip, 0<veR, g—%.
v

Tato rovnice ale nema teseni pro vSechna ps. Musi byt navic splnéno

(1 — 3p4)(N(1 — 6p4) — 2(1 + 3]?4))
(N —=2)

cos? ¢ > : (3.50)

z ¢ehoz ProO Py plyne omezeni
0<py < —.

Tato tiida tedy neobsahuje vsechny provazovaci procesy. Asymptoticky, pro
N — 00, popiSeme pouze procesy ps < %

Mnozina piipustnych hodnot g, pro které existuje ¢ tak, ze g a ¢ Tesi
(3.49), je pro dané p4 shora omezena funkei

(3.51)

(N —2)+3y/p(N —2)(N —2(N + 1)p)
(1=3p)(N —2)

max(

9" (pa) = (3.52)

6Vzhledem k tomu, Ze |v| > 0 lze v piipadé v = 0 polozit g = oco.
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a zdola

in (N =2) = 3{/p(N —2)(N —2(N + 1)p)
9" (psa) = 13V —9) . (3.53)

Ptislusna hodnota ¢ je dana vztahem

G*(N —2)(1 — 3ps) + N(1 — 6ps) — 2(1 + 3pa)
2g9(N —2)

cos p = : (3.54)

Pro p, = % neni maximalni hodnota g omezena, coz odpovidd moznosti
volby v = 0, a hodnoté g = 0 odpovida volba a« = 0. V obou ptipadech je
faze ¢ libovolna. Struktura mnoziny piipustnych hodnot g pro N = 10 je
znazornéna na obrazku 3.2.

Obréazek 3.2: Struktura mnoziny piipustnych hodnot g pro N = 10. Pln4,
resp. prerusovana c¢ara shora, resp. zdola omezuje mozné hodnoty.

Z hlediska realizace je zajimavé hledat v piipustné mnoziné reseni parame-
try, které maximalizuji pravdépodobnost toho, ze dany proces skutetné nas-
4(N-2)

tane. Pro py € <O>W> nastavd maximum pii g =l a o] = |v| =1 a

jeho hodnota je
(N-1)
2N

max __

pent - (355)

a pro p; € <%, 2(N—]\£r1)> je optimdlni volbou g spodni hranice (3.53)
pripustné mnoziny a a = 1. Maximalni pravdépodobnost realizace téchto
procesu je ddna vztahem

(V-1

mar __ _ i
P = e ((N 2) 4+ 2(N + 1)92) . (3.56)
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Pti vypusténi druhé castice je mozné realizovat univerzalni provazovaci
1 Do vr 1w s ..
proces pouze pro py = 3. Resenim piislusnych rovnic jsou parametry

c=p=v=0, 0<]|o <1 (3.57)

max

Maximalni hodnota p['4* nastane pro |a| =1

(V1)
g

max

plar = (N —2). (3.58)

Tato hodnota je pro kazdé N mensi nez (3.55) a (3.56) pro stejny pro-
ces, a proto je vzdy efektivnéjsi realizovat provazovaci proces pro py = %
vypusténim tieti ¢astice.

3.4 Unitarni realizace univerzalniho procesu
pomoci Krausovych operatoru

Znalost Krausovych operatoru kvantové £ operace dovoluje kanonickym zpu-
sobem zkonstruovat jeji unitérni realizaci [6]. Pfedpokladejme mnozinu Krau-
sovych operdtort {E};_, na H deterministického procesu &, t;j.

J J
E(p) = EwEl, Y EE=1 (3.59)
k=1 k=1

Potom matice U konstruovana blokovym zpusobem
Ey
U= :

N

: (3.60)
Ey;
kde blok A je libovolny takovy, ze matice U je unitdrni, realizuje operaci £
v nasledujicim smyslu. Necht H je rozsifeny Hilberttiv prostor
H=HoH, (3.61)
kde H' je Hilbertuv prostor néjakého J-rozmérného systému a {|i)}7_, je jeho

baze. Bud p ® |1)(1] pocdtecni stav tohoto slozeného systému. Potom plati

Ep) = S BupEl = Try [Up® [1)(1]U1]. (3.62)

k=1
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V piipadé nedeterministického procesu, tj. v podmince uplnosti (1.19)
plati nerovnost, je potieba nejprve mnozinu Krausovych operatoru doplnit
tak, aby rozfifend mnozina spliiovala v (1.19) rovnost. Necht {E;}{_, je
mnozina Krausovych operatoru kvantové operace £. Dodefinujme operator
E ;.1 nasledovné

J
Ejp = ,|1-) ElE. (3.63)
k=1

Vzhledem tomu, ze Zizl E,IEk < I, je operator pod odmocninou pozitivni,
a Ej.1 je proto vzdy dobre definovéan.

Kvantovy proces £’ charakterizovany rozsifenou mnozinou Krausovych
operdtorii {Ej}/*1 je uz deterministicky a lze na néj aplikovat piedchozi

postup. Plati

£(p) = E£(p) + Esr1pEl,. (3.64)
K realizaci pouze procesu £ je ale tfeba provést misto operace ¢astecné stopy
ve vyrazu (3.62) projektivni méfeni na podprostor H' tvofeny linedrnim

obalem z vektoru {|1),...,|J)}. V piipadé pozitivniho vysledku tohoto mé-
feni nastane proces &£, v opa¢ném pripadé bude vystupnim stavem

EjipES
pout = ——LLT H (3.65)
Tr [EJH pEM}
Pravdépodobnost pe kladného vysledku je rovna
J
pe ="Tr | Y EwpE[|. (3.66)
k=1

Postup kanonické konstrukce unitarni realizace muzeme po drobné modi-
fikaci demonstrovat naptiklad na podtiidé provazovacich procesu &,, pro ps €
0. AN-2)

' T ON
Podle paragrafu 3.3.2, jde o jednoparametrickou tiidu charakterizovanou
PB®) = M, + %A a I, = {3}. Explicitni pfedpis maticovych elementi

Krausovych operatoru lze ziskat z (3.29) predpisem

(IC?J.) = (abi| (M2 + eWA) ledj). (3.67)

abed

>. Zaroven, jak se ukaze, tim realizujeme optiméalni kopirovani.

K vyuziti predchoziho postupu tedy zbyva doplnit tyto operatory tak,
aby splnovali podminku uplnosti. Plati,

[—PO'P® =54 My = /S M, (3.68)
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a proto lze postupem analogickym s konstrukef (3.29) sestrojit N2 operdtoru
Cij,proi,je{l,...,N},

Cijle) = (ils(S + Mi)|p) @ |7), (3.69)

takovych, ze {K? J,C”}Z ;=1 jsou Krausovy operdtory uz deterministického
univerzalniho procesu na rozsiteném Hilbertové prostoru

H=HoH, (3.70)

kde H' je 2N2-rozmérny, s bazi {|1),...,|2N?)}. Vyslednd operace, kterou
tyto Krausovy operatory realizuji je

Elp) = Z’C”P@@f@z’cgT+—ZC,JP®I®2CMT
7.] 1 7] 1
1
= mTrSUentmpin ®®2 Uvent‘mJf (371)

a unitarni realizace Uent,, ma nasledujici blokovy tvar

3
’C1,1

Chow
Uentp4 - C171 A 3 (372)

Cnn

kde A je opét libovolny blok takovy, ze matice Uent,, je unitarni.

Pokud nyni provedeme na podsystému H’' projektivni méfeni na pod-
porstoru, ktery tvoif linedrni obal prvnich N? bazickych vektort H’, realizu-
jeme v piipadé pozitivniho vysledku operaci &,,,

Enilpn) = 73 Z I p @ 1921C3| (3.73)

i,j=1

v opa¢ném piipadé bude vysledny stav

N
, 1
E'(pin) = N2 Z Cijp @ I19°C; ;1. (3.74)

3,j=1

Prvni pripad nastane s pravdépodobnosti

1 , .
P = mTI’ [(MQ —+ el‘pA)pin R [®2<M2 +e SDA):| , (375)
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druhy s pravdépodobnosti

p— %Tr (S + M))pim ® I52(S + M) . (3.76)
7 odstavce 3.3.1 ale vime, ze Krausovy operatory ziskané z procesu tvaru
(3.25) pro P® = S + M; a volbu T = {3} pomoci konstrukce (3.29)
odpovidaji procesu optimalniho univerzalniho kopirovani.

Kanonické konstrukce unitarni evoluce uvedené v této sekci umoznuje re-
alizovat kazdy univerzalni proces popsany vztahem (3.25). Otazkou zustava,
jak velky tfida tplné pozitivnich kovariantnich zobrazeni v této tiidé lezi.
Dalsiho rozsiteni je mozno dosdhnout, jak bylo demonstrovano v sekci 3.1,
nekoherentni kombinaci obkladu projektory, tedy

M _ T
Ty in [Zg Vg (Pg(  pin @ 12M=1 pi*) )]

> g Ve Tr (Pg(M)Pm ® ]®(M_1)P9(M)T>

, (3.77)

Pout =

kde 7, jsou nezdaporna a plati ) g0 = L I v tomto pripadé lze popsany
postup k realizaci unitarni evoluce pouzit.
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Kapitola 4

Realizace univerzalnich procesu
na trech c¢asticich

Tato kapitola je vénovéana realizaci univerzalnich procesu na tiech ¢asticich.
Jejich c¢astecna klasifikace byla provedena v [5]. Vzhledem k velké alge-
braické narocnosti této tlohy (tiidu vSech univerzélnich procesu na tiech
¢asticich lze parametrizovat 23 redlnymi parametry) se podafilo najit ex-
plicitni pfedpis pro vlastni ¢isla vystupni matice hustoty pouze v nékolika
specidlnich ptipadech. Konstrukce univerzalniho procesu odvozend v sekci
3.2 umozni nalézt vlastni ¢isla Siroké tridy univerzalnich procest.

Ke konstrukei univerzalnich procest na tiech ¢asticich 1ze vyuzit obecného
vztahu (3.25),

Tril,..‘,

IM—3

( PO, @ [e01-1) pOnf )

Tr (P(M) pim @ TOM=1) p<M>T>

, (4.1)

kde M > 3 je pfirozené cislo, {i1,...,ip—3} C {1,..., M} je mnozina
navzajem ruznych indextt a P™) je linedrni kombinace projektori P, na in-
variantni podporstory M-¢dsticové reprezentace unitarni grupy U (V) s kom-
plexnimi koeficienty |a;| < 1.

Tato tiida je obecné velmi Siroka. Omezime se proto na analyzu specialni-
ho pripadu, kdy M = 3 a univerzalni proces se realizuje vyhradné projekcemi.
V tomto ptipadé je

P® =68 + uMy + v M, + oA, (4.2)

kde S, resp. A, resp M) jsou projektory na symetricky, resp. antisymet-
ricky, resp. "smiSeny” invariantni podprostor a absolutni hodnoty komplexnich
parametri o, «, g a v jsou mensi nez jedna.
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Obecny tvar vysledého tri¢asticového stavu byl odvozen v predchozi kapi-
tole v ramci klasifikace dvoucdsticovych univerzalnich procesu a je uveden
v dodatku A vztahem (A.1). Vlastni ¢isla této matice, kterd mohou byt
obecné nenulova, jsou

L e
Moo= o
1 N’|
1 (2
e = g |lol 4 S+ 5 P

,.;;

+ \/i (Il = %) + 9(|0\2—!u|2)2}

1 /1 1
v = g (Glof g+ 50)

o= (Glal e g ) (43)

s nésobnost{ 1 pro Ay, (N —1) pro Aoy, sN(N —1) pro Az a 3(N —1)(N —2)
pro A4, kde NV je ddno vztahem (A.2). Vysledna matice hustoty p3,, ma tedy
nejvyse N? nenulovych a alespoit N?(N — 1) nulovych vlastnich éisel, které,
na rozdil od vlastnich vektoru, zaviseji pouze na velikostech parametru o, «,
i a v a nikoli na jejich fazich. Poznamenejme, Ze zavislost vlastnich vektoru
na fazich zpusobuje, ze vlastni ¢isla redukovanych matic hustoty jedno a
dvoucasticovych podsystému mohou uz na fézi zaviset mohou, jak ukazuje
nasledujici odstavec.

Symbolem p{)| resp. p® budeme znacit redukovany dvoucésticovy stav
obsahujici castice ¢ a j, resp. jednocasticovy stav obsahujici castici ¢ ptisluse-
jici vysledné tricasticové matici hustoty p. Vlastni ¢isla redukovanych stavu
budeme indexovat stejnym zpusobem. V dodatku A uvadime obecné tvary
dvoucasticovych redukovanych matic hustoty, ze kterych lze odvodit vlastni

¢isla téchto stavi pt?), p(23) p3).
NG
2 = i fil - gl
N

(U)

Aﬁ) = Cz(ff ) + g5

, (4.4)

s ndsobnosti 1 pro )\(ij) (N —1) pro )\( )\(ij , 3(N =1)(N —2) pro /\4jE a

konstanty cg D resp. cgl), resp. céQJ), resp. cgg), resp. cé D resp. c(j) , Tesp. C(J)
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jsou koeficienty u ¢lenu |[11)(11|, resp. |1a)(lal, resp. |al){all|, resp. |1a){al],
resp. |aa){aal, resp. |ab)(ab|, resp. |ab){ba| ve vyrazech (A.4) proi =1, j =2
a (A.3) pro i =1, j = 3. Vlastni ¢isla pfj]t jsou stejna jako pro matici (A.3)
jen s tim rozdilem, Ze se opét zméni znaménka parametru « a v. Vlastni ¢isla
jednocasticovych stavu jsou

AP = %{‘U’Q—F(N—l)(Q%—%‘2+2‘%+%+gz+ g+%” )
+ <N_1><N_2>(6+g+g+;+yg_g_g+g2)],
R L | R A
2 2

- -5 -5 )
W= %{'OFHN_D(?’%_§‘2+‘§+%+2‘ +‘3 %‘%\2)
w2 (54 [5-4)
N = %[2‘%+52+232+]%—§2+ %Jr%”r
+2(N—2)<’5+52+(9+52+‘3—32 9—52” (4.5)
6 3 6 3 6 6 6 6

s nasobnosti 1 pro )\gl) a )\§3) a (N —1) pro )\gl) a )\53). Vlastni ¢isla k matici
p?) vypadajf stejné jako pro p(), jenom s tim rozdilem, ze koeficienty o a v
zméni znaménko.

Se znalosti vlastnich ¢isel neredukovanych i redukovanych stavi muzeme
principialné vysetfovat mnoho vlastnosti tricasticovych univerzalnich pro-
cesu (4.1) pro M = 3. Vystupni matice hustoty vSak zavisi obecné na
Sesti redlnych parametrech! a vztahy (4.3)-(4.5) jsou velmi komplikované.
Omezime se proto na podtiidu, jejimiz hrani¢nimi piipady jsou fyzikélné
zajimavé procesy: optimdlni univerzalni kopirovani jedné cCéstice na tii a
proces realizujici pouze antisymetrické stavy, tj.

P® = ¢S + aA. (4.6)

1Jak bylo ukdzdno v kapitole 3, vyslednd matice hustoty je invariantni vii¢i zméné
globalni faze a nasobeni redlnym faktorem koeficientu o, «, p a v. Viz sekce 3.2.
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Potom plati

w = v=0, (4.7)
6 (05 + aA) pin @ 192 (TS + @A)
(N+1)(N+2)|o* + (N =1)(N = 2)|a]*

(4.8)

Pout

Vsechny vlastnosti, které budeme zkoumat, budou zaviset pouze na vlastnich
¢islech (4.3)-(4.5), které v tomto piipadé zavisi pouze na kvadratech abso-
lutnich hodnot koeficientu o a «;, a proto, i kdyz se jedna o podtiidu efektivneé
dvouparametrickou, muzeme volit nasledujici parametrizaci

s=|o)*, Ja’=1—|o*=1-s. (4.9)
Navic plati
12 23 13 1 2 3
E)ut) = p(out) - ((Jut)7 pg)u)t = pg)u)t = E)u)t' (410)

Pomoci nenulovych vlastnich ¢isel matice p,y, jejichz prubéh v zavislosti
na parametru s znazornuje obrazek 4.1, muzeme spocist von Neumannovu
entropii vysledného stavu podle vztahu?

Obrézek 4.1: Prubéh nenulovych vlastnich ¢isel \; (plna ¢ara), Aoy (teCkovand
¢éra), A3 (Gerchovand ¢dra) a A4 (Carkovand ¢ara) matice hustoty pou: pro
N =5 v zavislosti na parametru s.

S(pour) = = > (M)A In A, (4.11)

A

2Ve standardni definici je navic suma ndsobena Bolzmanovou konstantou k.
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kde suma probihd pies vSechna ruznd vlastni ¢isla matice pyu a p(A;) je
nasobnost vlastniho ¢isla ;. Explicitni vyrazy pro entropie zde pro jejich ob-
jemnost a nepiehlednost uvadét nebudeme, jde o pouhé dosazeni prislusnych
vlastnich ¢isel do defini¢éniho vztahu (4.11). Entropie S(pout) je, jako funkce
s, konkavni a nabyva minima vzdy pro s = 0. Hodnota minima je

(N—-1)(N-2)
5 ) . (4.12)

Smin(pout) =In (

Pro s =1 a N jdouci do nekonecna se entropie shora blizi k Sy (pout)-

4

L L L L L L L L L
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obrazek 4.2: Prubéh von Neumannovy entropie stavu po,; v zavislosti na
parametru s pro N = 7 (plnd ¢ara), N = 5 (¢arkovand cdra), N = 3
(teckovand cara).

Entropie matice hustoty p..: je rovna nule, a vysledny stavy je tedy cisty,
pouze v piipadé s = 0 a N = 3. Tento stav se nékdy nazyva Slateruv a hraje
dulezito roli v mnoha aplikacich kvantové informace, napr. kvantové sdileni
a distribuce sifrovactho klice nebo porovndvani kvantovych stava [19]. Pro
vSechny ostatni konfigurace ziskavame stavy smisené, viz. obrazek 4.2. Hod-
nota parametru s, pro kterou univerzalni proces (4.8) realizuje maximalné
smisené stavy, je dana algebraicko-logaritmickou rovnici, jejiz feSeni obecné
nelze vyjadrit v analitickém tvaru, a jsme proto odkazéni na numerické
metody. Zavislost polohy maxima na dimenzi N znazorniuje obrazek 4.3.
Limitni hodnota s, pro N jdouci do nekonec¢na je rovna jedné polovineé.

Stejnym zpusobem muzeme analyzovat dvoucdsticové redukované matice
hustoty pgut Von Neumannova entropie téchto stavi je nemonotonni, viz
obrézek 4.4, a nabyva minima v bodé s = 0 pro N € {3,4} apro N > 5
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0.4

3 s i3 is 23 28 33 s
N

Obrazek 4.3: Hodnota parametru s, pro kterou je entropie stavu p,,; maxi-

malni, v zavislosti na dimenzi N.

je minimélni entropie dosazena pii s = 1. VSechny vystupni dvoucésticové
stavy jsou smiSené, nebot plati

Vs e (0,1), VN >3 S(pi))>o. (4.13)

Entropie jednoc¢asticovych redukovanych stavi, obrazek 4.5, je pro kazdé N
klesajici, ale vzdy nenulova funkce, a proto i vSechny jednocasticové reduko-
vané vystupni stavy v této tridé budou smisené.

) . o (i5) (i) o e
Pomoci entropie stavil pout, Poui @ Powr MUZeme spocitat index korelace,
ktery vyjadiuje miru korelaci mezi jednotlivymi podsystémy [20]. Tato veli-

¢ina je definovana néasledovné

I4P) = S(pa) + (o) — S(pan). (4.14)

kde pap je matice hustoty slozeného systému, pa, resp. pp je redukovany
stav na podsystému A, resp. B. Prubéh miry korelaci mezi jedno¢asticovym
a dvoucasticovym redukovanym stavem Ic(ij ®) v zvislosti na parametru s
demonstruje obrazek 4.6. Univerzalni proces, ktery realizuje v této podtiidé
maximalné korelované stavy jedno a dvoucasticového podsystému odpovidéa
pro vSechny dimenze parametru s = 0. Index korelace je pro vSechna N
klesajici funkce, ale se zvétsujicise dimenzi vliv parametru s na miru korelaci

klesa a limitné plati

-~ 3
i (i) (k) — -
]&I_Iil)o]c 2111(\3/5). (4.15)

Korelace mezi jednocésticovymi redukovanymi stavy, obrazek 4.7, vykazuje

Vs € (0,1)
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Obrazek 4.4: Prubéh von Neumannovy entropie dvoucasticového reduko-
vaného stavu pgqut) v zavislosti na parametru s pro N = 7 (plné ¢ara), N =5
(¢arkovand c¢ara), N = 3 (teckovand c¢ara).

0.8
[

L
0.1 0.2

0.3

0.4 0.5 0.6

0.9

Obrézek 4.5: Priubéh von Neumannovy entropie jednocasticového reduko-
vaného stavu pogt v zavislosti na parametru s pro N = 7 (plnd ¢éra), N =5
(¢arkovana cara), N = 3 (teckovand cara).
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Obrazek 4.6: Prubéh indexu korelace mezi redukovanymi stavy pgjt) a pgﬁ)t
v zévislosti na parametru s pro N =7 (plnd ¢dra), N = 5 (¢arkovand ¢éra),

N = 3 (teckovand ¢éra) a N — oo (Cerchovand ¢éra).

stejné jako v predchozim pfipadé maximum pro s = 0. S rostoucim N se
poloha parametru s, pti kterém je dosazeno minimalnich korelaci, monotonné
zvysuje a konverguje k jedné poloviné. V limité plati

Vs € (0,1) ]\}13(1)0 1MW = (1 -5)In(1 —s)+slns+In %
Konstrukce univerzélnich procest na tfech ¢ésticich pomoci vztahu (4.1)
dovoluje realizovat Sirokou tiidu kovariantnich zobrazeni. Jejich unitarni evo-
lucni operator lze ziskat stejnou kanonickou konstrukci, ktera byla popsana
v sekci 3.4. Zustava vsak otdzkou, zda jsme schopni timto zpusobem reali-
zovat vSechny iplné pozitivni tif¢asticové univerzalni procesy, nebot jejich
klasifikace neni dosud zcela kompletni.

(4.16)
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Obrazek 4.7: Prubéh indexu korelace mezi redukovanymi stavy pggt a pE){}t
v zavislosti na parametru s pro N =7 (plnd ¢dra), N = 5 (¢arkovand ¢éra),

N = 3 (teckovana cara) a N — oo (Cerchovana cara).
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Zaver

V této diplomové praci jsme se zabyvali implementaci univerzalnich procesu
z jedné castice na M. Predpokladali jsme castice stejné, konecné dimenze
N. Zamérili jsme se specialné na moznosti konstrukce Krausovych operatoru
univerzalnich procesu pomoci projektoru a odvozené postupy jsme demon-
strovali na podtridach dvou a tficasticovych procesu.

Nejprve jsme vénovali pozornost procesum na dvou ¢asticich realizova-
nych koherentni kombinaci projektoru na symetricky a antisymetricky pod-
prostor dvoucasticového Hilbertova prostoru. Odvodili jsme obecny parame-
tricky tvar vysledné matice hustoty, (3.8), a dokdzali, Ze takto ziskany proces
splnuje podminku kovariance, a proto je univerzalni. Vysledna matice hus-
toty je efektivné zavisld na jednom komplexnim parametru. Ukazali jsme,
jak tyto procesy souvisi s klasifikaci univerzalnich procesu na dvou c¢asticich
provedené v [4], a nekoherentni superpozici dvou vhodné zvolenych procesu
tohoto typu jsme zkonstruovali Krausovy operatory pro vSechny procesy, pro
které v této klasifikaci plati p3 = py = 0, viz. (2.19).

Postup realizace univerzalnich procesu projektory jsme pomoci Schurova
lemmantu zobecnili a uvedli ansatz (3.25), ve kterém je univerzalni proces na
M casticich konstruovan pomoci koherentni kombinace projektori na invari-
antni podprostory (M + L)-¢asticové reducibilni reprezentace jednocdsticové
unitarni grupy U(N) a L-ndsobnou aplikaci operace ¢astecné stopy.

Ansatz (3.25) spolu s nekoherentni superpozici takto ziskanych procesu
dovoluje konstrukei siroké podtiidy univerzalnich procesu na libovolném poc-
tu ¢astic. Nevyhodou tohoto postupu je, ze pokud nemame k dispozici iplnou
klasifikaci univerzalnich procest na daném poctu ¢astic, neumime zatim rici,
o jak velkou podtiidu se jedna. Proto jsme se v dalsim zkouméni omezili
na dvou a tricasticové procesy, kde je alespon castecna klasifikace znama.
Naopak vyhodou uvedené kostrukce je moznost jejtho primocarého zobecnéni
na realizaci univerzalnich procesu z L na M cCastic.

Pro podtiidu univerzalnich procesu na dvou ¢asticich, které 1ze realizo-
vat projektory na tricasticové stavy a jednou operaci ¢astecné stopy, jsme
odvodili obecné tvary vystupnich matic hustoty (A.3) a (A.4), které jsou
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efektivné zavislé na tiech komplexnich parametrech. V této tiidé jsme iden-
tifikovali proces optimalniho kopirovani z jedné ¢astice na dvé a ukazali, ze
zde lezi ¢ast jednoparametrické tiidy univerzalnich provazovacich procesu
pro hodnoty parametru p4 z intervalu (0, Q(N%) Pro tyto procesy jsme blize
analyzovaly mnozinu pripustnych koeficientt, které parametrizuji koherentni
kombinaci projektoru, a nasli jejich hodnoty, pro které je pravdépodobnost
realizace procesu pii kanonocké konstrukei unitarni evoluce maximalni.

Nakonec jsme se vénovali podtfidé univerzalnich procesu na tiech casti-
cich, které 1ze realizovat pomoci (3.25) pouze projektory na t¥i¢dsticové stavy.
Odvodili jsme obecny tvar vystupni matice hustoty, kterd je efektivné zavisla
na tfech komplexnich parametrech, jeji vlastni ¢isla a vlastni cisla jedno
a dvoucasticovych redukovandch stavu. Se znalosti spekter téchto matic jsme
se zamérili blize na vlastnosti podtiidy realizované kombinaci projektoru na
symetricky a antisymetricky tiicdsticovy podprostor. V tomto piipadé jsou
vSechny dvoucasticové, resp. jednocasticové redukované stavy stejné a jejich
spektra zavisi pouze na absolutnich velikostech parametru, nikoli na jejich
fazich. Analyzovali jsme chovani entropie vyslednych redukovanych a nere-
dukovanych stavu a indexu korelace mezi jednotlivymi podsystémy.

Univerzalni procesy hraji v kvantové teorii informace dulezitou roli, nebot
dovoluji optimalné aproximovat mnoho procesu, které jsou kvantové fyzice
zapoveézené. Studium jejich vlastnosti a moznosti realizace ma tedy velky
vyznam pro budouci aplikaci kvantovych algoritmu.

Zéavérem bych chtél velmi podékovat svému skoliteli Prof. Ing. Igoru Jex-
ovi, DrSc. za peclivé vedeni této diplomové prace. Muj dik patii také Ing.
Jaroslavu Novotnému za mnoho inspirativnich diskusi.
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Dodatek A

Vystupni stavy univerzalniho
procesu na trech casticich
realizovaného projektory

A.1 Tricasticova matice hustoty

Vystupni matici hustoty p2,, univerzdlntho procesu na tiech ¢ésticich re-
alizovanou projektory na invariantni podprostory tricasticové reprezentace
jednocésticové unitarni grupy ziskdme dosazenim (3.39) az (3.41) do (3.38)
a jeji obecny tvar je
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A.2 Dvoucasticové redukovana matice hustoty

Provedenim operace ¢astecné stopy pres jednu ze tii ¢astic vystupni mat-
ice hustoty p3 ,, danou vztahem (A.1), ziskdme tfi t¥idy vystupnich matic
hustoty univerzalnich procest na dvou ¢ésticich. Vylouceni druhé, resp. tieti
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castice vede na matice hustoty p
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