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3.3.2 Procesy provázáńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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Úvod

Současně s vývojem teorie a experimentálńı praxe kvantové optiky vznikl
i zcela nový obor: teorie kvantové informace. Možnosti superpozice a pro-
vázáńı kvantových stav̊u, které jsou př́ımými d̊usledky linearity kvantové
mechaniky, dávaj́ı kvantové teorii informace nástroje, kterými jej́ı klasický
protěǰsek nedisponuje. Některé problémy, jejichž rešeńı v klasické informatice
vyžaduj́ı exponenciálńı nároky na prostředky nebo čas, lze v rámci kvantové
teorie řešit pouze s polynomiálńı složitost́ı. Mezi takové úlohy patř́ı např́ıklad
faktorizace velkých č́ısel na prvoč́ısla. Exponenciálńı časové náročnosti řešeńı
této úlohy v klasickém světě využ́ıvá i kryptografie a téměř každému z nás
dnes tento fakt chráńı informace či soukromı́. V roce 1994 publikoval P.
Shor algoritmus [1], který s využit́ım princip̊u kvantové teorie řeš́ı faktorizaci
s polynomiálńı složitost́ı.

Linearita - stejný prvek, který obohacuje možnosti kvantové informace,
na ńı spolu s daľśımi podmı́nkami, jako je úplná pozitivita, uvaluje i př́ısná
omezeńı, která znemožňuj́ı realizaci některých, klasické informatice naprosto
vlastńıch, proces̊u. Př́ıkladem operace, která je kvantové infomaci

”
zapově-

zená“, je vytvořeńı přesné kopie neznámého kvantového stavu [2]. Muśıme se
proto spokojit s procesy produkuj́ıćı nedokonalé kopie popsané např. Wer-
nerem [3]. Jeho klonovaćı proces patř́ı do tř́ıdy tzv. univerzálńıch proces̊u,
které jsou stěžejńım pojmem této diplomové práce.

Univerzálńı kvantové procesy lze charakterizovat tzv. podmı́nkou kovari-
ance, která znamená, že daný proces p̊usob́ı na všechny vstupńı stavy v jistém
smyslu

”
stejně“. Tato tř́ıda zobrazeńı je zaj́ımavá a d̊uležitá právě proto, že

se v ńı dá nalézt mnoho proces̊u, které optimálně aproximuj́ı operace, kvan-
tové fyzice jinak zapovězené, a z informatického hlediska tedy lež́ı na samé
hranici kvantové fyziky.

Ćılem této diplomové práce je navrhnout zp̊usob implementace širš́ı tř́ıdy
univerzálńıch proces̊u na v́ıce částićıch. Pod implementaćı procesu budeme
rozumět nalezeńı unitárńıho operátoru na nějakém Hilbertově prostoru, který
danou operaci realizuje.

Pomoćı teorie reprezentaćı unitárńı grupy odvod́ıme ansatz pro imple-
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mentaci určité podtř́ıdy univerzálńıch proces̊u na libovolném počtu částic,
které jsou realizovány projektory, a zaměř́ıme se na realizaci dvou a tř́ıčásti-
cových proces̊u, pro které je známa širš́ı klasifikace [4], [5].

Text diplomové práce je organizován násedovně: V prv́ı kapitole je uve-
den formalizmus kvantových operaćı a s ńım souvisej́ıćı Krausova reprezen-
tace. Druhá kapitola je věnována klasifikaci univerzálńıch proces̊u na dvou
částićıch tak, jak byla provedena v práci [4]. Ve třet́ı kapitole odvod́ıme
postup realizace velmi obecné podtř́ıdy univerzálńıch proces̊u, kterou lze
konstruovat pomoćı projektor̊u na invariantńı podprostory v́ıcečásticových
reprezentaćı jednočásticové unitárńı grupy. Bĺıže se zaměř́ıme na dvoučásti-
cové procesy a v této podtř́ıdě identifikujeme několik d̊uležitých př́ıklad̊u.
Posledńı kapitola je věnována realizaci univerzálńıch proces̊u na třech části-
ćıch. Speciálńı pozornost je věnována proces̊um, které jsou realizované pro-
jektory na symetrické a antisymetrické stavy.
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Kapitola 1

Vývoj kvantového systému

Tato kapitola je věnována matematickému formalismu, který popisuje obec-
něǰśı dynamiku kvantových systémů, než jakou je unitárńı vývoj. Kĺıčovým
pojmem je kvantová operace, kterou lze popsat nejen vývoj uzavřených kvan-
tových systémů, ale i evoluci otevřených systémů, které jsou silně vázány se
svým okoĺım, a dokonce i extrémńı př́ıpad interakce, jakým je proces měřeńı.
Formalismus kvantových operaćı se oṕırá zejména o Krausovu repezentaci,
která je popsána v sekci 1.2.

1.1 Kvantové operace

Časový vývoj operátoru hustoty ρ(t) uzavřeného kvantového systému je pop-
sán Liouvillovou rovnićı

i~
∂ρ(t)

∂t
= Hρ(t) − ρ(t)H = [H, ρ(t)], (1.1)

kde H je Hamiltonián systému, 2π~ je Planckova konstanta. Vývoj na ča-
sovém intervalu J , kdy se systém izolovaně od okoĺı vyv́ıjel, je ekvivalentńı
p̊usobeńı unitárńıho propagátoru U(t, s) na matici hustoty ρ(t). Tedy

ρ(t) = U(t, s)ρ(s)U †(t, s) ∀s, t ∈ J. (1.2)

Unitárńı vývoj kvantových systémů je pro kvantovou informatiku v mno-
ha aplikaćıch nedostačuj́ıćı. Za prvé, v praxi si lze jen těžko představit systém,
který je od svého okoĺı úplně izolován a chceme-li např́ıklad přenášet infor-
maci kvantovým kanálem, muśıme poč́ıtat i s kvantovým šumem. Náš nosič
informace, at’ už je to foton, elektron nebo iont, vždy interaguje s okoĺım
a jeho vývoj, chápeme-li ho jako vývoj podsystému nějakého větš́ıho celku
kanál-nosič, již nemuśı být sám o sobě unitárńı. Za druhé, pokud bychom se
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omezili v kvantových algoritmech pouze na unitárńı transformace, tř́ıda úloh,
která by byla t́ımto zp̊usobem realizovatelná, by se velmi zúžila. Lze využ́ıt
nevýhody prvńıho př́ıpadu v náš prospěch. Systém můžeme rozš́ı̌rit o daľśı
částice nebo stupně volnosti, tzv. ancilly, a na rozš́ı̌reném systému realizo-
vat vhodnou unitárńı transformaci. Pokud ve výsledném stavu vypust́ıme
ancillu, tj. provedeme operaci částečné stopy přes podsystém př́ıslušej́ıćı an-
cille, transformace realizovaná na p̊uvodńım systému nemuśı být unitárńı. Za
třet́ı, v realizaci kvantových algoritmů se velmi často vyskytuje proces měřeńı,
který zcela jistě neńı unitárńı, a do konzistentńıho popisu nejobecněǰśı dy-
namiky kvantového systému je potřeba i tento proces zahrnout.

Hledáme nejobecněǰśı tvar zobrazeńı E , které vstupńı matici hustoty ρin

na nějakém Hilbertově prostoru Hin zobraźı na výstupńı ρout = E(ρin) na
Hilbertově prostoru Hout, přičemž netrváme na podmı́nce Hin = Hout. Fakt,
že E má zobrazit matici hustoty na matici hustoty, klade na E určité pod-
mı́nky [6]:

E zachovává pozitivitu: ρin ≥ 0 ⇒ E(ρin) ≥ 0, (1.3)

E zachovává stopu: TrE(ρin) = 1. (1.4)

Pokud připust́ıme i nedeterministickou dynamiku systému, lze podmı́nku ze-
slabit na

E nezvyšuje stopu: TrE(ρin) ≤ 1. (1.5)

Tento typ proces̊u je realizován deterministickým vývojem, po němž násle-
duje proces měřeńı. Podle výsledku měřeńı rozhodneme, zda proces E nastal
či ne. Pravděpodobnost realizace E je TrE(ρin) a výsledným stavem je

ρout =
E(ρin)

TrE(ρin)
. (1.6)

Pokud má být definice kvantové operace konzistentńı se statistickou in-
terpretaćı matice hustoty, muśı být daľśı podmı́nkou kladenou na kvantovou
operaci linearita v̊uči vstupńımu stavu.

E lineárńı v̊uči vstupu ρin: E
(

∑

i

piρi

)

=
∑

i

piE(ρi). (1.7)

Posledńı podmı́nkou, kterou na kvantovou operaci na systému A klademe,
je tzv. úplná pozitivita, tedy

E úplně pozitivńı: ρAB ≥ 0 ⇒ (I ⊗ E)ρAB ≥ 0, (1.8)
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kde ρAB je matice hustoty na libovolném rozš́ı̌reném systému AB a I je
identické zobrazeńı na podsystému B. Tato podmı́nka plyne z přirozeného
požadavku, že pokud je námi zkoumaný systém A součást́ı nějakého větš́ıho
AB, nesmı́ kvantová operace E na podsystému převést fyzikálńı stav celého
systému AB na stav nefyzikálńı. Názorným př́ıkladem je transformace T ,
která převede matici hustoty jednoho qubitu na transponovanou, která je též
platnou matićı hustoty, a takové zobrazeńı je tedy pozitivńı. Předpokádejme
ale, že je tento qubit součást́ı dvou-qubitového systému v provázaném stavu

1√
2
|11〉 + |00〉. (1.9)

Prvńı qubit necht’ podléhá transpozici a druhý triviálńımu vývoji; transfor-
mace je tvaru T ′ = T ⊗ I. Matice hustoty odpov́ıdaj́ıćı stavu (1.9) je

1

2









1 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1









(1.10)

a po transformaci T ′ přejde na tvar

1

2









1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1









. (1.11)

Matice (1.11) má ale vlastńı č́ısla 1
2
, 1

2
, 1

2
a −1

2
a neńı tedy matićı hustoty.

Transpozice T je př́ıklad zobrazeńı, které je pozitivńı, ale neńı úplně pozitivńı,
a proto nemůže hrát roli fyzikálně realizovatelné dynamiky systému. Jedna
z možných definic kvantové operace je následuj́ıćı.

Definice. Zobrazeńı E transformuj́ıćı matici hustoty ρin na matici hustoty

ρout je kvantová operace právě tehdy, když splňuje axiomy (1.5), (1.7) a (1.8).

Tato definice je sice užitečná v tom smyslu, že vycháźı z minimálńıho
počtu fyzikálně motivovaných axiomů, ale pro praktické poč́ıtáńı neńı př́ılǐs
vhodná, nebot’ např́ıklad podmı́nka úplné pozitivity se př́ımo dokazuje velmi
obt́ıžně. V následuj́ıćı sekci ukážeme ekvivalentńı definici, se kterou se pracuje
lépe.

1.2 Krausova reprezentace

Jak bylo řečeno v úvodu této kapitoly, jednou z motivaćı k zavedeńı poj-
mu kvantové operace je potřeba popsat časový vývoj otevřených kvantových
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systémů. Daľśı motivaćı může být snaha naj́ıt jednotný formalismus, který
umožńı popsat p̊usobeńı okolńıho prostřed́ı na systém. Přirozenou cestou, jak
zahrnout do modelu interakci kvantového systému S s okoĺım E, je rozš́ı̌rit
Hilbert̊uv prostor HS př́ıslušej́ıćı S o stavy popisuj́ıćı okolńı prostřed́ı HE a
nahĺıžet na HS ⊗HE jako na stavový prostor jednoho uzavřeného systému,
který podléhá již unitárńı interakci U . Předpokládejme, že celý systém S-E
je na vstupu ve faktorizovaném stavu, tedy ρin = ρS ⊗ ρE. Po interakci je
stav podsystému S dán rovnićı

E(ρS) = TrE

[

U(ρS ⊗ ρE)U †] . (1.12)

Úpravou rovnice (1.12) lze doj́ıt k jiné, elegantńı formě vyjádřeńı operace E
známé jako Krausova reprezentace [6], [7].

Necht’ |ek〉 je ortonormálńı báze konečněrozměrného Hilbertova prostoru
podsystému E a ρE = |e0〉〈e0| je jeho počátečńı stav. Předpoklad, že se
na začátku prostřed́ı nacháźı v čistém stavu, tzn. ρE je projektor na jed-
norozměrný podprostor, nijak neub́ırá postupu na obecnosti, nebot’ vždy lze
HE rozš́ı̌rit tak, aby počátečńı smı́̌sený stav E byl v rozš́ı̌reném systému čistý.
Tomuto postupu se ř́ıká purifikace stavu. Necht’

ρE =
∑

k

αkk|k〉〈k| (1.13)

je libovolná matice hustoty na HE a |k〉 je ortonormálńı báze, ve které je
ρE diagonálńı. Systém E můžeme rozš́ı̌rit o druhý E’ stejné dimenze jako E
a s báźı |fk〉. Definujme stav

|ψ〉 =
∑

k

√
αkk|k〉|fk〉. (1.14)

Tento stav je čistý a nav́ıc plat́ı ρE = TrE′|ψ〉〈ψ|. Dokud se tedy zaj́ımáme
pouze o měřeńı na systému S, neńı předpoklad čistoty stavu systému E
omezuj́ıćı. Rovnici (1.12) lze dále upravit na tvar

E(ρS) =
∑

k

〈ek|U (ρS ⊗ |e0〉〈e0|)U †|ek〉 =
∑

k

EkρSE
†
k, (1.15)

kde Ek = 〈ek|U |e0〉 je již operátor na Hilbertově prostoru systému S. Množina
{Ek}k se nazývá Krausova reprezentace zobrazeńı E a operátory Ek se na-
zývaj́ı operačńı či Krausovy elementy nebo též Krausovy operátory operace
E .

Tento postup lze snadno zobecnit pro r̊uzné dimenze vstupńıho a výstup-
ńıho Hilbertova prostoru. Stač́ı uvažovat systém S1 v neznámém počátečńım
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stavu ρ1, který necháme unitárně interagovat se systémem S2 připraveném
v nějakém specifickém stavu ρ2 = |e20〉〈e20|. Po interakci provedeme stopu přes
S1 a na S2 t́ım źıskáme výstupńı stav.

Z rovnice (1.15) a z požadavku TrE(ρ) ≤ 1 (nerovnost připoušt́ıme pro
nedeterministické procesy, tedy takové, které realizuj́ı danou dynamiku pouze
s určitou pravděpodobnost́ı) plyne pro Krausovy operátory tzv. relace úpl-
nosti. Pro každé ρ plat́ı

1 ≥ TrE(ρ) = Tr
∑

k

EkρE
†
k =

∑

k

Tr{E†
kEkρ}, (1.16)

z čehož plyne

∑

k

E
†
kEk ≤ I. (1.17)

Z předchoźıch úvah plyne druhá definice kvantové operace.

Definice. Necht’ E je zobrazeńı z matic hustoty na Hin na matice hustoty

na Hout. Potom E je kvantová operace právě tehdy, když existuje množina

lineárńıch zobrazeńı {Ek}K
k=1 z Hin do Hout takových, že plat́ı následuj́ıćı dvě

podmı́nky

E(ρin) =
∑

k

EkρinE
†
k, (1.18)

∑

k

E
†
kEk ≤ I. (1.19)

Zobrazeńı E je tedy kvantová operace právě tehdy, když existuje jeho Krausova

reprezentace.

Ekvivalence prvńı a druhé definice kvantové operace je předmětem tzv.
Krausova teorému [6], [7], který ř́ıká, že zobrazeńı E z matic hustoty na Hin

na matice hustoty na Hout splňuje axiomy (1.5), (1.7) a (1.8) právě tehdy,
když pro E existuje rozklad (1.18) splňuj́ıćı (1.19). V daľśıch kapitolách bude
krausova reprezentace kvantových proces̊u často použ́ıvána.
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Kapitola 2

Univerzálńı procesy

V této kapitole definujeme pojem univerzálńıho procesu, který je stěžejńım
pojmem celé práce. Jednoduchým př́ıkladem motivujeme vysloveńı podmı́n-
ky kovariance a podle práce [4] stručně zmı́ńıme parametrizaci tř́ıdy uni-
verzálńıch proces̊u na dvou částićıch. V závěru kapitoly uvedeme dva d̊uležité
př́ıklady univerzálńıch proces̊u: univerzálńı optimálńı koṕırovaćı proces a
tř́ıdu univerzálńıch provazovaćıch proces̊u.

2.1 Definice univerzálńıho procesu

Děje kvantové fyziky podléhaj́ı, vzhledem k jej́ı lineárńı povaze, určitým o-
mezeńım, a proto ne každý formálńı matematický proces je fyzikálně realizo-
vatelný. Př́ıkladem takového omezeńı muže být proces klonováńı kvantového
stavu [2], univerzálńı provazovaćı proces [4] nebo přesný kvantový analog op-
erace NOT [8],[9]. Předpokládejme lineárńı transformaci Tclon na Hilbertově
prostoru dvou rozlǐsitelných částic stejné dimenze, pro jednoduchost řekněme
dvou qubit̊u, která koṕıruje zcela přesně dva ortogonálńı stavy prvńı částice,
plat́ı tedy

Tclon|0〉|0〉 = |0〉|0〉,
Tclon|1〉|0〉 = |1〉|1〉. (2.1)

Potom vzhledem k linearitě transformace Tclon se stav 1√
2
(|0〉 + |1〉) trans-

formuje na 1√
2
(|0〉|0〉+ |1〉|1〉), což neodpov́ıdá přesné kopii vstupńıho stavu,

tedy vektoru 1
2
(|0〉+|1〉)(|0〉+|1〉). Při popisu maticemi hustoty je rozd́ıl mezi

ideálńı kopíı a výsledným jednočásticovým stavem po transformaci Tclon ještě
názorněǰśı,

ρin =
1

2

(

1 1
1 1

)

, Tr2

(

TclonρinT
†
clon

)

=
1

2

(

1 0
0 1

)

. (2.2)
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Matice hustoty odpov́ıdaj́ıćı vstupńımu stavu 1√
2
(|0〉 + |1〉) se tedy zobraźı

na zcela depolarizovaný stav.
Vyvstává otázka, zda existuje, a př́ıpadně jak vypadá, lineárńı trans-

formace, která sice nekoṕıruje žádný kvantový stav přesně, ale určitá mı́ra
vzdálenosti výsledného stavu od ideálńı kopie je pro všechny vstupy stejná a
nav́ıc minimálńı na množině fyzikálně př́ıpustných transformaćı. Univerzál-
ńı kvantový proces můžeme vágně definovat jako kvantově mechanicky re-
alizovatelnou transformaci, která se, vzhledem k nějakému kvantitativńımu
kritériu, chová ke všem stav̊um ”stejně”. Před formálńım zavedeńım pojmu
univerzálńıho kvantového procesu uved’me př́ıklad, kterým bude definice mo-
tivována.

Předpokládejme systém dvou rozlǐsitelných částic se spinem 1
2

v následu-
j́ıćım stavu

ρ1(m) = ρin ⊗ 1

2
I, (2.3)

kde čistý stav ρin = |m〉〈m| je popsán Blochovým vektorem m. Nyńı uva-
žujme následuj́ıćı proces

ρ2(m) =
PJρ1(m)PJ

Tr (PJρ1(m)PJ)
, (2.4)

kde PJ =
∑

M |J,M〉〈J,M | je projektor na stav s celkovým orbitálńım mo-
mentem J , který může nabývat hodnot 1 nebo 0. V závislosti na hodnotě J
realizujeme dva procesy

ρ2(m) =
2

3
|J = 1,M = 1〉〈J = 1,M = 1| (2.5)

+
1

3
|J = 1,M = 0〉〈J = 1,M = 0|,

nebo

ρ2(m) = |J = 0,M = 0〉〈J = 0,M = 0|. (2.6)

Oba tyto kvantové procesy jsou univerzálńı v tom smyslu, že pravděpodob-
nosti vystupuj́ıćı před výrazy v rovnićıch (2.5) a (2.6) nejsou závislé na vstup-
ńım stavu |m〉. Nav́ıc pro každou unitárńı transformaci U na jednočástico-
vém Hilbertově prostoru, která transformuje libovolný čistý stav |m0〉 na
jiný, řekněme |m〉 = U(m)|m0〉, plat́ı

ρ2(m) = U(m) ⊗ U(m)ρ2(m0)U
†(m) ⊗ U †(m). (2.7)

Tato vlastnost tzv. kovariance hraje kĺıčovou roli v následuj́ıćı definici uni-
verzálńıho kvantového procesu.
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Definice. Lineárńı zobrazeńı

P : ρin → ρout, (2.8)

kde ρin je matice hustoty na H a ρout je M-částicová matice hustoty na H⊗M ,

nazveme univerzálńı proces na M částićıch, právě když pro každý |m0〉 ∈ H
a každou jednočásticovou unitárńı transformaci U plat́ı

ρout(|m〉〈m|) = U⊗Mρout(|m0〉〈m0|)U⊗M †
, (2.9)

kde U |m0〉 = |m〉.

Z podmı́nky kovariance plyne, že univerzálńı kvantové procesy nemaj́ı
v̊uči vstupńımu stavu v Hilbertově prostoru žádný preferovaný směr. Proto
je jejich studium zaj́ımavé nejen z hlediska kvantové informace, ale i v rámci
studia symetríı Hilbertova prostoru.

2.2 Univerzálńı procesy pro dvě částice

Předpokládejme nejobecněǰśı př́ıpad zobrazeńı P mezi maticemi hustoty na
dvou částićıch dimenze N ve tvaru

P : ρin(p) ⊗ ρref −→ ρout(p), (2.10)

kde ρin(p) je projektor na čistý stav charakterizovaný zobecněným Blo-
chovým vektorem p, tedy ρin(p) = |p〉〈p| a operátor ρref je pevně zvolená
jednočásticová referenčńı matice hustoty. Stav ρref se zpravidla voĺı tak, aby
byl invariantńı v̊uči p̊usobeńı lokálńıch unitárńıch transformaćı. V př́ıpadě
jednočásticového referenčńıho stavu je jediným takovým operátorem hustoty
úplně depolarizovaný stav.

Každou matici hustoty systému dimenze N lze zapsat ve tvaru

ρin =
1

N

(

I +
N
∑

i,j=1

pijAij

)

, (2.11)

kde matice Aij jsou definovány předpisem

(Aij)
kl = δikδjl −

1

N
δijδkl. (2.12)

Volba Aij právě vztahem (2.12) je motivována skutečnost́ı, že akce matic
tvaru U ⊗ U na Aij je velmi jednoduchá, což v daľśım výrazně zjednoduš́ı
postup.
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Z podmı́nky samosdruženosti matice hustoty a z (2.12) plyne omezeńı
pij = pji (aby rovnice (2.11) definovala matici hustoty, muśı koeficienty
pij zřejmě splňovat daľśı podmı́nky). Dále je patrné, že matice Aij nejsou

lineárně nezávislé, nebot’
∑N

i=1 Aii = 0, a proto lze volit např́ıklad pNN = 0.
Výsledný stav kvantového procesu P je realizován na tenzorovém součinu

jednočásticových Hilbertových prostor̊u, a ρout(p) lze proto také zapsat po-
moćı matic Aij

1

ρout(p) =
1

N2
I ⊗ I + α

(1)
ij (p)Aij ⊗ I + α

(2)
ij (p)I ⊗ Aij

+Kijkl(p)Aij ⊗ Akl. (2.13)

Má-li zobrazeńı P definovat univerzálńı proces, muśı splňovat podńımku
kovariance (2.7). Porovnáńım koeficient̊u U(p)⊗U(p)ρout(p0)U

†(p)⊗U †(p)
a ρout(p) vyjádřených pomoćı vztahu (2.13) źıskáme sadu rovnic:

α
(1,2)
ij (p)Aij ⊗ I = α

(1,2)
ij (p0)U(p)AijU

†(p) ⊗ I, (2.14)

Kijkl(p)Aij ⊗ Akl = Kijkl(p0) (U(p) ⊗ U(p)) ×
× (Aij ⊗ Akl)

(

U †(p) ⊗ U †(p)
)

. (2.15)

Dále požadujeme, aby vztah (2.13) splňoval podmı́nku linearity v̊uči p. Ta

plat́ı tehdy, jsou-li koeficienty α
(1,2)
ij (p) a Kijkl(p) lineárńımi funkcemi v pij.

Rovnice (2.14) a (2.15), spolu s podmı́nkou linearity α
(1,2)
ij (p) a Kijkl(p)

v̊uči p, jsou splněny právě tehdy, když koeficienty maj́ı následuj́ıćı tvar

α
(1,2)
ij (p) = α(1,2)pij, (2.16)

Kijkl(p) = Cδilδjk + βpilδjk + βpjkδil, (2.17)

kde α(1,2), C ∈ R a β ∈ C a výslednou matici hustoty tedy lze vyjádřit ve
tvaru

ρout(p) =
1

N2
I ⊗ I + α(1)pijAij ⊗ I + α(2)pijI ⊗ Aij + CAij ⊗ Aji

+βpilAij ⊗ Ajl + βpilAji ⊗ Alj. (2.18)

Dı́ky vztahu (2.13) a vlastnosti TrAij = 0 pro všechna i, j je zajǐstěna plat-
nost ρout = 1. Volné parametry stále nemohou být libovolné. Aby byl operátor
definovaný v (2.18) matićı hustoty, muśı být pozitivńı. Tuto podmı́nku lze
splnit, pokud nalezneme vlastńı č́ısla této matice a urč́ıme podmı́nky na α(1,2),
C a β tak, aby byla vždy nezáporná a menš́ı než jedna. Z podmı́nky kovari-
ance (2.7) plyne, že pokud je λ vlastńı č́ıslo ρ(p0), pak je i vlastńım č́ıslem

1Ke zjednodušeńı zápisu už́ıváme v daľśım Einsteinovo sumačńı pravidlo
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matice U(p) ⊗ U(p)ρ2(p0)U
†(p) ⊗ U †(p), a proto se při hledáńı vlastńıch

č́ısel můžeme omezit pouze na konkrétńı vstupńı stav ρin = |1〉〈1|, který je
z výpočetńıho hlediska jednodušš́ı a odpov́ıdá volbě pij = Nδ1iδ1j. Matici
(2.18) v tomto př́ıpadě lze zapsat ve tvaru

ρout(pij = Nδ1iδ1j) =
4
∑

i=1

⊕piρi, (2.19)

kde operátory hustoty ρi jsou

ρ1 = |11〉〈11|,

ρ2 =
N
∑

j=2

[

|1j〉〈1j|
(

1

2(N − 1)
+N

α(1) − α(2)

2p2

)

+

+|j1〉〈j1|
(

1

2(N − 1)
+N

α(2) − α(1)

2p2

)

+

+|1j〉〈j1|C +Nβ

p2

+ |j1〉〈1j|C +Nβ

p2

]

,

ρ3 =
1

N − 1

N
∑

j=2

|jj〉〈jj|,

ρ4 =
N
∑

2=i<j

[

|ij〉〈ij| 1

(N − 1)(N − 2)
+

+|ji〉〈ji| 1

(N − 1)(N − 2)
+

+(|ij〉〈ji| + |ji〉〈ij|)C
p4

]

(2.20)

a pravděpodobnosti pi jsou

p1 =
1

N2
+ (N − 1)(α(1) + α(2)) + C(1 − 1

N
) + (β + β)

(N − 1)2

N
,

p2 = (N − 1)(
2

N2
+ (N − 2)(α(1) + α(2)) − 2C

N
− 2

N − 1

N
(β + β)),

p3 = (N − 1)(
1

N2
− (α(1) + α(2)) + C(1 − 1

N
) +

(β + β)

N
),

p4 = (N − 1)(N − 2)(
1

N2
− (α(1) + α(2)) +

C

N
+

(β + β)

N
). (2.21)
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Z podmı́nky Trρout = 1 a výrazu (2.19) plyne, že pi splňuj́ı

p1 + p2 + p3 + p4 = 1. (2.22)

Ze vztah̊u (2.20) a (2.21) spoč́ıtáme vlastńı č́ısla matice hustoty (2.19):

λ1 = p1,

λ2± =
p2

2(N − 1)
±
√

N2

4
(α(1) − α(2))

2
+ |C + βN |2,

λ3 =
p3

N − 1
,

λ4± =
p4

(N − 1)(N − 2)
± |C|. (2.23)

Matice ρout je operátorem hustoty, pokud má všechna vlastńı č́ısla nezáporná
a menš́ı než jedna.

V př́ıpadě N ≥ 3 lze tři nezávislé reálné parametry (α(1) +α(2)), (β+β) a
C vyjádřit z rovnic (2.21) a (2.22) pomoćı, řekněme, p1, p3, p4. Tyto vztahy
maj́ı tvar

β + β = − 1

N(N − 1)
+

p4

(N − 1)(N − 2)
+

p1

(N − 1)
,

α(1) + α(2) =
N − 2

N2(N − 1)
− p4 − p1 + p3

N(N − 1)
,

C =
p3

N − 1
− p4

(N − 1)(N − 2)
. (2.24)

K jednoznačné specifikaci dvoučásticového univerzálńıho procesu je třeba
specifikovat nav́ıc parametry α(1) − α(2) a β − β.

2.3 Př́ıklady univerzálńıch proces̊u na dvou

částićıch

2.3.1 Univerzálńı koṕırovaćı proces 1 částice na 2

Jak již bylo v sekci 2.1 naznačeno, nelze vzhledem k linearitě kvantové fyziky
realizovat ideálńı koṕırovaćı proces na celém Hilbertově prostoru. Můžeme
se ale zaj́ımat, jak lze proces koṕırováńı nejlépe aproximovat. Podmı́nky
kladené na takové zobrazeńı z prostoru jednočásticových matic hustoty na
dvoučásticové může být následuj́ıćı. Požadujeme, aby jednočásticové stavy
výsledné dvoučásticové matice hustoty byly shodné a aby kvalita výstupu,
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tedy jistá mı́ra vzdálenosti od ideálńı kopie, byla pro všechny vstupńı čisté
stavy stejná2.

R. F. Werner definoval klonovaćı proces koṕıruj́ıćı stav L identických
rozlǐsitelných částic dimenze N na M [3]:

T (ρ⊗L) =
d[L]

d[M ]
SM(ρ⊗L ⊗ I⊗M−L)SM , (2.25)

kde SM je projektor na symetrický podprostor H⊗M o dimenzi d[M ]

d[M ] =

(

N +M − 1
M

)

. (2.26)

O tomto zobrazeńı ukázal, že je optimálńı a jediné, které nabývá maximálńı
fidelity3

F =
d[L]

d[M ]
. (2.27)

Pro L = 1, M = 2 tento proces splňuje podmı́nku kovariance4 (2.7) a ve
formalizmu ukázaném v přechoźıch odstavćıch lze charakterizovat parametry

α(1) = α(2) =
N + 2

2N2(N + 1)
,

β = β =
1

2N(N + 1)
,

C = 0 (2.28)

a pravděpodobnosti odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým ρi jsou

p1 =
2

N + 1
,

p2 =
N − 1

N + 1
,

p3 = p4 = 0. (2.29)

Projektor S2 splňuje podmı́nky (1.18) a (1.18), a je tedy Krausovým
operátorem operace (2.25).

2Tyto podmı́nky lze r̊uzným zp̊usobem zeslabovat, např́ıklad neńı nutné požadovat
symetrii jednočásticových stav̊u [10], [11].

3Werner zvolil stav, v̊uči kterému měřil fidelitu, jako σ⊗M , kde σ je jednočásticový
vstupńı stav.

4V následuj́ıćı kapitole uvid́ıme, že zobrazeńı (2.25) splňuje kovariantńı podmı́nku pro
každé L a M .
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2.3.2 Tř́ıda univerzálńıch provazovaćıch proces̊u

V této sekci poṕı̌seme tř́ıdu univerzálńıch proces̊u, které provazuj́ı dvě částice
[4]. Za kritérium provázanosti je zvolena podmı́nka, že výsledný stav procesu
neobsahuje žádnou separabilńı komponentu. Lze dokázat, [12], že každý stav
dvoučásticového systému ρ lze rozdělit na část separabilńı, ρsep, a nesepara-
bilńı, ρinsep, tak, že plat́ı

ρ = λρsep + (1 − λ)ρinsep, (2.30)

kde 0 ≤ λ ≤ 1. Ačkoli sama dekompozice neńı jednoznačná, maximálńı
možná hodnota λ už jednoznačná je. Budeme tedy hledat parametry uni-
verzálńıch proces̊u, jejichž výstupńı stavy maj́ı maximálńı λ rovno nule.

Začneme opět od rovnice (2.19). Je patrné, že pokud nemá výsledný
stav obsahovat žádnou separabilńı komponentu, nesmı́ obsahovat členy typu
|ii〉〈ii|. Nutnou podmı́nkou na takový proces tedy je

p1 = 0, p3 = 0. (2.31)

V práci [4] je ukázáno, že jde dokonce o podmı́nku postačuj́ıćı k tomu, aby
výsledný stav už žádnou separabilńı komponentu neobsahoval. Při těchto
parametrech plyne ze vztah̊u (2.23) λ4− = 0. Z podmı́nky nezápornosti
vlastńıch č́ısel matice hustoty a vztahu pro λ2− dostaneme

α(1) = α(2),

β = β,

ρ
(ent)
2 =

1

2(N − 1)

N
∑

j=2

(

|1j〉〈1j| + |j1〉〈j1| −

|1j〉〈j1| − |j1〉〈1j|
)

,

ρ
(ent)
4 =

1

(N − 1)(N − 2)

N
∑

2=i<j

(

|ij〉〈ij| + |ji〉〈ji| −

|ij〉〈ji| − |ji〉〈ij|
)

. (2.32)

Společně s parametry (2.31) a vztahem (2.19) źıskáváme

ρ
(ent)
out (m0 = NA11) = (1 − p4)ρ

(ent)
2 ⊕ p4ρ

(ent)
4 . (2.33)

Univerzálńı procesy, jejichž výsledné stavy neobsahuj́ı žádnou separabilńı
komponentu, tedy tvoř́ı jednoparametrickou tř́ıdu.

Daľśı otázkou z̊ustává, které z těchto proces̊u maximalizuj́ı určitou mı́ru
provázáńı, v práci [4] zvolili tzv. Vidalovu a Wernerovu mı́ru [13]. Dle této
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práce je negativita N(ρ) libovolné dvoučásticové matice hustoty mı́rou pro-
vázáńı, kde

N(ρ) =
∑

i

|µi| (2.34)

a µi jsou záporná vlastńı č́ısla částečné transpozice ρT matice hustoty ρ

[14],[15]. Z vlastnost́ı N(ρ) a tvaru (2.33) plyne horńı odhad

N(ρout(m0)) ≤
1

2
√
N − 1

+ p4

(

1

N − 1
− 1

2
√
N − 1

)

, (2.35)

kde 0 ≤ p4 ≤ 1. Nav́ıc pro krajńı hodnoty p4 nastává ve výrazu rovnost.
Zároveň je zřejmé, že pro N < 5 je mı́ra provázáńı maximálńı při parametru
p4 = 1, a tedy p2 = 0, a pro N > 5 je optimálńı provazovaćı proces určen
podmı́nkou p4 = 0, a tedy p2 = 1.

Pro př́ıpad p4 = 0 a p2 = 1 je znám Kraus̊uv operátor tohoto procesu.
Je j́ım projektor na antisymetrický podprostor A dvoučásticového Hilbertova
prostoru, tj.

Eent(ρ) =
2

N − 1
A(ρ⊗ I)A. (2.36)

Uvedená klasifikace kovariantńıch zobrazeńı na dvou částićıch poskytuje
d̊uležité informace o struktuře této množiny. Nezbývá se však otázkou úplné
pozitivity zkoumaných proces̊u, která je nutnou podmı́nkou pro jejich realizo-
vatelnost. Důkaz této vlastnosti, alespoň pro určitou podťŕıdu univerzálńıch
proces̊u, je jedńım z ćıl̊u následuj́ıćı kapitoly.
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Kapitola 3

Realizace univerzálńıch proces̊u
na dvou částićıch

Na konci minulé kapitoly jsme uvedli Krausovy operátory dvou zástupc̊u
z pětiparametrické tř́ıdy univerzálńıch proces̊u. Ćılem této kapitoly a těžǐstěm
celé diplomové práce je naj́ıt Krausovy operátory širš́ı tř́ıdy univerzálńıch
proces̊u a jejich pomoćı zkonstruovat unitárńı transformace, které tyto pro-
cesy realizuj́ı. V literatuře se setkáme většinou se dvěma př́ıstupy k re-
alizaci obecných zobrazeńı na matićıch hustoty. Prvńım z nich je princip
projektivńıho měřeńı, kdy výstupńı stav źıskáme aplikaćı určitého projek-
toru na vstupńı částice, což je ekvivalentńı realizaci vhodného měřeńı na
vstupńım stavu. Druhý princip spoč́ıvá v rozš́ı̌reńı systému o daľśı částice.
Na rozš́ı̌reném Hilbertově prostoru hledáme unitárńı transformaci, která na
vstupńım podsystému realizuje předepsané zobrazeńı.

V sekci 3.1 nejprve zkonstruujeme Krausovy operátory jisté omezené tř́ıdy
univerzálńıch proces̊u. Inspirujeme se procesem univerzálńıho optimálńıho
koṕırováńı a jedńım z proces̊u provázáńı, pro p4 = 0, jejichž Krausovy
operátory jsme uvedli v př́ıkladech na konci minulé kapitoly. V daľśı sekci
tento postup zobecńıme a zavedeme obecněǰśı ansatz, který vede k uni-
verzálńımu procesu. Poté provedeme stručnou analýzu druhé tř́ıdy takto
źıskaných proces̊u a identifikujeme v ńı některé d̊uležité př́ıklady. Posledńı
odstavce této kapitoly se budou věnovat unitárńı realizaci pomoćı nalezených
Krausových operátor̊u.

V celé práci nadále předpokládáme konečněrozměrné částice, tzn. pro jej́ı
stavový Hilbert̊uv prostor plat́ı dim H = N < ∞, a pokud nebude uvedeno
jinak, předpokládáme nav́ıc N ≥ 3. Pro N = 2 jsou všechny uvedené postupy
analogické, muśıme pouze vźıt v úvahu, že v takovém př́ıpadě neexistuj́ı tři
navzájem ortonormálńı stavy, č́ımž se některé výrazy zjednoduš́ı.
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3.1 Procesy generované projektory S2 a A2

Proces koṕırováńı jedné částice na dvě, realizovaný projektorem na syme-
trické dvoučásticové stavy, splňuje, stejně jako operace univerzálńıho pro-
vázáńı popsaná projektorem na antisymetrické stavy, podmı́nku kovariance.
Nab́ıźı se otázka, zda ani kombinace těchto projektor̊u tuto podmı́nku ne-
naruš́ı.

Předpokládejme dvoučásticový Hilbert̊uv prostor H = H1 ⊗H2, vstupńı
stav ρ = 1

N
ρin ⊗ I, kde ρin je jednočásticový čistý stav, dále

P (2) = σS2 + αA2, (3.1)

kde σ a α jsou zat́ım libovolná komplexńı č́ısla a S2, resp. A2 je projek-
tor na symetrické, resp. antisymetrické dvoučásticové stavy, a U necht’ je
jednočásticová libovolná unitárńı transformace. Výstupńı stav obdržený a-
plikaćı zobrazeńı P (2) je

ρout(ρin) =
P (2)(ρin ⊗ I)P (2)†

Tr
(

P (2)(ρin ⊗ I)P (2)†
) . (3.2)

Aby zobrazeńı P (2) bylo Krausovým operátorem, muśı splňovat vztah (1.19).
Vzhledem k ortogonalitě projektor̊u S2 a A2 plat́ı

P (2)P (2)† = (σS2 + αA2)(σS2 + αA2) = |σ|2S2 + |α|2A2, (3.3)

a protože plat́ı H = H1 ⊗ H2 = S2HS2 ⊕ A2HA2, bude podmı́nka (1.19)
splněna právě tehdy, když |σ|2 ≤ 1 a |α|2 ≤ 1.

Ověřme, zda (3.2) splňuje podmı́nku kovariance. Necht’ {|i〉}N
i=1 je orto-

normálńı báze jednočásticového Hilbertova prostoru. Každou unitárńı trans-
formaci na tomto prostoru lze psát ve tvaru U =

∑

uij|i〉〈j|. Plat́ı

U⊗2S2 =
∑

a,b,c,d

uabucd|ac〉〈bd|
(

∑

i

|ii〉〈ii| + 1

2

∑

i<j

(|ij〉 + |ji〉)(〈ij| + 〈ji|)
)

=
∑

a,b,c

uabucb|ac〉〈bb| +
1

2

∑

a,c,b 6=d

(uabucd + ucbuad)|ac〉(〈bd| + 〈db|)

=
∑

abd

uabuad|aa〉〈bd| +
1

2

∑

b,d,a<d

(uabucd + ucbuad)(|ac〉 + |ca〉)〈bd|

= S2U
⊗2. (3.4)

Projektor na symetrické stavy S2 tedy komutuje s každou unitárńı transfor-
maćı U ⊗ U . Stejné tvrzeńı lze analogicky odvodit pro A2, a proto z (3.2)
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źıskáme

U ⊗ Uρout(ρin)U † ⊗ U † =
P (2)U ⊗ U(ρin ⊗ I)U † ⊗ U †P (2)†

Tr
(

P (2)(ρin ⊗ I)P (2)†
)

= ρout(UρinU
†), (3.5)

což je přesně podmı́nka kovariance.
Nyńı stručně rozebereme tř́ıdu proces̊u, kterou źıskáme zobrazeńım typu

(3.2). Na prvńı pohled je zřejmé, že pokud vynásob́ıme oba parametry σ

a α libovolným komplexńım č́ıslem λ takovým, že |λ| ≤ 1, obdrž́ıme stej-
nou výslednou matici hustoty1. V tomto smyslu jsou jedinými nezávislými
proměnnými poměr absolutńıch hodnot a vzájemná fáze obou komplexńıch
prametr̊u σ a α.

Dı́ky platnosti podmı́nky kovariance (2.7) stač́ı opět uvažovat jeden kon-
krétńı vstupńı stav, řekněme |1〉〈1|. Zobrazeńı P (2) můžeme zapsat jako

P (2) = P1 ⊕ P2,

kde

P1 =
∑

i

σ|ii〉〈ii|, (3.6)

P2 =
∑

i<j

[σ

2
(|ij〉 + |ji〉)(〈ij| + 〈ji|) +

α

2
(|ij〉 − |ji〉)(〈ij| − 〈ji|)

]

(3.7)

a výstupńı matice hustoty je

ρout =
P1|11〉〈11|P †

1 + P2

∑

i6=1 |1i〉〈1i|P †
2

Tr
∑

i P
(2)(|1i〉〈1i|)P (2)†

=
2

(N + 1)|σ|2 + (N − 1)|α|2 ×

×
{

|σ|2 |11〉〈11| +
∑

i6=1

[ ∣

∣

∣

σ

2
+
α

2

∣

∣

∣ |1i〉〈1i| +
∣

∣

∣

σ

2
− α

2

∣

∣

∣ |i1〉〈i1|

+
(σ

2
+
α

2

)

(

σ

2
− α

2

)

|1i〉〈i1| +
(σ

2
− α

2

)

(

σ

2
+
α

2

)

|i1〉〈1i|
]

}

. (3.8)

Z posledńıho vztahu je vidět prvńı omezeńı, které vymezuje tř́ıdu uni-
verzálńıch proces̊u, které lze realizovat př́ımo projekcemi. Ve výrazu (3.8) se
nevyskytuj́ı členy typu |ii〉〈ii|, |ij〉〈ij| a |ij〉〈ji| pro i, j 6= 1. Pro parametry
zavedené v předchoźı kapitole z toho plyne

p3 = 0, p4 = 0. (3.9)

1Omezeńı na absolutńı hodnotu λ klademe z d̊uvodu zachováńı konzistence s podmı́n-
kou (1.19).
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Jak jsme se už zmı́nili, jedinými relevantńımi proměnnými ve výrazu (3.2)
jsou relativńı fáze parametr̊u α a σ, označme ji ϕ, a poměr jejich absolutńıch
hodnot |α| = γ |σ|. Pokud by bylo σ = 0, jedná se o výše zmı́něný univerzálńı
provazovaćı proces, v př́ıpadě α = 0 jde o proces univerzálńıho koṕırováńı.
Předpokládáme dále, že σ 6= 0, α 6= 0 a σ voĺıme reálnou. Porovnáńım výraz̊u
(3.8) a (2.20) źıskáme vyjádřeńı parametr̊u p1, ∆α = α(1)−α(2) a ∆β = β−β
pomoćı γ a ϕ

p1 =
2

(N + 1) + γ2(N − 1)
,

∆α =
2γ cosϕ

N [(N + 1) + γ2(N − 1)]
,

∆β =
2iγ sinϕ

N [(N + 1) + γ2(N − 1)]
. (3.10)

Z posledńıch dvou rovnic vid́ıme, že ani parametry ∆α a ∆β nemohou být
libovolné, nebot’ má-li být proces charakterizovaný parametry p1, ∆α a ∆β,
muśı platit

(∆α)2 − (∆β)2 = 2γ
(

(N + 1) + γ2(N − 1)
)−1

. (3.11)

Toto omezeńı lze obej́ıt, pokud budeme uvažovat operaci se dvěma Krauso-
vými operátory tvaru (3.1) charakterizovanými α1(2) a σ1(2). Potom

ρout(ρin) =
1

N
[

P
(2)
1 (ρin ⊗ I)P

(2)
1

†
+ P

(2)
2 (ρin ⊗ I)P

(2)
2

†]
, (3.12)

kde N = 1
2

(

(N + 1)(|σ1|2 + |σ2|2) + (N − 1)(|α1|2 + |α2|2)
)

. Vzhledem k poč-
tu volitelných parametr̊u v rovnici (3.12) lze volit |α1| = |α2| a |σ1| =
|σ2|. Porovnáńım př́ıslušných výraz̊u v (3.8) a (2.20) opět źıskáme závislosti
parametr̊u p1, ∆α a ∆β na γ1, ϕ1 a ϕ2

p1 =
2

(N + 1) + γ2
1(N − 1)

,

∆α =
γ1(cosϕ1 + cosϕ2)

N [(N + 1) + γ2
1(N − 1)]

,

∆β =
iγ1(sinϕ1 + sinϕ2)

N [(N + 1) + γ2
1(N − 1)]

. (3.13)

Daľśımi úpravami lze dospět ke vztah̊um

(∆α)2 + (∆β)2 =
2γ2

1 cos (ϕ1 + ϕ2)(1 + cos (ϕ1 − ϕ2))

N2 [(N + 1) + γ2
1(N − 1)]

2 ,

(∆α)2 − (∆β)2 =
2γ2

1(1 + cos (ϕ1 − ϕ2))

N2 [(N + 1) + γ2
1(N − 1)]

2 (3.14)
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a výslednou závislost lze vyjádřit následovně

cos(ϕ1 + ϕ2) =
∆+

∆−
,

cos(ϕ1 − ϕ2) = −1 + Γ∆−,

γ1 =

(

2 − (N + 1)p1

p1(N − 1)

) 1

2

(3.15)

kde ∆± = (∆α)2 ± (∆β)2 a Γ = 2N2(N−1)
p1(2−(N+1)p1)

. Systém (3.15) má obecně

čtyři řešeńı, z nichž (v závislosti na znaménkách ∆α a i∆β) vždy dvě řeš́ı
(3.13). Tato dvě řešeńı jsou ekvivalentńı ve smyslu symetrie soustavy (3.13)
v̊uči záměně ϕ1 a ϕ2. Jmenovatele v Γ se obávat nemuśıme, protože ten je
nulový právě tehdy, když je α = 0 nebo σ = 0, což jsou př́ıpady, které jsme
diskutovali již dř́ıve. Př́ıpad ∆− = 0 implikuje2 ∆α = ∆β = 0 a řešeńı (3.13)
lze volit ϕ1 −ϕ2 = π, ϕ1 +ϕ2 libovolné a γ1 je dána prvńı rovnićı v systému
(3.13). Z (3.15) plyne, že parametry p1, ∆α a ∆β muśı splňovat nerovnosti

∣

∣

∣

∣

∆+

∆−

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

|∆α|2 − |∆β|2

|∆α|2 + |∆β|2

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1, (3.16)

0 ≤ Γ∆− ≤ 2. (3.17)

Podmı́nka (3.16) je splněna identicky. Druhá nerovnost vede na nerovnici

p2
1(N + 1) − 2p1 +N2(N − 1)∆− ≤ 0, (3.18)

jej́ımž řešeńım je interval

p1 ∈
〈

1 −
√

1 −N2(N2 − 1)∆−

N + 1
,
1 +

√

1 −N2(N2 − 1)∆−

N + 1

〉

. (3.19)

To je ovšem stejná podmı́nka, kterou źıskáme požadavkem nezápornosti
vlastńıch č́ısel (2.23) pro př́ıpad p3 = p4 = 0. Z posledńı rovnice (3.13)
také jasně plyne, že při těchto procesech je maximálńı dosažitelná hodnota p1

rovna 2
N+1

, což přesně koresponduje s hodnotou p1 odpov́ıdaj́ıćı optimálńımu
koṕırovaćımu procesu.

Shrňme tedy, že zobrazeńı (3.12) nab́ıźı možnost realizace všech uni-
verzálńıch proces̊u, které jsou charakterizovány podmı́nkou p3 = p4 = 0, tj.
neobsahuj́ı členy ρ3 a ρ4 v rozkladu (2.19). Konstrukce Krausových operátor̊u
kvantové operace E je postačuj́ıćı podmı́nkou pro jej́ı úplnou pozitivitu. Vzta-
hy (3.12), (3.13) a (3.15) dávaj́ı pro Krausovy operátory explicitńı předpis,
a proto docháźıme k d̊uležitému závěru, že všechny univerzálńı procesy na
dvou částićıch dané podmı́nkou (3.9) jsou úplně pozitivńı.

2Připomeňme, že ∆β je ryze imaginárńı, a proto ∆− = |∆α|2 + |∆β|2 ≥ 0.
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3.2 Zobecněńı realizace univerzálńıch proce-

s̊u projektory

Základńım faktem, který v předchoźı sekci umožnil d̊ukaz kovariance, byla
skutečnost, že pro každou jednočásticovou unitárńı transformaci U komu-
tuje matice U ⊗ U s projektory na symetrický a antisymetrický podprostor
dvoučásticového Hilbertova prostoru. Nab́ıźı se př́ımočarý zp̊usob, jak tuto
konstrukci zobecnit na větš́ı počet částic: budeme hledat zobrazeńı, která
komutuj́ı s každou unitárńı transformaćı tvaru U⊗M , kde M je počet částic.

Matice tvaru U⊗M , kde U je matice unitárńı transformace na jednočásti-
covém Hilbertově prostoru H dimenze N , tvoř́ı reprezentaci unitárńı grupy
U(N) na Hilbertově prostoru H(M) = H⊗M . Pro M ≥ 2 je tato reprezentace
reducibilńı. Vı́me tedy, že

H(M) =

r(M)
⊕

i

Hi, (3.20)

kde i prob́ıhá množinu všech ireducibilńıch reprezentaćı (i ekvivalentńıch,
tedy včetně násobnośı), které se v reprezentaci U(N)⊗M nacházej́ı3 a Hi jsou
jim př́ıslušné invariantńı podprostory. Necht’ Φi = {|ϕi1〉, . . . , |ϕiDi

〉} je báze
Hi a Di jeho dimenze. Podle Schurova lemmatu, [16], v́ıme, že matice P̃

komutuje se všemi maticemi ireducibilńı reprezentace právě tehdy, když je
násobkem identity. Vzhledem k (3.20) lze v bázi

Φ =
⋃

i

Φi (3.21)

zapsat každou matici U⊗M v blokově diagonálńım tvaru

U⊗M =











U1

U2

. . .

Ur(M)











, (3.22)

a proto matice v odpov́ıdaj́ıćım blokovém tvaru

P (M) =











A1

A2

. . .

Ar(M)











, (3.23)

3Bez rizika nedorozuměńı už́ıváme stejné označeńı pro grupu unitárńıch transformaćı
a jej́ı základńı reprezentaci.
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kde submatice Ai je libovolný αi-násobek identity na Hi, komutuje se všemi
prvky U(N)⊗M . Matice P (M) neńı nic jiného, než direktńı součet násobk̊u
projektor̊u na invariantńı podprostory reducibilńı reprezentace U(N)⊗M . Źı-
skáváme t́ım návod, jak zkonstruovat určitou tř́ıdu univerźılńıch proces̊u na
M částićıch:

ρout = E(ρin) =
P (M)ρin ⊗ I⊗(M−1)P (M)†

Tr
(

P (M)ρin ⊗ I⊗(M−1)P (M)†
) . (3.24)

V tomto smyslu je předchoźı sekce pouze speciálńım př́ıpadem předcho-
źıch úvah pro dvě částice. Vzhledem k tomu, že pro M = 2 jsou jedinými
invariantńımi podprostory reprezentace U(N) ⊗ U(N) symetrický a antisy-
metrický podprostor dvoučásticového Hilbertova prostoru, neźıskáme touto
konstrukćı žádné nové univerzálńı procesy na dvou částićıch, které by už
nebyly zahrnuty ve tř́ıdě definované (3.2). Jak bude ukázáno v následuj́ıćı
sekci, umožńı nám to až následuj́ıćı ansatz, který v sobě kombinuje princip
projektivńıho měřeńı a ancilly:

Tvrzeńı. Necht’

ρout = E(ρin) =
Tri1,...,iL

(

P (M)ρin ⊗ I⊗(M−1)P (M)†
)

Tr
(

P (M)ρin ⊗ I⊗(M−1)P (M)†
) , (3.25)

kde ρin je jednočásticový čistý stav na Hilbertově prostoru H, M ∈ N, L ∈ N0,

M > L , IE = {i1, . . . , iL} ⊂ {1, . . . ,M} je množina navzájem r̊uzných

index̊u a P (M) je matice komutuj́ıćı za všemi prvky reprezentace U(N)⊗M

unitárńı grupy U(N), a tedy matice, která má v bázi (3.21) tvar (3.23).
Konstanty αi vystupuj́ıćı v bloćıch (3.23) splňuj́ı

∀i |αi|2 ≤ 1,
∑

i

|αi|2 > 0.

Potom zobrazeńı ρin → ρout definuje univerzálńı kvantový proces na M − L

částićıch.

K d̊ukazu tohoto tvrzeńı je třeba ověřit podmı́nku kovariance. Stač́ı do-
kázat následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı. Pro každou jednočásticovou unitárńı transformaci U na H, každou

matici A na M-částicovém Hilbertově prostoru H⊗M a t ∈ {1, . . . ,M} libo-

volné plat́ı

Trt

(

U⊗MAU⊗M †
)

= U⊗(M−1) (TrtA)U⊗(M−1)†. (3.26)
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D̊ukaz. Zřejmě plat́ı

Trt

(

U⊗MAU⊗M †
)

= Trt

(

U⊗M
∑

i,j

αij|i〉t〈j|t ⊗ At
ijU

⊗M †
)

=
∑

i,j,k

αij〈k|U |i〉t〈j|tU †|k〉 ⊗ U⊗(M−1)At
ijU

⊗(M−1)†

= U⊗(M−1)
∑

k

αkkA
t
kkU

⊗(M−1)† = U⊗(M−1) (TrtA)U⊗(M−1)†.

Využit́ım komutace P (M) s U⊗M a aplikaćı předchoźıho tvrzeńı postupně
pro t = i1 až t = iL je d̊ukaz kovariance procesu definovaného (3.25) hotov.

Stejně jako v předchoźı sekci i zde je patrné, že vynásobeńım zobrazeńı
P (M) libovolnou nenulovou komplexńı konstantou takovou, aby nepřestala
platit podmı́nka (1.19), se výsledná matice hustoty nezměńı. Proces je tedy
charakterizovám pouze vzájemnými poměry amplitud a relativńımi fázemi
koeficient̊u αi. Poznamenejme ale, že pravděpodobnost, že daný proces při re-
alizaci skutečně nastane, na absolutńıch velikostech těchto parametr̊u záviśı.

Dodejme, že zobrazeńı tvaru (3.23) neńı nejobecněǰśı zobrazeńı, které ko-
mutuje se všemi maticemi tvaru U⊗M . Zobrazeńı tohoto typu však generuje
velikou tř́ıdu univerzálńıch proces̊u, a proto se v daľśım zkoumáńı spokoj́ıme
s ansatzem (3.25).

Postup konstrukce univerzálńıho procesu podle (3.25) umožňuje nalézt
Krausovy operátory těchto kvantových operaćı. Na rozd́ıl od př́ıpadu v před-
choźı sekci, kde bylo M = 2 a L = 0, nehraje P (M) obecně pro L 6= 0 př́ımo
roli Krausova operátoru. Vztah (3.25) lze dále upravit jako

ρout =
1

NM−1N
N
∑

j1,...,jL

(

K
i1,...,iL
j1,...,jL

ρin ⊗ I⊗(M−1)K
i1,...,iL
j1,...,jL

†)
,

kde

N =
1

NM−1
Tr
(

P (M)ρin ⊗ I⊗(M−1)P (M)†
)

, (3.27)

výrazem 〈j|i mı́ńıme bra-vektor 〈j| ∈ H# p̊usob́ıćı na i-tou komponentu
tenzorového součinu a zobrazeńı Ki1,...,iL

j1,...,jL
: H⊗M → H⊗M−L definujeme jako

K
i1,...,iL
j1,...,jL

= 〈j1|i1 ⊗ . . .⊗ 〈jL|iLP (M). (3.28)
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Množina
{

K
i1,...,iL
j1,...,jL

}N

j1,...,jL=1
definuje Krausovy operátory4 univerzálńıho pro-

cesu (3.25). Je možné definovat Krausovy operátory i z H⊗M−L na H⊗M−L:

Ki1,...,iL
j1,...,jL,k1,...,kL

|ϕ〉 = 〈j1|i1 ⊗ . . .⊗ 〈jL|iLP (M)|ϕ〉 ⊗ |k1〉 ⊗ . . .⊗ |kL〉. (3.29)

Prezentovaný postup umožňuje konstrukci veliké tř́ıdy univerzálńıch pro-
ces̊u pro libovolný počet částic, což je výhoda zejména v př́ıpadě, kdy M ≥ 4,
kde neńı dosud provedena širš́ı klasifikace. Daľśı výhodou je možnost př́ımo-
čarého zobecněńı na situaci, kdy je vstupńı stav v́ıcečásticový a kovariantńı
podmı́nka definovaná takto:

ρout

(

ÛρinÛ
†
)

= Û⊗Lρout(ρin)Û⊗L†, (3.30)

kde

Û = U1 ⊗ . . .⊗ UR (3.31)

pro každý čistý vstupńı R-částicový stav ρin a každou R-tici jednočásticových
unitárńıch transformaćı Û . V takovém př́ıpadě bychom hledali ireducibilńı

reprezentace grupy U(N)⊗R v reprezentaci
(

U(N)⊗R
)⊗L

.

3.3 Univerzálńı procesy na dvou částićıch pro

M=3

Uvažujme tř́ıdu univerzálńıch proces̊u na třech částićıch tvaru (3.2)

ρ3
out =

P (3)(ρin ⊗ I ⊗ I)P (3)†

Tr [P (ρin ⊗ I ⊗ I)P †]
. (3.32)

Reprezentace unitárńı grupy U(N) maticemi tvaru U ⊗ U ⊗ U je direktńım
součtem čtyř ireducibilńıch reprezentaćı, které odpov́ıdaj́ı Youngovým sche-
mat̊um, [17] na následuj́ıćım obrázku. Zobrazeńı P (3) má proto tvar

P (3) = σS ⊕ αA⊕ µM1 ⊕ νM2, (3.33)

kde konstanty σ, α, µ a ν jsou libovolná komplexńı č́ısla splňuj́ıćı podmı́nku

|σ|2 ≤ 1, |α|2 ≤ 1, |µ|2 ≤ 1, |ν|2 ≤ 1,

|σ|2 + |α|2 + |µ|2 + |ν|2 > 0

4V obecném př́ıpadě, kdy L 6= 0 nejde vlastně o operátory, protože vstupńı a výstupńı
prostory nejsou totožné. Nicméně i v tomto př́ıpadě je vžité názvoslov́ı ”Kraus̊uv operátor”.
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Obrázek 3.1: Youngovy schemata odpov́ıdaj́ıćı ireducibilńım reprezentaćım
jednočásticové unitárńı grupy U(N) zastoupeným v U(N)⊗3: 1) symetrická,
2),3) smı́̌sené, 4) antisymetrická.

a zobrazeńı S, resp. A, resp. M1(2) jsou projektory na invariantńı podpros-
tory tř́ıčásticového Hilbertova prostoru reprezentace U⊗U⊗U ; symetrický5,
resp. antisymetrický, resp. dva ”smı́̌sené” podprostory. Zvoĺıme báze těchto
podporstor̊u následuj́ıćım standartńım zp̊usobem, [18]:

báze symetrického podprostoru:
|iii〉 i ∈ {1, . . . , N}

1√
3

[|iij〉 + |iji〉 + |jii〉] i 6= j
1√
6

[|ijk〉 + |ikj〉 + |jki〉 + |jik〉 + |kij〉 + |kji〉] i < j < k

báze antisymetrického podprostoru:
1√
6

[|ijk〉 − |ikj〉 + |jki〉 − |jik〉 + |kij〉 − |kji〉] i < j < k

báze ”smı́̌seného” podprostoru M1:
1√
12

[2(|ijk〉 + |jik〉) − |ikj〉 − |jki〉 − |kij〉 − |kji〉] i < j < k
1
2

[|ikj〉 + |kij〉 − |jki〉 − |kji〉] i < j < k
1√
6

[2|iij〉 − |jii〉 − |iji〉] i 6= j

báze ”smı́̌seného” podprostoru M2:
1√
12

[2(|ijk〉 − |jik〉) + |ikj〉 − |jki〉 − |kij〉 + |kji〉] i < j < k
1
2

[|ikj〉 + |jki〉 − |kij〉 − |kji〉] i < j < k
1√
2

[|jii〉 − |iji〉] i 6= j

P (3) lze nyńı zapsat jako direktńı součet zobrazeńı p̊usob́ıćıch na ortogonál-
ńıch podprostorech typu |iii〉, |iij〉 a |ijk〉

P (3) = P1 ⊕ P2 ⊕ P3, (3.34)

5Označeńı podprostor̊u názvy symetrický, antisymetrický, apod. odráž́ı jejich chováńı
vzhledem k transpozićım částic.
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kde

P1 =
N
∑

i=1

σ|iii〉〈iii|, (3.35)

P2 =
∑

i6=j

{σ

3
(|iij〉 + |iji〉 + |jii〉)(〈iij| + 〈iji| + 〈jii|)

+
µ

6
(2|iij〉 − |iji〉 − |jii〉)(2〈iij| − 〈iji| − 〈jii|)

+
ν

2
(|iji〉 − |jii〉)(〈iji| − 〈jii|)

}

, (3.36)

P3 =
∑

i<j<k

{α

6
(|ijk〉 − |ikj〉 + |jki〉 − |jik〉 + |kij〉 − |kji〉) ×

× (〈ijk| − 〈ikj| + 〈jki| − 〈jik| + 〈kij| − 〈kji|)
+

σ

6
(|ijk〉 + |ikj〉 + |jki〉 + |jik〉 + |kij〉 + |kji〉) ×

× (〈ijk| + 〈ikj| + 〈jki| + 〈jik| + 〈kij| + 〈kji|)
+

µ

12
[2(|ijk〉 + |jik〉) − |ikj〉 − |jki〉 − |kij〉 − |kji〉] ×

× [2(〈ijk| + 〈jik|) − 〈ikj| − 〈jki| − 〈kij| − 〈kji|]
+

µ

4
(|ikj〉 + |kij〉 − |jki〉 − |kji〉)(〈ikj| + 〈kij| − 〈jki| − 〈kji|)

+
ν

12
[2(|ijk〉 − |jik〉) + |ikj〉 − |jki〉 − |kij〉 + |kji〉] ×

× [2(〈ijk| − 〈jik|) + 〈ikj| − 〈jki| − 〈kij| + 〈kji|]
+

ν

4
(|ikj〉 + |jki〉 − |kij〉 − |kji〉)(〈ikj| + 〈jki| − 〈kij| − 〈kji|)

}

.

(3.37)

Ke klasifikaci nám, vzhledem ke kovariantńı podmı́nce, kterou proces
(3.32) splňuje, stač́ı zkoumat jeho p̊usobeńı na jeden konkrétńı vstupńı stav,
řekněme ρin = |1〉〈1|. Potom

ρ3
out =

1

N P (3)

(

N
∑

a,b=1

|1ab〉〈1ab|
)

P (3)† =
1

N P1|111〉〈111|P †
1

+
1

N P2

∑

a 6=1

(|1a1〉〈1a1| + |11a〉〈11a| + |1aa〉〈1aa|)P †
2

+
1

N P3

∑

16=a 6=b 6=1

|1ab〉〈1ab|P †
3 , (3.38)
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kde

N = Tr

[

P (3)

(

N
∑

a,b=1

|1ab〉〈1ab|
)

P (3)†
]

.

Užit́ım vztah̊u (3.35) až (3.37) źıskáváme

P1|111〉 = σ|111〉, (3.39)

pro a 6= 1

P2|11a〉 = |11a〉
(

σ

3
+

2

3
µ

)

+ |1a1〉
(σ

3
− µ

3

)

+ |a11〉
(σ

3
− µ

3

)

,

P2|1a1〉 = |11a〉
(σ

3
− µ

3

)

+ |1a1〉
(σ

3
+
µ

6
+
ν

2

)

+ |a11〉
(σ

3
+
µ

6
− ν

2

)

,

P2|1aa〉 = |1aa〉
(σ

3
+
µ

6
+
ν

2

)

+ |aa1〉
(σ

3
− µ

3

)

+ |a1a〉
(σ

3
+
µ

6
− ν

2

)

(3.40)

a pro 1 6= a 6= b 6= 1

P3|1ab〉 = |1ab〉
(σ

6
+
α

6
+
µ

3
+
ν

3

)

+ |1ba〉
(σ

6
− α

6
− µ

6
+
ν

6

)

+ |ab1〉
(σ

6
+
α

6
− µ

6
− ν

6

)

+ |a1b〉
(σ

6
− α

6
+
µ

3
− ν

3

)

+ |b1a〉
(σ

6
+
α

6
− µ

6
− ν

6

)

+ |ba1〉
(σ

6
− α

6
− µ

6
+
ν

6

)

.(3.41)

Dosazeńım rovnic (3.39) až (3.41) do (3.38) dostaneme tř́ıčásticovou výstupńı
matici hustoty, kterou, vzhledem k jej́ı složitosti, uvád́ıme v dodatku A,
sekce A.1. Ke źıskáńı výsledného dvoučásticového stavu můžeme z matice
(A.1) vyloučit jednu ze tř́ı částic, tj. provést operaci částečné stopy přes
př́ıslušný jednočásticový Hilbert̊uv prostor, a podle úvah v předchoźı sekci
budou výsledkem tři tř́ıdy výstupńıch matic hustoty na dvou částićıch ρ

(3)
out,

resp. ρ
(2)
out, resp. ρ

(1)
out, při vyloučeńı třet́ı, resp. druhé, resp. prvńı částice. Tyto

matice jsou ze stejného d̊uvodu jako v př́ıpadě tř́ıčásticového stavu uvedeny
v dodatku A v sekci A.2

Porovnáńım koeficient̊u u př́ıslušných maticových element̊u źıskáme vy-
jádřeńı parametr̊u p1, p3, p4, α

(1) − α(2) a β − β charakterizuj́ıćı univerzálńı
proces v klasifikaci uvedené v druhé kapitole (podle [4]) pomoćı parametr̊u
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σ, µ, ν a α. Z (A.4) źıskáme

p1 =
1

N

[

|σ|2 + (N − 1)

(

∣

∣

∣

∣

σ

3
+

2µ

3

∣

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

σ

3
− µ

3

∣

∣

∣

2
)]

, (3.42)

p3 =
1

N (N − 1)
∣

∣

∣

σ

3
− µ

3

∣

∣

∣

2

,

p4 =
2

N (N − 1)(N − 2)

(

∣

∣

∣

σ

6
− µ

6

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

α

6
− ν

6

∣

∣

∣

2
)

,

α(1) − α(2) =
1

N

[

(N + 2)

6N
(σν + σν) +

(N − 2)

6N
(µα+ µα) +

1

6
(µν + µν)

]

,

β − β =
1

N

[

(N + 2)

6N
(σν − σν) +

(N − 2)

6N
(µα− µα) +

1

6
(µν − µν)

]

,

z matice (A.3) plyne

p1 =
1

N

[

|σ|2 + (N − 1)

(

∣

∣

∣

σ

3
+
µ

6
+
ν

2

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

σ

3
− µ

3

∣

∣

∣

2
)]

, (3.43)

p3 =
1

N (N − 1)
∣

∣

∣

σ

3
+
µ

6
− ν

2

∣

∣

∣

2

,

p4 =
1

N (N − 1)(N − 2)

(

∣

∣

∣

σ

6
+
α

6
− µ

6
− ν

6

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

σ

6
− α

6
+
µ

3
− ν

3

∣

∣

∣

2
)

,

α(1) − α(2) =
1

N

[

N + 2

12N

(

|µ|2 + σ(µ+ ν) + σ(µ+ ν)
)

+
1

12
(µν + µν) +

+
N − 2

12N

(

|ν|2 + α(µ+ ν) + α(µ+ ν)
)

]

,

β − β =
1

N

[

(N + 2)

12N
(σν − σν + σµ− σµ),

+
(N − 2)

12N
(µα− µα+ να− να) +

1

6
(µν − µν)

]

.

(3.44)

Porovnáńım koeficient̊u v př́ıpadě vyloučeńı prvńı částice dostaneme stejný
systém rovnic jako (3.43) jen s t́ım rozd́ılem, že parametry ν a α změńı
znaménko. Tř́ıda proces̊u realizovatelných t́ımto zp̊usobem je tedy stejná
jako a (A.3) a v klasifikaci stač́ı uvažovat pouze jednu z nich.

V souladu s úvahami provedenými v předchoźı sekci vykazuj́ı systémy
rovnic (3.42) a (3.43) symetrii v̊uči vynásobeńı všech parametr̊u σ, µ, ν a α
libovolným nenulovým komplexńım č́ıslem.

V následuj́ıćıch odstavćıch identifikujeme v tř́ıdě (3.25) proM = 3 několik
významných př́ıklad̊u univerzálńıch proces̊u na dvou částićıch (L = 1).
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3.3.1 Proces koṕırováńı

Proces optimálńıho univerzálńıho koṕırováńı jedné částice na dvě je speci-
álńım př́ıpadem (3.1) diskutovaným v sekci 3.1. Lze ho ale identifikovat i v
tř́ıdě proces̊u tvaru (3.25) pro M = 3 a I = {3}.

Ze vztah̊u (2.28), (2.29) a soustavy (3.42) źıskáme systém rovnic určuj́ıćı
parametry σ, µ, ν a α procesu koṕırováńı pro př́ıpad vyloučeńı třet́ı částice:

2

N + 1
=

1

N

[

|σ|2 + (N − 1)

(

∣

∣

∣

∣

σ

3
+

2µ

3

∣

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

σ

3
− µ

3

∣

∣

∣

2
)]

, (3.45)

0 =
∣

∣

∣

σ

3
− µ

3

∣

∣

∣

2

,

0 =
∣

∣

∣

σ

6
− µ

6

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

α

6
− ν

6

∣

∣

∣

2

,

0 = (N + 2)(σν + σν) + (N − 2)(µα+ µα) +N(µν + µν),

0 = (N + 2)(σν − σν) + (N − 2)(µα− µα) +N(µν − µν).

Řešńım této soustavy je

σ = µ, α = 0, ν = 0. (3.46)

Pokud hledáme proces, který realizuje koṕırováńı s maximálńı pravděpodob-
nost́ı, zvoĺıme |σ| = 1. Tato pravděpodobnost pmax

clon je pak rovna

pmax
clon =

(N + 1)

2N
. (3.47)

Při vyloučeńı druhé částice źıskáme z (3.43) soustavu analogickou k (3.45).
Ta ovšem nemá řešeńı, a proces koṕırováńı se v této tř́ıdě proto nevyskytuje.
Je to také jednoduchá demonstrace faktu, že tř́ıdy univerzálńıch proces̊u,
které źıskáme vyloučeńım r̊uzných částic, nejsou obecně stejné.

3.3.2 Procesy provázáńı

V sekci 2.3.2 byl uveden Kraus̊uv operátor univerzálńıho provazovaćıho pro-
cesu (2.36), který lze identifikovat s procesem (3.1) pro α = 1 a σ = 0. Je
to také jediný provazovaćı proces, který lze ve tř́ıdě definované (3.1) naj́ıt,
nebot’ jako jediný nemá v rozkladu (2.19) zastoupen člen ρ4. V následuj́ıćıch
odstavćıch najdeme Krausovy operátory širš́ı tř́ıdy provazovaćıch proces̊u,
které se vyskytuj́ı v (3.25) pro M = 3 a L = 1.
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Nejprve rozebereme př́ıpad vyloučeńı třet́ı částice. Ze vztah̊u (2.31), (2.32)
a rovnic (3.43) dostaneme soustavu

0 = |σ|2 + (N − 1)

(

∣

∣

∣

∣

σ

3
+

2µ

3

∣

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

σ

3
− µ

3

∣

∣

∣

2
)

, (3.48)

0 =
∣

∣

∣

σ

3
− µ

3

∣

∣

∣

2

,

p4 =
2

N (N − 1)(N − 2)

(

∣

∣

∣

σ

6
− µ

6

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

α

6
− ν

6

∣

∣

∣

2
)

,

0 = (N + 2)(σν + σν) + (N − 2)(µα+ µα) +N(µν + µν),

0 = (N + 2)(σν − σν) + (N − 2)(µα− µα) +N(µν − µν).

Jej́ı řešeńı je, v závislosti na parametru p4, dáno rovnicemi

σ = 0,

µ = 0,

0 = g2(N − 2)(1 − 3p4) − 2(N − 2) cosϕg

+ [N(1 − 6p4) − 2(1 + 3p4)], (3.49)

kde jsme využili možnosti volby globálńı fáze a závislosti výsledné matice
hustoty pouze na poměru amplitud α, ν a položili6

α = |α| exp iϕ, 0 ≤ ν ∈ R, g =
|α|
|ν| .

Tato rovnice ale nemá řešeńı pro všechna p4. Muśı být nav́ıc splněno

cos2 ϕ ≥ (1 − 3p4)(N(1 − 6p4) − 2(1 + 3p4))

(N − 2)
, (3.50)

z čehož pro p4 plyne omezeńı

0 ≤ p4 ≤
N

2(N + 1)
. (3.51)

Tato tř́ıda tedy neobsahuje všechny provazovaćı procesy. Asymptoticky, pro
N → ∞, poṕı̌seme pouze procesy p4 ≤ 1

2
.

Množina př́ıpustných hodnot g, pro které existuje ϕ tak, že g a ϕ řeš́ı
(3.49), je pro dané p4 shora omezena funkćı

gmax(p4) =

∣

∣

∣

∣

∣

(N − 2) + 3
√

p(N − 2)(N − 2(N + 1)p)

(1 − 3p)(N − 2)

∣

∣

∣

∣

∣

(3.52)

6Vzhledem k tomu, že |ν| ≥ 0 lze v př́ıpadě ν = 0 položit g = ∞.

33



a zdola

gmin(p4) =

∣

∣

∣

∣

∣

(N − 2) − 3
√

p(N − 2)(N − 2(N + 1)p)

(1 − 3p)(N − 2)

∣

∣

∣

∣

∣

. (3.53)

Př́ıslušná hodnota ϕ je dána vztahem

cosϕ =
g2(N − 2)(1 − 3p4) +N(1 − 6p4) − 2(1 + 3p4)

2g(N − 2)
. (3.54)

Pro p4 = 1
3

neńı maximálńı hodnota g omezena, což odpov́ıdá možnosti
volby ν = 0, a hodnotě g = 0 odpov́ıdá volba α = 0. V obou př́ıpadech je
fáze ϕ libovolná. Struktura množiny př́ıpustných hodnot g pro N = 10 je
znázorněna na obrázku 3.2.

Obrázek 3.2: Struktura množiny př́ıpustných hodnot g pro N = 10. Plná,
resp. přerušovaná čára shora, resp. zdola omezuje možné hodnoty.

Z hlediska realizace je zaj́ımavé hledat v př́ıpustné množině řešeńı parame-
try, které maximalizuj́ı pravděpodobnost toho, že daný proces skutečně nas-

tane. Pro p4 ∈
〈

0, 4(N−2)
9N

〉

nastává maximum při g = 1 a |α| = |ν| = 1 a

jeho hodnota je

pmax
ent =

(N − 1)

2N
(3.55)

a pro p4 ∈
〈

4(N−2)
9N

, N
2(N+1)

〉

je optimálńı volbou g spodńı hranice (3.53)

př́ıpustné množiny a α = 1. Maximálńı pravděpodobnost realizace těchto
proces̊u je dána vztahem

pmax
ent =

(N − 1)

6N2

(

(N − 2) + 2(N + 1)
1

g2

)

. (3.56)
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Při vypuštěńı druhé částice je možné realizovat univerzálńı provazovaćı
proces pouze pro p4 = 1

3
. Řešeńım př́ıslušných rovnic jsou parametry

σ = µ = ν = 0, 0 ≤ |α| ≤ 1. (3.57)

Maximálńı hodnota pmax
ent nastane pro |α| = 1

pmax
ent =

(N − 1)

6N2
(N − 2). (3.58)

Tato hodnota je pro každé N menš́ı než (3.55) a (3.56) pro stejný pro-
ces, a proto je vždy efektivněǰśı realizovat provazovaćı proces pro p4 = 1

3

vypuštěńım třet́ı částice.

3.4 Unitárńı realizace univerzálńıho procesu

pomoćı Krausových operátor̊u

Znalost Krausových operátor̊u kvantové E operace dovoluje kanonickým zp̊u-
sobem zkonstruovat jej́ı unitárńı realizaci [6]. Předpokládejme množinu Krau-
sových operátor̊u {Ek}J

k=1 na H deterministického procesu E , tj.

E(ρ) =
J
∑

k=1

EkρE
†
k,

J
∑

k=1

E
†
kEk = I. (3.59)

Potom matice U konstruovaná blokovým zp̊usobem

U =







E1
... Ã

EJ






, (3.60)

kde blok Ã je libovolný takový, že matice U je unitárńı, realizuje operaci E
v následuj́ıćım smyslu. Necht’ H̃ je rozš́ı̌rený Hilbert̊uv prostor

H̃ = H⊗H′, (3.61)

kde H′ je Hilbert̊uv prostor nějakého J-rozměrného systému a {|i〉}J
i=1 je jeho

báze. Bud’ ρ⊗ |1〉〈1| počátečńı stav tohoto složeného systému. Potom plat́ı

E(ρ) =
J
∑

k=1

EkρE
†
k = Tr3

[

Uρ⊗ |1〉〈1|U †] . (3.62)
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V př́ıpadě nedeterministického procesu, tj. v podmı́nce úplnosti (1.19)
plat́ı nerovnost, je potřeba nejprve množinu Krausových operátor̊u doplnit
tak, aby rozř́ı̌rená množina splňovala v (1.19) rovnost. Necht’ {Ek}J

k=1 je
množina Krausových operátor̊u kvantové operace E . Dodefinujme operátor
EJ+1 následovně

EJ+1 =

√

√

√

√I −
J
∑

k=1

E
†
kEk. (3.63)

Vzhledem tomu, že
∑J

k=1E
†
kEk ≤ I, je operátor pod odmocninou pozitivńı,

a EJ+1 je proto vždy dobře definován.
Kvantový proces E ′ charakterizovaný rozš́ı̌renou množinou Krausových

operátor̊u {Ek}J+1
k=1 je už deterministický a lze na něj aplikovat předchoźı

postup. Plat́ı

E ′(ρ) = E(ρ) + EJ+1ρE
†
J+1. (3.64)

K realizaci pouze procesu E je ale třeba provést mı́sto operace částečné stopy
ve výrazu (3.62) projektivńı měřeńı na podprostor H′ tvořený lineárńım
obalem z vektor̊u {|1〉, . . . , |J〉}. V př́ıpadě pozitivńıho výsledku tohoto mě-
řeńı nastane proces E , v opačném př́ıpadě bude výstupńım stavem

ρout =
EJ+1ρE

†
J+1

Tr
[

EJ+1ρE
†
J+1

] . (3.65)

Pravděpodobnost pE kladného výsledku je rovna

pE = Tr

[

J
∑

k=1

EkρE
†
k

]

. (3.66)

Postup kanonické konstrukce unitárńı realizace můžeme po drobné modi-
fikaci demonstrovat např́ıklad na podtř́ıdě provazovaćıch proces̊u Ep4

pro p4 ∈
〈

0, 4(N−2)
9N

〉

. Zároveň, jak se ukáže, t́ım realizujeme optimálńı koṕırováńı.

Podle paragrafu 3.3.2, jde o jednoparametrickou tř́ıdu charakterizovanou
P (3) = M2 + eiϕA a IE = {3}. Explicitńı předpis maticových element̊u
Krausových operátor̊u lze źıskat z (3.29) předpisem

(

K3
i,j

)

ab,cd
= 〈abi|

(

M2 + eiϕA
)

|cdj〉. (3.67)

K využit́ı předchoźıho postupu tedy zbývá doplnit tyto operátory tak,
aby splňovali podmı́nku úplnosti. Plat́ı,

I − P (3)†P (3) = S +M1 =
√

S +M1, (3.68)
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a proto lze postupem analogickým s konstrukćı (3.29) sestrojit N2 operátor̊u
Ci,j, pro i, j ∈ {1, . . . , N},

Ci,j|ϕ〉 = 〈i|3(S +M1)|ϕ〉 ⊗ |j〉, (3.69)

takových, že {K3
i,j, Ci,j}N

i,j=1 jsou Krausovy operátory už deterministického
univerzálńıho procesu na rozš́ı̌reném Hilbertově prostoru

H̃ = H⊗H′, (3.70)

kde H′ je 2N2-rozměrný, s báźı {|1〉, . . . , |2N2〉}. Výsledná operace, kterou
tyto Krausovy operátory realizuj́ı je

E(ρ) =
1

N2

N
∑

i,j=1

K3
i,jρ⊗ I⊗2K3

i,j

†
+

1

N2

N
∑

i,j=1

Ci,jρ⊗ I⊗2Ci,j
†

=
1

N2
Tr3Uentp4

ρin ⊗⊗2 Uentp4

† (3.71)

a unitárńı realizace Uentp4
má následuj́ıćı blokový tvar

Uentp4
=



















K3
1,1
...

K3
N,N

C1,1 Ã
...

CN,N



















, (3.72)

kde Ã je opět libovolný blok takový, že matice Uentp4
je unitárńı.

Pokud nyńı provedeme na podsystému H′ projektivńı měřeńı na pod-
porstoru, který tvoř́ı lineárńı obal prvńıch N2 bazických vektor̊u H′, realizu-
jeme v př́ıpadě pozitivńıho výsledku operaci Ep4

,

Ep4
(ρin) =

1

N2

N
∑

i,j=1

K3
i,jρ⊗ I⊗2K3

i,j

†
(3.73)

v opačném př́ıpadě bude výsledný stav

E ′(ρin) =
1

N2

N
∑

i,j=1

Ci,jρ⊗ I⊗2Ci,j
†. (3.74)

Prvńı př́ıpad nastane s pravděpodobnost́ı

p =
1

N2
Tr
[

(M2 + eiϕA)ρin ⊗ I⊗2(M2 + e−iϕA)
]

, (3.75)
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druhý s pravděpodobnost́ı

p =
1

N2
Tr
[

(S +M1)ρin ⊗ I⊗2(S +M1)
]

. (3.76)

Z odstavce 3.3.1 ale v́ıme, že Krausovy operátory źıskané z procesu tvaru
(3.25) pro P (3) = S + M1 a volbu I = {3} pomoćı konstrukce (3.29)
odpov́ıdaj́ı procesu optimálńıho univerzálńıho koṕırováńı.

Kanonická konstrukce unitárńı evoluce uvedená v této sekci umožňuje re-
alizovat každý univerzálńı proces popsaný vztahem (3.25). Otázkou z̊ustává,
jak velký tř́ıda úplně pozitivńıch kovariantńıch zobrazeńı v této tř́ıdě lež́ı.
Daľśıho rozš́ı̌reńı je možno dosáhnout, jak bylo demonstrováno v sekci 3.1,
nekoherentńı kombinaćı obklad̊u projektory, tedy

ρout =
Tri1,...,iL

[

∑

g γg

(

P
(M)
g ρin ⊗ I⊗(M−1)P

(M)
g

†)]

∑

g γgTr
(

P
(M)
g ρin ⊗ I⊗(M−1)P

(M)
g

†) , (3.77)

kde γg jsou nezáporná a plat́ı
∑

g γg = 1. I v tomto př́ıpadě lze popsaný
postup k realizaci unitárńı evoluce použ́ıt.
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Kapitola 4

Realizace univerzálńıch proces̊u
na třech částićıch

Tato kapitola je věnována realizaci univerzálńıch proces̊u na třech částićıch.
Jejich částečná klasifikace byla provedena v [5]. Vzhledem k velké alge-
braické náročnosti této úlohy (tř́ıdu všech univerzálńıch proces̊u na třech
částićıch lze parametrizovat 23 reálnými parametry) se podařilo naj́ıt ex-
plicitńı předpis pro vlastńı č́ısla výstupńı matice hustoty pouze v několika
speciálńıch př́ıpadech. Konstrukce univerzálńıho procesu odvozená v sekci
3.2 umožńı nalézt vlastńı č́ısla široké tř́ıdy univerzálńıch proces̊u.

Ke konstrukci univerzálńıch proces̊u na třech částićıch lze využ́ıt obecného
vztahu (3.25),

ρout =
Tri1,...,iM−3

(

P (M)ρin ⊗ I⊗(M−1)P (M)†
)

Tr
(

P (M)ρin ⊗ I⊗(M−1)P (M)†
) , (4.1)

kde M ≥ 3 je přirozené č́ıslo, {i1, . . . , iM−3} ⊂ {1, . . . ,M} je množina
navzájem r̊uzných index̊u a P (M) je lineárńı kombinace projektor̊u Pi na in-
variantńı podporstory M -částicové reprezentace unitárńı grupy U(N) s kom-
plexńımi koeficienty |αi| ≤ 1.

Tato tř́ıda je obecně velmi široká. Omeźıme se proto na analýzu speciálńı-
ho př́ıpadu, kdyM = 3 a univerzálńı proces se realizuje výhradně projekcemi.
V tomto př́ıpadě je

P (3) = σS + µM1 + νM2 + αA, (4.2)

kde S, resp. A, resp M1(2) jsou projektory na symetrický, resp. antisymet-
rický, resp. ”smı́̌sený” invariantńı podprostor a absolutńı hodnoty komplexńıch
parametr̊u σ, α, µ a ν jsou menš́ı než jedna.
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Obecný tvar výsledého tř́ıčásticového stavu byl odvozen v předchoźı kapi-
tole v rámci klasifikace dvoučásticových univerzálńıch proces̊u a je uveden
v dodatku A vztahem (A.1). Vlastńı č́ısla této matice, která mohou být
obecně nenulová, jsou

λ1 =
1

N |σ|2

λ2± =
1

2N

[

2

3
|σ|2 +

5

6
|µ|2 +

1

2
|ν|2

±
√

1

4

(

|µ|2 − |ν|2
)2

+
4

9

(

|σ|2 − |µ|2
)2
]

λ3 =
1

N

(

1

3
|σ|2 +

1

6
|µ|2 +

1

2
|ν|2
)

λ4 =
1

N

(

1

3
|α|2 +

1

6
|ν|2 +

1

2
|µ|2
)

(4.3)

s násobnost́ı 1 pro λ1, (N − 1) pro λ2±, 1
2
N(N − 1) pro λ3 a 1

2
(N − 1)(N − 2)

pro λ4, kde N je dáno vztahem (A.2). Výsledná matice hustoty ρ3
out má tedy

nejvýše N2 nenulových a alespoň N2(N − 1) nulových vlastńıch č́ısel, které,
na rozd́ıl od vlastńıch vektor̊u, závisej́ı pouze na velikostech parametr̊u σ, α,
µ a ν a nikoli na jejich fáźıch. Poznamenejme, že závislost vlastńıch vektor̊u
na fáźıch zp̊usobuje, že vlastńı č́ısla redukovaných matic hustoty jedno a
dvoučásticových podsystémů mohou už na fázi záviset mohou, jak ukazuje
následuj́ıćı odstavec.

Symbolem ρ(ij), resp. ρ(i) budeme značit redukovaný dvoučásticový stav
obsahuj́ıćı částice i a j, resp. jednočásticový stav obsahuj́ıćı částici i př́ısluše-
j́ıćı výsledné tř́ıčásticové matici hustoty ρ. Vlastńı č́ısla redukovaných stav̊u
budeme indexovat stejným zp̊usobem. V dodatku A uvád́ıme obecné tvary
dvoučásticových redukovaných matic hustoty, ze kterých lze odvodit vlastńı
č́ısla těchto stav̊u ρ(12), ρ(23), ρ(13):

λ
(ij)
1 = c

(ij)
1

λ
(ij)
2± =

[

(c
(ij)
21 + c

(ij)
22 ) ±

√

(c
(ij)
21 − c

(ij)
22 )2 + 4

∣

∣

∣
c
(ij)
23

∣

∣

∣

]

,

λ
(ij)
3 = c

(ij)
3 ,

λ
(ij)
4± = c

(ij)
41 ±

∣

∣

∣c
(ij)
42

∣

∣

∣

2

, (4.4)

s násobnost́ı 1 pro λ
(ij)
1 , (N − 1) pro λ

(ij)
2± a λ

(ij)
3 , 1

2
(N − 1)(N − 2) pro λ

(ij)
4± a

konstanty c
(ij)
1 , resp. c

(ij)
21 , resp. c

(ij)
22 , resp. c

(ij)
23 , resp. c

(ij)
3 , resp. c

(ij)
41 , resp. c

(ij)
42
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jsou koeficienty u člen̊u |11〉〈11|, resp. |1a〉〈1a|, resp. |a1〉〈a1|, resp. |1a〉〈a1|,
resp. |aa〉〈aa|, resp. |ab〉〈ab|, resp. |ab〉〈ba| ve výrazech (A.4) pro i = 1, j = 2

a (A.3) pro i = 1, j = 3. Vlastńı č́ısla ρ
(1)
out jsou stejná jako pro matici (A.3)

jen s t́ım rozd́ılem, že se opět změńı znaménka parametr̊u α a ν. Vlastńı č́ısla
jednočásticových stav̊u jsou

λ
(1)
1 =

1

N

[

|σ|2 + (N − 1)

(

2
∣

∣

∣

σ

3
− µ

3

∣

∣

∣

2

+ 2
∣

∣

∣

σ

3
+
µ

6
+
ν

2

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

σ

3
+

2µ

3

∣

∣

∣

∣

2
)

+ (N − 1)(N − 2)

(

∣

∣

∣

σ

6
+
α

6
+
µ

3
+
ν

3

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

σ

6
− α

6
− µ

6
+
ν

6

∣

∣

∣

2
)]

,

λ
(1)
2 =

1

N

[

2
∣

∣

∣

σ

3
+
µ

6
− ν

2

∣

∣

∣

2

+ 2
∣

∣

∣

σ

3
− µ

3

∣

∣

∣

2

+ (N − 2)

(

2
∣

∣

∣

σ

6
+
α

6
− µ

6
− ν

6

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

σ

6
− α

6
+
µ

3
− ν

3

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

σ

6
− α

6
− µ

6
+
ν

6

∣

∣

∣

2
)]

,

λ
(3)
1 =

1

N

[

|σ|2 + (N − 1)

(

3
∣

∣

∣

σ

3
− µ

3

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

σ

3
+
µ

6
+
ν

2

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

σ

3
+
µ

6
− ν

2

∣

∣

∣

2
)

+ 2(N − 1)(N − 2)

(

∣

∣

∣

σ

6
− µ

6

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

α

6
− ν

6

∣

∣

∣

2
)]

,

λ
(3)
2 =

1

N

[

2
∣

∣

∣

σ

3
+
µ

6

∣

∣

∣

2

+ 2
∣

∣

∣

ν

2

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

σ

3
− µ

3

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

σ

3
+

2µ

3

∣

∣

∣

∣

2

+ 2(N − 2)

(

∣

∣

∣

σ

6
+
µ

3

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

α

6
+
ν

3

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

σ

6
− µ

6

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

α

6
− ν

6

∣

∣

∣

2
)]

(4.5)

s násobnost́ı 1 pro λ
(1)
1 a λ

(3)
1 a (N − 1) pro λ

(1)
2 a λ

(3)
2 . Vlastńı č́ısla k matici

ρ(2) vypadaj́ı stejně jako pro ρ(1), jenom s t́ım rozd́ılem, že koeficienty α a ν
změńı znaménko.

Se znalost́ı vlastńıch č́ısel neredukovaných i redukovaných stav̊u můžeme
principiálně vyšetřovat mnoho vlastnost́ı tŕıčásticových univerzálńıch pro-
ces̊u (4.1) pro M = 3. Výstupńı matice hustoty však záviśı obecně na
šesti reálných parametrech1 a vztahy (4.3)-(4.5) jsou velmi komplikované.
Omeźıme se proto na podtř́ıdu, jej́ımiž hraničńımi př́ıpady jsou fyzikálně
zaj́ımavé procesy: optimálńı univerzálńı koṕırováńı jedné částice na tři a
proces realizuj́ıćı pouze antisymetrické stavy, tj.

P (3) = σS + αA. (4.6)

1Jak bylo ukázáno v kapitole 3, výsledná matice hustoty je invariantńı v̊uči změně
globálńı fáze a násobeńı reálným faktorem koeficient̊u σ, α, µ a ν. Viz sekce 3.2.
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Potom plat́ı

µ = ν = 0, (4.7)

ρout =
6 (σS + αA) ρin ⊗ I⊗2 (σS + αA)

(N + 1)(N + 2) |σ|2 + (N − 1)(N − 2) |α|2
. (4.8)

Všechny vlastnosti, které budeme zkoumat, budou záviset pouze na vlastńıch
č́ıslech (4.3)-(4.5), které v tomto př́ıpadě záviśı pouze na kvadrátech abso-
lutńıch hodnot koeficient̊u σ a α, a proto, i když se jedná o podtř́ıdu efektivně
dvouparametrickou, můžeme volit následuj́ıćı parametrizaci

s = |σ|2 , |α|2 = 1 − |σ|2 = 1 − s. (4.9)

Nav́ıc plat́ı

ρ
(12)
out = ρ

(23)
out = ρ

(13)
out , ρ

(1)
out = ρ

(2)
out = ρ

(3)
out. (4.10)

Pomoćı nenulových vlastńıch č́ısel matice ρout, jejichž pr̊uběh v závislosti
na parametru s znázorňuje obrázek 4.1, můžeme spoč́ıst von Neumannovu
entropii výsledného stavu podle vztahu2

Obrázek 4.1: Pr̊uběh nenulových vlastńıch č́ısel λ1 (plná čára), λ2+ (tečkovaná
čára), λ3 (čerchovaná čára) a λ4 (čárkovaná čára) matice hustoty ρout pro
N = 5 v závislosti na parametru s.

S(ρout) = −
∑

λi

µ(λi)λi lnλi, (4.11)

2Ve standardńı definici je nav́ıc suma násobena Bolzmanovou konstantou k.
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kde suma prob́ıhá přes všechna r̊uzná vlastńı č́ısla matice ρout a µ(λi) je
násobnost vlastńıho č́ısla λi. Explicitńı výrazy pro entropie zde pro jejich ob-
jemnost a nepřehlednost uvádět nebudeme, jde o pouhé dosazeńı př́ıslušných
vlastńıch č́ısel do definičńıho vztahu (4.11). Entropie S(ρout) je, jako funkce
s, konkávńı a nabývá minima vždy pro s = 0. Hodnota minima je

Smin(ρout) = ln

(

(N − 1)(N − 2)

2

)

. (4.12)

Pro s = 1 a N jdoućı do nekonečna se entropie shora bĺıž́ı k Smin(ρout).

Obrázek 4.2: Pr̊uběh von Neumannovy entropie stavu ρout v závislosti na
parametru s pro N = 7 (plná čára), N = 5 (čárkovaná čára), N = 3
(tečkovaná čára).

Entropie matice hustoty ρout je rovna nule, a výsledný stavy je tedy čistý,
pouze v př́ıpadě s = 0 a N = 3. Tento stav se někdy nazývá Slater̊uv a hraje
d̊uležito roli v mnoha aplikaćıch kvantové informace, např. kvantové sd́ıleńı
a distribuce šifrovaćıho kĺıče nebo porovnáváńı kvantových stav̊u [19]. Pro
všechny ostatńı konfigurace źıskáváme stavy smı́̌sené, viz. obrázek 4.2. Hod-
nota parametru s, pro kterou univerzálńı proces (4.8) realizuje maximálně
smı́̌sené stavy, je dána algebraicko-logaritmickou rovnićı, jej́ıž řešeńı obecně
nelze vyjádřit v analitickém tvaru, a jsme proto odkázáni na numerické
metody. Závislost polohy maxima na dimenzi N znázorňuje obrázek 4.3.
Limitńı hodnota smax pro N jdoućı do nekonečna je rovna jedné polovině.

Stejným zp̊usobem můžeme analyzovat dvoučásticové redukované matice
hustoty ρ

(ij)
out . Von Neumannova entropie těchto stav̊u je nemonotonńı, viz

obrázek 4.4, a nabývá minima v bodě s = 0 pro N ∈ {3, 4} a pro N ≥ 5
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Obrázek 4.3: Hodnota parametru s, pro kterou je entropie stavu ρout maxi-
málńı, v závislosti na dimenzi N.

je minimálńı entropie dosažena při s = 1. Všechny výstupńı dvoučásticové
stavy jsou smı́̌sené, nebot’ plat́ı

∀s ∈ 〈0, 1〉, ∀N ≥ 3 S(ρ
(ij)
out ) > 0. (4.13)

Entropie jednočásticových redukovaných stav̊u, obrázek 4.5, je pro každé N
klesaj́ıćı, ale vždy nenulová funkce, a proto i všechny jednočásticové reduko-
vané výstupńı stavy v této tř́ıdě budou smı́̌sené.

Pomoćı entropie stav̊u ρout, ρ
(ij)
out a ρ

(i)
out můžeme spoč́ıtat index korelace,

který vyjadřuje mı́ru korelaćı mezi jednotlivými podsystémy [20]. Tato veli-
čina je definována následovně

I(AB)
c = S(ρA) + S(ρB) − S(ρAB), (4.14)

kde ρAB je matice hustoty složeného systému, ρA, resp. ρB je redukovaný
stav na podsystému A, resp. B. Pr̊uběh mı́ry korelaćı mezi jednočásticovým
a dvoučásticovým redukovaným stavem I

(ij)(k)
c v závislosti na parametru s

demonstruje obrázek 4.6. Univerzálńı proces, který realizuje v této podtř́ıdě
maximálně korelované stavy jedno a dvoučásticového podsystému odpov́ıdá
pro všechny dimenze parametru s = 0. Index korelace je pro všechna N

klesaj́ıćı funkce, ale se zvětšuj́ıćıse dimenźı vliv parametru s na mı́ru korelaćı
klesá a limitně plat́ı

∀s ∈ 〈0, 1〉 lim
N→∞

I(ij)(k)
c = 2 ln(

3
3
√

2
). (4.15)

Korelace mezi jednočásticovými redukovanými stavy, obrázek 4.7, vykazuje

44



Obrázek 4.4: Pr̊uběh von Neumannovy entropie dvoučásticového reduko-
vaného stavu ρ

(ij)
out v závislosti na parametru s pro N = 7 (plná čára), N = 5

(čárkovaná čára), N = 3 (tečkovaná čára).

Obrázek 4.5: Pr̊uběh von Neumannovy entropie jednočásticového reduko-
vaného stavu ρ

(i)
out v závislosti na parametru s pro N = 7 (plná čára), N = 5

(čárkovaná čára), N = 3 (tečkovaná čára).
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Obrázek 4.6: Pr̊uběh indexu korelace mezi redukovanými stavy ρ
(ij)
out a ρ

(k)
out

v závislosti na parametru s pro N = 7 (plná čára), N = 5 (čárkovaná čára),
N = 3 (tečkovaná čára) a N → ∞ (čerchovaná čára).

stejně jako v předchoźım př́ıpadě maximum pro s = 0. S rostoućım N se
poloha parametru s, při kterém je dosaženo minimálńıch korelaćı, monotonně
zvyšuje a konverguje k jedné polovině. V limitě plat́ı

∀s ∈ 〈0, 1〉 lim
N→∞

I(i)(j)
c = (1 − s) ln(1 − s) + s ln s+ ln

3
3
√

2
. (4.16)

Konstrukce univerzálńıch proces̊u na třech částićıch pomoćı vztahu (4.1)
dovoluje realizovat širokou tř́ıdu kovariantńıch zobrazeńı. Jejich unitárńı evo-
lučńı operátor lze źıskat stejnou kanonickou konstrukćı, která byla popsána
v sekci 3.4. Z̊ustává však otázkou, zda jsme schopni t́ımto zp̊usobem reali-
zovat všechny úplně pozitivńı tř́ıčásticové univerzálńı procesy, nebot’ jejich
klasifikace neńı dosud zcela kompletńı.
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Obrázek 4.7: Pr̊uběh indexu korelace mezi redukovanými stavy ρ
(i)
out a ρ

(j)
out

v závislosti na parametru s pro N = 7 (plná čára), N = 5 (čárkovaná čára),
N = 3 (tečkovaná čára) a N → ∞ (čerchovaná čára).
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Závěr

V této diplomové práci jsme se zabývali implementaćı univerzálńıch proces̊u
z jedné částice na M . Předpokládali jsme částice stejné, konečné dimenze
N . Zaměřili jsme se speciálně na možnosti konstrukce Krausových operátor̊u
univerzálńıch proces̊u pomoćı projektor̊u a odvozené postupy jsme demon-
strovali na podtř́ıdách dvou a tř́ıčásticových proces̊u.

Nejprve jsme věnovali pozornost proces̊um na dvou částićıch realizova-
ných koherentńı kombinaćı projektor̊u na symetrický a antisymetrický pod-
prostor dvoučásticového Hilbertova prostoru. Odvodili jsme obecný parame-
trický tvar výsledné matice hustoty, (3.8), a dokázali, že takto źıskaný proces
splňuje podmı́nku kovariance, a proto je univerzálńı. Výsledná matice hus-
toty je efektivně závislá na jednom komplexńım parametru. Ukázali jsme,
jak tyto procesy souviśı s klasifikaćı univerzálńıch proces̊u na dvou částićıch
provedené v [4], a nekoherentńı superpozićı dvou vhodně zvolených proces̊u
tohoto typu jsme zkonstruovali Krausovy operátory pro všechny procesy, pro
které v této klasifikaci plat́ı p3 = p4 = 0, viz. (2.19).

Postup realizace univerzálńıch proces̊u projektory jsme pomoćı Schurova
lemmantu zobecnili a uvedli ansatz (3.25), ve kterém je univerzálńı proces na
M částićıch konstruován pomoćı koherentńı kombinace projektor̊u na invari-
antńı podprostory (M +L)-částicové reducibilńı reprezentace jednočásticové
unitárńı grupy U(N) a L-násobnou aplikaćı operace částečné stopy.

Ansatz (3.25) spolu s nekoherentńı superpozićı takto źıskaných proces̊u
dovoluje konstrukci široké podtř́ıdy univerzálńıch proces̊u na libovolném poč-
tu částic. Nevýhodou tohoto postupu je, že pokud nemáme k dispozici úplnou
klasifikaci univerzálńıch proces̊u na daném počtu částic, neumı́me zat́ım ř́ıci,
o jak velkou podtř́ıdu se jedná. Proto jsme se v daľśım zkoumáńı omezili
na dvou a tř́ıčásticové procesy, kde je alespoň částečná klasifikace známa.
Naopak výhodou uvedené kostrukce je možnost jej́ıho př́ımočarého zobecněńı
na realizaci univerzálńıch proces̊u z L na M částic.

Pro podtř́ıdu univerzálńıch proces̊u na dvou částićıch, které lze realizo-
vat projektory na tř́ıčásticové stavy a jednou operaćı částečné stopy, jsme
odvodili obecné tvary výstupńıch matic hustoty (A.3) a (A.4), které jsou
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efektivně závislé na třech komplexńıch parametrech. V této tř́ıdě jsme iden-
tifikovali proces optimálńıho koṕırováńı z jedné částice na dvě a ukázali, že
zde lež́ı část jednoparametrické tř́ıdy univerzálńıch provazovaćıch proces̊u
pro hodnoty parametru p4 z intervalu 〈0, N

2(N+1)
〉. Pro tyto procesy jsme bĺıže

analyzovaly množinu př́ıpustných koeficient̊u, které parametrizuj́ı koherentńı
kombinaci projektor̊u, a našli jejich hodnoty, pro které je pravděpodobnost
realizace procesu při kanonocké konstrukci unitárńı evoluce maximálńı.

Nakonec jsme se věnovali podtř́ıdě univerzálńıch proces̊u na třech části-
ćıch, které lze realizovat pomoćı (3.25) pouze projektory na tř́ıčásticové stavy.
Odvodili jsme obecný tvar výstupńı matice hustoty, která je efektivně závislá
na třech komplexńıch parametrech, jej́ı vlastńı č́ısla a vlastńı č́ısla jedno
a dvoučásticových redukovanách stav̊u. Se znalost́ı spekter těchto matic jsme
se zaměřili bĺıže na vlastnosti podtř́ıdy realizované kombinaćı projektor̊u na
symetrický a antisymetrický tř́ıčásticový podprostor. V tomto př́ıpadě jsou
všechny dvoučásticové, resp. jednočásticové redukované stavy stejné a jejich
spektra záviśı pouze na absolutńıch velikostech parametr̊u, nikoli na jejich
fáźıch. Analyzovali jsme chováńı entropie výsledných redukovaných a nere-
dukovaných stav̊u a indexu korelace mezi jednotlivými podsystémy.

Univerzálńı procesy hraj́ı v kvantové teorii informace d̊uležitou roli, nebot’

dovoluj́ı optimálně aproximovat mnoho proces̊u, které jsou kvantové fyzice
zapovězené. Studium jejich vlastnost́ı a možnost́ı realizace má tedy velký
význam pro budoućı aplikaci kvantových algoritmů.

Závěrem bych chtěl velmi poděkovat svému školiteli Prof. Ing. Igoru Jex-
ovi, DrSc. za pečlivé vedeńı této diplomové práce. Můj d́ık patř́ı také Ing.
Jaroslavu Novotnému za mnoho inspirativńıch diskuśı.
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Dodatek A

Výstupńı stavy univerzálńıho
procesu na třech částićıch
realizovaného projektory

A.1 Tř́ıčásticová matice hustoty

Výstupńı matici hustoty ρ3
out univerzálńıho procesu na třech částićıch re-

alizovanou projektory na invariantńı podprostory tř́ıčásticové reprezentace
jednočásticové unitárńı grupy źıskáme dosazeńım (3.39) až (3.41) do (3.38)
a jej́ı obecný tvar je

ρ3
out =

1

N |σ|2 |111〉〈111| + 1

N
∑

a 6=1

{ ∣

∣

∣

σ

3
+
µ

6
+
ν

2

∣

∣

∣

2

|1aa〉〈1aa|

+
∣

∣

∣

σ

3
− µ

3

∣

∣

∣

2

|aa1〉〈aa1| +
(σ

3
+
µ

6
+
ν

2

)

(

σ

3
− µ

3

)

|1aa〉〈aa1|
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σ

3
+
µ

6
+
ν

2

)

(σ

3
− µ

3

)

|aa1〉〈1aa| +
∣

∣

∣

σ

3
+
µ

6
− ν

2

∣

∣

∣

2
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+
(σ

3
+
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6
+
ν

2

)

(

σ

3
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6
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2
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∣
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+
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∣
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, (A.1)

kde N má tvar

N =
1

6
|σ|2 (N + 1)(N + 2) +

1

3
(|µ|2 + |ν|2)(N2 − 1)

+
1

6
|α|2 (N − 1)(N − 2). (A.2)

A.2 Dvoučásticové redukovaná matice hustoty

Provedeńım operace částečné stopy přes jednu ze tř́ı částic výstupńı mat-
ice hustoty ρ3

out, danou vztahem (A.1), źıskáme tři tř́ıdy výstupńıch matic
hustoty univerzálńıch proces̊u na dvou částićıch. Vyloučeńı druhé, resp. třet́ı
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částice vede na matice hustoty ρ
(2)
out, resp. ρ

(3)
out. Vyloučeńım prvńı částice

dostaneme stejnou matici jako ρ
(2)
out jen s t́ım rozd́ılem, že parametry α a ν

změńı znaménko.
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přičemž N lze vyjádřit

N =
1

6
|σ|2 (N + 1)(N + 2) +

1

3
(|µ|2 + |ν|2)(N2 − 1)

+
1

6
|α|2 (N − 1)(N − 2). (A.5)
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[5] M. Štefaňák (2003), Many Particle Universal Processes, Diploma thesis,
FJFI.

[6] M. A. Nielsen, I. L. Chuang (2000), Quantum Computation and Quan-
tum Information, Cambridge University Press, Cambridge.

[7] K. Kraus (1983), States, Effects, Operations: Fundamental Notions of
Quantum Theory, Springer-Verlag, Berlin.

[8] H. Bechmann-Pasquinucci, N. Gisin (1999), Incoherent and Coherent
Eavesdropping in the Six-state Protocol of Quantum Cryptography,
Phys. Rev. A 59, 4238.
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