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Uvod

Soucasné s vyvojem teorie a experimentalni praxe kvantové fyziky vznikl
i zcela novy obor kvantové informatiky. Moznost superpozice a provazani
kvantovych stavu, které jsou primymi dusledky linearity kvantové mechaniky,
dovoluje vyvinout algoritmy, které tesi nékteré problémy, jejichz slozitost
v klasické informatice vyzaduje exponencialni naroky na prostifedky nebo
cas, pouze v polynomialnim ¢ase. Mezi takové problémy patii naptiklad fak-
torizace velkych ¢isel na prvocéisla. Exponencidlni casovd narocnost teseni
této ulohy v klasickém svété vyuziva naptiklad kryptografie a témeér kazdému
z nas dnes tento fakt chrani informace ¢i soukromi. V roce 1996 publikoval P.
Shor algoritmus [1], ktery s vyuzitim principu kvantové teorie tesi faktorizaci
s polynomialni slozitosti.

Linearita, stejny prvek, ktery obohacuje moznosti kvantové informatiky,
na ni uvaluje i pfisna omezeni, kterd znemoznuji realizaci nékterych, kla-
sické informatice naprosto vlastnich, procesu. Jednim z nich je naptiklad
vytvoreni piesné kopie libovolného kvantového stavu [2]. Musime se proto
spokojit s procesy produkujici nedokonalé kopie, popsané napt. Wernerem
v [3]. Jeho klonovaci proces patii do tiidy tzv. univerzalnich procesu, které
lze charakterizovat vlastnosti, ze pusobi na kazdy stav v jistém smyslu stejné.
Pro procesy tohoto typu, prenasejici Cisty stav jedné castice na M-Casticovy
stav, lze preformulovat tuto vlastnost pomoci kovariantni podminky. Mimo to
musi univerzalni proces spliovat i dalsi podminky kladené na realizovatelny
kvantovy proces. Souhrnné klasifikace univerzalnich kvantovych procesu na
dvou ¢asticich byla podéna v praci [4], kde bylo mimo jiné ukazéno, ze kazdy
takovy proces je charakterizovan péti redlnymi parametry.

Cilem této prace je seznamit s klasifikaci ttidy univerzalnich procesu
provedené v [4], formalismem a teorii kvantovych operaci a literaturou sou-
visejici s realizaci univerzalnich procesu. Specialné je prihlédnuto k procesum
klonovani jedné c¢astice na dvé a univerzalni provazani dvou c¢astic, pro
které je popsana unitarni realizace a odvozena jeji dekompozice na rotace ve
dvourozmérnych podprostorech. Chceme-li experimentalné realizovat uréitou
operaci je treba nejprve najit kvantovy proces, ktery ji realizuje, poté zkon-



struovat jeho unitarni realizaci a nakonec najit experimentalni usporadani
odpovidajici danému unitarnimu operatoru. Pravé posledni bod je motivaci
k hledani dekompozice tohoto typu.

Text je usporadan nasledovné: V prvni kapitole je popsan formalismus
kvantovych operaci [5], jakozto nejobecnéjsich procesu, které lze v ramci
kvantové teorie realizovat, a jejich Krausova reprezentace, ktera je uzitecna
mimo jiné k tomu, ze s jeji znalosti 1ze pro danou kvantovou operaci zkon-
struovat jeji unitarni realizace. V druhé kapitole je stru¢né popséna klasi-
fikace univerzélnich procesu na dvou éésticich, jak byla podana v praci [4].
Ve treti kapitole je nejprve popsan optimalni proces kopirovani z jedné ¢astice
na dvé a nasledné odvozena dekompozice jeho realizace. Déle je na zakladé
[4] odvozena unitarni realizace a jeji dekompozice jednoho z univerzalnich
procesu provazani dvou ¢astic.



Kapitola 1

Kvantové operace a Krausova
representace

V této kapitole definujeme tiidu nejobecnéjsich zobrazeni mezi maticemi hus-
toty, které jsou v rdmci kvantové mechaniky ptipustné. Zavedeme pojem
kvantové operace a popiSeme jeji tvar v tzv. Krausové reprezentaci. Na konci
kapitoly uvedeme nékolik zakladnich kvantovych operaci na jednom qubitu
a jejich znédzornéni na Blochové sfére.

1.1 Kvantové operace

Casovy vyvoj operdtoru hustoty uzavieného kvantového systému je popsan
Liouvillovou rovnici

- Op(t)

th=p = Hp(t) — p(t)H = [H, p(t)]. (1.1)
Vyvoj na ¢asovém intervalu J, kdy se systém volné vyvijel, je pak ekvivalentni
pusobeni unitarniho propagatoru U (t, s) na matici hustoty p, tedy plati

Vs,t € J p(t)=U(t,s)p(s)U'(t,s). (1.2)

Unitarni vyvoj kvantovych systému je ale z nékolika duvodu pro kvan-
tovou informatiku nedostacujici. Za prvé v praxi lze jen tézko najit systém,
ktery se svym okolim vubec neinteraguje. Pokud chceme napiiklad prenaset
informaci kvantovym kanalem, musime pocitat i s kvantovym Sumem. N&S
nosi¢ informace, at uz je to foton, elektron nebo iont, vzdy interaguje s okol-
nim prostiedim a jeho vyvoj, chapeme-li ho jako vyvoj podsystému celého
systému okoli-nosi¢, jiz nemusi byt unitarni. Za druhé, pokud bychom se
omezili v kvantovych algoritmech pouze na unitarni vyvoj, t¥ida tloh, ktera



by byla timto zpisobem realizovatelna, by se velmi zuzila. Lze totiz vyuzit
nevyhody prvniho ptipadu v nas prospéch. Nas systém muzeme rozsitit o dal-
81, tzv. ancillu, a na rozsiteném systému realizovat vhodnou unitarni transfor-
maci. Pokud vysledny stav zprumeérujeme pres ancillu, tj. provedeme operaci
castecné stopy pres podsystém piislusejici ancille, transformace realizovand
na nasem puvodnim systému jiz nemusi byt unitarni. Za treti, v realizaci
kvantovych algoritmu se velmi ¢asto vyskytuje proces projektivniho métent,
které zcela jisté neni unitarni.

Chceme najit nejobecnéjsi tvar zobrazeni £, kvantové operace, ktera pte-
vede vstupni stav p;, na vystupni pou: = E(pin), pricemz netrvame na rovnosti
dimenzi Hilbertovych prostoru vstupniho a vystupniho systému. Fakt, ze &
ma zobrazit matici hustoty na jinou matici hustoty implikuje podminky

& zachovava pozitivitu: — pg, > 0= E(pin) > 0, (1.3)
1.

& zachovava stopu: TrE(pin) = (1.4)

Pokud pfipustime i nedeterministickou dynamiku systému, kterou je napfti-
klad proces méreni, lze podminku zeslabit na

€ nezvysuje stopu:  Tr&(pi,) < 1. (1.5)

Vysledek muzeme interpretovat tak, ze proces £ nastane s pravdépodobnosti
TrE(pin) a konecny stav je pou = %.

Pokud ma byt definice kvantova operace konzistentni se statistickou in-
terpretaci matice hustoty, méla by byt dalsi podminkou na kvantovou operaci
linearita viéi vstupnimu stavu. Je-li vstupni stav p? s pravdépodobnosti p
a p;, s pravdépodobnosti (1 — p), mél by vystupni stav byt kombinaci £(p)
a E(p},) se stejnymi pravdépodobnostmi. Shriime tedy

€ linedrni vudi vstupu: E(Z pipi) = E(pin) = Zpié’(pi). (1.6)

Posledni podminkou, kterou na kvantovou operaci na systému A klademe,
je tzv. uplna pozitivita, tedy

& uplné pozitivni: pap > 0= (I ® E)pap > 0, (1.7)

kde pap je matice hustoty na libovolném rozsiteném systému AB a [ je
identicka operace na podsystému B. Tato podminka plyne z piirozeného
pozadavku, ze pokud je ndmi zkoumany systém A soucasti néjakého vétsiho
AB, nesmi kvantova operace £ prevést fyzikalni stav celého systému AB na
stav nefyzikalni.



Nyni se podivejme na vyvoj neuzavieného kvantového systému. Priroze-
nou cestou, jak zahrnout do modelu interakci sledovaného systému (hlavni
systém) s okolim, je nahlizet na otevieny systém spolu s okolim jako na
jeden systém uzavieny, podléhajici unitarni interakci U. Piedpokladejme,
prozatim, ze celkovy systém je na vstupu ve faktorizovaném stavu pgs ® pg.
Po transformaci je stav hlavniho systému dén rovnici

E(ps) = Tr [Ulps @ pp)U'] . (1.8)

Upravou rovnice (1.8) lze dojit k jiné, elegantni formé vyjadieni operace &
znamé jako Krausova reprezentace [5], [7].

Necht |ex) je ortonormélni baze konecnérozmérného Hilbertova prostoru
okoli a pp = |eg)(eo| je jeho pocateéni stav. Predpoklad ¢istoty stavu nijak
neubird postupu na obecnosti, nebot vidy lze Hilbertiv prostor prostiedi
rozsitit tak, aby pocatecni smiSeny stav byl v rozsiteném systému cisty.
Rovnici (1.8) lze prepsat do tvaru

E(ps) = Z (ex|U [ps @ leo){eol] Uler) = ZEkPSE;L (1.9)

kde Ej = (ex|Uley) je jiz operator na Hilbertové prostoru hlavniho systému.
Operatory Ej se nazyvaji opera¢nimi ¢i Krausovy elementy nebo téz Krau-
sovy operdtory operace €. Z rovnice (1.9) plyne >° FET = I a piipustime-li
nedeterministickou dynamiku, lze tuto podminku rozsitit na

Y BB <I (1.10)
k

Popis kvantovych procesu Krausovou reprezentaci je natolik obecny, ze
lze vyslovit tzv. vétu o Krausové reprezentaci (dukaz viz [5]), kterd fika,
ze kvantovy proces £ spliuje podminky (1.3), (1.5), (1.6) a (1.7) prave
tehdy, kdyz existuje jeji Krausova reprezentace. Kvantovou operaci, jako
nejobecnéjsi kvantové-mechanicky realizovatelny proces, lze tedy definovat
rovnici (1.9) a podminkou (1.10). Pokud ma kvantovéd operace pouze jeden
Krausuv operator, nazyvame ji ¢istou.

1.2 Priklady kvantovych operaci

V této sekci uvedeme nékolik konkrétnich ptrikladi operaci a jejich Krauso-
vych reprezentaci, jako jsou bit-flip, phase-flip a depolariza¢ni kandl, které
hraji pri prenosu kvantové informace dulezitou roli. Prvnim znich je popis
operace ¢asteéné stopy pres podsystém néjakého vetstho systému. Necht H g



je Hilbertuv prostor slozeného systému AB, |i) 4 je baze podsystému A a |j) 5
béze podsystému B. Potom

Trppap = ZB<MB(ZA ZB Aijlm’i>A|j>B<l|A<m’B)’k>B =

k=1 il=1jm=1
dp da dp

= > Nunlddallla = EvpapEl = E(pan),  (1.11)
k=1 i,l=1 k=1

kde definujme Fy : Hap — Ha

B (|i) al)B) = 0jkli) a- (1.12)

Predchozi rovnice tedy definuje Krausovy operatory pro operaci ¢astecna
stopy.

Modifikaci predchoziho ptipadu muzeme pomoci Krausovy reprezentace
vyjadrit stopu. Necht H, je Hilbertuv prostor méfeného systému urceny
bézi |i) 4. Potom, kdyz tento systém rozsifime o jednorozmérny vystupni
Hilbertuv prostor C s bazi |0)p a provedeme na rozsireném systému kvan-
tovou operaci (1.11) pfes podsystém A, bude vysledkem stav

€(p) = 10)5{0|5Trp. (1.13)

Nez piejdeme k dalsim pifkladim uvedme jesté ndzorny zpisob geomet-
rické interpretace pusobeni kvantové operace na qubit (dvourozmérny kvan-
tovy systém), jako pusobeni urcité akce na tzv. Blochovu sféru. Kazdy stav
p qubitu lze zapsat v bazi' I, @, kde o; jsou Pauliho matice, jako

I+7T7 1 1471, r,—in
a re+ir, 1—r, )’

— 1.14
p 5 5 (1.14)

kde 7 je jednotkovy vektor v R®. Lze ukdzat, ze v této (Blochové) reprezen-
taci plati pro kazdou operaci zachovavajici stopu

TS Y =MT + 7, (1.15)

kde M = OS, S je realnd symetricka matice, O je redlna ortogonalni matice.
Na operaci & muzeme proto nahlizet jako na deformaci Blochovy sféry ve
smérech vlastnich vektoru S, nasledovanou rotaci O a posunutim ve smeéru

—
C.

LObecné lze kazdy stav n-rozmérného kvantového systému reprezentovat linedrni kom-
binac{ matice I a bdze algebry bezestopych matic su(N).



Uvazujme nésledujici operaci &£, tzv. bit-flip kandl, na qubitu: stav |0)
resp. |1) transformuje s pravdépodobnosti (1 — p) na |1) resp. |0). Krausovy
elementy této operace jsou

Eoz\/ﬁ((l)(l)) E1:\/1Tp((1)(1)>, (1.16)

a tedy

L 1+2p—1r, ry—i(2p—1)r
— T T = z z Y
E(p) = EopE} + EvpE] = 5 ( iy 1 (3p 1 )LD

coz odpovida transformaci Blochova vektoru

1 0 0
T'=(02p-1 o0 T (1.18)
0 0 2p—1

7 tvaru matice M je patrné, ze bit flip kanal pusobi na Blochové sfére jako
kontrakce roviny y-z faktorem 2p — 1 a slozka r, zustava beze zmén.

Dalsi dulezitou operaci je tzv. phase-flip kanal, ktery s pravdépodobnosti
1 — p méni relativni fazi qubitu o 7. Tedy, je-li transformovan qubit ve stavu
napi. «|0) 4+ §]1) vystoupi s pravdépodobnosti 1 — p ve stavu «|0) — 5|1).
Operacni elementy phase-flip kanalu jsou

Eoz\/p((l) ?) Elz\/lTp((l) _01). (1.19)

Jednoduchym vypoctem Ize stejné jako v predchozim ptikladu vyjadfit matici
M,

2p—1 0 0
M = 0 2p—1 0 |. (1.20)
0 0 1

Narozdil od bit-flip kandlu se pri této operaci kontrahuje v Blochové repre-
zentaci rovina x-y, zatimco osa z zustava zachovana.

Velmi dulezitym prikladem kvantového sumu je tzv. depolarizacni kanél,
ktery pusobi tak, ze pro libovolny vstupni stav je vystupni s pravdépodob-
nosti p zcela depolarizovan. Pro jeden qubit ma tato transformace tvar

£(p) = oI + (1~ pp. (1.21)



Operace (1.21) neni vyjadiena v Krausové reprezentaci. Pokud vyuzijeme
vztahu

I p+0upos +oypoy + 0.po.

Yo :
P g 4

(1.22)

ktery lze ovérit s vyuzitim komutacnich relaci pro o; a Blochovy reprezentace
pro p, lze vztah (1.21) prepsat na tvar

3
E(p) = (1 - Zp) p+ g(%pam + oypoy + 0.p0). (1.23)

Pti vizualizaci na Blochové sfére se jednd o kontrakci s faktorem 1 — p ve
vSech hlavnich oséach.

Dulezitou aplikaci kvantovych operaci je popis disipace energie kvan-
tového systému. Takovy proces lze charakterizovat kvantovou operaci zvanou
amplitudové tlumeni. Pomoci formalismu kvantovych operaci odvodime jed-
noduchy model disipace energie pro jeden opticky maod.

Uvazujme mod ve stavu |¢) = «|0) + S|1), kde |i) jsou vlastni stavy
operatoru poctu fotonu. Do cesty fotont pridame déli¢ paprsku, ktery v in-
terakénim obraze piisobi jako unitdrni transformace B = exp[f(a'b — ab')],
kde 6 je parametr vyjadiujici silu interakce, a, a’ resp. b, b' jsou anihilaéni a,
krea¢ni operatory uvazovaného modu, resp. modu na druhém vstupu délice
paprsku. Pomoci rozvoje operatoru B do mocninné rady lze spocist stav
systému po pruchodu délicem. Predpokladejme jesté, ze méd odpovidajici
operatoru b, tedy prostiedi, které disipovanou energii ptijima, je pred inter-
akei na déliéi ve vakuovém stavu |0). Potom

e (_1)n92n e (_1)n92n+1

Blopy(0]0)a + Bl1)a) = 5 ZO () + Z; o )
+ al0,0,) (1.24)
= «@|0,0,) + B(cosB|0p1,) + sin 6]1,0,)), (1.25)

nebot
(a'b = ab)[0}|1)a = —[1)s]0a,  (aTd — ab')[1)3/0)s = 0)s[1)0.  (1.26)

Provedeme-li nyni na vysledny stav stopu ptes prostiedi, ziskame nasledujici
vyjadreni kvantové operace

E(p) = EopEy' + EipEyT, (1.27)



kde Ey = (k| BJ|0) jsou

1 0
Ey= ( 0 ot > (1.28)

0 sind
b, = < 0 0 ) (1.29)

a specidlné pro p = ) (|

2 2 oin2 *
|a|* + |5]*sin® 6 af* cos b ) (1.30)

E(lY)(W]) = ( a*3cos |8]? cos? 6

Tento vysledek lze interpretovat nasledujicim zpusobem. Element FEj, neché
stav |0) nezménén, ale stavu |1) zmensi amplitudu, a element F; zméni stav
1) na |0), coz fyzikdlné odpovida ztrété fotonu. Veli¢inu sin? @ lze interpre-
tovat jako pravdépodobnost oné ztréty, jak plyne z (1.30).

Jako posledni ptiklad kvantovych operaci zde uvedeme jesté ztratu kvan-
tové informace, pti niz nedochazi k disipaci energie. Jedna se o tzv. disipaci
faze. Fyzikalné popisuje takovy proces napi. rozptyl fotonu pii pruchodu
vlnovodem.

Jednoduchym modelem predstavujici disipaci faze muze byt nésledujici
piipad kvantového sumu. Piedpokladejme opét jeden qubit ve stavu |¢) =
a|0) + 5|1), na ktery pusobi operdtor R,(#) s nahodnym parametrem 6, kde

R.(0) = < 6;9 (1) > (1.31)

Predpokladejme déle, Ze 1ihel 6 lze popsat ndhodnou veli¢inou s Gaussovym
rozdélenim s nulovou stiedni hodnotou a kvadratickou odchylkou 2A. Potom
vystupni matice hustoty je dana vztahem

b = o [ RO e (;—;)de (1.32)
_ (G‘Z‘el: ab|b‘|32_ A). (1.33)

Odpovidajici operacni elementy mohou odpovidat napft.

EOZ\/E((I) (1)) Elzx/lTé((l) _01) (1.34)

kde 6 = %(1 +e7*). Je tedy patrné, ze fazova disipace piedstavuje stejnou
kvantovou operaci jako phase-flip kanal.



Kapitola 2

Univerzalni kvantové procesy

V této kapitole definujeme pojem univerzalniho kvantového procesu a na
jednoduchém prikladu demonstrujeme tzv. podminku kovariance. Dale dle
préce [4] parametrizujeme tiidu vSech univerzalnich procesu na dvou ¢asticich
libovolné, ale stejné dimenze.

2.1 Definice univerzalniho kvantového proce-
su

Déje kvantové fyziky podléhaji, vzhledem k jeji linedrni povaze, jistym ome-
zenim a proto ne kazdy proces je realizovatelny. Piikladem takového omezeni
je proces klonovani kvantového stavu. Predpokladejme linedrni transformaci
T na dvoucasticovém Hilbertové prostoru, ktera kopiruje naprosto presné dva
ortogonalni stavy prvniho ¢éstice, pro jednoduchost feknéme qubitu; tedy

T|0)jo) — |0)|0)
TInjo)y — [1)]1). (2.1)

Potom vzhledem k pozadované linearité transformace 7' se stav \/Li(|0) +
1)) transformuje na %(IOHO) + [1)|1)), coz zcela neodpovidé nasi predstave
kopie, tedy vstupniho stavu, tedy 3(|0) + |1))(|0) + |1)). Pfi popisu maticemi
hustoty je rozdil mezi idedlni kopii a vyslednym jednocasticovym stavem po
transformaci 7' jesté nazornéjsi,

1/1 1 1/1 0
I oty —
pin = 3 ( 1 1), Try (Tme) 5 ( 0 1). (2.2)

Obrazem matice hustoty odpovidajici stavu \/Li(|0) +11)) je zcela depolarizo-

vany stav. Muzeme se proto ptat, zda existuje linearni transformace, ktera

13



sice nekopiruje zadny stav presné, ale odchylka od idealni kopie je pro vsechny
vstupni stavy stejna. Univerzalni kvantovy proces muzeme vagné definovat
jako kvantové mechanicky realizovatelnou transformaci, ktera se, vzhledem
k néjakému kvantitativnimu kritériu, chova ke vSem stavum stejné. V pripadé
klonovani takova transformace skutecné existuje a budeme se ji podrobnéji
zabyvat v odstavci 3.1.

Pred formalnim zavedenim pojmu univerzalniho kvantového procesu u-
vedme jesté jeden piiklad, kterym bude definice motivovdna. Nejprve pfi-

1

pravime systém dvou rozlisitelnych castic se spinem 5 v nasledujicim stavu

1
p1(m) = pip ® 517 (2.3)
kde cisty stav p;, = |m)(m| je popsdn Blochovym vektorem m. Nyni uva-
zujme nasledujici proces
_ Pypi(m)P,
Tr (PJpl (m)PJ) '
kde Py =>",,|J, M)(J, M| je projektor na stav s celkovym orbitdlnim mo-

mentem J, ktery muze nabyvat hodnot 1 nebo 0. V zavislosti na hodnoté J
realizujeme dva procesy

palm) = pulL DL+ (L= p)L OO, =3 (25)

(2.4)

p2(m)

nebo
p2(m) = [0,0)(0, 0 (2.6)

Oba tyto kvantové procesy jsou univerzalni v tom smyslu, ze pravdépo-
dobnost p; vystupujici ve vyrazech (2.5) neni zavislé na vstupnim stavu |m).
Navic pro kazdou unitarni transformaci U na jednocasticovém Hilbertové
prostoru, ktera transformuje libovolny ¢isty stav |myg) na jiny, feknéme jm) =
U(m)|my), plati

p2(m) = U(m) @ U(m)ps(mo)U'(m) @ U'(m). (2.7)

Tato vlastnost tzv. kovariance hraje klicovou roli v nésledujici definici uni-
verzalniho kvantového procesu:

Kvantovy proces P na dvou c¢asticich nazvu univerzalni, pravé kdyz pro
kazdy cisty stav |m)o a kazdou unitérni transformaci U plati podminka
kovariance (2.7).

7 podminky kovariance plyne, ze univerzalni kvantové procesy nemaji vuci
vstupnimu stavu v Hilbertové prostoru zadny preferovany smeér. Proto je
jejich studium zajimavé nejen z hlediska kvantové informatiky, ale navic
demonstruji symetrie Hilbertova prostoru.



2.2 Dvoucasticové univerzalni procesy

Predpokladejme nejobecnéjsi ptipad zobrazeni P mezi maticemi hustoty na
dvou ¢asticich dimenze N ve tvaru

73 . pm(p) X pref — pout(p)' (28)

Operétor p,.s je libovolnd pevné zvolend jednocCasticova referenéni matice
hustoty, pi(p) je projektor na ¢isty stav charakterizovany zobecnénym Blo-
chovym vektorem p, tedy pi,(p) = |p){(p|.

Kazdou matici hustoty systému dimenze N lze zapsat ve tvaru

N
1

ij=1

kde matice A;; jsou definovény predpisem
1
(Aij)kl = 0ikdji — Néijékl' (2.10)

Z (2.10) a ze samosdruzenosti matice hustoty plyne Agj = Aj;apj; = pji (aby
rovnice (2.9) definovala matici hustoty, musi koeficienty p;; zfejmé spliovat
dalsi podminky). Déle je patrné, ze matice A;; nejsou linedrné nezavislé,
nebot Zi\;l A,;; =0, a proto lze volit napiiklad pyy = 0.

Vysledny stav kvantového procesu P je realizovan na tenzorovém soucinu
jednocasticovych Hilbertovych prostoru a pu.:(p) lze proto také zapsat po-
moc{ matic A;;!

1
pour(p) = sl @I+ o (p)Ay; @1+l (P)I® Ay

+ Kijui(p)Aij; @ Ap. (2.11)

Aplikujeme-li na ptedchozi vztah podminku linearity vici p, dojdeme k za-
véru, ze koeficienty az(;’”(p) a Kijr(p) musi byt linedrnimi funkcemi v p;;.
Porovnanim koeficientit U(p) @ U(P)pout(Po)UT(P) ® UT(P) a pout(p) vyjdd-
fenych pomoci vztahu (2.11) ziskdme sadu rovnic, které musi byt splnény,
aby proces P splioval podminku kovariance (2.7):

a?(P)A; ®1 = ai” (p)U(p)A,U (p) © T (2.12)
Kijn(P)Ai; @ Ay = Kyu(p) (U(p) @ U(p)) (A @ Aw) (Ut(p) @ U'(p))
(2.13)

'Ke zjednodusen{ zapisu uzivame v dalsim Einsteinovo sumaéni pravidlo



Tyto rovnice spolu s podminkou linearity a§} ’2)(p) a K;ju(p) vuci p jsou
splnény praveé tehdy, kdyz koeficienty maji néasledujici tvar
1,2
ai?(p) = ap; (2.14)

Kiju(p) = Coudji + Bruadje + 57 pjrdi, (2.15)

kde at?, C € R a 8 € C a vyslednou matici hustoty tedy lze vyjadiit ve
tvaru
1
pout(p) = m[ QI+ Oé(l)pijAZ'j QI+ 04(2)]%‘]‘1 ® Aij + OAZJ &® Aji
+BpuAi; @ Aji + Bpalji @ Ay (2.16)

Volné parametry stale nemohou byt libovolné, nebot aby byl operator defi-
novany (2.16) matici hustoty, musi byt navic pozitivni. Tuto podminku lze
splnit, pokud nalezeme vlastnf ¢fsla této matice a uréfme podminky na a(h?
C a [ tak, aby byla vzdy nezdpornd. Z podminky kovariance (2.7) plyne,
ze pokud je A vlastni ¢islo p(py), pak je i vlastnim ¢islem matice U(p) ®
U(p)p2(po)UT(p) ® UT(p), a proto se pii hledani vlastnich éfsel mizeme
omezit pouze na konkrétni vstupni stav p;, = |1)(1], ktery je z vypocetniho
hlediska jednodussi a odpovidd volbé p;; = Ndy;01;. Matici (2.16) v tomto
pripadeé lze zapsat ve tvaru

4
Pout(Pij = NO1:615) = Z ®pipi, (2.17)
i=1

kde operatory hustoty p; jsou

o= 1)1
N
1 o) _ 0@
= 17)(1y N

o 1 0@ _ 40

2p2
. C+NB L C+ N~
H1EE  nyg EEE



1 N
o= ]ZQ 7335

N
1
=1<J
. 1
+|ji) (il NoDv-9
)il + 707D | 2.15)
P4
a pravdépodobnosti p; jsou
2
o= gt (V=D +a®) 400 -+ (34T
o= (V=D + (V=20 +a®) - % —2" 54 )
b= (V- 155~ (@ +a®) + (1 - N) (6}5 )
pi = (N—l)(N—2)(%—( <>+a<2>)+ v+ <ﬁ }ﬁ >). (2.19)
Z podminky Trp,,, = 1 a vyrazu (2.17) plyne, ze p; spliuji
p1tp2t+pst+pi=1 (2.20)

Z rovnic (2.18) a (2.19) spocitame vlastni ¢isla matice hustoty pou(pi; =
N61i615);

A=
N2
)\Qj: == _1 \/ a(l —Oé ) ‘C—FﬁNP
s = N—l
- P4
Ny = (N_l)(N_Q)j:|C|. (2.21)

Aby tedy byla matice p,,; operatorem hustoty, musi mit vSechna vlastni ¢isla
nezaporna.

V pifpadé N > 3 lze tii nezévislé realné parametry (oM +a?)), (8 + %)
a C vyjadrit z rovnic (2.19) a (2.20) pomoci, feknéme, py, p3, ps. Tyto vztahy



maji tvar

« 1 P4 b1
b8 = ~§wony T =) TN =D
N—-2 = pi—pi+ps
N(N—1) NN-1)

P3 P4
S s R Y s (222)

a4 0@ —

K jednoznacné specifikaci dvoucdsticového univerzalniho procesu je tieba
specifikovat navic parametry o) — a® a g — B*. V nésledujici kapitole
uvidime nékolik piikladu univerzalnich procesu na dvou c¢ésticich.



Kapitola 3

Realizace univerzalnich
kvantovych procesu

V této kapitole nejprve ukdzeme, jak vypada optimdlni univerzalni proces
klonovani jedné konetnérozmérné castice na dvé, odvozeny v [3], a jaky
muze mit tvar unitarni transformace, ktera ho realizuje [6]. Ve volbé takové
transformace zustava velka volnost a cilem prvni ¢asti této kapitoly je kon-
strukce konkrétni unitarni matice realizujici klonovani, ktera je vhodna k de-
kompozici na soucin rotaci ve dvourozmérnych podprostorech. Déale bychom
chtéli zkonstruovat unitarni realizaci univerzalniho provazovaciho procesu
odvozeného v [4] a jeji rozklad v sou¢in unitarnich rotaci ve dvourozmérnych
podprostorech.

Motivaci k takovému rozkladu je moznost dekomponovat rotace ve dvou-
rozmérnych podprostorech generovanych dvéma vektory vypocetni baze na
soucin jedno a dvoucéasticovych unitarnich transformaci, coz je z experi-
mentalniho hlediska velmi pozitivni fakt. Tento postup vyuziva tzv. Greyova
kédovani a je podrobnéji popsén v [5].

3.1 Operace klonovani ¢astice

Jak jiz bylo v 2.1 ukézano, vzhledem k linearité nelze kvantové realizovat
klonovaci proces na Hilbertové prostoru, ktery kopiruje dva ortogonalni stavy
presné. Muzeme se ale zajimat, jak lze proces kopirovani nejlépe aproximovat.
Podminky kladené na takové zobrazeni z prostoru jednocasticovych matic
hustoty na dvoucasticové muze byt nasledujici. Pozadujeme, aby jednocasti-
cové podstavy vysledné matice hustoty byly shodné, a aby kvalita vystupu,
tedy jista mira vzdalenosti od idealni kopie, byla pro vSechny vstupni stavy,
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v naem pifpadé pro ¢isté stavy, stejnal.
V clanku [3] definoval R. F. Werner klonovaci zobrazeni kopirujici stav L
identickych castic dimenze N na M,

(o) = %SMW ® IM-1)5,, (3.1)

kde Sy je projektor na symetricky podprostor H® o dimenzi d[M],

wm:(N+%’1>. (3.2)

O tomto zobrazeni ukazal, ze je optimélni a jediné, nabyvajici maximalni
jednocasticové fidelity

_LM+N
- ML+ N’

(3.3)

Pro L = 1, M = 2 tento proces spliiuje podminku kovariance (2.7) a ve
formalizmu ukazaném v prechozi kapitole lze charakterizovat parametry

N +2
M _ O
“ T o (Nt 1)
. 1
p=2=" ~ 2N(N +1)
C = (3.4)

a pravdépodobnosti odpovidajici jednotlivym p; jsou

2
p1—N—+17
N —1
p2:N—+1’
p3=ps=0. (3.5)

Chceme-li zobrazeni (3.1) pro L = 1, M = 2 fyzikélné realizovat, je nutné
Hilbertuv prostor originalu a budouci kopie rozsitit o ancillu a na rozsireném
systému nalézt unitarni transformaci U pro kterou plati

T(p®L) =Tr, (Ul)in & prerT) ) (3.6)

ITyto podminky lze riznym zpisobem zeslabovat, napiiklad nepozadujeme symetrii
jednocasticovych stavu [8], [9]. Takovymi zobecnénimi se zde zabyvat nebudeme.



kde Tr, znaci stopu pies ancillu a p,.s je pevné zvoleny pocédtecni stav refe-
rencniho systému a ancilly. Je zfejmé, ze pokud takova unitarni transformace
existuje, zustava v jeji volbé volnost ve vybéru pravé pocatecniho stavu py.y.

V préci [6] je takové unitarni zobrazeni definovdno pusobenim na bazické
stavy

Uli)|X) = alid)| X) + 8 (|ig) + 151))1X;), (3.7)
J#i

2 1
Vi P\ awen 3

kde |i) je ortonormalni béze jednocésticového Hilbertova prostoru, | X) repre-
zentuje normovany pocatecni stav kopirovaciho stroje, tedy prazdné kopie a
ancilly a stavy |X;) jsou ortonormélni vektory z Hilbertova prostoru ancilly.
Pokud zvolime za p;, = |1)(1] a vyjadfime explicitné pravou stranu rovnice
(3.6) dojdeme k vyjddient

(lone) _ 2 q9yqqq 15) + |51 ((14] + (1 3.9
To vsak neni nic jiného, nez proces popsany (2.17) s pravdépodobnostmi
(3.5), a tedy Werneruv 1 — 2 optimalni klonovaci proces (3.1).

3.2 Dekompozice operace klonovani

Nyni se dostavame k tkolu dekomponovat unitarni zobrazeni U definované
rovnici (3.7). V této sekci budeme dimenzi jednocasticového Hilbertova pros-
toru vzdy znacit N.

Nejprve naznac¢ime postup, ktery uzijeme k dekompozici matice U. Pted-
poklddejme obecnou (pozdéji unitdrni) matici A € C™™ a matici rotace
Ri1,,(0) pusobici pouze na prvni a posledni vektor baze prostoru C™, v niz je
vyjadirena matice operatoru A,

air ... Qim
A =
Ami - Qmm
cos@ 0 ... 0O siné
0 1 0 ... O
Rim(0) = D : (3.10)
0 .. 0 1 0

—sinf@ 0 ... 0 cosé



Po vyndsobeni A 7 leva matici R ,,(6) dostaneme matici A, kterd se od A

o . P . 1) .
bude lisit pouze v prvnim a poslednim tadku, navic prvek agn?l je roven

ag?l = a1, €080 + a1 sind (3.11)

a vhodnou volbou € muzeme zarucit, ze ag?l = 0. Zde jsme predpokladali,
ze prvky ai1 a ay,, jsou redlné. Pokud by tomu tak nebylo, vynasobili by-
chom matici A nejprve vhodnou diagonalni unitdarni matici, ktera by tyto
prvky upravila na realné. Tim jsme na misté puvodniho a,,; vyrobili nulu.
Obdobné bychom pokracovali dal s rotaci pusobici na dvourozmérny pod-
prostor pifslusejici prvnimu a (m — 1)-nimu bazickému vektoru, pak prvnimu
a (m — 2)-tému, atd., az prvnfmu a druhému bazickému vektoru. Zadna z ro-
taci uz neohrozi nulu vytvoienou piedchozimi tpravami, nebot kazd4d ovlivni
pouze prvni a jisty I-ty fadek. Po téchto upravach dospéjeme k matici

Am=1) — Ro1(021) -+ R (Om) A, (3.12)

ktera ma v prvnim sloupci, kromé diagonalniho prvku, samé nuly. Pokud je
A unitarni, potom, vzhledem k tomu, ze rotace i pripadné fazové posuny jsou
také unitdrni, i v prvnim fadku jsou, kromeé prvku ay’; ! samé nuly. Matici
A 1ze potom vyjadrit jako

A=RITAMY = R (01) .. Ry (02,0) AT, (3.13)

m,1

Stejnym postupem bychom mohli postupovat pti diagonalizaci dalsich
sloupcu. I zde je patrné, ze vytvoreni nuly v urcitém sloupci nenarusi nuly
ve sloupcich predchozich. V téchto sloupcich jsou totiz na fadcich, které se
matici, kterou muzeme vynasobenim matici komplexné sdruzenou prevést na
identitu. V naSem pripadé muzeme bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze
vysledna matice je jiz jednotkova. Potom lze A vyjadrit jako

A=R1'.. R (3.14)
kde matice R; je
Rj — Rm’j(ﬁm’j) . e ijl,j (Qj,lyj). (315)

Predchozi postup nam tika, ze kazdy, v nasem pripadé redlny, unitarni
operétor na Hilbertové prostoru dimenze m lze rozlozit do soucinu gm(m—1)
rotaci pusobicich vzdy pouze na dvourozmérném podprostoru. Toto schéma
uzijeme pro dekompozici unitarni transformace (3.7), kterd realizuje op-
timalni proces klonovani z jedné ¢astice na dvé. Je zfejmé, ze toto zobrazeni



nen{ predpisem (3.7) definovdno zcela, nebot linedrni zobrazenf je jednoznac-
né definovano pomoci obrazu na vSechny bazické vektory prostoru, na kterém
pusobi. Operator U pusobi na Hilbertové prostoru H = Ho ® Hg ® H 4, tedy
na tenzorovém soucinu Hilbertovych prostoru origindlu (O), budouci kopie
(B) a ancilly (A), ktery m4 dimenzi N3. Zbyva tedy dodefinovat obrazy vzdy
N(N? — 1) zbyvajicich bazickych vektori.

V experimentalni realizaci kvantovych algoritmt je dulezitym parame-
trem slozitost aparatury, tedy pocet transformaci a hradel na systému prova-
dénych. Rozklad unitérni realizace néjakého kvantového procesu do soucinu
jednodussich unitarnich operatorti odpovida sekvenci experimentalnich uspo-
radani kladenych za sebou. Proto je pro realizaci kazdého procesu diulezité
nejen najit prislusnou sekvenci unitarni operatoru, ale i vhodné optimalizo-
vat pocet a pestrost druhu pouzitych transformaci. Z tohoto hlediska neni
mnozstvi %N 3(N3 — 1) rotaci? zcela uspokojivé, zvlasté pokud je operace
(3.7) urc¢end pouze obrazem N bazickych vektoru. V néasledujicim ukézeme,
ze k realizaci procesu klonovani, postaci 2N (N — 1) rotaci.

Z duvodu jednodussiho zapisu jesté prepisme vztah (3.7) tak, ze pusobi
na prostoru H = Hy ® Hp ® Ho, pocatecéni stav kopirovaciho stroje |X)
zvolme [00) a |X;) = |i),

Ul00i) = aliii) + 8 15)(|if) + 151)).- (3.16)
J#i

Tim docilime toho, ze, pokud zvolime ve vypocetni bazi poradi vektoru
prirozenym zpusobem podle hodnoty v N-arni soustavé, bude prvnich N
sloupct matice operatoru U urceno pravé predpisem (3.16) a ostatnich N3 —
N zbyvé libovolné doplnit tak, aby U byla unitarni. Obecné doplnéni na
unitarni transformaci by ale nebylo nijak optimalni co do poc¢tu rotaci potieb-
nych k dekompozici. V tomto ohledu se nabizi jako optimélni najit takovou
realizaci, kterd po diagonalizaci prvnich N sloupcu jiz prejde v jednotkovou
matici. Toto bude motivujici myslenkou v dalsim postupu.

Nejprve spoctéme celkovy pocet poddiagonalnich nenulovych prvkua prv-
nich N sloupcu matice operédtoru (3.16). Je uzitecné si viimnout, ze v téchto
sloupcich je na kazdém tadku nejvyse jedna nenulova hodnota, a proto se pri
diagonalizaci jednoho sloupce ostatni z N prvnich neméni (ostatni sloupce se
obecné samoziejmé meéni). Proto pocet nenulovych poddiagondlnich prvka
prvnich N sloupcu odpovida poctu rotaci pottebnych k jejich diagonalizaci.
Poddiagonalita nenulového klm-tého prvku v i-tém sloupci (i = 0,..., N—1)
odpovida v nasem usporadani a v N-arni soustavé podmince 00z < klm, a
vzhledem k (3.16), je prvni nenulovy prvek kazdého tohoto sloupce typu 007,

2viz piedchozi odstavec



a tedy v matici U jde o prvek diagonalni. V kazdém z téchto sloupcu je tedy
2(N —1) poddiagondalnich nenulovych prvku, a proto pro jejich diagonalizaci
je tfeba celkem 2NV (N — 1).

Vyse zminénou vlastnost prvnich N sloupcu, kterd zarucuje, ze se pii
diagonalizaci jednoho z téchto sloupcu ostatnich N — 1 neméni, muzeme
déle vyuzit k tomu, ze problém dekompozice matice U, rozdélime do N
nezavislych diagonalizaci jednotlivych sloupcu. Navic je vidét, ze nékteré
bazické vektory H se v (3.16) nevyskytuji vibec. Pusobeni U na takové vek-
tory muzeme tedy volit jako identitu, a odpovidajici sloupce (z podminky
unitarity i fadky) jsou diagonalni s jednickou na diagonéle. V rovnici (3.16)
se vyskytuje celkem N (2N — 1) bazickych vektort, a U jsme tedy dodefino-
vali jako identitu na podprostoru generovaném N3 — N (2N — 1) bazickych
vektoru.

Zavedeme znaceni, které nam dovoli vyuzit predchozich vlastnosti a ele-
gantné zapsat matici operatoru optimélni operace klonovani, pricemz bude
patrné, jak je mozné ji snadno a efektivné dekomponovat. Oznacme

X, = span{|iti), [jji), |jij); j # i} (3.17)

A

X = span{|klm);m # k # 1} (3.18)

a identické operatory na téchto podprostorech oznac¢me Id;, resp. Id a na
podprostorech X:- je oznacme Id;. Hilbertuv prostor H lze psat jako direktn{
soucet podprostoru X; a X, tedy 'H = X G}f\i ' X,. Matici U lze potom bez
ijmy na obecnosti zapsat ve tvaru

N-1 N-—
U=1dEPU;, = [[ad; e U), (3.19)

=0 =0

,_.

kde operatory U; jsou unitarni a pusobi pouze na podprostorech X;. Problém
dekompozice matice U se tedy zuzi na dekompozici mensich matic U;. Navic
v matici U; je rovnici (3.16) urcen vzdy pravé jeden, a pii dodrzeni piiro-
zeného usporadani bazickych vektoru pravé prvni, sloupec. Potom, pokud
dopocitame ostatni sloupce tak, ze po diagonalizaci prvniho pfejde matice
U; v identicky operator lze s uzitim predchoziho diagonaliza¢niho postupu
psat

- (161,- ® Rl-j) , (3.20)



kde R;; jsou rotace ve dvourozmeérnych podprostorech podprostoru X;, a tedy
Id; @ R;; jsou rotace stejného typu na H. Je uzitetné si uvédomit, Ze vnéjsi
produkt je komutativni, nebot Id; & U, jsou komutujici operdatory, zatimco
vnitini produkt neni.

Nyni zbyva odvodit obecny ptedpis pro prislusnou posloupnost matic
rotaci, coz se redukuje na hledani posloupnosti uhlu, kterd diagonalizuje
prvni sloupec matice Uy rozméru (2N — 1) x (2N — 1), a ptedpis pro os-
tatni sloupce tak, aby po diagonalizaci prvniho tvofily jednotkovou matici.
Pro tento ucel stac¢i zabyvat se nejprve pusobenim matic rotace pouze na
jeden obecny sloupcovy vektor. Pro zprehlednéni zapisu budeme sloupec di-
agonalizovat v poradi od druhého prvku k poslednimu. Matice rotaci tedy
budou kombinovat prvni slozku vektoru, na ktery pusobi, s druhou, treti az
(2N — 1)-ni. Ozna¢me

o; = sin g, Vi =cosp;, 1=2,...,2N —1 (3.21)

prvky urcujici matici rotace Ry;, kterd kombinuje i-tou slozku vektoru s prvni,
ul, resp. u'' slozky puvodniho, resp. vysledného vektoru, u%l.) je prvni slozka
puvodniho vektoru po pusobeni matic Ry az Ry;_1. Klademe tedy ué) =yl

au! = U(yyy- Potom pro i > 2 plati

u' = —a,;u%i) + ;u! (3.22)
a pro prvni slozku plati
U%i) = Yty oiau T =y (yisu g + Oiau' )+ oiqu !
i1 i— i1
— (H %) ué) + ( H w) o, (3.23)
=2 k=2 \j=k+1

a pokud zvolime formélné o; = 1 a 7, = 0 muzeme vysledek zapsat jako

u%i) = i ( 1:[ 7j> opu”. (3.24)

k=1 \j=k+1

=

S vyuzitim (3.24) upravime podminky na u’ na tvar

2N-1 2N—-1
!/

k=1 \j=k+1
i— i—1
T (H 7j> opuf + vt i=2,...,2N —1. (3.26)
k=1 \j=k+1



Pro nalezeni u! pro I-ty sloupec matice Uy, je tieba fesit soustavu rovnic
(3.25) a (3.26) s levou stranou u” = 8. Vzhledem k tiloze, kterd k soustave
vedla je snadné ji explicitné vyfesit, nebot plisobenim sou¢inti matic rotaci
na Uy jsme ziskali jednotkovou matici, a proto matici Uy lze vyjadrit jako
pusobeni soucinu téchto matic v opa¢ném potadi a s opacnymi smysly ro-
tace. Po vypoctu analogického k vyse provedenému dojdeme k explicitnimu
vyjadreni slozek matice Uy,

2N -1 2N—-1 -1
(Uk)ab = 04 ( H %’) Oy — Z < H %’) Ul5zb]
Jj=a+1 l=a+1 \j=a+1
+  Yalab, a,b=1,...,2N — 1. (3.27)

Nyni je tfeba urcit posloupnosti v; a o;. Ty jsou uréeny podminkou
ptrevedeni prvniho sloupce matice Uy, ozna¢me jeho slozky /3%, ktery je urcen
(3.16), na sloupec o slozkach (1,0, ...,0). Z toho plyne podminka

0=—0ify+wf, i=2,...,2N—1. (3.28)

Po prevedeni prvniho séitance na levou stranu muzeme rovnici umocnit,
nebotf mizeme obé strany rovnice predpoklddat za nezdporné, a vyuzit, Ze
0; a 7; jsou vazany podminkou o? ++2 = 1. Z toho plyne, zZe

By
G () (329)
o? = L (3.30)

Vyuzitim prvni rovnosti ve vyrazu (3.23) a po dosazeni (3.29) a (3.30)
dostaneme explicitni predpis pro ﬁ(li).

ﬁ(li) = %’4@14 +o 7 = \/(5(11—1))2 + (871 =

Vztahy (3.20), (3.27), (3.29), (3.30) a (3.31) je problém optimélniho roz-
kladu procesu klonovani (3.16) zcela vyfesen. Nyni uvedeme piiklad pro N =
2. Podle (3.20) hleddme matice Uy, U a jejich rozklady Ro; a Ryj, kde j =



2,3. Podle vyse zminénych vztahti muzeme napsat

Vi1 vBioog A
Ry = ~ 0 |- 03 = " b (3.32)
0 0 1 ~ V6 0 V6
viooViog Vi 2
Ry = ~% A 0 , ng— (3/5 1 \% (333)
0 0 1 —3 0 75
V2o V1 V2 Vi _vio V1
— 1 4 —
=% % |- =% % 5 (3:34)
Vi V5 V2o Vi
V6 V6 V3 V3
U je tedy reprezentovano matici 8 x 8, kterd ma tvar
V2 Vi V2
e 3 (3[ 00 =% —7% Of
i 1 1
0 ﬁ —\[75 00 O 0 —ﬁ
1 1 1
0 % % 00 0 0 -
0 0 0O 1.0 O 0 0
U= 0 0 0 01 O 0 0 (3.35)
Vi V4 Vi
% 0 0 00 % -7 O
A0 0 00 0 X0
V2 Vi
0 % 0 00 0 0 %

3.3 Operace provazani dvou castic

V této sekci ukazeme, dle [4], tiidu univerzalnich procesu, které provazuji
dvé castice, coz odpovida podmince, ze vysledny stav procesu neobsahuje
zéddnou separabilni komponentu. V préci [10] je ukdzéno, ze kazdy stav dvou-
casticového systému p 1ze dekomponovat na separabilni a neseparabilni ¢ast
Psep & Pinsep tak, ze plati p = Apgep + (1 — X)pinsep, kde 0 < X < 1. Ackoli
sama dekompozice neni jednozna¢na, maximalni moznda hodnota A je. Je tedy
zajimavé hledat parametry univerzalnich procesu, jejichz vystupni stavy maji
maximalni A rovno nule.

Zactneme opét od rovnice (2.17). Je patrné, ze pokud neméd vysledny
stav obsahovat zadnou separabilni komponentu, nesmi obsahovat ¢leny typu
|i7) (ii|. Nutnou podminkou na takovy proces tedy je

P1 = O, Ps = 0. (336)



V préci [4] je ukézdno, ze jde o podminku postacujici k tomu, aby vysledny
stav uz zadnou separabilni komponentu neobsahoval. Pti téchto parametrech
plyne ze vztahu (2.21) Ay = 0 a z podminky nezdpornosti vlastnich ¢isel
matice hustoty a vztahu pro Ay dostaneme

NORSESNCY
B = 5*,
N
P = Z 1) (1] + [51) (1] —
]22
|1J><J1| L) (151),
(ent) 1 al S\ fe RN
|i7) (i — 12} (ig])- (3.37)

Spolecné s parametry (3.36) a vztahem (2.17) ziskavame

PE;ZT)( my=NAy;) =(1- p4),0( ) D py p(em). (3.38)

Univerzalni procesy, jejichz vysledné stavy neobsahuji zadnou separabilni
komponentu tedy tvoii jednoparametrickou t¥idu.

Dalsi otdzkou zustava, které z téchto procesu maximalizuji uréitou miru
provazani, v praci [4] zvolili tzv. Vidalovu a Wernerovu miru [11]. Dle této
préce je negativita N(p) libovolné dvoucdsticové matice hustoty mirou pro-
vazani, kde

p) =1 mil (3.39)

a p; jsou zapornd vlastni ¢isla édstecné transpozice, viz [12],[13], pT matice
hustoty p. Z vlastnosti N(p) a tvaru (3.38) plyne horni odhad

1 1 1
Nl < 5t (g~ e ) G40
kde 0 < py < 1. Navic pro krajni hodnoty ps nastava ve vyrazu rovnost.
Zaroven je ziejmé, ze pro N < 5 je mira provazani maximalni pro py = 1, a
tedy po = 0, a pro N > 5 je optimalni provazovaci proces uréen podminkou
ps = 0, a tedy py = 1. Pravé timto naposledy zminénym procesem se budeme
déle zabyvat a smétovat k dekompozici jeho unitéarni realizace. Lze ukazat, ze




pokud p;, = %WJMW ® I, bude Krausovym operatorem tohoto procesu pro-
jektor na antisymetricky podprostor A dvoucasticového Hilbertova prostoru,
£.
E(p) = —2—Alpo 1A (3.41)
p)=~—7Al . .

Inspirujeme-li se operaci klonovani ¢astice, je dobrym kandidatem na unitarni
realizaci operator

=8> (lig) — 151))1) (3.42)

J#i

Vektory U|i)| X) jsou jisté ortogonalni a z normovaci podminky dostaneme

L= (] — (i) (|ik) — [ki))d; = 26*(N = 1), (3.43)

Jk#

a tedy lze volit § = Je tfeba ukazat, ze takto, ¢astecné, definovand

2(N R
unitarni transformace skuteéné realizuje proces (3.41). Pro pocateéni stav

[¥) = 22 a4l7) plati

(U = g O oy AliR) (KA

ik

- _120@0@ jik) — ki) (k] = (ki) (3.44)

7.])

Pokud pocatecni stav rozsiiime o referencni stav a ancilluna, ziskame po
aplikaci U a provedeni stopy pres ancillu

pout = TraU) (W] @ [X)X|UT = Tra)  aua;Uli)| X) (G(X|UT

= - TrAZazoz] > (k) = [ki) (Gt = (1]) @ k)1l
k#i,1#j
- =T ZWJZ jik) — [ki)) (k| — (k4]) (3.45)
k#i,j

Vidime, ze predchozi vyraz je roven pravé strané rovnice (3.44) a unitarni
operator (3.42) tedy skutecné realizuje proces provazani dvou c¢astic charak-
terizovany py = 0.



3.4 Dekompozice operace provazani

Stejné jako jsme ve 3.2 dekomponovali operdtor realizujici kopirovani, roz-
lozime nyni operator U provazani dvou c¢astic dimenze N definovany vzta-
hem (3.42). Pro zptehlednéni zapisu prepiSseme operator U tak, ze pusobi
na Hilbertové prostoru H = Ha ® Hp ® Hp, kde A, resp. B, resp. O
znaci Hilbertuv prostor ancilly, resp. referencniho systému, resp. originalu.
Pocatecni stav ancilly i referencni stav zvolme |0). Potom

U0)10)]i) = 8> 15) (134) — lif)) (3.46)
J#
a je patrné, ze lze postupovat obdobné jako u operace klonovani, nebot lze

U opét zapsat jako direktni soucet operatoru pusobicich na jistych podpros-
torech ‘H. Definujme

Xy = span{[000), ]550),[05); j # O}, (3.47)
X = span{|jji), |jij);j # i}, 1 #0, (3.48)
X = span{|nnn), |klm);m £k # 1,n # 0} (3.49)

a operatory identit Id;, Id a Id; zavedme stejné jako v pripadé klonovani.
Oznaéme N; = dimX;. MiZzeme opét psat H = Id @ >, ®X;. Podprostor Aj
se od ostatnich X; lisi proto, aby bylo zaruceno, ze diagonalni prvek mat-
ice operatoru na podprostoru X; ve vypocetni bazi byl zaroven diagonalnim
prvkem matice operatoru na H.

Operator U lze potom psét ve tvaru (3.19). V maticich U; jsou vztahem
(3.46) urceny vzdy pouze prvni sloupce, a proto, pokud vhodné dopocitdme
zbylé prvky matic, 1ze psat

N_1 N-1 Ny
v = loaeu =11 (1o Tl n)

i=0 i=0 j=1
N—-1 N;

— (Iai ® Rij) . (3.50)
i=1 j=1

Uloha dekompozice U se i v tomto pripadé redukuje na dekompozici matic
U a vzhledem k tvaru matice zustavaji v platnosti i vztahy (3.22) az (3.27),
pouze je tfeba pozménit meze soucinu tak, aby odpovidali dimenzim pod-
prostoru. Ziskavame tedy ihned tvar matice Uy

(1) £ ()

Jj=a+1 l=a+1 \j=a+1
+  Yalap, a,b=1,..., Ng. (3.51)



a zbyvéa odvodit prislusné parametry rotaci. V tomto smyslu je proces pro-
vazani obecnéjsi, nebot kromé nezéapornych prvkia prvnich sloupct matic U;
se zde objevuji i prvky zaporné.

Vyjdéme opét z podminky, ze prvni sloupec se diagonalizaci pfevede na
sloupec o slozkach (1,0, ...,0). Z toho plyne podminka

0=—0ify+nf, i=2,...,2N =2, resp. 2N — 1. (3.52)
Aby bylo mozno rovnici umocnit a vyiesit je tieba piidat podminku?
signo; = signﬁ(li), signvy; = sign/3". (3.53)
Resenfm jsou potom vztahy

sign 3’| 6|

(Bay)? + (8°)?
: 1 %
S Slgnﬁ(i)|ﬂ| (3.55)
(Boy)? + (677

Dosazenim predchozich vztahu do prvni rovnosti v (3.23) jesté odvodime
explicitn{ pfedpis pro f;

Signﬂiil |ﬁ(1@;1) |ﬁ(1¢71) + Signﬁ(lifn |ﬁi71 |ﬁi71
VB + (2

ﬁ(li) = yiBi, +oiaf 7 =

= signdsignilu /(31 + (502

(3.56)
8}

Vo= o (3.57)
ﬁ(i—i—l)

S 15 , (3.58)
5(i+1)

3sign0 = 1



Pomoci vztahu (3.51), (3.57), (3.58) a (3.56) jiz muzeme dodefinovat
unitarni realizaci (3.42) a sestrojit jeji rozklad do dvoudimenzionélnich pod-
prostori. Na zdvér uved me pifklad pro N = 3 (ptiklad pro N = 2 nenf piilis
demonstrativni, nebot antisymetricky podprostor H je jednorozmérny)

1 V2 V3

Y2 = 0, ’703:—2a 704:—%: ’705:7 (3.59)
1 1
opp = 1, op3=——"—F%, Oopu=———=, 0Ogp5=—, 3.60
02 03 NG 04 3 05 =5 ( )
1 V2 V3
- —— == = - 3.61
Y12 \/§ Y13 \/§ Y14 B ( )
1 1 1
012 = E7 Ulsz—ﬁ, 014257 (3-62)
1 V2 V3
Yo2 = —E, ’723:%7 ’7242—7, (3-63)
1 1 1
0922 = E’ 0232—%7 024:—5, (3-64)
0 1 0 0 0
19 L L 1
U =1 2 0% % ~vo | (3.65)
1 g 0 —¥2 _L
2 V3o V12
L' oo o ¥
i 1 1 _ 1
o= | 6/5 VR (3.66)
2 V3 V12
}o0 0 %
i 1 1 _ 1
.= | (3.67)
2 V3 V12
10 0 -

Cela matice U ma rozmeér 27 x 27, a proto ji zde nebudeme vypisovat. Kom-
pozice U pomoci Uy, Uy a U, se snadno provede pouzitim vztahu (3.50).



Zaver

V préaci byly zkouméany moznosti realizace dvou univerzalnich procesu, a to
optimalniho kopirovani z jedné castice na dvé a jednoho zastupce jednopara-
metrické tfidy univerzalnich provazovacich procesu. Se znalosti unitarni re-
alizace klonovani jsme odvodili unitarni operator realizujici tento provazo-
vaci proces. Ukazali jsme, ze oba tyto procesy lze rozlozit na direktni soucet
operatoru U pusobicich na mensich podprostorech, a proto lze problém
dekompozice na rotace ovliviujici pouze dva vektory vypocetni baze reduko-
vat na hledani rozkladu téchto séitancu. V obou pfipadech se nam podarilo
najit explicitni vyraz pro tvar jejich matic danych (3.27), resp. (3.51) pro
kopirovani, resp. provazani, i posloupnosti argumenti matic rotaci, které
tvoii dekompozici operatoru Uy, (3.29), (3.30), (3.31), resp. (3.56), (3.57),
(3.58) pro kopirovéni, resp. provazani. Navic tento rozklad vyrazné optima-
lizuje pocet rotaci potiebnych k dekompozici operatoru.

Predmétem dalsiho zkoumani je najit unitarni realizace Sirsi ttidy uni-
verzalnich procesu a zkonstruovat jejich rozklady. Tento tikol neni v obecné
§$ifi nijak jednoduchy a mozné cesty, které se nabizeji je hledani Krausovych
reprezentaci téchto procesu nebo vyuziti principu purifikace a hledani opera-
toru na néjakém rozsireném systému.
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