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Školitel: Prof. Doc. Ing. Igor Jex, DrSc.

V Praze dne 15. listopadu 2004



Obsah
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Úvod

Současně s vývojem teorie a experimentálńı praxe kvantové fyziky vznikl
i zcela nový obor kvantové informatiky. Možnost superpozice a provázáńı
kvantových stav̊u, které jsou př́ımými d̊usledky linearity kvantové mechaniky,
dovoluje vyvinout algoritmy, které řeš́ı některé problémy, jejichž složitost
v klasické informatice vyžaduje exponenciálńı nároky na prostředky nebo
čas, pouze v polynomiálńım čase. Mezi takové problémy patř́ı např́ıklad fak-
torizace velkých č́ısel na prvoč́ısla. Exponenciálńı časová náročnost řešeńı
této úlohy v klasickém světě využ́ıvá např́ıklad kryptografie a téměř každému
z nás dnes tento fakt chráńı informace či soukromı́. V roce 1996 publikoval P.
Shor algoritmus [1], který s využit́ım princip̊u kvantové teorie řeš́ı faktorizaci
s polynomiálńı složitost́ı.

Linearita, stejný prvek, který obohacuje možnosti kvantové informatiky,
na ńı uvaluje i př́ısná omezeńı, která znemožňuj́ı realizaci některých, kla-
sické informatice naprosto vlastńıch, proces̊u. Jedńım z nich je např́ıklad
vytvořeńı přesné kopie libovolného kvantového stavu [2]. Muśıme se proto
spokojit s procesy produkuj́ıćı nedokonalé kopie, popsané např. Wernerem
v [3]. Jeho klonovaćı proces patř́ı do tř́ıdy tzv. univerzálńıch proces̊u, které
lze charakterizovat vlastnost́ı, že p̊usob́ı na každý stav v jistém smyslu stejně.
Pro procesy tohoto typu, přenášej́ıćı čistý stav jedné částice na M -částicový
stav, lze přeformulovat tuto vlastnost pomoćı kovariantńı podmı́nky. Mimo to
muśı univerzálńı proces splňovat i daľśı podmı́nky kladené na realizovatelný
kvantový proces. Souhrnná klasifikace univerzálńıch kvantových proces̊u na
dvou částićıch byla podána v práci [4], kde bylo mimo jiné ukázáno, že každý
takový proces je charakterizován pěti reálnými parametry.

Ćılem této práce je seznámit s klasifikaćı tř́ıdy univerzálńıch proces̊u
provedené v [4], formalismem a teoríı kvantových operaćı a literaturou sou-
visej́ıćı s realizaćı univerzálńıch proces̊u. Speciálně je přihlédnuto k proces̊um
klonováńı jedné částice na dvě a univerzálńı provázáńı dvou částic, pro
které je popsána unitárńı realizace a odvozena jej́ı dekompozice na rotace ve
dvourozměrných podprostorech. Chceme-li experimentálně realizovat určitou
operaci je třeba nejprve naj́ıt kvantový proces, který ji realizuje, poté zkon-
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struovat jeho unitárńı realizaci a nakonec naj́ıt experimentálńı uspořádáńı
odpov́ıdaj́ıćı danému unitárńımu operátoru. Právě posledńı bod je motivaćı
k hledáńı dekompozice tohoto typu.

Text je uspořádán následovně: V prvńı kapitole je popsán formalismus
kvantových operaćı [5], jakožto nejobecněǰśıch proces̊u, které lze v rámci
kvantové teorie realizovat, a jejich Krausova reprezentace, která je užitečná
mimo jiné k tomu, že s jej́ı znalost́ı lze pro danou kvantovou operaci zkon-
struovat jej́ı unitárńı realizace. V druhé kapitole je stručně popsána klasi-
fikace univerzálńıch proces̊u na dvou částićıch, jak byla podána v práci [4].
Ve třet́ı kapitole je nejprve popsán optimálńı proces koṕırováńı z jedné částice
na dvě a následně odvozena dekompozice jeho realizace. Dále je na základě
[4] odvozena unitárńı realizace a jej́ı dekompozice jednoho z univerzálńıch
proces̊u provázáńı dvou částic.



Kapitola 1

Kvantové operace a Krausova
representace

V této kapitole definujeme tř́ıdu nejobecněǰśıch zobrazeńı mezi maticemi hus-
toty, které jsou v rámci kvantové mechaniky př́ıpustné. Zavedeme pojem
kvantové operace a poṕı̌seme jej́ı tvar v tzv. Krausově reprezentaci. Na konci
kapitoly uvedeme několik základńıch kvantových operaćı na jednom qubitu
a jejich znázorněńı na Blochově sféře.

1.1 Kvantové operace

Časový vývoj operátoru hustoty uzavřeného kvantového systému je popsán
Liouvillovou rovnićı

i~
∂ρ(t)

∂t
= Hρ(t)− ρ(t)H = [H, ρ(t)]. (1.1)

Vývoj na časovém intervalu J , kdy se systém volně vyv́ıjel, je pak ekvivalentńı
p̊usobeńı unitárńıho propagátoru U(t, s) na matici hustoty ρ, tedy plat́ı

∀s, t ∈ J ρ(t) = U(t, s)ρ(s)U †(t, s). (1.2)

Unitárńı vývoj kvantových systémů je ale z několika d̊uvod̊u pro kvan-
tovou informatiku nedostačuj́ıćı. Za prvé v praxi lze jen těžko naj́ıt systém,
který se svým okoĺım v̊ubec neinteraguje. Pokud chceme např́ıklad přenášet
informaci kvantovým kanálem, muśıme poč́ıtat i s kvantovým šumem. Náš
nosič informace, at’ už je to foton, elektron nebo iont, vždy interaguje s okol-
ńım prostřed́ım a jeho vývoj, chápeme-li ho jako vývoj podsystému celého
systému okoĺı-nosič, již nemuśı být unitárńı. Za druhé, pokud bychom se
omezili v kvantových algoritmech pouze na unitárńı vývoj, tř́ıda úloh, která
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by byla t́ımto zp̊usobem realizovatelná, by se velmi zúžila. Lze totiž využ́ıt
nevýhody prvńıho př́ıpadu v náš prospěch. Náš systém můžeme rozš́ı̌rit o dal-
š́ı, tzv. ancillu, a na rozš́ı̌reném systému realizovat vhodnou unitárńı transfor-
maci. Pokud výsledný stav zpr̊uměrujeme přes ancillu, tj. provedeme operaci
částečné stopy přes podsystém př́ıslušej́ıćı ancille, transformace realizovaná
na našem p̊uvodńım systému již nemuśı být unitárńı. Za třet́ı, v realizaci
kvantových algoritmů se velmi často vyskytuje proces projektivńıho měřeńı,
které zcela jistě neńı unitárńı.

Chceme naj́ıt nejobecněǰśı tvar zobrazeńı E , kvantové operace, která pře-
vede vstupńı stav ρin na výstupńı ρout = E(ρin), přičemž netrváme na rovnosti
dimenźı Hilbertových prostor̊u vstupńıho a výstupńıho systému. Fakt, že E
má zobrazit matici hustoty na jinou matici hustoty implikuje podmı́nky

E zachovává pozitivitu: ρin ≥ 0 ⇒ E(ρin) ≥ 0, (1.3)

E zachovává stopu: TrE(ρin) = 1. (1.4)

Pokud připust́ıme i nedeterministickou dynamiku systému, kterou je např́ı-
klad proces měřeńı, lze podmı́nku zeslabit na

E nezvyšuje stopu: TrE(ρin) ≤ 1. (1.5)

Výsledek můžeme interpretovat tak, že proces E nastane s pravděpodobnost́ı
TrE(ρin) a konečný stav je ρout = E(ρin)

TrE(ρin)
.

Pokud má být definice kvantová operace konzistentńı se statistickou in-
terpretaćı matice hustoty, měla by být daľśı podmı́nkou na kvantovou operaci
linearita v̊uči vstupńımu stavu. Je-li vstupńı stav ρ0

in s pravděpodobnost́ı p
a ρ1

in s pravděpodobnost́ı (1− p), měl by výstupńı stav být kombinaćı E(ρ0
in)

a E(ρ1
in) se stejnými pravděpodobnostmi. Shrňme tedy

E lineárńı v̊uči vstupu: E(
∑

i

piρi) = E(ρin) =
∑

i

piE(ρi). (1.6)

Posledńı podmı́nkou, kterou na kvantovou operaci na systému A klademe,
je tzv. úplná pozitivita, tedy

E úplně pozitivńı: ρAB ≥ 0 ⇒ (I ⊗ E)ρAB ≥ 0, , (1.7)

kde ρAB je matice hustoty na libovolném rozš́ı̌reném systému AB a I je
identická operace na podsystému B. Tato podmı́nka plyne z přirozeného
požadavku, že pokud je námi zkoumaný systém A součást́ı nějakého větš́ıho
AB, nesmı́ kvantová operace E převést fyzikálńı stav celého systému AB na
stav nefyzikálńı.



Nyńı se pod́ıvejme na vývoj neuzavřeného kvantového systému. Přiroze-
nou cestou, jak zahrnout do modelu interakci sledovaného systému (hlavńı
systém) s okoĺım, je nahĺıžet na otevřený systém spolu s okoĺım jako na
jeden systém uzavřený, podléhaj́ıćı unitárńı interakci U . Předpokládejme,
prozat́ım, že celkový systém je na vstupu ve faktorizovaném stavu ρS ⊗ ρE.
Po transformaci je stav hlavńıho systému dán rovnićı

E(ρS) = TrE

[
U(ρS ⊗ ρE)U †] . (1.8)

Úpravou rovnice (1.8) lze doj́ıt k jiné, elegantńı formě vyjádřeńı operace E
známé jako Krausova reprezentace [5], [7].

Necht’ |ek〉 je ortonormálńı báze konečněrozměrného Hilbertova prostoru
okoĺı a ρE = |e0〉〈e0| je jeho počátečńı stav. Předpoklad čistoty stavu nijak
neub́ırá postupu na obecnosti, nebot’ vždy lze Hilbert̊uv prostor prostřed́ı
rozš́ı̌rit tak, aby počátečńı smı́̌sený stav byl v rozš́ı̌reném systému čistý.
Rovnici (1.8) lze přepsat do tvaru

E(ρS) =
∑

k

〈ek|U [ρS ⊗ |e0〉〈e0|] U †|ek〉 =
∑

k

EkρSE†
k, (1.9)

kde Ek = 〈ek|U |e0〉 je již operátor na Hilbertově prostoru hlavńıho systému.
Operátory Ek se nazývaj́ı operačńımi či Krausovy elementy nebo též Krau-
sovy operátory operace E . Z rovnice (1.9) plyne

∑
EE† = I a připust́ıme-li

nedeterministickou dynamiku, lze tuto podmı́nku rozš́ı̌rit na

∑

k

E†
kEk ≤ I (1.10)

Popis kvantových proces̊u Krausovou reprezentaćı je natolik obecný, že
lze vyslovit tzv. větu o Krausově reprezentaci (d̊ukaz viz [5]), která ř́ıká,
že kvantový proces E splňuje podmı́nky (1.3), (1.5), (1.6) a (1.7) právě
tehdy, když existuje jej́ı Krausova reprezentace. Kvantovou operaci, jako
nejobecněǰśı kvantově-mechanicky realizovatelný proces, lze tedy definovat
rovnićı (1.9) a podmı́nkou (1.10). Pokud má kvantová operace pouze jeden
Kraus̊uv operátor, nazýváme j́ı čistou.

1.2 Př́ıklady kvantových operaćı

V této sekci uvedeme několik konkrétńıch př́ıklad̊u operaćı a jejich Krauso-
vých reprezentaćı, jako jsou bit-flip, phase-flip a depolarizačńı kanál, které
hraj́ı při přenosu kvantové informace d̊uležitou roli. Prvńım z nich je popis
operace částečné stopy přes podsystém nějakého větš́ıho systému. Necht’HAB



je Hilbert̊uv prostor složeného systému AB, |i〉A je báze podsystému A a |j〉B
báze podsystému B. Potom

TrBρAB =

dB∑

k=1

〈k|B
( dA∑

i,l=1

dB∑
j,m=1

λijlm|i〉A|j〉B〈l|A〈m|B
)
|k〉B =

=

dB∑

k=1

dA∑

i,l=1

λiklk|i〉A〈l|A =

dB∑

k=1

EkρABE†
k = E(ρAB), (1.11)

kde definujme Ek : HAB → HA

Ek (|i〉A|j〉B) = δjk|i〉A. (1.12)

Předchoźı rovnice tedy definuje Krausovy operátory pro operaci částečná
stopy.

Modifikaćı předchoźıho př́ıpadu můžeme pomoćı Krausovy reprezentace
vyjádřit stopu. Necht’ HA je Hilbert̊uv prostor měřeného systému určený
báźı |i〉A. Potom, když tento systém rozš́ı̌ŕıme o jednorozměrný výstupńı
Hilbert̊uv prostor C s báźı |0〉B a provedeme na rozš́ı̌reném systému kvan-
tovou operaci (1.11) přes podsystém A, bude výsledkem stav

E(ρ) = |0〉B〈0|BTrρ. (1.13)

Než přejdeme k daľśım př́ıklad̊um uved’me ještě názorný zp̊usob geomet-
rické interpretace p̊usobeńı kvantové operace na qubit (dvourozměrný kvan-
tový systém), jako p̊usobeńı určité akce na tzv. Blochovu sféru. Každý stav
ρ qubitu lze zapsat v bázi1 I,−→σ , kde σi jsou Pauliho matice, jako

ρ =
I +−→r −→σ

2
=

1

2

(
1 + rz rx − iry

rx + iry 1− rz

)
, (1.14)

kde −→r je jednotkový vektor v R3. Lze ukázat, že v této (Blochově) reprezen-
taci plat́ı pro každou operaci zachovávaj́ıćı stopu

−→r E→ r′ = M−→r +−→c , (1.15)

kde M = OS, S je reálná symetrická matice, O je reálná ortogonálńı matice.
Na operaci E můžeme proto nahĺıžet jako na deformaci Blochovy sféry ve
směrech vlastńıch vektor̊u S, následovanou rotaćı O a posunut́ım ve směru−→c .

1Obecně lze každý stav n-rozměrného kvantového systému reprezentovat lineárńı kom-
binaćı matice I a báze algebry bezestopých matic su(N).



Uvažujme následuj́ıćı operaci E , tzv. bit-flip kanál, na qubitu: stav |0〉
resp. |1〉 transformuje s pravděpodobnost́ı (1− p) na |1〉 resp. |0〉. Krausovy
elementy této operace jsou

E0 =
√

p

(
1 0
0 1

)
E1 =

√
1− p

(
0 1
1 0

)
, (1.16)

a tedy

E(ρ) = E0ρE†
0 + E1ρE†

1 =
1

2

(
1 + (2p− 1)rz rx − i(2p− 1)ry

rx + i(2p− 1)ry 1− (2p− 1)rz

)
,(1.17)

což odpov́ıdá transformaci Blochova vektoru

−→r ′ =




1 0 0
0 2p− 1 0
0 0 2p− 1


−→r . (1.18)

Z tvaru matice M je patrné, že bit flip kanál p̊usob́ı na Blochově sféře jako
kontrakce roviny y-z faktorem 2p− 1 a složka rx z̊ustává beze změn.

Daľśı d̊uležitou operaćı je tzv. phase-flip kanál, který s pravděpodobnost́ı
1− p měńı relativńı fázi qubitu o π. Tedy, je-li transformován qubit ve stavu
např. α|0〉 + β|1〉 vystouṕı s pravděpodobnost́ı 1 − p ve stavu α|0〉 − β|1〉.
Operačńı elementy phase-flip kanálu jsou

E0 =
√

p

(
1 0
0 1

)
E1 =

√
1− p

(
1 0
0 −1

)
. (1.19)

Jednoduchým výpočtem lze stejně jako v předchoźım př́ıkladu vyjádřit matici
M ,

M =




2p− 1 0 0
0 2p− 1 0
0 0 1


 . (1.20)

Narozd́ıl od bit-flip kanálu se při této operaci kontrahuje v Blochově repre-
zentaci rovina x-y, zat́ımco osa z z̊ustává zachována.

Velmi d̊uležitým př́ıkladem kvantového šumu je tzv. depolarizačńı kanál,
který p̊usob́ı tak, že pro libovolný vstupńı stav je výstupńı s pravděpodob-
nost́ı p zcela depolarizován. Pro jeden qubit má tato transformace tvar

E(ρ) =
1

2
pI + (1− p)ρ. (1.21)



Operace (1.21) neńı vyjádřena v Krausově reprezentaci. Pokud využijeme
vztahu

∀ρ :
I

2
=

ρ + σxρσx + σyρσy + σzρσz

4
, (1.22)

který lze ověřit s využit́ım komutačńıch relaćı pro σi a Blochovy reprezentace
pro ρ, lze vztah (1.21) přepsat na tvar

E(ρ) =

(
1− 3p

4

)
ρ +

p

4
(σxρσx + σyρσy + σzρσz). (1.23)

Při vizualizaci na Blochově sféře se jedná o kontrakci s faktorem 1 − p ve
všech hlavńıch osách.

Důležitou aplikaćı kvantových operaćı je popis disipace energie kvan-
tového systému. Takový proces lze charakterizovat kvantovou operaćı zvanou
amplitudové tlumeńı. Pomoćı formalismu kvantových operaćı odvod́ıme jed-
noduchý model disipace energie pro jeden optický mód.

Uvažujme mód ve stavu |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉, kde |i〉 jsou vlastńı stavy
operátoru počtu foton̊u. Do cesty foton̊u přidáme dělič paprsk̊u, který v in-
terakčńım obraze p̊usob́ı jako unitárńı transformace B = exp[θ(a†b − ab†)],
kde θ je parametr vyjadřuj́ıćı śılu interakce, a, a† resp. b, b† jsou anihilačńı a
kreačńı operátory uvažovaného módu, resp. módu na druhém vstupu děliče
paprsk̊u. Pomoćı rozvoje operátoru B do mocninné řady lze spoč́ıst stav
systému po pr̊uchodu děličem. Předpokládejme ještě, že mód odpov́ıdaj́ıćı
operátoru b, tedy prostřed́ı, které disipovanou energii přij́ımá, je před inter-
akćı na děliči ve vakuovém stavu |0〉. Potom

B|0〉b(α|0〉a + β|1〉a) = β

[ ∞∑
n=0

(−1)nθ2n

(2n)!
|0b1a〉+

∞∑
n=0

(−1)nθ2n+1

(2n + 1)!
|1b0a〉

]

+ α|0b0a〉 (1.24)

= α|0b0a〉+ β(cos θ|0b1a〉+ sin θ|1b0a〉), (1.25)

nebot’

(a†b− ab†)|0〉b|1〉a = −|1〉b|0〉a, (a†b− ab†)|1〉b|0〉a = |0〉b|1〉a. (1.26)

Provedeme-li nyńı na výsledný stav stopu přes prostřed́ı, źıskáme následuj́ıćı
vyjádřeńı kvantové operace

E(ρ) = E0ρE0
† + E1ρE1

†, (1.27)



kde Ek = 〈k|B|0〉 jsou

E0 =

(
1 0
0 cos θ

)
(1.28)

E1 =

(
0 sin θ
0 0

)
(1.29)

a speciálně pro ρ = |ψ〉〈ψ|

E(|ψ〉〈ψ|) =

( |α|2 + |β|2 sin2 θ αβ∗ cos θ
α∗β cos θ |β|2 cos2 θ

)
(1.30)

Tento výsledek lze interpretovat následuj́ıćım zp̊usobem. Element E0 nechá
stav |0〉 nezměněn, ale stavu |1〉 zmenš́ı amplitudu, a element E1 změńı stav
|1〉 na |0〉, což fyzikálně odpov́ıdá ztrátě fotonu. Veličinu sin2 θ lze interpre-
tovat jako pravděpodobnost oné ztráty, jak plyne z (1.30).

Jako posledńı př́ıklad kvantových operaćı zde uvedeme ještě ztrátu kvan-
tové informace, při ńıž nedocháźı k disipaci energie. Jedná se o tzv. disipaci
fáze. Fyzikálně popisuje takový proces např. rozptyl fotonu při pr̊uchodu
vlnovodem.

Jednoduchým modelem představuj́ıćı disipaci fáze může být následuj́ıćı
př́ıpad kvantového šumu. Předpokládejme opět jeden qubit ve stavu |ψ〉 =
α|0〉+ β|1〉, na který p̊usob́ı operátor Rz(θ) s náhodným parametrem θ, kde

Rz(θ) =

(
eiθ 0
0 1

)
(1.31)

Předpokládejme dále, že úhel θ lze popsat náhodnou veličinou s Gaussovým
rozděleńım s nulovou středńı hodnotou a kvadratickou odchylkou 2λ. Potom
výstupńı matice hustoty je dána vztahem

ρ =
1√
4πλ

∫ −∞

∞
Rz(θ)|ψ〉〈ψ|R†

z(θ) exp

(−θ2

4λ

)
dθ (1.32)

=

( |α|2 ab∗e−λ

a∗be−λ |b|2
)

. (1.33)

Odpov́ıdaj́ıćı operačńı elementy mohou odpov́ıdat např.

E0 =
√

δ

(
1 0
0 1

)
E1 =

√
1− δ

(
1 0
0 −1

)
, (1.34)

kde δ = 1
2
(1 + e−λ). Je tedy patrné, že fázová disipace představuje stejnou

kvantovou operaci jako phase-flip kanál.



Kapitola 2

Univerzálńı kvantové procesy

V této kapitole definujeme pojem univerzálńıho kvantového procesu a na
jednoduchém př́ıkladu demonstrujeme tzv. podmı́nku kovariance. Dále dle
práce [4] parametrizujeme tř́ıdu všech univerzálńıch proces̊u na dvou částićıch
libovolné, ale stejné dimenze.

2.1 Definice univerzálńıho kvantového proce-

su

Děje kvantové fyziky podléhaj́ı, vzhledem k jej́ı lineárńı povaze, jistým ome-
zeńım a proto ne každý proces je realizovatelný. Př́ıkladem takového omezeńı
je proces klonováńı kvantového stavu. Předpokládejme lineárńı transformaci
T na dvoučásticovém Hilbertově prostoru, která koṕıruje naprosto přesně dva
ortogonálńı stavy prvńıho částice, pro jednoduchost řekněme qubitu; tedy

T |0〉|0〉 → |0〉|0〉
T |1〉|0〉 → |1〉|1〉. (2.1)

Potom vzhledem k požadované linearitě transformace T se stav 1√
2
(|0〉 +

|1〉) transformuje na 1√
2
(|0〉|0〉+ |1〉|1〉), což zcela neodpov́ıdá naš́ı představě

kopie, tedy vstupńıho stavu, tedy 1
2
(|0〉+ |1〉)(|0〉+ |1〉). Při popisu maticemi

hustoty je rozd́ıl mezi ideálńı kopíı a výsledným jednočásticovým stavem po
transformaci T ještě názorněǰśı,

ρin =
1

2

(
1 1
1 1

)
, Tr2

(
TρinT

†) =
1

2

(
1 0
0 1

)
. (2.2)

Obrazem matice hustoty odpov́ıdaj́ıćı stavu 1√
2
(|0〉+ |1〉) je zcela depolarizo-

vaný stav. Můžeme se proto ptát, zda existuje lineárńı transformace, která
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sice nekoṕıruje žádný stav přesně, ale odchylka od ideálńı kopie je pro všechny
vstupńı stavy stejná. Univerzálńı kvantový proces můžeme vágně definovat
jako kvantově mechanicky realizovatelnou transformaci, která se, vzhledem
k nějakému kvantitativńımu kritériu, chová ke všem stav̊um stejně. V př́ıpadě
klonováńı taková transformace skutečně existuje a budeme se j́ı podrobněji
zabývat v odstavci 3.1.

Před formálńım zavedeńım pojmu univerzálńıho kvantového procesu u-
ved’me ještě jeden př́ıklad, kterým bude definice motivována. Nejprve při-
prav́ıme systém dvou rozlǐsitelných částic se spinem 1

2
v následuj́ıćım stavu

ρ1(m) = ρin ⊗ 1

2
I, (2.3)

kde čistý stav ρin = |m〉〈m| je popsán Blochovým vektorem m. Nyńı uva-
žujme následuj́ıćı proces

ρ2(m) =
PJρ1(m)PJ

Tr (PJρ1(m)PJ)
, (2.4)

kde PJ =
∑

M |J,M〉〈J,M | je projektor na stav s celkovým orbitálńım mo-
mentem J , který může nabývat hodnot 1 nebo 0. V závislosti na hodnotě J
realizujeme dva procesy

ρ2(m) = p1|1, 1〉〈1, 1|+ (1− p1)|1, 0〉〈1, 0|, p1 =
2

3
(2.5)

nebo

ρ2(m) = |0, 0〉〈0, 0| (2.6)

Oba tyto kvantové procesy jsou univerzálńı v tom smyslu, že pravděpo-
dobnost p1 vystupuj́ıćı ve výrazech (2.5) neńı závislé na vstupńım stavu |m〉.
Nav́ıc pro každou unitárńı transformaci U na jednočásticovém Hilbertově
prostoru, která transformuje libovolný čistý stav |m0〉 na jiný, řekněme |m〉 =
U(m)|m0〉, plat́ı

ρ2(m) = U(m)⊗ U(m)ρ2(m0)U
†(m)⊗ U †(m). (2.7)

Tato vlastnost tzv. kovariance hraje kĺıčovou roli v následuj́ıćı definici uni-
verzálńıho kvantového procesu:

Kvantový proces P na dvou částićıch nazvu univerzálńı, právě když pro
každý čistý stav |m〉0 a každou unitárńı transformaci U plat́ı podmı́nka
kovariance (2.7).

Z podmı́nky kovariance plyne, že univerzálńı kvantové procesy nemaj́ı v̊uči
vstupńımu stavu v Hilbertově prostoru žádný preferovaný směr. Proto je
jejich studium zaj́ımavé nejen z hlediska kvantové informatiky, ale nav́ıc
demonstruj́ı symetrie Hilbertova prostoru.



2.2 Dvoučásticové univerzálńı procesy

Předpokládejme nejobecněǰśı př́ıpad zobrazeńı P mezi maticemi hustoty na
dvou částićıch dimenze N ve tvaru

P : ρin(p)⊗ ρref −→ ρout(p). (2.8)

Operátor ρref je libovolná pevně zvolená jednočásticová referenčńı matice
hustoty, ρin(p) je projektor na čistý stav charakterizovaný zobecněným Blo-
chovým vektorem p, tedy ρin(p) = |p〉〈p|.

Každou matici hustoty systému dimenze N lze zapsat ve tvaru

ρin =
1

N

(
I +

N∑
i,j=1

pijAij

)
, (2.9)

kde matice Aij jsou definovány předpisem

(Aij)
kl = δikδjl − 1

N
δijδkl. (2.10)

Z (2.10) a ze samosdruženosti matice hustoty plyne A†
ij = Aji a p∗ij = pji (aby

rovnice (2.9) definovala matici hustoty, muśı koeficienty pij zřejmě splňovat
daľśı podmı́nky). Dále je patrné, že matice Aij nejsou lineárně nezávislé,

nebot’
∑N

i=1 Aii = 0, a proto lze volit např́ıklad pNN = 0.
Výsledný stav kvantového procesu P je realizován na tenzorovém součinu

jednočásticových Hilbertových prostor̊u a ρout(p) lze proto také zapsat po-
moćı matic Aij

1

ρout(p) =
1

N2
I ⊗ I + α

(1)
ij (p)Aij ⊗ I + α

(2)
ij (p)I⊗Aij

+ Kijkl(p)Aij ⊗Akl. (2.11)

Aplikujeme-li na předchoźı vztah podmı́nku linearity v̊uči p, dojdeme k zá-
věru, že koeficienty α

(1,2)
ij (p) a Kijkl(p) muśı být lineárńımi funkcemi v pij.

Porovnáńım koeficient̊u U(p)⊗ U(p)ρout(p0)U
†(p)⊗ U †(p) a ρout(p) vyjád-

řených pomoćı vztahu (2.11) źıskáme sadu rovnic, které muśı být splněny,
aby proces P splňoval podmı́nku kovariance (2.7):

α
(1,2)
ij (p)Aij ⊗ I = α

(1,2)
ij (p0)U(p)AijU

†(p)⊗ I (2.12)

Kijkl(p)Aij ⊗Akl = Kijkl(p0) (U(p)⊗ U(p)) (Aij ⊗Akl)
(
U †(p)⊗ U †(p)

)

(2.13)

1Ke zjednodušeńı zápisu už́ıváme v daľśım Einsteinovo sumačńı pravidlo



Tyto rovnice spolu s podmı́nkou linearity α
(1,2)
ij (p) a Kijkl(p) v̊uči p jsou

splněny právě tehdy, když koeficienty maj́ı následuj́ıćı tvar

α
(1,2)
ij (p) = α(1,2)pij (2.14)

Kijkl(p) = Cδilδjk + βpilδjk + β∗pjkδil, (2.15)

kde α(1,2), C ∈ R a β ∈ C a výslednou matici hustoty tedy lze vyjádřit ve
tvaru

ρout(p) =
1

N2
I ⊗ I + α(1)pijAij ⊗ I + α(2)pijI⊗Aij + CAij ⊗Aji

+βpilAij ⊗Ajl + β∗pilAji ⊗Alj. (2.16)

Volné parametry stále nemohou být libovolné, nebot’ aby byl operátor defi-
novaný (2.16) matićı hustoty, muśı být nav́ıc pozitivńı. Tuto podmı́nku lze
splnit, pokud nalezeme vlastńı č́ısla této matice a urč́ıme podmı́nky na α(1,2),
C a β tak, aby byla vždy nezáporná. Z podmı́nky kovariance (2.7) plyne,
že pokud je λ vlastńı č́ıslo ρ(p0), pak je i vlastńım č́ıslem matice U(p) ⊗
U(p)ρ2(p0)U

†(p) ⊗ U †(p), a proto se při hledáńı vlastńıch č́ısel můžeme
omezit pouze na konkrétńı vstupńı stav ρin = |1〉〈1|, který je z výpočetńıho
hlediska jednodušš́ı a odpov́ıdá volbě pij = Nδ1iδ1j. Matici (2.16) v tomto
př́ıpadě lze zapsat ve tvaru

ρout(pij = Nδ1iδ1j) =
4∑

i=1

⊕piρi, (2.17)

kde operátory hustoty ρi jsou

ρ1 = |11〉〈11|

ρ2 =
N∑

j=2

[
|1j〉〈1j|

(
1

2(N − 1)
+ N

α(1) − α(2)

2p2

)
+

+|j1〉〈j1|
(

1

2(N − 1)
+ N

α(2) − α(1)

2p2

)
+

+|1j〉〈j1|C + Nβ

p2

+ |j1〉〈1j|C + Nβ∗

p2

]



ρ3 =
1

N − 1

N∑
j=2

|jj〉〈jj|

ρ4 =
N∑

2=i<j

[
|ij〉〈ij| 1

(N − 1)(N − 2)
+

+|ji〉〈ji| 1

(N − 1)(N − 2)
+

+(|ij〉〈ji|+ |ji〉〈ij|)C

p4

]
(2.18)

a pravděpodobnosti pi jsou

p1 =
1

N2
+ (N − 1)(α(1) + α(2)) + C(1− 1

N
) + (β + β∗)

(N − 1)2

N

p2 = (N − 1)(
2

N2
+ (N − 2)(α(1) + α(2))− 2C

N
− 2

N − 1

N
(β + β∗))

p3 = (N − 1)(
1

N2
− (α(1) + α(2)) + C(1− 1

N
) +

(β + β∗)
N

)

p4 = (N − 1)(N − 2)(
1

N2
− (α(1) + α(2)) +

C

N
+

(β + β∗)
N

). (2.19)

Z podmı́nky Trρout = 1 a výrazu (2.17) plyne, že pi splňuj́ı

p1 + p2 + p3 + p4 = 1. (2.20)

Z rovnic (2.18) a (2.19) spoč́ıtáme vlastńı č́ısla matice hustoty ρout(pij =
Nδ1iδ1j);

λ1 = p1

λ2± =
p2

2(N − 1)
±

√
N2

4
(α(1) − α(2))

2
+ |C + βN |2

λ3 =
p3

N − 1

λ4± =
p4

(N − 1)(N − 2)
± |C|. (2.21)

Aby tedy byla matice ρout operátorem hustoty, muśı mı́t všechna vlastńı č́ısla
nezáporná.

V př́ıpadě N ≥ 3 lze tři nezávislé reálné parametry (α(1) + α(2)), (β + β∗)
a C vyjádřit z rovnic (2.19) a (2.20) pomoćı, řekněme, p1, p3, p4. Tyto vztahy



maj́ı tvar

β + β∗ = − 1

N(N − 1)
+

p4

(N − 1)(N − 2)
+

p1

(N − 1)

α(1) + α(2) =
N − 2

N2(N − 1)
− p4 − p1 + p3

N(N − 1)

C =
p3

N − 1
− p4

(N − 1)(N − 2)
. (2.22)

K jednoznačné specifikaci dvoučásticového univerzálńıho procesu je třeba
specifikovat nav́ıc parametry α(1) − α(2) a β − β∗. V následuj́ıćı kapitole
uvid́ıme několik př́ıklad̊u univerzálńıch proces̊u na dvou částićıch.



Kapitola 3

Realizace univerzálńıch
kvantových proces̊u

V této kapitole nejprve ukážeme, jak vypadá optimálńı univerzálńı proces
klonováńı jedné konečněrozměrné částice na dvě, odvozený v [3], a jaký
může mı́t tvar unitárńı transformace, která ho realizuje [6]. Ve volbě takové
transformace z̊ustává velká volnost a ćılem prvńı části této kapitoly je kon-
strukce konkrétńı unitárńı matice realizuj́ıćı klonováńı, která je vhodná k de-
kompozici na součin rotaćı ve dvourozměrných podprostorech. Dále bychom
chtěli zkonstruovat unitárńı realizaci univerzálńıho provazovaćıho procesu
odvozeného v [4] a jej́ı rozklad v součin unitárńıch rotaćı ve dvourozměrných
podprostorech.

Motivaćı k takovému rozkladu je možnost dekomponovat rotace ve dvou-
rozměrných podprostorech generovaných dvěma vektory výpočetńı báze na
součin jedno a dvoučásticových unitárńıch transformaćı, což je z experi-
mentálńıho hlediska velmi pozitivńı fakt. Tento postup využ́ıvá tzv. Greyova
kódováńı a je podrobněji popsán v [5].

3.1 Operace klonováńı částice

Jak již bylo v 2.1 ukázáno, vzhledem k linearitě nelze kvantově realizovat
klonovaćı proces na Hilbertově prostoru, který koṕıruje dva ortogonálńı stavy
přesně. Můžeme se ale zaj́ımat, jak lze proces koṕırováńı nejlépe aproximovat.
Podmı́nky kladené na takové zobrazeńı z prostoru jednočásticových matic
hustoty na dvoučásticové může být následuj́ıćı. Požadujeme, aby jednočásti-
cové podstavy výsledné matice hustoty byly shodné, a aby kvalita výstupu,
tedy jistá mı́ra vzdálenosti od ideálńı kopie, byla pro všechny vstupńı stavy,
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v našem př́ıpadě pro čisté stavy, stejná1.
V článku [3] definoval R. F. Werner klonovaćı zobrazeńı koṕıruj́ıćı stav L

identických částic dimenze N na M ,

T (ρ⊗L) =
d[L]

d[M ]
SM(ρ⊗L ⊗ I⊗M−L)SM , (3.1)

kde SM je projektor na symetrický podprostor H⊗M o dimenzi d[M ],

d[M ] =

(
N + M − 1

M

)
. (3.2)

O tomto zobrazeńı ukázal, že je optimálńı a jediné, nabývaj́ıćı maximálńı
jednočásticové fidelity

F =
L

M

M + N

L + N
. (3.3)

Pro L = 1, M = 2 tento proces splňuje podmı́nku kovariance (2.7) a ve
formalizmu ukázaném v přechoźı kapitole lze charakterizovat parametry

α(1) = α(2) =
N + 2

2N2(N + 1)
,

β = β∗ =
1

2N(N + 1)
,

C = 0 (3.4)

a pravděpodobnosti odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým ρi jsou

p1 =
2

N + 1
,

p2 =
N − 1

N + 1
,

p3 = p4 = 0. (3.5)

Chceme-li zobrazeńı (3.1) pro L = 1, M = 2 fyzikálně realizovat, je nutné
Hilbert̊uv prostor originálu a budoućı kopie rozš́ı̌rit o ancillu a na rozš́ı̌reném
systému nalézt unitárńı transformaci U pro kterou plat́ı

T (ρ⊗L) = Tra

(
Uρin ⊗ ρrefU

†) , (3.6)

1Tyto podmı́nky lze r̊uzným zp̊usobem zeslabovat, např́ıklad nepožadujeme symetrii
jednočásticových stav̊u [8], [9]. Takovými zobecněńımi se zde zabývat nebudeme.



kde Tra znač́ı stopu přes ancillu a ρref je pevně zvolený počátečńı stav refe-
renčńıho systému a ancilly. Je zřejmé, že pokud taková unitárńı transformace
existuje, z̊ustává v jej́ı volbě volnost ve výběru právě počátečńıho stavu ρref .

V práci [6] je takové unitárńı zobrazeńı definováno p̊usobeńım na bazické
stavy

U |i〉|X〉 = α|ii〉|Xi〉+ β
∑

j 6=i

(|ij〉+ |ji〉)|Xj〉, (3.7)

α =

√
2

N + 1
, β =

√
1

2(N + 1)
, (3.8)

kde |i〉 je ortonormálńı báze jednočásticového Hilbertova prostoru, |X〉 repre-
zentuje normovaný počátečńı stav koṕırovaćıho stroje, tedy prázdné kopie a
ancilly a stavy |Xi〉 jsou ortonormálńı vektory z Hilbertova prostoru ancilly.
Pokud zvoĺıme za ρin = |1〉〈1| a vyjádř́ıme explicitně pravou stranu rovnice
(3.6) dojdeme k vyjádřeńı

ρ
(clone)
out =

2

N + 1
|11〉〈11|+ 1

2(N + 1)

∑

j 6=1

(|1j〉+ |j1〉)(〈1j|+ 〈j1|). (3.9)

To však neńı nic jiného, než proces popsaný (2.17) s pravděpodobnostmi
(3.5), a tedy Werner̊uv 1 → 2 optimálńı klonovaćı proces (3.1).

3.2 Dekompozice operace klonováńı

Nyńı se dostáváme k úkolu dekomponovat unitárńı zobrazeńı U definované
rovnićı (3.7). V této sekci budeme dimenzi jednočásticového Hilbertova pros-
toru vždy značit N .

Nejprve naznač́ıme postup, který užijeme k dekompozici matice U . Před-
pokládejme obecnou (později unitárńı) matici A ∈ Cm,m a matici rotace
R1m(θ) p̊usob́ıćı pouze na prvńı a posledńı vektor báze prostoru Cm, v ńıž je
vyjádřena matice operátoru A,

A =




a11 . . . a1m
...

. . .
...

am1 . . . amm




R1m(θ) =




cos θ 0 . . . 0 sin θ
0 1 0 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . 0 1 0
− sin θ 0 . . . 0 cos θ




. (3.10)



Po vynásobeńı A z leva matićı R1,m(θ) dostaneme matici A(1), která se od A

bude lǐsit pouze v prvńım a posledńım řádku, nav́ıc prvek a
(1)
m,1 je roven

a
(1)
m,1 = a1,1 cos θ + am,1 sin θ (3.11)

a vhodnou volbou θ můžeme zaručit, že a
(1)
m,1 = 0. Zde jsme předpokládali,

že prvky a1,1 a a1,m jsou reálné. Pokud by tomu tak nebylo, vynásobili by-
chom matici A nejprve vhodnou diagonálńı unitárńı matićı, která by tyto
prvky upravila na reálné. T́ım jsme na mı́stě p̊uvodńıho am1 vyrobili nulu.
Obdobně bychom pokračovali dál s rotaćı p̊usob́ıćı na dvourozměrný pod-
prostor př́ıslušej́ıćı prvńımu a (m−1)-ńımu bazickému vektoru, pak prvńımu
a (m−2)-tému, atd., až prvńımu a druhému bazickému vektoru. Žádná z ro-
taćı už neohroźı nulu vytvořenou předchoźımi úpravami, nebot’ každá ovlivńı
pouze prvńı a jistý l-tý řádek. Po těchto úpravách dospějeme k matici

A(m−1) = R2,1(θ2,1) . . . Rm,1(θm,1)A, (3.12)

která má v prvńım sloupci, kromě diagonálńıho prvku, samé nuly. Pokud je
A unitárńı, potom, vzhledem k tomu, že rotace i př́ıpadné fázové posuny jsou
také unitárńı, i v prvńım řádku jsou, kromě prvku am−1

1,1 , samé nuly. Matici
A lze potom vyjádřit jako

A = R−1
1 A(m−1) = R−1

m,1(θm,1) . . . R−1
2,1(θ2,1)A

(m−1). (3.13)

Stejným postupem bychom mohli postupovat při diagonalizaci daľśıch
sloupc̊u. I zde je patrné, že vytvořeńı nuly v určitém sloupci nenaruš́ı nuly
ve sloupćıch předchoźıch. V těchto sloupćıch jsou totiž na řádćıch, které se
kombinuj́ı, již vždy samé nuly. Touto procedurou dojdeme až k diagonálńı
matici, kterou můžeme vynásobeńım matićı komplexně sdruženou převést na
identitu. V našem př́ıpadě můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že
výsledná matice je již jednotková. Potom lze A vyjádřit jako

A = R−1
1 . . . R−1

m−1I, (3.14)

kde matice Rj je

Rj = Rm,j(θm,j) . . . Rj−1,j(θj−1,j). (3.15)

Předchoźı postup nám ř́ıká, že každý, v našem př́ıpadě reálný, unitárńı
operátor na Hilbertově prostoru dimenze m lze rozložit do součinu 1

2
m(m−1)

rotaćı p̊usob́ıćıch vždy pouze na dvourozměrném podprostoru. Toto schéma
užijeme pro dekompozici unitárńı transformace (3.7), která realizuje op-
timálńı proces klonováńı z jedné částice na dvě. Je zřejmé, že toto zobrazeńı



neńı předpisem (3.7) definováno zcela, nebot’ lineárńı zobrazeńı je jednoznač-
ně definováno pomoćı obraz̊u na všechny bazické vektory prostoru, na kterém
p̊usob́ı. Operátor U p̊usob́ı na Hilbertově prostoru H = HO⊗HB⊗HA, tedy
na tenzorovém součinu Hilbertových prostor̊u originálu (O), budoućı kopie
(B) a ancilly (A), který má dimenzi N3. Zbývá tedy dodefinovat obrazy vždy
N(N2 − 1) zbývaj́ıćıch bazických vektor̊u.

V experimentálńı realizaci kvantových algoritmů je d̊uležitým parame-
trem složitost aparatury, tedy počet transformaćı a hradel na systému prová-
děných. Rozklad unitárńı realizace nějakého kvantového procesu do součinu
jednodušš́ıch unitárńıch operátor̊u odpov́ıdá sekvenci experimentálńıch uspo-
řádáńı kladených za sebou. Proto je pro realizaci každého procesu d̊uležité
nejen naj́ıt př́ıslušnou sekvenci unitárńı operátor̊u, ale i vhodně optimalizo-
vat počet a pestrost druh̊u použitých transformaćı. Z tohoto hlediska neńı
množstv́ı 1

2
N3(N3 − 1) rotaćı2 zcela uspokojivé, zvláště pokud je operace

(3.7) určená pouze obrazem N bazických vektor̊u. V následuj́ıćım ukážeme,
že k realizaci procesu klonováńı, postač́ı 2N(N − 1) rotaćı.

Z d̊uvod̊u jednodušš́ıho zápisu ještě přepǐsme vztah (3.7) tak, že p̊usob́ı
na prostoru H = HA ⊗ HB ⊗ HO, počátečńı stav koṕırovaćıho stroje |X〉
zvolme |00〉 a |Xi〉 = |i〉,

U |00i〉 = α|iii〉+ β
∑

j 6=i

|j〉(|ij〉+ |ji〉). (3.16)

T́ım doćıĺıme toho, že, pokud zvoĺıme ve výpočetńı bázi pořad́ı vektor̊u
přirozeným zp̊usobem podle hodnoty v N -árńı soustavě, bude prvńıch N
sloupc̊u matice operátoru U určeno právě předpisem (3.16) a ostatńıch N3−
N zbývá libovolně doplnit tak, aby U byla unitárńı. Obecné doplněńı na
unitárńı transformaci by ale nebylo nijak optimálńı co do počtu rotaćı potřeb-
ných k dekompozici. V tomto ohledu se nab́ıźı jako optimálńı naj́ıt takovou
realizaci, která po diagonalizaci prvńıch N sloupc̊u již přejde v jednotkovou
matici. Toto bude motivuj́ıćı myšlenkou v daľśım postupu.

Nejprve spočtěme celkový počet poddiagonálńıch nenulových prvk̊u prv-
ńıch N sloupc̊u matice operátoru (3.16). Je užitečné si všimnout, že v těchto
sloupćıch je na každém řádku nejvýše jedna nenulová hodnota, a proto se při
diagonalizaci jednoho sloupce ostatńı z N prvńıch neměńı (ostatńı sloupce se
obecně samozřejmě měńı). Proto počet nenulových poddiagonálńıch prvk̊u
prvńıch N sloupc̊u odpov́ıdá počtu rotaćı potřebných k jejich diagonalizaci.
Poddiagonalita nenulového klm-tého prvku v i-tém sloupci (i = 0, . . . , N−1)
odpov́ıdá v našem uspořádáńı a v N -árńı soustavě podmı́nce 00i < klm, a
vzhledem k (3.16), je prvńı nenulový prvek každého tohoto sloupce typu 00i,

2viz předchoźı odstavec



a tedy v matici U jde o prvek diagonálńı. V každém z těchto sloupc̊u je tedy
2(N − 1) poddiagonálńıch nenulových prvk̊u, a proto pro jejich diagonalizaci
je třeba celkem 2N(N − 1).

Výše zmı́něnou vlastnost prvńıch N sloupc̊u, která zaručuje, že se při
diagonalizaci jednoho z těchto sloupc̊u ostatńıch N − 1 neměńı, můžeme
dále využ́ıt k tomu, že problém dekompozice matice U , rozděĺıme do N
nezávislých diagonalizaćı jednotlivých sloupc̊u. Nav́ıc je vidět, že některé
bazické vektory H se v (3.16) nevyskytuj́ı v̊ubec. Působeńı U na takové vek-
tory můžeme tedy volit jako identitu, a odpov́ıdaj́ıćı sloupce (z podmı́nky
unitarity i řádky) jsou diagonálńı s jedničkou na diagonále. V rovnici (3.16)
se vyskytuje celkem N(2N − 1) bazických vektor̊u, a U jsme tedy dodefino-
vali jako identitu na podprostoru generovaném N3 − N(2N − 1) bazických
vektor̊u.

Zavedeme značeńı, které nám dovoĺı využ́ıt předchoźıch vlastnost́ı a ele-
gantně zapsat matici operátoru optimálńı operace klonováńı, přičemž bude
patrné, jak je možné ji snadno a efektivně dekomponovat. Označme

Xi = span{|iii〉, |jji〉, |jij〉; j 6= i} (3.17)

X̂ = span{|klm〉; m 6= k 6= l} (3.18)

a identické operátory na těchto podprostorech označme Idi, resp. Îd a na
podprostorech X⊥

i je označme ˆIdi. Hilbert̊uv prostor H lze psát jako direktńı
součet podprostor̊u Xi a X̂ , tedy H = X̂ ⊕N−1

i=0 Xi. Matici U lze potom bez
újmy na obecnosti zapsat ve tvaru

U = Îd
N−1⊕
i=0

Ui =
N−1∏
i=0

( ˆIdi ⊕ Ui), (3.19)

kde operátory Ui jsou unitárńı a p̊usob́ı pouze na podprostorech Xi. Problém
dekompozice matice U se tedy zúž́ı na dekompozici menš́ıch matic Ui. Nav́ıc
v matici Ui je rovnićı (3.16) určen vždy právě jeden, a při dodržeńı přiro-
zeného uspořádáńı bazických vektor̊u právě prvńı, sloupec. Potom, pokud
dopoč́ıtáme ostatńı sloupce tak, že po diagonalizaci prvńıho přejde matice
Ui v identický operátor lze s užit́ım předchoźıho diagonalizačńıho postupu
psát

U =
N−1∏
i=0

( ˆIdi ⊕ Ui) =
N−1∏
i=0

(
ˆIdi ⊕

2N−1∏
j=2

Rij

)

=
N−1∏
i=0

2N−1∏
j=2

(
ˆIdi ⊕Rij

)
, (3.20)



kde Rij jsou rotace ve dvourozměrných podprostorech podprostoru Xi, a tedy
ˆIdi ⊕ Rij jsou rotace stejného typu na H. Je užitečné si uvědomit, že vněǰśı

produkt je komutativńı, nebot’ ˆIdi ⊕ Ui jsou komutuj́ıćı operátory, zat́ımco
vnitřńı produkt neńı.

Nyńı zbývá odvodit obecný předpis pro př́ıslušnou posloupnost matic
rotaćı, což se redukuje na hledáńı posloupnosti úhl̊u, která diagonalizuje
prvńı sloupec matice Uk rozměru (2N − 1) × (2N − 1), a předpis pro os-
tatńı sloupce tak, aby po diagonalizaci prvńıho tvořily jednotkovou matici.
Pro tento účel stač́ı zabývat se nejprve p̊usobeńım matic rotace pouze na
jeden obecný sloupcový vektor. Pro zpřehledněńı zápisu budeme sloupec di-
agonalizovat v pořad́ı od druhého prvku k posledńımu. Matice rotaćı tedy
budou kombinovat prvńı složku vektoru, na který p̊usob́ı, s druhou, třet́ı až
(2N − 1)-ńı. Označme

σi = sin ϕi, γi = cos ϕi, i = 2, . . . , 2N − 1 (3.21)

prvky určuj́ıćı matici rotace Rki, která kombinuje i-tou složku vektoru s prvńı,
ui, resp. ui′ složky p̊uvodńıho, resp. výsledného vektoru, u1

(i) je prvńı složka

p̊uvodńıho vektoru po p̊usobeńı matic Rk2 až Rki−1. Klademe tedy u1
(2) = u1

a u1′ = u1
(2N). Potom pro i ≥ 2 plat́ı

ui′ = −σiu
1
(i) + γiu

i (3.22)

a pro prvńı složku plat́ı

u1
(i) = γi−1u

1
(i−1) + σi−1u

i−1 = γi−1(γi−2u
1
i−2 + σi−2u

i−2) + σi−1u
i−1

=

(
i−1∏
j=2

γj

)
u1

(2) +
i−1∑

k=2

(
i−1∏

j=k+1

γj

)
σku

k, (3.23)

a pokud zvoĺıme formálně σ1 = 1 a γ1 = 0 můžeme výsledek zapsat jako

u1
(i) =

i−1∑

k=1

(
i−1∏

j=k+1

γj

)
σku

k. (3.24)

S využit́ım (3.24) uprav́ıme podmı́nky na ui na tvar

u1′ = u1
(2N) =

2N−1∑

k=1

(
2N−1∏

j=k+1

γj

)
σku

k (3.25)

ui′ = −σi

i−1∑

k=1

(
i−1∏

j=k+1

γj

)
σku

k + γiu
i, i = 2, . . . , 2N − 1. (3.26)



Pro nalezeńı ui pro l-tý sloupec matice Uk je třeba řešit soustavu rovnic
(3.25) a (3.26) s levou stranou ui′ = δli. Vzhledem k úloze, která k soustavě
vedla je snadné ji explicitně vyřešit, nebot’ p̊usobeńım součin̊u matic rotaćı
na Uk jsme źıskali jednotkovou matici, a proto matici Uk lze vyjádřit jako
p̊usobeńı součin̊u těchto matic v opačném pořad́ı a s opačnými smysly ro-
tace. Po výpočtu analogického k výše provedenému dojdeme k explicitńımu
vyjádřeńı složek matice Uk

(Uk)ab = σa

[(
2N−1∏
j=a+1

γj

)
δ1b −

2N−1∑

l=a+1

(
l−1∏

j=a+1

γj

)
σlδlb

]

+ γaδab, a, b = 1, . . . , 2N − 1. (3.27)

Nyńı je třeba určit posloupnosti γi a σi. Ty jsou určeny podmı́nkou
převedeńı prvńıho sloupce matice Uk, označme jeho složky βi, který je určen
(3.16), na sloupec o složkách (1, 0, . . . , 0). Z toho plyne podmı́nka

0 = −σiβ
1
(i) + γiβ

i, i = 2, . . . , 2N − 1. (3.28)

Po převedeńı prvńıho sč́ıtance na levou stranu můžeme rovnici umocnit,
nebot’ můžeme obě strany rovnice předpokládat za nezáporné, a využ́ıt, že
σi a γi jsou vázány podmı́nkou σ2

i + γ2
i = 1. Z toho plyne, že

γ2
i =

(β1
(i))

2

(β1
(i))

2 + (βi)2
(3.29)

σ2
i =

(βi)2

(β1
(i))

2 + (βi)2
(3.30)

Využit́ım prvńı rovnosti ve výrazu (3.23) a po dosazeńı (3.29) a (3.30)
dostaneme explicitńı předpis pro β1

(i).

β1
(i) = γi−1β

1
i−1 + σi−1β

i−1 =
√

(β1
(i−1))

2 + (βi−1)2 =

√√√√
i−1∑
j=1

(βj)2 (3.31)

Vztahy (3.20), (3.27), (3.29), (3.30) a (3.31) je problém optimálńıho roz-
kladu procesu klonováńı (3.16) zcela vyřešen. Nyńı uvedeme př́ıklad pro N =
2. Podle (3.20) hledáme matice U0, U1 a jejich rozklady R0j a R1j, kde j =



2, 3. Podle výše zmı́něných vztah̊u můžeme napsat

R02 =




√
4√
5

√
1√
5

0

−
√

1√
5

√
4√
5

0

0 0 1


 , R03 =




√
5√
6

0
√

1√
6

0 1 0

−
√

1√
6

0
√

5√
6


 (3.32)

R12 =




√
1√
2

√
1√
2

0

−
√

1√
2

√
1√
2

0

0 0 1


 , R13 =




√
1√
3

0
√

2√
3

0 1 0

−
√

2√
3

0
√

1√
3


 (3.33)

U0 =




√
2√
3
−
√

1√
5
−

√
2√
15√

1√
6

√
4√
5

−
√

1√
30√

1√
6

0
√

5√
6


 , U1 =




√
1√
6
−
√

1√
2
−
√

1√
6√

1√
6

√
1√
2

−
√

1√
3√

2√
3

0
√

1√
3


 . (3.34)

U je tedy reprezentováno matićı 8× 8, která má tvar

U =




√
2√
3

0 0 0 0 −
√

1√
5
−

√
2√
15

0

0
√

1√
6
−
√

1√
2

0 0 0 0 −
√

1√
6

0
√

1√
6

√
1√
2

0 0 0 0 −
√

1√
3

0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0√
1√
6

0 0 0 0
√

4√
5

−
√

1√
30

0√
1√
6

0 0 0 0 0
√

5√
6

0

0
√

2√
3

0 0 0 0 0
√

1√
3




(3.35)

3.3 Operace provázáńı dvou částic

V této sekci ukážeme, dle [4], tř́ıdu univerzálńıch proces̊u, které provazuj́ı
dvě částice, což odpov́ıdá podmı́nce, že výsledný stav procesu neobsahuje
žádnou separabilńı komponentu. V práci [10] je ukázáno, že každý stav dvou-
částicového systému ρ lze dekomponovat na separabilńı a neseparabilńı část
ρsep a ρinsep tak, že plat́ı ρ = λρsep + (1 − λ)ρinsep, kde 0 ≤ λ ≤ 1. Ačkoli
sama dekompozice neńı jednoznačná, maximálńı možná hodnota λ je. Je tedy
zaj́ımavé hledat parametry univerzálńıch proces̊u, jejichž výstupńı stavy maj́ı
maximálńı λ rovno nule.

Začneme opět od rovnice (2.17). Je patrné, že pokud nemá výsledný
stav obsahovat žádnou separabilńı komponentu, nesmı́ obsahovat členy typu
|ii〉〈ii|. Nutnou podmı́nkou na takový proces tedy je

p1 = 0, p3 = 0. (3.36)



V práci [4] je ukázáno, že jde o podmı́nku postačuj́ıćı k tomu, aby výsledný
stav už žádnou separabilńı komponentu neobsahoval. Při těchto parametrech
plyne ze vztah̊u (2.21) λ4− = 0 a z podmı́nky nezápornosti vlastńıch č́ısel
matice hustoty a vztahu pro λ2− dostaneme

α(1) = α(2),

β = β∗,

ρ
(ent)
2 =

1

2(N − 1)

N∑
j=2

(|1j〉〈1j|+ |j1〉〈j1| −

|1j〉〈j1| − |j1〉〈1j|),

ρ
(ent)
4 =

1

(N − 1)(N − 2)

N∑
2=i<j

(|ij〉〈ij|+ |ji〉〈ji| −

|ij〉〈ji| − |ji〉〈ij|). (3.37)

Společně s parametry (3.36) a vztahem (2.17) źıskáváme

ρ
(ent)
out (m0 = NA11) = (1− p4)ρ

(ent)
2 ⊕ p4ρ

(ent)
4 . (3.38)

Univerzálńı procesy, jej́ıchž výsledné stavy neobsahuj́ı žádnou separabilńı
komponentu tedy tvoř́ı jednoparametrickou tř́ıdu.

Daľśı otázkou z̊ustává, které z těchto proces̊u maximalizuj́ı určitou mı́ru
provázáńı, v práci [4] zvolili tzv. Vidalovu a Wernerovu mı́ru [11]. Dle této
práce je negativita N(ρ) libovolné dvoučásticové matice hustoty mı́rou pro-
vázáńı, kde

N(ρ) = |
∑

i

µi| (3.39)

a µi jsou záporná vlastńı č́ısla částečné transpozice, viz [12],[13], ρT matice
hustoty ρ. Z vlastnost́ı N(ρ) a tvaru (3.38) plyne horńı odhad

N(ρout(m0)) ≤ 1

2
√

N − 1
+ p4

(
1

N − 1
− 1

2
√

N − 1

)
, (3.40)

kde 0 ≤ p4 ≤ 1. Nav́ıc pro krajńı hodnoty p4 nastává ve výrazu rovnost.
Zároveň je zřejmé, že pro N < 5 je mı́ra provázáńı maximálńı pro p4 = 1, a
tedy p2 = 0, a pro N > 5 je optimálńı provazovaćı proces určen podmı́nkou
p4 = 0, a tedy p2 = 1. Právě t́ımto naposledy zmı́něným procesem se budeme
dále zabývat a směřovat k dekompozici jeho unitárńı realizace. Lze ukázat, že



pokud ρin = 1
N
|ψ〉〈ψ| ⊗ I, bude Krausovým operátorem tohoto procesu pro-

jektor na antisymetrický podprostor A dvoučásticového Hilbertova prostoru,
tj.

E(ρ) =
2

N − 1
A(ρ⊗ I)A. (3.41)

Inspirujeme-li se operaćı klonováńı částice, je dobrým kandidátem na unitárńı
realizaci operátor

U |i〉|X〉 = β
∑

j 6=i

(|ij〉 − |ji〉)|j〉 (3.42)

Vektory U |i〉|X〉 jsou jistě ortogonálńı a z normovaćı podmı́nky dostaneme

1 = β2
∑

j,k 6=i

(〈ij| − 〈ji|)(|ik〉 − |ki〉)δkj = 2β2(N − 1), (3.43)

a tedy lze volit β =
√

1
2(N−1)

. Je třeba ukázat, že takto, částečně, definovaná

unitárńı transformace skutečně realizuje proces (3.41). Pro počátečńı stav
|ψ〉 =

∑
j αj|j〉 plat́ı

E(|ψ〉〈ψ|) =
2

N − 1

∑

i,j,k

αiᾱjA|ik〉〈jk|A

=
1

2(N − 1)

∑

i,j,k

αiᾱj

(|ik〉 − |ki〉)(〈jk| − 〈kj|). (3.44)

Pokud počátečńı stav rozš́ı̌ŕıme o referenčńı stav a ancilluna, źıskáme po
aplikaci U a provedeńı stopy přes ancillu

ρout = TrAU |ψ〉〈ψ| ⊗ |X〉〈X|U † = TrA

∑
i,j

αiᾱjU |i〉|X〉〈j|〈X|U †

=
1

2(N − 1)
TrA

∑
i,j

αiᾱj

∑

k 6=i,l 6=j

(|ik〉 − |ki〉)(〈jl| − 〈lj|)⊗ |k〉〈l|

=
1

2(N − 1)

∑
i,j

αiᾱj

∑

k 6=i,j

(|ik〉 − |ki〉)(〈jk| − 〈kj|) (3.45)

Vid́ıme, že předchoźı výraz je roven pravé straně rovnice (3.44) a unitárńı
operátor (3.42) tedy skutečně realizuje proces provázáńı dvou částic charak-
terizovaný p4 = 0.



3.4 Dekompozice operace provázáńı

Stejně jako jsme ve 3.2 dekomponovali operátor realizuj́ıćı koṕırováńı, roz-
lož́ıme nyńı operátor U provázáńı dvou částic dimenze N definovaný vzta-
hem (3.42). Pro zpřehledněńı zápisu přeṕı̌seme operátor U tak, že p̊usob́ı
na Hilbertově prostoru H = HA ⊗ HB ⊗ HO, kde A, resp. B, resp. O
znač́ı Hilbert̊uv prostor ancilly, resp. referenčńıho systému, resp. originálu.
Počátečńı stav ancilly i referenčńı stav zvolme |0〉. Potom

U |0〉|0〉|i〉 = β
∑

j 6=i

|j〉(|ji〉 − |ij〉) (3.46)

a je patrné, že lze postupovat obdobně jako u operace klonováńı, nebot’ lze
U opět zapsat jako direktńı součet operátor̊u p̊usob́ıćıch na jistých podpros-
torech H. Definujme

X0 = span{|000〉, |jj0〉, |j0j〉; j 6= 0}, (3.47)

Xi = span{|jji〉, |jij〉; j 6= i}, i 6= 0, (3.48)

X̂ = span{|nnn〉, |klm〉; m 6= k 6= l, n 6= 0} (3.49)

a operátory identit Idi, Îd a Îdi zaved’me stejně jako v př́ıpadě klonováńı.
Označme Ni = dimXi. Můžeme opět psát H = Îd⊕∑

i⊕Xi. Podprostor X0

se od ostatńıch Xi lǐśı proto, aby bylo zaručeno, že diagonálńı prvek mat-
ice operátoru na podprostoru Xi ve výpočetńı bázi byl zároveň diagonálńım
prvkem matice operátoru na H.

Operátor U lze potom psát ve tvaru (3.19). V matićıch Ui jsou vztahem
(3.46) určeny vždy pouze prvńı sloupce, a proto, pokud vhodně dopoč́ıtáme
zbylé prvky matic, lze psát

U =
N−1∏
i=0

( ˆIdi ⊕ Ui) =
N−1∏
i=0

(
ˆIdi ⊕

Ni∏
j=1

Rij

)

=
N−1∏
i=1

Ni∏
j=1

(
ˆIdi ⊕Rij

)
. (3.50)

Úloha dekompozice U se i v tomto př́ıpadě redukuje na dekompozici matic
Uk a vzhledem k tvaru matice z̊ustávaj́ı v platnosti i vztahy (3.22) až (3.27),
pouze je třeba pozměnit meze součin̊u tak, aby odpov́ıdali dimenźım pod-
prostor̊u. Źıskáváme tedy ihned tvar matice Uk

(Uk)ab = σa

[(
Nk∏

j=a+1

γj

)
δ1b −

Nk∑

l=a+1

(
l−1∏

j=a+1

γj

)
σlδlb

]

+ γaδab, a, b = 1, . . . , Nk. (3.51)



a zbývá odvodit př́ıslušné parametry rotaćı. V tomto smyslu je proces pro-
vázáńı obecněǰśı, nebot’ kromě nezáporných prvk̊u prvńıch sloupc̊u matic Ui

se zde objevuj́ı i prvky záporné.
Vyjděme opět z podmı́nky, že prvńı sloupec se diagonalizaćı převede na

sloupec o složkách (1, 0, . . . , 0). Z toho plyne podmı́nka

0 = −σiβ
1
(i) + γiβ

i, i = 2, . . . , 2N − 2, resp. 2N − 1. (3.52)

Aby bylo možno rovnici umocnit a vyřešit je třeba přidat podmı́nku3

signσi = signβ1
(i), signγi = signβi. (3.53)

Řešeńım jsou potom vztahy

γi =
signβi|β1

(i)|√
(β1

(i))
2 + (βi)2

(3.54)

σi =
signβ1

(i)|βi|√
(β1

(i))
2 + (βi)2

(3.55)

Dosazeńım předchoźıch vztah̊u do prvńı rovnosti v (3.23) ještě odvod́ıme
explicitńı předpis pro β1

(i)

β1
(i) = γi−1β

1
i−1 + σi−1β

i−1 =
signβi−1|β1

(i−1)|β1
(i−1) + signβ1

(i−1)|βi−1|βi−1

√
(β1

(i−1))
2 + (βi−1)2

= signβi−1signβ1
(i−1)

√
(β1

(i−1))
2 + (βi−1)2

= signβi−1signβ1
(i−1)

√√√√
i−1∑
j=1

(βj)2. (3.56)

a vztahy (3.54) a (3.55) lze přepsat do elegantńı podoby

γi =
β1

(i)

β1
(i+1)

(3.57)

σi =
βi

β1
(i+1)

. (3.58)

3sign0 ≡ 1



Pomoćı vztah̊u (3.51), (3.57), (3.58) a (3.56) již můžeme dodefinovat
unitárńı realizaci (3.42) a sestrojit jej́ı rozklad do dvoudimenzionálńıch pod-
prostor̊u. Na závěr uved’me př́ıklad pro N = 3 (př́ıklad pro N = 2 neńı př́ılǐs
demonstrativńı, nebot’ antisymetrický podprostor H je jednorozměrný)

γ02 = 0, γ03 =
1√
2
, γ04 = −

√
2√
3
, γ05 =

√
3

2
(3.59)

σ02 = 1, σ03 = − 1√
2
, σ04 = − 1√

3
, σ05 =

1

2
, (3.60)

γ12 = − 1√
2
, γ13 = −

√
2√
3
, γ14 = −

√
3

2
, (3.61)

σ12 =
1√
2
, σ13 = − 1√

3
, σ14 =

1

2
, (3.62)

γ22 = − 1√
2
, γ23 =

√
2√
3
, γ24 = −

√
3

2
, (3.63)

σ22 =
1√
2
, σ23 = − 1√

3
, σ24 = −1

2
, (3.64)

U0 =




0 1 0 0 0
−1

2
0 1√

2
1√
6

1√
12

1
2

0 1√
2
− 1√

6
− 1√

12

−1
2

0 0 −
√

2√
3

1√
12

1
2

0 0 0
√

3
2




, (3.65)

U1 =




1
2

− 1√
2
− 1√

6
− 1√

12

−1
2
− 1√

2
1√
6

1√
12

−1
2

0 −
√

2√
3

1√
12

1
2

0 0
√

3
2


 , (3.66)

U2 =




1
2

− 1√
2
− 1√

6
− 1√

12

−1
2
− 1√

2
1√
6

1√
12

1
2

0
√

2√
3

− 1√
12

−1
2

0 0 −
√

3
2


 . (3.67)

Celá matice U má rozměr 27× 27, a proto ji zde nebudeme vypisovat. Kom-
pozice U pomoćı U0, U1 a U2 se snadno provede použit́ım vztahu (3.50).



Závěr

V práci byly zkoumány možnosti realizace dvou univerzálńıch proces̊u, a to
optimálńıho koṕırováńı z jedné částice na dvě a jednoho zástupce jednopara-
metrické tř́ıdy univerzálńıch provazovaćıch proces̊u. Se znalost́ı unitárńı re-
alizace klonováńı jsme odvodili unitárńı operátor realizuj́ıćı tento provazo-
vaćı proces. Ukázali jsme, že oba tyto procesy lze rozložit na direktńı součet
operátor̊u Uk p̊usob́ıćıch na menš́ıch podprostorech, a proto lze problém
dekompozice na rotace ovlivňuj́ıćı pouze dva vektory výpočetńı báze reduko-
vat na hledáńı rozkladu těchto sč́ıtanc̊u. V obou př́ıpadech se nám podařilo
naj́ıt explicitńı výraz pro tvar jejich matic daných (3.27), resp. (3.51) pro
koṕırováńı, resp. provázáńı, i posloupnosti argument̊u matic rotaćı, které
tvoř́ı dekompozici operátor̊u Uk, (3.29), (3.30), (3.31), resp. (3.56), (3.57),
(3.58) pro koṕırováńı, resp. provázáńı. Nav́ıc tento rozklad výrazně optima-
lizuje počet rotaćı potřebných k dekompozici operátor̊u.

Předmětem daľśıho zkoumáńı je naj́ıt unitárńı realizace širš́ı tř́ıdy uni-
verzálńıch proces̊u a zkonstruovat jejich rozklady. Tento úkol neńı v obecné
š́ı̌ri nijak jednoduchý a možné cesty, které se nab́ızej́ı je hledáńı Krausových
reprezentaćı těchto proces̊u nebo využit́ı principu purifikace a hledáńı operá-
tor̊u na nějakém rozš́ı̌reném systému.
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