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1 Uvod

Meznikem v moderni éfe fyziky elementarnich ¢astic se stal objev elektronu J.J. Thomsonem v 1897.
Byl to prvni piimy dukaz o existenci ¢dstic mensich nezli atomy. Tato skute¢nost byla podstatnou
pro piredstavu o elementarnich ¢asticich. Jestlize pfed rokem 1897 byly za zakladni éastice tvorici
hmotu povazovany atomy, v prubéhu 20. stoleti tuto roli zastdvali atomova jadra, potom protony,
neutrony a dalsi hadrony (m, p, K, A, ...)

Dnes jsou za elementirni ¢astice povazovany kvarky a leptony, kdezto hadrony povazujeme za
slozené z kvarku. Elektron povazujeme za elementarni ¢astici jiz vice nez 100 let a v dohledné dobé
ji pro nds zustane i nadale. Neni vSem vylouceno, Ze by i tyto ¢astice méli vnitini strukturu, kterd
by mohla byt zjiSténa na zdkladé nékterého z budoucich experimentu.

1.1 Experimenty ¢asticové fyziky

Experimenty hraji ve fyzice klicovou tlohu. Mezi hlavni druhy experimentii uzivané ve fyzice ele-
mentdrnich ¢astic patii srazky vysokoenergetickych ¢astic. Protoze interakce béhem takovych pro-
cesti probihajf na trovni 10~'°m, coz jsou rozméry hadronu, neni mozné studovat tyto reakce piimo.
Veskeré efekty a jevy spojené se srazkami lze studovat neprimo pomoci detekce ¢astic vzniklych
béhem srazky. Rozvoj ¢asticové fyziky pak jde ruku v ruce s technickou trovni urychlova¢u a de-
tektoru. Duvod plyne z Heisenbergovy relace neuréitosti. Pro rozliSeni malych objekti je potieba
velkych pfedanych energii. Z tohoto diivodu je pak ¢asticovd fyzika oznacovana jako fyzika vysokych
energii.

Ke studovanym procesum patii srazky elektron-proton, elektron-positron a proton-antiproton.
Elektron-protonové srizky s vysokym rozliSenim pati{ k hlubokonepruznym rozptylim a umoziiuji
studovat vnitini strukturu protonu. Tato znalost je velmi dulezitd pro pochopeni silné interakce
mezi kvarky a gluony. Proton-antiprotonové reakce poskytuji dnes nejvétsi energie, ale protoze jde
o srazku dvou castic s vnitini strukturou, jsou také v mnohém rozmanité.

Urychlovace a detektory uzivané v casticové fyzice jsou velmi nakladnd a slozitd zaiizeni. Z
tohoto duvodu jsou experimenty soustiedény jen na nékolika mistech svéta. K nejvyznamnéjSim
laboratofim patii CERN v Zenevé, Fermilab blizko Chicaga, SLAC ve Stanfordu a DESY v Ham-
burgu.

2 Standardni model

Uspéch ¢asticové fyziky je z velké ¢asti zdsluhou formulovani Standardniho modelu. Podle néj je
veskerd hmota slozena ze sady ¢dstic se spinem 1/2: kvarku a leptonu. Tyto ¢édstice navzijem
interaguji elektroslabé a silné, okrajové se zde podili i gravitace. Jsou rozdéleny do tii generaci.
Kazdy ze Sesti druhu kvarku se odliSuje kvantovym &islem, zvanym vuné. Elementdrni ¢dstice maji
jisté vlastnosti, které definuji jejich chovani pfi interakcich. P¥ikladem muze byt hmotnost, kterd
je urcujici pii gravitaci. Podobné je elektricky ndboj zdrojem elektromagnetické interakce, slaby
isospin souvisi se slabou interakci a barevny naboj je zdrojem silné interakce.

Prvni generace leptont a kvarkii se sestivd z elektronu, elektronového neutrina a up a down
kvarku. Jeji dilezitost vyplyva z faktu, Ze veSkerd hmota, kterd nis obklopuje je slozena pravé
z téchto Castic. Protony a neutrony v atomovém jadie jsou slozeny z u and d kvarku, atomy
jsou pak slozeny z protonu nebo jidra obklopeného elektrony. Neutrina interaguji velmi slabé a v
bézném makroskopickém zivoté maji velmi slaby efekt, ale maji velky vyznam v nékterych jadernych



procesech, kde se pomoci nich popisuje napiiklad beta rozpad. Dale maji vyznam v nékterych
astrofyzikdlnich procesech za extrémnich teplot a tlakl, napiiklad v centru hvézd. Kdyz hvézda
exploduje v supernovu, uvolni se velké mnozstvi energie vyzifené pravé neutriny. Jidro hvézdy
potom kolapsuje v neutronovou hvézdu.

Druhé dvé generace nehraji tak dileZitou roli jako generace piedchozi, nebot se, s vyjimkou ne-
utrin, velmi rychle rozpadaji. Nicméné, tyto dvé generace ¢astic jsou velmi dulezité v experimentech
Casticové fyziky (ovéfeni platnosti standardniho modelu).

2.1 Zakladni interakce

Zékladni sily ovliviiujici interakci mezi ¢asticemi jsou gravitace, elektroslaba a silnd interakce.
Gravitace byla popsdna Einsteinovou obecnou teorii relativity a je dilezita pfi makroskopickych
procesech. Elementarni ¢astice ovliviiovala vyznamné pouze pii extrémné vysokych teplotach a
tlacich v ranném stadiu vesmiru a v blizkosti velmi hmotnych objekti (napf. ¢erné diry).

Elektromagneticka sila je v soucasnosti zahrnovana do elektroslabé interakce. P¥i nizkych energiich,
E < 100GeV, se ¢asto uvazuje pouze Cistd elektromagneticks interakce, nebof slabé ¢ést elektros-
labé interakce muze byt zanedbana.

Standardni model je kvantovou teorii pole, tedy silova pole jsou kvantovdna a interakce jsou
zprostifedkovdny vyménou &astic. Elektromagneticks interakce je zprostfedkovana fotony, slabd
interakce bosony W+, W~ a Z°, siln4 interakce gluony. Viechny jsou bosony se spinem 1.

Slabd interakce popisuje rozpad leptoni a kvarka z druhé a tieti generace na své lehéi piibuzné
z prvni generace. Podobné je slabou interakci popsdn i radioaktivni beta rozpad neutronu a ja-
der. V interakcich jsou zprostiedkujici ¢astice virtudlni tj. p?> # m?2. Jejich doba zivota je déna
Heisenbergovou relaci neurcitosti AE - AT ~ h. Protoze W a Z jsou velmi tézké ¢astice, mohou
interagovat pouze na malych vzddlenostech v ifddech 10~¥m. Elektroslabé W a Z byly objeveny v
SPS proton-antiproton collider v CERN v roce 1983.

Na malych vzdélenostech jsou elektromagneticka a slaba interakce sjednocené a lze je popsat
jednotnou teorii. Pfedpovéd elektroslabé teorie je, Ze redlné Edstice ziskdvaji svou hmotnost mecha-
nismy, v nichz hraji dalezitou roli Higgsova ¢éstice, kterd zatim nebyla objevena. Jednim z hlavnich
duvodu pro budovéni hadronového urychlovate (LHC) v CERN je pravé snaha objevit Higgsovu
castici.

Silnd interakce se uplatfiuje mezi ¢asticemi s barevnym nabojem. Kvarky mezi sebou silné inte-
raguji vyménou osmi gluonu. Navic stejné jako pii elektroslabé interakci, gluony mohou interagovat
piimo mezi sebou. Divodem je fakt, Ze gluon taky nese barevny niboj.

Existuji tfi druhy barevnych naboji. Nazyvaji se Cerveny, zeleny a modry. Divod je ziejmy
- slozeni téchto barevnych naboji je podobné sklidani zakladnich barev. Antikvarky mohou mit
jeden ze tii barevnych niboji nazyvané anti-barvami. Vysledny barevny naboj t¥i kvarka nebo tii
antikvarki musi byt barevné neutralni. Podobné sloZzenim niboje a pfislusného antindboje vznikne
naboj barevné neutralni.

Jednim z problémi, ktery v rdmci standardniho modelu ¢ekd na objasnéni, je otdzka proc
nemohou existovat volné kvarky. Bylo experimentalné ovéieno, ze kvarky jsou vzdy uzavieny v
hadronu. To mimo jiné znamend, 7e silnd interakce m4 kratky dosah, fddové 10~'9m. Fakt, ze
kvarky nevystupuji jako volné éastice stézuje moznost urcit jejich hmoty.

Hadrony patii do dvou vyznamnych skupin &astic. Jsou jimi baryony, sestavajici ze t¥i kvarku
a mezony, sloZené z kvarku a antikvarku. Zndmy jsou i anti-baryony, tvofené tfemi anti-kvarky.
Poznamenejme, ze kvarkovy model hadronu byl zndm dlouho pfed vznikem moderni teorie silné



interakce.

Dalsi jev, ktery je potieba jesté preciznéji vysvétlit je jadernd sila, kterd drzi protony a neutrony
v atomovém jadie. UvaZuje se o analogii s Van der Waalsovou silou uplatiujici se mezi neutrilnimi
atomy. Silnd interakce mezi kvarky a gluony v tomto ohledu ovSem zatim nep#inasi uspokojivé
vysvétleni.

2.2 Hluboko nepruzny rozptyl

V soucasnosti se jednim z nejbéznéjsich prostiedku ke zkoumdni vnitini struktury subatomdrnich
Castic experimenty zalozené na hluboko nepruznych rozptylech. Svazek vysokoenergetickych bo-
dovych ¢&éstic, nejcastéji elektronti nebo mionu je rozptylovan na terci se zkoumanymi ¢asticemi.
Ze zjisténych energetickych a uhlovych rozdéleni rozptylenych leptonii se pak rekonstruuje struktura
zkoumané &astice. Mezi hlavni takové experimenty patfi rozptyl nabitych (e~, 4~ ) nebo neutralnich
(Ve, ) leptont a jejich anti¢istic na nukleonech, uvazujme proton:

(k) + proton(P) = I (K + X; 1l =e,p, Ves Vys (1)

Kde X znaci koneény stav, respektujici zdkony zachovani, symboly v zdvorkach pak znaci ¢tyrhybnosti
piislusnych ¢dstic. Specidlnim pfipadem (1) je pruzny lepton-nukleonovy rozptyl, kdy X = proton
al=1. Rozlisujeme dva typy hluboko nepruznych rozptylu. Jednim jsou tzv. ”neutrdlni proudy”,
které jsou zprostfedkovdny bud fotonem nebo (neutralnim) intermedidlnim vektorovym bosonem
(IVB) Z. Druhym jsou potom ”nabité proudy”. Tyto prosesy jsou zprostfedkovdny vyménou na-
bitych intermedidlnich vektorovych bosont W=*. Nejéastéji pouzivané proménné, popisujici procesy
(1) jsou:
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Proménna W m4 jasnou interpretaci jako invariantni hmotnost hadronového systému X, vzniklého
absorpci fotonu nebo IVB teréovym nukleonem. Poznamenejme, Ze pro vypocet z,y a Q2 je potieba
konecénou hybnost k' (spolecné s pocateénimi hybnostmi k£, P), navic posledni rovnost v (6) plati
v libovolné referenéni soustavé. Existuji dvé zékladni referenéni soustavy, ve kterych se proces (1)
obvykle popisuje: laboratorni soustava, kde je ostfelovany proton v klidu a tézisfovd (center-of-
mass) soustava, kde ostfelujici lepton a proton maji opaéné hybnosti téze velikosti. Poznamenejme,
Ze v8ech pét veli¢in vySe definovanych jsou relativistickymi invarianty. V laboratorni soustavé mohou
byt vyjadifeny pomoci rozptylového thlu 6, a energii Ejy a E;ab nalétavajiciho a rozptyleného
leptonu. Veli¢ina S urCuje pocatecni stav elektronu a protonu. Spolu s dalsimi tfemi veli¢inami,
z, y a ¢° a s azimutdlnim dhlem ¢, popisuji koneény stav elektronu. Pouze dvé z téchto veli¢in
jsou nezavislé, zbylé 1ze vyjadfit pomoci ostatnich. Muzeme tedy volit nékterou z dvojic proménych



(z, y), (z, ¢*),(y, ¢*) nebo (El'ab, O14p), kterd pak spolecné s ¢ plné uréuje koneény stav rozptyleného
elektronu. Veskeré tvahy ¢inime za pifedpokladu, ze castice v experimentu jsou nepolarizované.
Pochopitelny vyznam v téchto experimentech bude hrat G¢inny prifez. Pro jeho vyjadfeni volime
bud veli¢iny (z, y) nebo (z, Q> = —¢?). Pro pruiny rozptyl elektronu na protonu je situace
jednodussi, nebof v tomto piipadé £ = 1 a tedy pro uréeni koneéného stavu postacuje jedind
proménnd. V tomto piipadé se voli rozptylovy thel 64, nebo y = (1 — cos0*)/2. Termin hluboce
nepruZny znamens, ze invarianty Q? a Pg jsou mnohem vét§{ v porovndni s hmotnosti protonu M,

Q*=—-¢*>M; v> M, (7)

2 o z ’ > I 4 rd 7/ 7z s
ale pomér z = 2QTq v (5) zustdva koneény. Takové omezeni se nazyva Bjorkenovo.

Pii pruznych rozptylech dochazi pomérné milo ¢asto k velkym pienosum hybnosti: daleko
dochdzi u nepruzného rozptylu. Nejjednodussi méfeny typ Gcinného prufezu je takzvany ’inclusive’
Cinny prufez, ktery popisuje pouze elektron v koneéném stavu. V tomto pripadé pujde o vyséitané
ucinné prufezy pies vSechny mozné konecné stavy daného hadronu. Tento proces je popsdn diag-
ramem na obr. 7 Interakce je uskuteénéna vymeénou jednoho fotonu. Detailni struktura kone¢ného
stavu hadronu je v tomto digramu ignorovana, symbolicky je zndzornéna ”kapkou” v protonovém
vrcholu. X symbolizuje sumu pies vSechny mozné hadronové stavy. Piedpoklad o vyméné fotonu,
ktery je dobrou, experimentilné podlozenou aproximaci, znamend, ze ucinny pruifez bude mozné
zapsat pomoci leptonového tensoru a tensoru popisujici hadronovy vrchol.

do ~ L, WH (8)

Leptonovy tensor je velmi dobfe popsin kvantovou elektrodynamikou (QED). Jeho tvar je dén
vztahem:
Ly = 2[k,ky + K ky + (6 /2) 9] (9)

Na druhé strané pro hadronovy tensor predpokladdame, Ze hlavni roli sehraje silnd interakce. Pro jeho
odvozeni se vychazi z Lorentzovy invariance a zachovani elektromagnetického proudu. UvaZovat
budeme, jak uz bylo fe¢eno rozptyl nepolarizovanych ¢astic. Suma pres vSechny konecné stavy, X,
obsahuje vSechna moznd kvantova Cisla pro kazdy stav hadronu s celkovym momentem hybnosti
p/. Budeme-li uvazovat inclusive u¢inny pruiez, potom fazovy prostor po rozptylu zahrnuje pouze
rozptyleny elektron. Navic, protoze neomezujeme proces rozptyleni volbou néjakého konkrétniho
stavu z X, jsou energie k a thel rozptylu ©, pifpadné jinak zvolené dvojice proménnych navzijem
nezavislé.

Obecné je hluboko nepruzny rozptyl velmi komplikovany proces a tuto skute¢nost plné reflektuje
i chovani strukturnich funkci. Nicméné, v roce 1967 Bjorken pfedpovédél, ze v oblasti nepruznych
srazek - velkd 7 a Q? pii koneéném poméru @2/ - se chovani téchto funkei znaéné zjednodusuje.
Predpovédél, ze strukturni funkce budou skalovany tj. prestanou byt funkcemi nezavislych proménnych
Q? a U, ale budou zdviset pouze na jejich poméru Q?/. Tato okolnost nakonec zdsluhou Feynmana
prispéla k vytvoreni moderniho kvark partonového modelu.

2.3 Strukturni funkce

Jak bylo feteno, rozhodujici roli pii formulaci partonového modelu, hraji experimenty s hluboko
nepruznym rozptylem leptonii na protonech. Jednou ze zdkladnich veli¢in zde vystupujicich je
dvojity diferencidlni prafez. Pro ilustraci uvazujme nepruzny rozptyl nepolarizovanych elektronu
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na nepolarizovanych protonech. K dispozici mame dvé nezavislé proménné, které jednoznacné urcuji
(vedle azimutdlniho ihlu) koneény stav elektronu po rozptylu. Vhodnym vybérem zde muze byt
dvojice proménnych z, y. Pro diferencidlni i¢inny prufez potom plati:

d 4o (2kP M? 1
dxzy = ﬂ-aé4 ) [(1 - Y- %) FZ(J;’QZ) + 5922$F1 (1‘7 QQ)] (10)

kde S = (k + P)? je kvadrat celkové energie tézisfového systému. Neznamé funkce Fj(z,Q?) se
nazyvaji nepruzné formfaktory nebo ¢astéji strukturn{ funkce protonu. V rovnici (13) jsou vyjadieny
v proménnych z, Q?, zatimco diferencidly na levé strané rovnice v proménnych z, y. Bylo tak
uéinéno s ohledem na to, Ze libovolnou z proménnych z, y, Q2 lze, pro dané S, vyjadiit pomoci
zbyvajicich dvou, pfesnéji Q?> = S - z - y. Rovnost (10) byla odvozena ze &tyi zakladnich vlastnosti
elektromagnetické interakce: Lorenzova invariance, unitarity, kalibra¢nf invariance a zachovani pa-
rity.

V partonovém modelu jsou strukturni funkce formalné zapisovany jako suma pFispévku ruznych
partonii. Jsou-li jejich ndboje e; potom mdme pro strukturni funkci Fo:

Fy(x) = Z e?:cfi(m) (11)

Fy je potom déno Callan-Gross vztahem Fy(z, Q?) = 2z F) (z, Q?). Vysledky experimentii tykajicich
se hluboko nepruznych rozptylu s elektrony ¢i miony jsou obvykle popisovdny pomoci strukturni
funkce Fy(z, Q?)

Otéazkou zustdva jak je to s proporciondlnim rozdélenim celkové hybnosti protonu mezi partony.
7 méfeni nejruznéjsich hluboko nepruznych rozptyla se ukazalo, Ze se nabité partony na pienosu
hybnosti protonu podileji zhruba 50%. Zbytek hybnosti nesou neutrdlni partony. Neutrdlni v tom
smyslu, Ze neinteraguji elektromagneticky. Tento efekt kvantovd chromodynamika popisuje zcela
prirozené tim, ze neutrdlni partony ztotoziiuje s gluony. Protoze kvarky a gluony jsou jedinymi
¢asticemi predstavujici roli partont v rdmci standardniho modelu, pfijméme, Ze jsou takto nékdy
nazyvany.

2.4 Partonovy model

Poznatky o vnitini struktuie protonu pfinesl klasicky experiment ve Stanford Linear Accelerator
Center v Californii. Elektrony s vysokou energii byly rozptylovidny na protonech umisténych v
kapalném vodiku. Ukézalo se, Ze G¢inny prufez pii tomto procesu je mensi, nez by se otekivalo za
predpokladu, Ze je proton bodovou ééstici. VSe tedy ukazovalo na vnitini strukturu protonu. Byla
nabidnuta teoretickd interpretace, ve které je proton slozen z men§ich ¢astic nazvanych partony.

Interakce mezi ruznymi partony se zanedbdva. Kazdy parton nese zlomek z celkové hybnosti p.
Pro kazdy parton uvazujeme distribuéni funkci f;(x), popisujici pravdépodobnost nalezeni partonu
typu i majici zlomek hybnosti z. Celkova hybnost nesend vSemi partony by se méla rovnat celkové
hybnosti protonu, tedy:

Z/Ol zfi(zr)dr =1 (12)

kde suma probiha pfes vSechny partony.
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Obréazek 1: Grafickd reprezentace definice ”oblecenéd” partonové distribuéni funkce uvniti daného
hadronu pro nesingletni kvarkovou distribu¢ni funkci. 7; znaé¢i absolutni hodnotu virtuality daného
intermedidlniho stavu.

V partonovém modelu se ti¢inné prifezy vyjadiuji jako konvoluce distribuénich funkci a i¢innych
prufezu &; rozptylu na partonu ¢. Pro celkovy Géinny pruiez potom méme:

o=y / Fi(@)6i(2)da (13)

Partonovy model lze s tispéchem aplikovat na vSechny hadrony. Partonové distribuéni funkce f;(x)
jsou pak universilni v tom smyslu, ze pro dany hadron mohou byt pii vSech interakcich pouzity tytéz
distribu¢ni funkce. Pochopitelné rizné hadrony jsou popisovany riznymi distribu¢nimi funkcemi.

V piipadé, kdy dochdzi ke srézce dvou hadronti, bude v i¢inném prufezu vystupovat partonovi
distribu¢ni funkce kazdého hadronu v konvoluci s G¢innym prifezem &;; rozptylu dvou partont
i, j. Celkovy uéinny pruiez opét ziskdme jako sumu pies vSechny partony:

o=y / / Fi(w1) £ (@2)64 (w1, w2) a1 da (14)

3 Evoluéni rovnice

Doposud byly kvarky a gluony pied a po kolizi povazovany za volné ¢astice a to i pres experi-
mentalné podlozenou skutecnost, ze kvarky a gluony existuji pouze uvniti hadronu a za volné
je tedy povazujeme pouze pokud je zkoumame na malych vzdalenostech. Evoluéni rovnice, které
se nyni pokusime odvodit berou tento fakt do dvahy. Dulezité je zminit je§té jednu podstatnou
okolnost. V distribuénich rovnicich v QCD, kterd zachycuje efekty mnohondsobné emise gluont se
objevuje zavislost na nové proménné - skile Q2. Ta v partonovém modelu nevystupovala (viz napi.
11). QCD nezméni puvodni rdmec, pouze ji o tuto zdvislost obohati.

Odvozeni za¢neme zavedenim ”primordial” (nebo téz holymi) distribuénimi funkcemi partonu
uvnit¥ hadronu, go(z), Go(z), které zdviseji pouze na z a jsou interpretoviny ve smyslu kvark
partonového modelu. Prvni piipad takovych funkci predstavuji takzvané nesingletni kvarkové dis-
tribuéni funkce, které se ve vedoucim faddu (LO) poruchové kvantové chromodynamiky schoduji
s distribuénimi valenénimi funkcemi. Definujme tedy renormaliza¢ni nebo ”obletené” nesingletni



kvarkovou distribuéni funkci

ans(z, M) = qnso(z +/1 dy [ ( ) /m dn as ] anso(y) +

[ [ G (e

kde nové zavedend Skdla M piedstavuje maximdlni virtualitu kvarku interagujicim s fotonem.
Derivovanim obou stran rovnice podle M dostavame:

dgns(z, M) _ as(M) [tdy ()

Ldw M dry as(m2) 0)
[ el S >QNS°("%"" 1o
£.
dgns(z, M) _ as(M) [tdy ( )
/dz/dyP(O Yans(y)o(z — yz) = —P( ) ® gNs, (17)

kterd se nazyva Altarelli-Parisi (AP) evoluéni rovnici pro ”oble¢enou” NS kvarkovou distribuéni
funkei gys(z, M).

3.1 Vétvici funkce

V kvantové chromodynamice existuji tzv. vétvici funkce (branching functions) popisujici vétveni
kvark na kvark, kvark na gluon, gluon na kvark ¢i gluon na gluon:

PO@ = PP =1 [ (18)
PO@) = P = 1+QB;V] (19)
¢2w>—-3$<>=fﬁi%:ff] 0)
PO(z) = 6{[1:6++1;x+x(1—x)+<%—1>5(1—x)} (21)

Tyto vétvici funkce jsou stejné pro vSechny kvarky g;, g;. Pro vyjadieni této skuteénosti bylo pouzito
symbolu ¢, q
Ve vétvicich funkcich (18) a (21) vystupuje ”+” distribuce, kterd je definovédna:

1=p
[ﬂmhE%g(ﬂ@GG—w—m—ﬁﬂ—x—mﬂ; ﬂw@) (22)

kde ©(z) a é(x) jsou skokovd funkce a Diracova ¢ -funkce.



Napiiklad, vétvici funkce Pq(g) (z), popisuje pravdépodobnost nalezeni kvarku (libovolné vineé)
uvnitf gluonu, navic vystupuje v evoluéni rovnici pro ”oblefenou” kvark/antikvarkovou distribuéni

funkci
dgigz’ﬁ) N %ETM) [/: dny(O)( ) +/ W qc< )G(y M)] (23)
JZZEZ’AA;[) _ OASSTM) [/: Z—qu(g)(y> oy +/1 dy qG (y)G(y, M)] o)

kde gluonova distribuéni funkce G(z, M) spliiuje podobnou evoluéni rovnici

dﬁﬁﬁj‘f —as lZ/ dyPGq (—) (qs(y, M) + sy, M +/1 dy 5, <o>< )(G(y,M)] (25)

V predchézejicich evolu¢nich rovnicich je M interpretovdno pouze jako horni mez partonovych
virtualit obsazenych v definici ”oble¢enych” partonovych distribu¢nich funkci, bez nijaké specifi-
kace jeho vztahu ke kinematickym proménnym néjakého fyzikalniho procesu. V piipadé hluboko
nepruzného procesu se obyéejné poklada M? = Q2.

K tomu abychom mohli fesit Altarelli-Parisiho rovnici je zapotiebi znalost hraniénich podminek,
které zahrnuji informace o zavislosti partonové distribu¢ni funkci na z pfi néjaké pocatecni skale
M. Vybér této poédtecni skély je pomérné delikdtni zaleZitosti, nebot hledané feseni AP rovnice
na vybéru M, pochopitelné zavisi. Bézné se pak My voli v rozsazich nékolika GeV. Poruchova teorie
tyto pocateéni podminky neumoziuje vypocitat, musi byt ziskany z experimentalnich dat. Evoluéni
rovnice potom urcuji pouze zavislost partonové distribuéni funkce na M, nikoliv jejich absolutni
hodnotu.

K feSeni evolu¢nich rovnic jsou k dispozici rozmanité metody. Nejpfiméjsi z nich fesi systém
vazanych evolu¢nich rovnic pomoci dumyslnych numerickych algoritmu na vykonnych pocitacich.
Standardni analyza experimentdlnich dat se provadi v nasledujicich krocich: provede se volba
pocatecni §kaly My, zvoli se vhodnd parametrizace poéateénich podminek pro partonové distribuéni
funkce D;(z, My),i = q, q, G, ptikladem muze byt

Di(z, Mo) = Aiz® (1 — )% (1 + y;) (26)

kde A;,q;, B,y jsou volné parametry. Pro zvolenou sadu téchto parametri spolu s hodnotou
hlavniho parametru QCD A, vstupujicim do as(M/A) FeSime rovnice (23)-(25). Takto ziskdme
D;(z, M) pro v8echna = a M. Tato feSeni se pak porovnivaji s experimentdlnimi daty a na zdkladé
téchto srovnini se hodnoty uvedenych parametru déle zpfesnuji. Vysledkem je sada parametru
A;, a;, Bi, 7vi urcujici hraniéni podminku tak, Ze feSenim evoluénich rovnic s touto podminkou jsou
hledané distribué¢ni funkce.

3.2 Momenty strukturnich funkci a sumacni pravidla

Tvar Altarelli-Parisiho rovnici je mozné zjednodusit, pokud zavedeme takzvané momenty definované

f(n) = /0 L () da (27)



Misto konvoluci v (23)-(25) ziskdme pouze nisobeni ndmi zavedenych momentu

Ul 2) ) (0 ), )+ P )G, ). (28)

)~ 200 (0 a1 + FYG(n, ). )
n Qs < 7

% _ %M ) (; P& () (gi(n, M) + Gi(n, M)) + Pé%(n)G(n,M)), (30)

Vyrazné jednodussi rovnice plati pro momenty nesingletnich kvarkovych distribuénich funkei (a =

as/m)

dgns(n, M)  as(M) _,
din M Sﬂ- Pq(q)(")QNS(’rL, M) = gqng(n, M) = An<

ca(M) )Péé’) (n)/b

1+ ca(M) (31)

kde A, jsou nezndmé konstanty, které hraji stejnou roli jako hrani¢ni podminky (26) distribu¢ni
funkce a které musi byt zjistény z experimentdlnich dat. Poznamenejme, ze nulty moment (tj.
integral pies) gy s nezdvisi na M, nebot Pq(g) (0) = 0. Kombinaci evolu¢nich rovnic (28)-(30) muzeme
napsat evoluéni rovnici pro sumu

ny

Z(na M) = Z(Qz(n’M) + Qz(naM)) + G(n’ M) = Q(naM) + Q(’)’L,M) + G(n’ M) (32)
=1

Rovnice m4 tvar:

ddzl(:, ;}4 ) _ aSSTM) (P () + PE) () (a(n, M) + a(n, M) + (2n,P0) () + PEL(n)) G(n, M)] (33)

Rovnice (33) nabyvé zvldstniho vyznamu pro n = 1, protoze potom md > (1, M) vyznam frakce
hybnosti protonu nesené vSemi partony. Jako takovy ovS§em musi byt roven jedné pii libovolné skéle
M a derivace (33) musi byt nulova. To dava:

1
POW+FE W) = [ (PP +PEE) =0, (34)
1
2np Pl (1) + PEY(1) = /0 dzz(2ns P (2) + P (2))) =0, (35)

Piimy vypocet téchto integralu pouzitim explicitnich vyjddieni (18)- (21) vétvicich funkci ukazuje,
ze v QCD jsou tyto podminky opravdu splnény.

3.3 Vlastnosti distribu¢nich funkci

V této casti se blize seznadmime s vlastnostmi partonovych distribuénich funkci, jejich zakladnimi
vlastnostmi a fyzikalni interpretaci.

Piijméme v ndsledujicim pro distribuéni funkci kvarku uvnitt hadronu h ozna¢eni ¢(z), ¢ =
u,d, s, c. Analogicky i pro antikvarky

u'(2),d"(2), 5" (2), " (2), " (2), d"(2), 8" (), " (), (36)



K jejich méteni jsou k dispozici nejruznéj$i experimenty za pomoci svazka elektroni, miond a
(anti)neutrin a to uzitim mnoha ruznych metod a technik. Ziskat distribu¢ni funkce z experi-
mentalnich dat pro strukturni funkce je pomérné pracnou zalezitosti. Divodem je fakt, ze strukturni
funkce jsou vzdy kombinaci pravé distribuénich funkci. V pfipadé protonu a neutronu:

B (@) = o (lu(a) + 5(s) + @) +e@)] + 5ld(a) +dls) + 5(a) +5(2)] ) (37)
F™(a) = o ( §ld(s) + (o) + o(o) + o(a)] + glu(o) + 2(s) + s(a) + 5(2)] ) (38)

Uziteény miuze byt prumér 37, (38):

1 5 - 1
FEN = §(F26p + F5") = T [u(z) + d(z) + a(z) + d(z) + s(z) + 5(z) + c(z) + &(z)] —EIL']{I(.T), (39)
> (@)

kde k(z) = s(z) + 5(z) — c(z) + &(z) je ¢iselné zanedbatelné vzhledem k > (z). Pii pfechodu od
37 k (38) se vyuzila symetrie izospinu kvarkové distribuéni funkce (u-kvark v protonu je totéz jako
d-kvark v neutronu a naopak.

Kvarkové distribucni funkce se vyznacuji dvéma zikladnimu rysy:

Pro z — 0 se jak kvarkovd, tak antikvarkovd distribu¢ni funkce chovd zhruba jako 1/z a integral

/ 1 q(z)dz (40)
0

tedy diverguje. Tento fakt znamend, Ze pocet nabitych partoni v protonu je nekoneény. Na prvni
pohled je tato skutecnost zna¢éné znepokojivd, nicméné, jak se pozdéji ukaze lehce vysvétlitelnd
a v podstaté nepfedstavujici nijaky problém pro kvark partonovy model. Pro vysvétleni nejprve
uvazujme takzvanou valenéni distribuéni funkci, definovanou jako rozdil kvarkové a antikvarkové
distribuéni funkce

Qv = Q(x) - (j(w)v q= u,d,s,c (41)
Tyto valen¢ni distribuéni funkce poskytuji spojeni mezi kvark-partony v kvark partonovém modelu
a kvarky starého konstituentniho kvarkového modelu. Takovéto distribuéni funkce jsou integrova-
telné a integrily

/01 Uy (z)dz = 2; /01 dy(z)dz =1 (42)

navic souhlas{ s piedpovédmi konstituentniho kvarkového modelu. Dalsi diilezity integral

1
/ rq(z)dz; q=u,d,s (43)
0

m4a jasnou interpretaci jako zlomek hybnosti protonu neseného kvarkem q. P¥ipojme jesté dalsi
platny vztah:

%/OlFfN(m)dw = /OlgyZ(x)dx, (44)

ktery udava zlomek celkové hybnosti protonu nesené u, d, s a c kvarky a piisluSnymi antikvarky.
Céast hybnosti nesend t a b kvarky je zcela zanedbatelnd. Experimentalni hodnota, zhruba 0.5
ukazuje na to, ze v protonu musi byt jesté dalsi, elektricky neutrilni partony, které nesou zbyvajici
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polovinu jeho hybnosti. Brzy po experimentédlnich méfenich (44) byly tyto partony identifikovény s
gluony. Nase soucasné poznatky o puvodu antikvarku a gluonu jsou shrnuty v nasledujici ¢asti. P¥i
procesech s malou rozliovaci schopnosti, napiiklad pfi rozptylu doprovizeném malym pfenosem
hybnosti, se proton chové jako systém tii konstituentnich kvarki, drzené pohromadé ve statickém
potencidlu, ktery zhruba odpovida vysledkiim komplikovanych vymén gluont, zprostfedkujicich
sily mezi kvarky. Tento potencidl nebyl zatim v QCD spolehlivé spocitan, ale nadéjné se v tomto
ohledu jevi jisté techniky kalibriéni teorie, které by mohli pfinést otekavané vysledky. V procesech
s vy$Sim rozliSenim, uskutecnéném tvrdym rozptylem se obraz méni. Statické pole vyvolava gluony,
které se preménuji v par kvark, antikvark, které opét zaii gluony a tak dale. VSechny vytvorené
kvarky a gluony jsou virtudlni a musi se tedy po néjakém case rekombinovat. Pokud ovSem bude
jejich virtualita (k? — m2, kde k a m je hybnost a hmotnost virtudlni ¢dstice) mald vzhledem k
V@2, kde Q? je mira tvrdosti kolize, potom budou zit dostatetné dlouho na to, aby se na ném
elektron rozptylil jako na redlné ¢astici.

V tomto pfipadé mohou byt distribuéni funkce kvarku u a d (v protonu) rozdéleny na Gast
valen¢ni a ¢ast "morskou”, kterd je podle definice identicka s antikvarkovou distribu¢ni funkci

w(x) = Usea(T) = Usea(x), d(z) = dsea(r) = dseal(T), (45)

Podivné, puvabné a dalsi tézké kvarkové distribuéni funkce protonu maji pouze ”"morské” kompo-
nenty.

4 Metody reSeni evolucnich rovnic

Cilem této ¢asti bude predstavit nékteré z metod feseni evoluénich rovnic pro kvarkové a gluonové
distribuéni funkce. Nékteré z nich budou zajimavé pouze z historického hlediska, presto je uziteéné
se o0 nich zminit.

Vsechny metody pouzivaji pocateéni podminku ve formé specifikace kvarkové a gluonové funkce
v néjaké pocatecni skile My. V dalsim bude vénovana pozornost pfipadu nesingletnich kvarkovych
distribuénich funkci.

4.1 Buras-Gaemers metoda

Tato metoda byla historicky prvni metodou uzivanou pro feSeni evoluénich rovnic v LO. Nejprve je
nutné deklarovat pocateéni podminky nesingletnimi tj. valenénimi u, a d, kvarkovymi distribu¢nimi
funkcemi kvarku ve tvaru:

qu(@, Mo) = A% (1 - )", (46)

coz nam pro piislu§né momenty dava

1
("0 (nd + 1)
Tnl+n+ni+2)"

qv(n, My) = A9 (47)
Pouziti téchto pocatecnich podminek v evoluénich rovnicich (17) pro momenty g, (n, M) umoziuje
ziskat zdvislost na Skale v explicitnim analytickém vyjadieni. Je dulezité poznamenat, Ze pii trans-
formaci zpét do z-prostoru je jednoduchost téchto explicitnich feSeni ztracena. Pro zachovani ”jed-
noduchosti” i v z-prostoru Buras s Gaemers predpoklddali, Ze tato feSeni mohou byt slusné app-
roximovéna ve tvaru (46) pro vSechna M, kde nyni ovsem koeficienty A%, ni, nd zdvisi na M.
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Piesnéji, predpokladali nasledujici jednoduchou zavisost na M.

‘s . o= o | M/A)
riEsE e ] (48)

ln(M()A)
kde §, = 2 a 64 = 1. Proménnd s definovand v (48) je obvykle nazyvéna ”evolu¢ni proménnou”.
Koeficienty 7/, n;q byly zjistény dosazenim, pro zvolené pocatecni My, aproximace zalozené na
(??) do exaktnich feSeni pro prvnich 10 momentiu. Pfestoze se tato aproximativni procedura pfilis
nesluéuje s exaktnimi feSenimi evoluéni rovnice (17), je extrémné jednoduchd a byla pozdéji hojné
uzivana.

ni(s) =0l +ns,i=1,2; Al=

4.2 Metoda Laguerovych polynomi

Tato metoda Fesi evoluéni rovnice (17) v analytické formé a to za pouziti rozvoje do sady La-
guerreovych polynomu. Tato metoda mizZe byt vpodstaté libovolné piresna, v praxi vSak musi byt
tento rozvoj samoziejmé konec¢ny. Tato metoda byla pouzivana v poloviné osmdesatych let a to
mnoha skupinami experimentitoru.

4.3 Numerické integrac¢ni metody

Pomérné zdhy se zacalo pristupovat k numerickym metoddm feSeni evolu¢nich rovnic a to pfedevsim
zasluhou obrovského zvysSeni vykonu a kapacit modernich poéita¢i. Tyto numerické postupy jsou
obvykle vytvateny tak, ze jejich relativni jednoduchost umoznuje jejich pouziti i neodborniky,
piipadné experimentatory. V nasledujici ¢asti jednu takovou numerickou metodu pfedstavime.

4.3.1 Qcdnum

Pomoci programu QCDNUM Ize poéitat evoluci Q? partonovych distribuénich funkei v piedem
urcené siti z, Q2. Pfedem musi byt znidmy hodnoty partonovych distribuénich funkci v néjakém
pevném Q? = Q2 pro viechna z nasi sité. Vypocet evoluce je zalozena na vypoctu konvoluénich
integrali. Ty jsou pocitany za pfedpokladu, ze partonové distribuéni funkce muzeme linedrné in-
terpolovat (ve vSech Q?) mezi jednotlivymi z sité. S timto piedpokladem mohou byt konvoluéni
integraly vypotteny jako vazené sumy. Vahy, které, jak se pozdéji ukaze, budou pifedstavoviany
integraly QCD vétvicich funkci, jsou s vysokou presnosti vypocteny pfi inicializaci programu.

Z hodnot dané vlozené partonové distribuéni funkce a vypoétenych derivaci v Q%, mize byt
vypoétena distribuéni funkce v dal§im bodé sité Q2 > Q2% (nebo Q? < @%). Tato distribuéni
funkce pak slouzi k vypoétu derivaci v Q? a tak dale. Timto zptisobem miize vypocet probéhnout
celou z — Q? sif. V algoritmu Qcdnum, je evoluce zalozena na kvadratické interpolaci v In Q2. V
diivéjsich verzich tohoto programu byla této kvadratické interpolace dosazeno iterativné. Zacinalo
se linedrni evoluci v InQ? z jednoho Q? do dalstho. V soucasnosti je toho dosazeno bez iteraci
feSenim linearnich rovnic v kazdém evoluénim kroku.

Pocet bodi sité v z a Q? musi byt zvolen s jistou opatrnosti. Vyssi pocet bod sité zlepsuje
numerickou piesnost (interpolace v evoluénim algoritmu bude 1épe aproximovat) ale nesmi byt zase
piilis vysoky, protoze s poétem bodii z (Q?) roste ¢as CPU linearné (kvadraticky). Rozumnym
kompromisem mezi pfesnosti a rychlosti byva volba sité z—Q? 100x40 bodii. Pro pokryti dostateéné
velkého kinematického rozsahu se voli z od 107° a 4 < Q2 < 10000 GeV?2.
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Nyni se zaméfime na vypocet konvolucnich integrili. Qcdnum poéitd partonové hybnostni
hustoty H(z) = zh(z). Ty byvaji nékdy opét nazyviny distribuénimi funkcemi. V ndsledujicim
textu se pridrzim tohoto pojmenovani. Konvoluéni integraly maji nasledujici tvar

I(zo) = /£ " oodz (@) H(z) (49)

2
0o % z

kde P(z) je vétvici funkce. Pro distribuéni funkci H(z) se vycleni body
20 < 1 < .oy < Tpy1=1; H(zpe1) =H(1)=0 (50)
Distribuéni funkce se linedrné interpoluje mezi body zvolené sité v x:

H(,TZ <z < .’Bn+1) = (1 — t)H(.’L'Z) + tH(.’IIZ'_H) (51)

t = ($_$i)/($i+1_$i)-

Dosadime-li (52) do (49) muzeme konvoluéni integral psit jako vdzenou sumu:

Tan) = 3w 20) (s 52
S -
wlao,z0) = Silssrs0) 53)
w(zs o) = Silsist,si) — Salsis i) (54)
kde
Si(u,0) = —— /uv(z - u)P(z)d—ZZ (55)
Sofuv) = / w(z — U)P(z)d—; (56)

Qcdnum poéitd vahy pfi inicializaci integraci rovnic (55), (56) pro v8echny LO a NLO vétvici funkce
a jsou uklddany ve 2-rozmérném prostoru.

S pouzitim rovnice (49) muzeme evoluéni rovnice partonovych hybnostnich hustot psit jako
vazené sumy, tj. pro singletni kvarkovou hybnostni hustotu mame:

dzo Y(x0) s 0) as ()
dln Q2 :_wg [ wiep (i, 70) + o wiep (@i, %0)] @i (i) +
Qg
[ wirg (i, 70) + 5 2w (i, o)) ig (i) (57)

V nésledujici ¢asti bude popsdn vypocet evoluce v Q? nesingletni kvarkové hybnostni hustoty
H(z,Q?) = zq*(z,Q?). Je vihodné zavést novou proménou ¢ = InQ? a psit pro dany bod sité
Z;, tj evolutni rovnici pro H jako:

, as(t;) & o (t5
# (waty) = S8 S 0l (0,0 + 20 (0, 20] it (58)
k=1
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kde H = 0H /0t. Tato derivace nemuze byt vypoétena piimo, protoze prvni élen v sumé na pravé
strané rovnice (58) obsahuje H(z;,t;), ktery je apriori nezndmy. Vyclenénim tohoto ¢lenu ze sumy
a oznacenim zbyvajici sumy (jdouci od k =i+ 1 do n) symbolem S muzeme rovnici (58) psét jako:

H;=wH;+ S (59)

V niasledujicim budeme predpoklddat, ze jsou splnény nasledujici podminky:

Podminka (i): V pfedchazejicich krocich evoluce byla vypoctena H(zy,t;) pro vSechny hodnoty
Ty > x4, tj. pro k > 1.

S timto pfedpokladem muze byt vypoctena suma S a v dusledku toho na rovnici (59) nahlizime
jako na linedrni rovnici se dvéma nezndmymi H; a Hj. Nyni, z divodu, ktery vyplyne pozdéji,
odvodime druhou linedrni rovnici. Hustotu H(z;,t) mezi body t;_; a t; kvadraticky interpoluje:

H(zitj <t<tj)=at>+bt+c (60)

S takovouto interpolaci je H (z;,t;) s H(zi,tj_1), H (zi,t;) a H (z;,tj_1) ve vztahu:
]. ! ’
H(xlat]) = H(miatjfl) + E[H (:L'Zatj) +H (m’iatjfl)] At] (61)

kde At; = t; — t;_1. Budeme-li pfedpoklddat, Ze je splnéna i nasledujici podminka:

Podminka (ii): v pfedchéazejicich krocich evoluce byly vypocteny H(z;,t;—1) i H ' (x5,tj—1) pro
vSechny t;_1 < 1;

potom je i rovnice (??) linedrni s nezndmymi H; a H ; Zkricené muzeme psat:
/

L+ H)) A (62)

1
Hj = Hj—l + i(H]

ReSenim rovnic (59) a (61) dostdvame:

C2H;  + (Hy_ + S)A

H.
J 2 —wA;

(63)

Diky podminkdm (i) a (ii) jsou vSechny vyse uvedené veli¢iny na pravé strané predchézejici rovnice
zndmy. Hodnotu I-I; pak snadno nalezneme zpétnym dosazenim (63) do (59).

4.4 Metoda Jacobiho polynomu

Technika této metody je zaloZena na rozvoji do sady Jacobiho polynomu
B ¢ B
0 (e) = Y bar, (64)
j=0
ortogonalnich na intervalu (0,1) s vahou z(1 — z)#
1
/ dzz®*(1 — x)ﬂGzﬂ(x)G)?’B(x) = Ogy- (65)
0

Nesingletni strukturni funkce Fys(z, Q?) miizeme rozvinout

o0

Frs(z,Q%) =21 - 2)* Y 07 (2)al’ (Q%) (66)
k=0
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v Jacobiho momentech a} (Q2) které jsou ddny linedrnimi kombinacemi momentti Fis(j, Q?):
(@) = [ doks(,@05 @ Z & Fis (5, @). (67)

Tato cesta jiz vede k explicitnimu vyjadieni Fiyg.

4.5 Mellinova inverzni transformace

Pro dalsi praci budeme uzivat evoluéni rovnice pro distribuéni funkce f(z,Q?) ve tvaru

0f(=,Q%)

kde z znaéi zlomek hybnosti protonu neseny partonem, P(z,Q?) je Altarelli-Parisiho jadro a ®
znaci konvoluci:

= P(z,Q%) ® f(2,Q7), (68)

1 1
A(z) ® B(z) = / dy / dz8(z — y2) A(y) B(2). (69)
0 0
Rovnici (68) muzeme faktorizovat pouzitim Mellinovych momentu:
_ / ' du L A(z) (70)
0
ziskame tak rovnici 5 )
@EE) P f:)(@). ()

Pii feSeni rovnice (71) existuje nékolik moznosti jak postupovat d4l. Viechny spoc¢ivaji ve vhodnych
tipravach této rovnice. Pftedvedeme nékteré z nich.

Nejprve piejdeme od proménné Q? k proménné a; = a4(Q?)/m. Divodem jsou zndmé rozvoje
(pfesngji vyjadieni v NLO) funkci vystupujicich v rovnici (71). Mame tedy:

0f(2,Q%) _ P(z,a)

8a - 5(01 ) f(za Q2)a (72)
S S
kde 5
a
Funkce ag, kterd mimochodem hraje v kvantové chromodynamice velmi vyznamnou roli je dana
rovnici: 9, (Q?)
a
m = —,80‘13(@2) - 5103(622)- (74)
Reseni této rovnice miizeme psat jako:
1 P Bras(Q?) Q*
—In|———-— 1 75
@ " b+ mra@n] PN (79)
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kde A predstavuje zdkladni parametr QCD, ktery muze byt pro tuto chvili definovan jako §kdla,
pii které se nuluje leva strana rovnice (75). Rovnici (75) také muzeme psat vyhradné se Eleny ag
pii néjaké vlozené skale Q3:

11 Q%) _ By [as(@)[Bo + Pras(@QF)]
a's(QQ) B as(Q%) * fol <Q(2)> /801 {GS(Q%)[ﬂO +/81as(Q2)]} (76)

. ~ w7 . . ~ ’ 2 ~ -~ ’ .
Tyto rovnice se obvykle fe$i numericky. Zavedeme-li oznaceni L = In %, pak TeSeni lze rozvinout
do mocninné fady v 1/L ve tvaru:

_ 1 (;_BlmLy
=g (! a7 )+ (77)

Doposud je evoluéni jadro znamo do druhého #adu poruchové QCD:
P(z,a5) = asPy(2) + a;Pi(2) + O(a3) (78)

V téchto fddech je funkce 8 ddna takto:

Blas) = —Poa; — Pras + O(d). (79)
Pouzitim rovnic (78) a (79) v rovnici (72) a rozvojem pravé strany v 1/as mime:
af (2, Q%) 1 [ ( 53} )] 2
=— Py(z) +as | Pi(z) — —Py(z z, . 80
29 - [ArE +a (R - BRe)] ) (80
Misto toho je mozné fesit rovnici (72) pfimo, dosazenim (78) a (79). Dostdvame:
0f(%,.Q%) _  (Po(2) +asPi(2)) 2
= — Z, 8].
Oas as(Bo + Pras) 1= Q) (81)
Rovnice (80) a (81) jsou formélné feSeny pomoci takzvanych evoluénich operdtoru F(z):
f(2,Q%) = E(2,a5(Q"), as(Q})) f (2, Q) (82)

Zminime jeSté jeden tvar rovnice se kterym se da v rdmci této metody ispésné pracovat. Jednoduse
budeme uvazovat vyjadieni v proménné @Q?, docilime toho tim, ze do rovnice (71) dosadime s
ohledem na (77) vyjadieni (78). V tom piipadé pak pro momenty mime:

Qzaf(z,Q2)2< ! (1 ﬁ%)po(zn(1_@@)25(@)10(@@2). (83)

0Q? BL\" L 2 L,

I v tomto ptipadé bude tato rovnice formélné feSena evoluénim operatorem, ktery nyni zavisi na
Q* a Qf:
(2 Q%) = E(2,Q% Q)£ (=, Q) (84)

Rovnice pro momenty (80),(81) a (83) jsou fesitelné analyticky. Nyni uvedeme konkrétni tvary
evolu¢nich operdtoru. Evoluéni operétor, ktery fesi rovnici (80) je pro nesingletni pfipad ddn do
druhého addu v poruchové QCD:

20(2)
as(Q2) 2o
GS(Q%

as(Q%) — as(Q7)

1+
2039

E,,(z, a's(QQ)a as(Qg) = (

(meem - —%m)] TS
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Zde n nabyvéa dvou hodnot a to podle typu uvazované nesingletni distribu¢ni funkce (existuji dva
typy nesingletnich distribuénich funkci). Ve vyrazu vystupuji tzv. anomélni dimenze 7o(z) a 71 (2),
které souvisi s evoluénim jédrem: P;(z) = —37;(2).

Pro singletni pripad plati:

(e}

P+ as(Q2) - as(Qg)

@)\
E* ag Q2 r Q2 = aS( PE'YZPE
( ( ) ( 0) aS(Qg) 2,80
@)\ pyp
2 2 as 0 e _|z_
- _ Lt S 86
4(Qo) ~ as(Q°) (as(Q(Q))> 260+ N — N (5)
kde
B
v o= - 5—;76‘ : (87)
az_l z+zi(z_z)2+4z 2z (88)
£ = 5| Yogq T Yo,g9 70,99 — 70,qq 70,9970,9q | >
1
P: = :I:Z —a” (v§—aZ%). (89)
Evoluéni operator, ktery fesi rovnici (81) ma v nesingletnim piipadé tvar:
@)\ (04 Bran(@))
s 0 + b1as 1
Ez a 2 ,a 2 = a 0 - 90
W( S(Q ) S(QO)) (as(Q(Q) ) <,80 + ,Blas(Q(Z)) ( )

V piipadé singletnich distribuénich funkci nenf zndmé feSeni v koneéném tvaru. V tomto pfipadé
feSeni zapiSeme pomoci posloupnosti evoluénich operatori, z nichz kazdy pusobi pouze v malém
intervalu:

E;(a5(Q), a5(Q3)) = B*(a™,a* D) E* (a7, al*"?) .. B (al),a?), (91)

kde a¥) = a5(Q3) + (as(Q?) — as(Q3)) j/n. V malém intervalu mizeme evoluén{ operator v sing-
letnim piipadé aproximovat:

E;(GS(QQ),G,S(Q(Q))) =
_ (as(Q2)> 7
a’S(Q%

%@%C“ﬂ)w°m@4+ﬁ‘ﬁg+ﬁ‘ﬁ—ﬁmw0

1 Bo + Pras(Q?) PZy*P%
PPy —In|0—"22 L)\ P?*P5 4 — — T
26 (ﬁo + Bras(Q3) v 2080 + N — A\

as(Q3) 230 260 Bo

—a,(QF)2F1 (1, 1+ % gy M A —ﬁaS(QQ)m (92)
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Nakonec pro evoluéni operétor fesici rovnici (83), mdme v nesingletnim piipadeé:

z

e = (%) P e [ (& - 1) (vien - i) +

&(mLO_@) ; ﬂ(1+2lnLo_1+2lnL) (1)
263 L g\ L )

B2 (2+6InLy+9In®Ly 2+6InL+9In%L
- 54/188 L% - I3 ’Yf(ﬁ) (93)

kde L; = InQ?/A?. Podobné jako v (91) je v tomto piipadé u singletnich distribu¢nich funkeci
evoluéni operator dan:

EZ(QQa QO) Ez (Q2 n 1)) Ez ( %n—l)a Q%n—Q)) s Ez (Q%l)a Q%O)) ’ (94)
kde Q?j) = Q%+ (Q*—Q3)j/n. V néjakém malém intervalu mize byt tento operdtor aproximovén:

)\Z

EH(Q*,QF) = (%)ﬁ {Pf + P? [ 2;0 (i - 1) v+ 2%13 (lnLio - hl%) %%

LB (1+21nL0 B 1—|—21nL> i 32 <2+61nL0—|—91n Ly 2+61nL+91n2L) Z] »
457 2 L2 17 5448 I} 3 n
s 1 1 1 [/Le\” 254 InLy lnL
IR l_ﬁo(mo TN (L_o I (f) ) " B, +6Ai %) ( Z I )
i 206 ( 1 Lo )_ 5 82 <ln 3LO ln L )
Bi (480 + A% — AZ) B3 (680 + AL —A2) \ Lj
B 262 <lnL0 B lnL @)”) B 282 ( 11 )]}
Bo(6B0 + X — %) L B36B0 + N5 —X2) \I§ L3

kde 6% = (AL — X2)/260
Nyni bude potieba zpétné transformovat ziskané momenty distribuénich funkci a ptejit tak k
vyjadieni distribuénich funkci v proménnych = a Q?. Provedeme zpétnou Mellinovu transformaci:

Po,Qh) = 5 [ e (@) (96)

zde C obihd vSechny singularity v integrandu. Partonové distribuéni funkce jsou pii zvolené pocatecni
skale Q3 parametrizované
g) — ZAimai(l — m)ﬂ" (97)
i

po Mellinové tranformaci nabydou tvar:

fA(Q5) :ZAiB(z+ai_1>1+/8i)a (98)
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kde B(z,y) je Eulerova beta funkce. Vynechdme-li nyni argumenty Q? a Q3 stoji pred ndmi tkol
vypocitat integral:

1
I=Re— | dzE*F(2) (99)
i Je,
kde
F(z)=27%) AB(z+ ;i — 1,1+ ), (100)
i

Nejvhodnéj§im zpusobem feSeni tohoto problému je vybrat integra¢ni obor tak, Ze v ném bude
mozné integrand velmi dobie approximovat sadou ortogondlnich polynomu. Voli se parabolickd
kiivka, plné uréend partonovou distribuén{ funkci v pocatecni skdle Q2. Ziskany integrdl je pak
mozné spocitat pomoci Gauss-Laguerrovy metody pro vypocet urcitého integralu. Pii této metodé
je k dosazeni vysoké presnosti (0,02%) potfeba zhruba étyfi az pét vypoctu integrandu.

Podivejme se blize na tuto metodu v nesingletnim pfipadé. Kf¥ivka podél, které probihd integrace
je déna:

1
z(u) = 2o + ic2/u + 50%0311, u=0,"+,00 (101)
kde z¢ jsou minima funkce F(z) na redlné ose. Parametry ¢y a c¢3 maji tvar:
2F(zp) F"(z)
— S 102

F'(z), F"(z) a F"'(z) jsou prvni tii derivace F(z) podle z. S pouzitou parametrizaci (97) jsou tyto
derivace dany:

F' = Y GiF, (103)
%

F" = Y (G} +GH)F, (104)
%

o Z(G;"+3G;’G;+Gg3)Fi (105)
%

(106)

kde F; = 27%A4;B(z + o; — 1,1+ f3;) a

Gi = In(z7’B(z4+a; — 1,14 85)), (107)
Gi = —lz+V(z+0;—1) = V(z+a+F), (105)
G = Wieton-1)- Vst ot ) 109
G = Wit oy 1) = (et o 4+ ) (o

Zde ¥, ¥’ g 9" jsou polygamni funkce. S touto parametrizaci méame pro integral (99):

I= 26—; /000 %e“Re [eu (1 —icacgv/u) EZ(U)F(z(u))] . (111)

/9y P , o r—1/2 . e .
Funkce u~'/2e™" jsou vazené funkce Laguerrovych polynomi L, / () a integrdl muzeme aproxi-
movat pomoci Gauss-Lagguerova vzorce:

k
C U . z(uj
I~ ﬁjél wjRe [e i (1 —idcocs /i) BX ])F(Z(Uj))] . (112)
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kde u; jsou koreny L,:l/Q(x) a vahy w; jsou dany:

s — F(n + %) Uj

GeV? ziskané ¢étyfmi riiznymi parametrizacemi. Data jsou ziskdna z CERN PDFLIB knihovny
distribuénich funkci. Prvni ti#i jsou neddvno ziskand skupinami CTEQ, MRS a GRV. Posledni
(Cerchovand kfivka) je ziskand parametrizaci MRS zhruba pred deseti lety.
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