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1 Uvod

Jednim z nejbéznéjsich prostiedku ke zkoumani vnitini struktury subatomérnich ¢astic jsou experi-
menty zalozené na hluboko nepruznych rozptylech. Svazek vysokoenergetickych bodovych ¢astic,
nejCastéji elektrontt nebo miona je rozptylovan na ter¢i se zkoumanymi Casticemi. Ze zjisténych
energetickych a 1ihlovych rozdéleni rozptylenych leptonu se pak rekonstruuje struktura zkoumané
castice.V 60. letech pravé takové experimenty poprvé ukdzaly na vnitini strukturu hadronia. To
byl pocatek kvark-partonového modelu. V ném povazujeme hadron slozeny z elementarnich konsti-
tuentu - partonii. Ty v soucasné dobé ztotoziiujeme s kvarky a gluony.

K popisu partonové struktury se uzivaji tzv. distribuéni funkce. Jejich vyznam je nasledujici.
Uvazujeme-li partony i-tého druhu, kterym piislusi distribuéni funkce f;(x), potom vyraz f;(x)dz
piredstavuje pocet partonu i-tého druhu, jejichz frakce hybnosti je mezi x + dx.

Partonovy model predpovidé zavislost pouze na proménné z. Existuji vSak experimenty, které
dokazuji, 7e distribué¢ni funkce zavisi na dalsi veli¢iné. Tou je kvadrat prenesené ¢tyrhybnosti Q2.
Tuto skutecnost je mozné popsat v ramci kvantové chromodynamiky. Nové predstavend zavislost
na Q? nés piivadi k zavedeni tzv. "obleéené” nesingletni distribuéni funkce. Ta vyhovuje Altareli-
Parisiho evoluéni rovnici:

dgns(z, Q%) _ as(Q%) [tdy o) (% 2y _
dan2 — o /x ?qu (&)qNS(y7Q ) -

2 [z [ ayP Gavsw)oe -y = 32
™

kde ay, predstavuje vazbovou konstantu QCD. Funkce a; = 2¢ je ddna rovnici:

ag(Q?
ST = —Bnak(@?) - o). ©)

Reseni této rovnice miizeme psat jako:

L By ’Blas—(cy)]:ﬁoln<—2>. (3)

as(Q%)  Bo | bo+ Pras(Q?) A?

kde A predstavuje Skalovaci parametr, ktery muze byt pro tuto chvili definovan jako skala, pii které
se nuluje levd strana rovnice (3). Tato rovnice se obvykle fesi numericky. Zavedeme-li oznaceni

L=In% pak lze Feseni rozvinout do mocninné fady v 1/L ve tvaru:

A2
1 B 1nL>
- (1-2L== 4
= ge (L) W
Pq(g) v rovnici (1) pfedstavuje jednu z tzv. vétvicich funkci. Je definovédna:
0 4 11+ $2
Pi(e) = P (@) = 5 | T (5)

V posledni rovnici vystupuje ”+” distribuce, kterd je definovana:

1-5
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kde O(z) a d(z) jsou skokovd funkce a Diracova d-funkce. Jeji pusobeni na testovaci funkei je
nésledujici:

[f(@)]+g(z)dz = | f(x —g(1)) dz. (7)
[ o

Pro tplnost jesté uvedme distribuéni funkce kvarki, antikvarku a gluont. Takové rovnice jsou

e 2 - 2B e (D) g + [ L (D)ewn] @
e t) O P po (g an + [ 2r9(D)own] o
T = [Z [0 () it ) + a2 + [ 2R (2) (G(y,M): (10)

Evoluéni rovnice popisuji zavislost distribuénich funkei na Q2. To znamend, Ze jejich feseni vyzaduje
znalost zdvislosti distribuéni funkce na x pii néjaké libovolné zvolené hodnoté Q2. Tuto pocatecni
podminku nelze zatim v rdmci poruchové QCD spocitat, musime ji uréit z experimentalnich dat.

V této praci se budeme zabyvat jednou z metod feSeni evoluéni rovnice (1) ve vedoucim tadu
zalozené na inverzni Mellinové transformaci. V jazyce C++ byl vypracovan program umoziujici
tuto rovnici pii libovolné pocatecni podmince fesit. V zavéru bude predstavena technika urceni
takové potateéni podminky, aby feseni evoluéni evolucni rovnice (1) s touto podminkou odpovidala
experimentalni skuteénosti. Pouziti této techniky nakonec vyusti ve fit experimentalnich dat ne-
singletni strukturni funkce protonu.



2 Mellinova transformace

V nésledujici kapitole bude predstavena Mellinova transformace jako ndstroj pro feSeni evoluc¢nich
rovnic kvantové chromodynamiky.

Pro uvedeni do tohoto problému budeme uvazovat evoluc¢ni rovnici pro distribuéni funkce
f(z,Q?) ve tvaru

2‘9f(=’17 Q )

kde z znaé¢i zlomek hybnosti protonu neseny partonem, P(z,Q?) je Altarelli-Parisiho jidro a ®
znaci konvoluci:

= P(z,Q%) ® f(z,Q°), (11)

A(z) @ B(z) = /01 dy /01 dz6(x —yz)A(y)B(z). (12)
Rovnici (11) muzeme faktorizovat pouzitim Mellinovych momentu:
_ /0 w1 A) (13)
ziskdme tak rovnici
@21 — b, ) 10,07, (19

Pfi feSeni rovnice (14) existuje nékolik moznych postupu. Viechny spocivaji ve vhodnych dpravach
této rovnice. Pfedvedeme nékteré z nich.

Nejprve piejdeme od proménné Q? k proménné a, = as(Q?)/m. Diivodem jsou zndmé rozvoje
(piesngji vyjadieni v NLO) funkci vystupujicich v rovnici (14). Mame tedy:

0f(n, Q%) _ P(n,as)

2
= 1
8(15 B(as) f(n?Q )’ ( 5)
kde
da
— 298
Blas) =Q 90? (16)
Predpokladejme znalost evoluéniho jadra do druhého #adu poruchové QCD:
P(n,as) = a;PO(n) + a?PY(n) + O(ad) (17)
V téchto tadech je funkce S déna takto:
Blas) = —Poag — Prag + O(ay). (18)
Pouzitim rovnic (17) a (18) v rovnici (15) a rozvojem pravé strany v 1/as mame:
2
Q) - [P00) +a (PO) - 2POm))| £, Q2. (19
Ja Boas Bo

Mozné je také pracovat s rovnici (15) po piimém dosazenim (17) a (18). Tehdy dostdvame:



2f(n.Q) __ (PO +aPYm)
das as(Bo + Pras) fn, @) (20)

Rovnice (19) a (20) jsou formalné fesena pomoci takzvanych evoluénich operdtoru E(n):

f(n,Q%) = B(n,a5(Q%), as(Q5))f (n, Q) (21)

Zminime jesté jeden tvar rovnice se kterym se d4 v rdmci této metody uspésné pracovat. Jednoduse
budeme uvazovat vyjadieni v proménné @Q?, docilime toho tim, 7e do rovnice (14) dosadime s
ohledem na (4) vyjddieni (17). V tomto pfipadé pak pro momenty méme:

(@) _ ( 1 (1 _ ﬁﬂ) PO (n) +< _ ﬁEyP(l)(n)) Fn,Q%.  (22)

0Q? PoL B L B L
I v tomto pripadé bude tato rovnice formélné feSena evoluénim operdtorem, ktery nyni zavisi na

Q? a Q3:
f(n, Q% = E(n,Q% Q%) f(n, Q) (23)

Rovnice pro momenty distribuénich funkei (19), (20) a (22) jsou fesitelné analyticky. Nyni uvedeme
konkrétni tvary evoluénich operatort.

Evoluéni operdtor, ktery fesi rovnici (19) je pro nesingletni piipad ddn do druhého Féddu v
poruchové QCD:

7 S ()
a. (02 270 4. (02) — a.(02
By (n,05(Q?), 0:(@3) = (;s((%%)) R (v{“(n,n)—%v&“(n))]. 29

Zde n nabyvéa dvou hodnot a to podle typu uvazované nesingletni distribu¢ni funkce (existuji dva
typy nesingletnich distribuénich funkci). Ve vyrazu vystupuji tzv. anomdlni dimenze )% (n) a
v{¥5(n), které souvis{ s evoluénim jadrem: P;(n) = — 37 (n).

Evoluéni operator, ktery fesi rovnici (20) mé v nesingletnim piipadé tvar:

20(n) 2(nm)
as(@*)\ P [ fo+ fras(Q*) ) ™
E(n,n,as(Q%),as(Q2%)) = [ = - . 25
( g S( ) S( 0)) as(Q% /30 + /BIGS(Q%) ( )
Nakonec pro evolucéni operdtor Fesici rovnici (22), mdme v nesingletnim piipadé:
0(n)
N LO 280 1 1 1 ,31
B0 @0 = () oo [ (=) (e = o)
(TL, 7, Q ) QO) I €xXp 253 LO 3 ! (’I’L, T’) /80 Yo (’I’L) +
ﬁl <1I1L0 lnL) ( )+ ﬁl <1+21nL0 1—|—21I1L> ( )
— - — n)+ — — z
B (246InLy+9In*Ly 2+6InL+9In*L

kde L; = InQ2/AZ.



Nyni se budeme soustiedit na otdzku zpétné transformace ziskanych momentu distribuénich
funkci. Budeme tak chtit piejit zpét k proménnym z a Q?. Zpétna Mellinova transformace je ddna
vyrazem:

£.Q) = 5 [ dna™ (. @?) 27)

zde C obihd vS8echny singularity komplexniho integrandu.
Distribuéni partonové funkce jsou pii zvolené pocatecni skdle Q2 parametrizované

flz, Q%) = ZA&: (1—z)° (28)

po Mellinové tranformaci nabydou tvar:

fn, Qo) =Y AiB(n+a; — 1,1+ By), (29)
i
kde B(r,y) je Eulerova beta funkce. Vynechdme-li nyn{ argumenty Q2 a Q3 méme pro feseni (11):
1
f(5,Q%) = Re— [ dzE(n)R(n) (30)
i Jo,
kde
R(n)=2""Y AiB(z+ o — 1,14 ), (31)
i

3 Metody inverzni Mellinovy transformace

V piedchazejici kapitole byl naznaéen postup pii feSeni evoluéni rovnice tvaru (11). Rovnici jsme po-
moci Mellinovy transformace prevedli do N-prostoru, ve kterém ji Ize reSit analyticky. Pro zpétnou
transformaci do z-prostoru plati (27). V nasledujici ¢asti predvedeme dva zpisoby postupu pii této
zpétné transformaci. Oba budou spocivat ve specidlni volbé integracni kiivky v integrélu (27). Po-
znamenejme jesté, ze na volbé této kiivky, pokud obihd vSechny singularity v integrandu, vypocet
nezavisi. Situace se vSak zméni, pokud budeme zminény integral pocitat numericky. Tehdy uz
vysledek na volbé integracniho oboru zavisi.

3.1 Integrovani po parabolické krivce

V nasledujicim popiSeme prvni z variant. Zvolime integracni obor tak, ze v ném bude mozné in-
tegrand velmi dobfe aproximovat sadou ortogonalnich polynomu. Voli se parabolickd kiivka, kterd
bude plné uréend partonovou distribuéni funkei v pocatecni skdle Q2. Ziskany integral je pak mozné
spocitat napiiklad pomoci Gauss-Laguerrovy metody pro vypocet uréitého integralu. Pti této me-
todé je k dosazeni vysoké presnosti (0,02%) potieba zhruba ¢tyt az péti vypoctu integrandu.

Podivejme se blize na tuto metodu v nesingletnim piipadé. Kiivka podél, které probihd integrace
je déna:

1
z(u) = 2o + ica/u + 50303% u=0,-+,00 (32)

kde zp jsou minima funkce F'(n) na redlné ose. Parametry co a ¢z maji tvar:



2P () _ F"(x)
F'(z) * 7 3F"(z)

. (33)

Cy) —

F'(n), F"(n) a F"(n) jsou prvni tii derivace F(n) podle z. S pouzitou parametrizaci (32) jsou
tyto derivace dény:

F' = Y GiF, (34)
F' = M (G} + GP)F; (35)
F" = > (G} +3G{G;+ G?)F, (36)

(37)

kde F; =z7*A;B(z+«a; — 1,1 4+ ;) a

Gi = In(z*B(z+a; — 1,1+ 5;)),

G! —nz+¥(z+a; — 1) = V(2 + o + Bi),
GV V(24— 1) = V(2 +a; + B),

GV = V(z+ai—1)— V" (24 a; + 6),

Zde U, ¥ a ¥" jsou polygamni? funkce. S touto parametrizaci mame pro integral (30):

I = 20—; OOO %6_“1%6 [e" (1 — icacsv/u) E(2(w))F(2(u))] - (42)

/2w (s , o —1/2 . e .
Funkce u~1/2¢* jsou vézené funkce Laguerrovych polynomi L, / (z) a integrdl muzeme aproxi-
movat pomoci Gauss-Lagguerova vzorce:

k
I~ 20—; ijRe [e" (1 —icac3/uj) E(2(uj))F(2(uj))] - (43)
7=1

kde u; jsou kofeny L,;l/2(a:) a vahy w; jsou dény:

e — F(TL-F%) Uj
J n!(n+ 1)2 (L];_il_{Q(uj))Q. (44)

3.2 Integrace po primce

Nyni ptistoupime ke druhé moznosti numerické realizace inversni Mellinovy transformace. Predstavime
ji v nasledujici ¢asti. V kapitole 4. bude popsan postup pii feSeni zcela konkrétni rovnice. Ten bude
spoc¢ivat na zpétné transformaci popsané pravé v této kapitole.

Pokud funkce f(z) rychle ubyva pro z > 1 a pokud je po ¢dstech spojitd pro z > 0, potom
muzeme mit inverzni Mellinova transformace tvar:



Obrézek 1: Dvé mozné volby integracni kiivky pfi inverzni Mellinové tansformaci. Dulezité je, ze
obé lezi vpravo od oblasti singularit, které jsou v obrazku vyznaceny kiizky.

1 c+i00
f@) =5 [ dnas), (15)
T Je—ico
kde redlné ¢islo ¢ je zvoleno tak, aby byl integral fol x¢~1 f(z) absolutné konvergentni. To vyzaduje
zvolit ¢ tak, aby lezelo napravo od singularity n,,e., vzdalené na redlné ose nejvic vpravo. Kiivka
uzitd v integralu (45) je zobrazena na Obréazku 1. a je oznacena jako Cj. Ve stejném obrizku je
ilustrativné naznacena jesté dalsi kiivka, podél které je mozné integraci vést.
Je uziteéné prepsat rovnici (45) jako integraci pies redlnou proménou. Budeme se soustiedit na
funkce splaujici f*(n) = f(n*), kde * zna¢i komplexni sdruzeni. Potom je snadné ukédzat, ze funkce
f(x) spliiuje, pro integra¢ni obor uréeny soutradnici ¢ a dhlem ¢, nasledujici rovnost:

flz) = %/OOO dz Im [exp(i¢)ac_c_z ”p(i‘b)F(n =c+z exp(i¢))] , (46)

Tento integral nezavisi ani na ¢ ani ¢. Nicméné pro numericky vypotet muze byt vhodna volba
téchto parametru velmi uziteénd. Pii konkrétnich pozadavcich na pfesnost vypoctu je tato vhodnd
dokonce nezbytna. Navic, pokud je f(n) analytickd zndmda funkce, je vyhodné volit ¢ > /2,
specidlné pokud tato funkce neubyva piili§ rychle pro |n| — oo. Potom faktor exp(zlog%cosgzﬁ)
exponencidlné tlumi integrand (ktery pro mald z znacné osciluje), coz pii numerické implementaci
rovnice (46) umoznuje volit mensi horni mez z,q;.

Nicméné, obecné musi byt momenty partonovych Géinnych prufezu vypocteny numericky. Tehdy
je vyhodné volit integracni kiivku Cy, tedy ¢ = m/2 a rovnice (46) vede na:



1 oo :
F(z) = —/ dz Re [afcflz nzcﬂ-z] . (47)
™.Jo
Pfi vypoctu integralu (45) tedy volime integraci po piimce kolmé na redlnou osu a prochézejici na
této ose bodem c.
4 Numericky vypocet evoluc¢ni rovnice

V nésledujici ¢asti se pokusime aplikovat metodu inverzni Mellinovy transformace na konkrétni
piiklad. Uvazujme reakci v,(7,) + N — p~ + X. Ta odpovida rozptylu mionového neutrina (anti-
neutrina) na nukleonu N. Diferencidlni G¢inny prufez této reakce je ddn ndsledujici formuli:

Ao/ G2S [ o o (14 (1—y)? wiow, . ooy (LT (1L—y)°

kde G je Fermiho vazbova konstanta. Srovnanim této formule s diferencidlnimi i¢innymi prufezy
tohoto procesu v partonového modelu dostivame pro strukturni funkce Fj3:

2P = 20[s(2) + d(z) - ala) — (o) (49)
2P = 2wfu(e) + ofz) - 5(x) — d(x) (50)
Uvazujme nésledujici vyraz:
1 vp p _ s .1 vp vny — pvN
§(F3 +F3):(u+d+s+c—u—d—s—c):§(F3 + F/™) = F (51)

Ten lze uréit experimentélné nebot je kombinaci diferencidlnich u¢innych priiezi:

FVN N do,l/N B do,l'/N
3 dzdy  dzdy

(52)

Je patrné, ze vyraz FYV je kombinaci valenénich distibuénich funkei. Z linearity evoluéni rovnice
pro nesingletni distribuéni funkce vyplyvé, ze i funkce F3(z, Q?) je jejim fesenim. Tedy:

dF3(fL',Q2) _ as(QZ) /1 @P(O) <§> FS(y’QZ), (53)
d InQ? 2r  Jp oy 1 \y

V nésledujici ¢asti naznacime zakladni kroky pii feSeni takové rovnice. Tento postup bude ana-
logicky s algoritmem feSeni popsaném v kapitolach 2. a 3.2. Jesté predtim ale stru¢né pfipomeneme
zakladni schéma postupu pii feSeni evoluénich rovnic.

K tomu abychom mohli fesit rovnici typu (1) je v prvé fadé zapotiebi znalost hrani¢ni podminky.
Ta zahrnuje informace o z4vislosti partonové distribu¢ni funkci na = pii néjaké pocatecni skdle Q3.
Vybér této pocatecni skdly je pomérné delikétni zalezitosti, nebot hledané feseni rovnice na vybéru
Q23 pochopitelné zavisi. Obvykle se Q2 voli v rozsahu nékolika GeV . Poruchové, teorie tyto pocatecni
podminky neumoziuje vypocitat, musi byt ziskdny z experimentalnich dat.




Standardni analyza experimentdlnich dat se provadi v ndsledujicich krocich: provede se volba
pocateéni §kdly Q3, zvoli se vhodn4 parametrizace pocdteéni podminky tj. funkce f(z, Q2). Pitkladem
muze byt:

f(@,Qf) = Az (1 — 2)° (1 + ) (54)
kde A, a, 3,7 jsou volné parametry. Pro zvolenou sadu téchto parametria spolu s hodnotou hlavniho
parametru QCD A, vstupujicim do as(Q/A) fesime rovnice (1). Takto ziskdme f(z, Q?) pro véechna
z a Q2. Tato fefeni se pak porovnivaji s experimentdlnimi daty a na zdkladé téchto srovnini
se hodnoty uvedenych parametri dile zpfesinuji. Vysledkem je sada parametru A, «, 3,y urcujici
hrani¢ni podminku tak, ze feSenim evoluénich rovnic s touto podminkou jsou hledané distribucni
funkce.

Obrafme nyni pozornost na feseni evoluéni rovnice (53). Z diivodu zachovani znaéeni preznacime
feSeni takové rovnice na f(z,Q?). Uvazujme tedy evoluéni rovnici:

df($7Q2) as(Q2)

_ (0) (2 2
danZ - T qu (Q)®f($aQ) (55)
kde
4 11+22
P (@) =3 | T ) (56)

Po pouziti Mellinovych momenti mame:

dq(n. Q%) _ y(Q?
i 2) - ) p0 @) avs (57)

Tuto rovnici jiz umime vyftesit analyticky. Takové feSeni, véetné hrani¢nich podminek hledejme ve

tvaru:

f(n,Q%) = E(n,Q* Q5)f(n, QF) (58)

V ramci naseho numerického vypocétu se omezime na nejnizsi fady zndmych rozvoju vsech velicin.
V takovém piipadé pro evoluéni operator E(n, Q% Q3) méme (viz.(24)):

POy
a(@))
E(n,as(Q%),a,(Q3) = | =2 99
( 9 S(Q )’ S(QO) (as(Q%) ( )
V evoluénim operatoru vystupuje moment vétvici funkce Pq(g). Ten je pochopitelné mozné

pocitat numericky z definice, nicméné je mozné pro néj nalézt explicitni vyjadieni. To ponékud
zjednodusuje algoritmus vypocétu a zaroven zatézuje vysledek mensi chybou. Odbocéime tedy na
chvili a pokusime se nalézt momenty pro uplnost vSech vétvicich funkci.

Piipomenme si vétvici fukce QCD:

B (0) 4 1+ 22
P (x) = P (f”)—g = (60)
4 (14 (1—2x)?
P@) = P@ = (x)] (61)




P@) = Plge) = ”*%‘”1 (62)
PO.) = 6{[1f$}++1%+x(1—x) (%—1)5(1—@} (63)

Tyto vétvici funkce jsou stejné pro vSechny kvarky ¢;, g;. Pro vyjadreni této skutecnosti bylo
pouzito symboli q, §
Ve vétvicich funkcich (60) a (63) vystupuje "+ distribuce, kterd je definovana:

1-B
[ﬂmhzg%<ﬂm®u—x—m—ﬁu—x—mA ﬂ@@) (649

kde O(z) a d(z) jsou skokovd funkce a Diracova d-funkce. Jeji pusobeni na testovaci funkei je
nasledujici:

1 1
| t@lig@)ds = [ 1) (g@) - 9(1) do. (65)
0 0

Nyni jiz neni slozité za pomoci formule (65) a definice Mellinovych momentu (13) spocitat
momenty obecné mocniny z":

1

1 "t 1
F(n) = / "t dr = = , Ren>-r. (66)
0 n+r|, n+r
a libovolné "+ distribuce tvaru [z" /(1 — z)]4:
1 1 ghtr=1 _ ,r
F(n) = " =[] ——dx.
(n) /0 T [(1 } / T2 z (67)
S vyuzitim vztahu:
11— t? 1
/ T3 dt = 9¥(2) + v&, Re z > 0, (68)
0 _

kde vg je Eulerova konstanta,
muzeme po jednoduché tipravé pro momenty v (67) psat:

11—z 11—z

— — g r—1
F(n):/ol<1 . . )dmzzﬁ(r—i—l)—z/)(n—i—r), Ren > —r (69)

S pouzitim téchto vyrazu pak pro momenty vétvicich funkci mame:

PO = 3 (1) — pn) +$(3) —h(n +2), (70)
@ = 5 (it )
Py () = n-1|-2 n—1|—1+%’ (72)
P = 6@ gt -te oo L B gy
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Vrafme se nyni zpét k popisu algoritmu inverzniho transformovéni. Nyni{ jiz muZzeme zapsat
momenty hledané distribuéni funkce:

_ ¢(1)—¢(n)+g(3)—¢(n+2)

2\ _ " aS(Q2) oo n o —
f(n,Q%) = (%(Q%)) AB(n + 1,14 p5) (74)

Vse je tedy pfipraveno pro zpétnou transformaci. Jejim provedenim pak pro hledané distribuéni
funkce nalezneme:

_ ¢(1)—¢(n)+g(3)—¢(n+2)

fz,Q%) = %/OOO dzRe |z % (aS(Q2)> o AB(n+a—1,1+p) (75)

as(Q%)

Do tohoto integralu vstupuje celkem pét parametrii: A, «,3,Q3 a c. Prvni étyfi parametrizuji
hrani¢ni podminku (54) (v nasich vypoctech je v = 0). Jejich urceni je pro feseni evolucni rov-
nice klicové. Poruchova teorie je neumozinuje spocitat, zjistény jsou na zdkladé srovnani s experi-
mentdlnimi daty. Pokud jde o parametr ¢, na ném vypocet integralu (75) nezdvisi, pokud je zvolen
tak, Ze lezi napravo od singularity umisténé na redlné ose nejvic vpravo. Singuldrnimi body integ-
randu v (75) jsou realnd ¢isla {..., —3,—2,—1,0}. Zodpovédny je za né moment vétvici Pq(g) (7).
1 funkce v ném obsaZena totiz v téchto bodech neni definovdna. V ptipadé nasi rovnice m4 tedy
tento parametr vyznam vzdélenosti integracni kiivky od nejkrajnéjsi, vpravo umisténé singularity.
Obecné je to bod ve kterém integracni kiivka v komplexni roviné protina reilnou osu.

Na poloze integra¢ni kiivky za vyse zminénych predpokladi vypocet integrdlu (45) nezavisi.
To je ovSsem pravda jen do té doby, do kdy vypocet tohoto integralu neprovadime numericky. Pii
numerickém vypoc¢tu uz vysledek na volbé ¢ zivisi. Privede nés k tomu zkoumani vlivu parametru c
na integrovanou funkci. Priibéhy integrandu pro ruznd ¢ jsou zndzornéna Obrazku 2. Parametrizace
okrajové podminky byla zvolena nésledujici: A = 8.6, a = 0.85, 8 = 3.7, Q2 =5 GeV?, A =
0.377 MeV . Integraci bychom obdrzeli distribuéni funkci v bodé z = 0.3 a Q? = 50 GeV2. Je patrné,
ze se vzrustajicim ¢ integrovand funkce zna¢né osciluje a to na stale vétsi oblasti defini¢éniho oboru.
Je jasné, ze pro velkd c je potieba volit imérné velky integracni obor, coz u numerického vypoctu
narazi na problém ¢asové naro¢nosti. Navic integraci takto oscilujicich funkci zna¢né narusta chyba
vypoctu. Abychom tuto chybu co nejvice eliminovali, budeme volit ¢ co nejblize singularity. Tehdy je
priibéh integrované nejméné komplikovany — dochazi zde nejméné ke vzijemnému ruseni kladnych
a zapornych piispévku k pocitanému integrdlu. Pro numericky vypocet je tedy tato volba nej-
schtidnéjsi.

P#i numerickém vypoctu je nutné nahradit nekoneéno v integralu néjakou koneénou hodnotou.
Musime ovSem pocitat s tim, ze se tim dopoustime urcité chyby. Pii volbé horni meze je mozné
vyuzit zjisténych prubéhu integrandu. Volime takovou horni mez, abychom integrovaly jen pfies
relevantni ¢ast integrandu. Integrovand funkce totiz pomérné rychle ubyva a nevhodnost zatizeni
vypoctu integraci v oblasti, kde jsou ptispévky k integralu velmi malé je nasnadé. Ptislusna volba
horni meze musi samoziejmé korespondovat s volbou c.
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5 Popis programu uzitého pri vypoc¢tu evoluéni rovnice

V nésledujicim textu bude nastinéna ¢innost programu, ktery umoznuje numericky fe§it evoluéni
rovnice QCD. Program byl napsin v jazyce C++, zdrojovy kdd je pfipojen v piiloze. Jeho ¢innost
spoc¢iva ve dvou zdkladnich dovednostech. Prvni z nich je vypocet distribuéni funkce pro libovolné
z a @Q?, druhou je pak fitovini obecného Feeni evolu¢ni rovnice na naméiené hodnoty distribuéni
funkce, dodané experimentem. Obé tyto ¢innosti nyni popiSeme trochu podrobnéji.

e Princip a ¢innost ¢asti programu, umoznujici vypocet distribuéni funkce je velmi jednoduchy.
Program si zadd sadu parametru A, «, 8, Qqg, polohu integralni kiivky ¢, parametr A a pocho-
pitelné hodnotu z a (). Vnitfnimi parametry jsou potom horni mez integralu zpétné trans-
formace a velikost absolutni a relativni chyby vypocétu. Tyto hodnoty se béhem zdkladnich
pocetnich operaci vét§inou neméni. Po dodani v8ech téchto parametru se spusti algoritmus,
jehoz zékladni kroky byly popsidny v kapitole 4. Vysledkem je hodnota distribuéni funkce
v zddanych bodech bodech z a Q). Pti analyze vysledku je obvyklé zpracovat grafy s na-
znatenymi pribéhy jedné proménné pii fixovani druhé. Tento program umoznuje dodat do-
statetny pocet prislusnych funkénich hodnot pro tvorbu téchto grafii v obou variantach. (t;j.
pribéh distribuéni funkce v proménné z pii pevném Q? a naopak). Viechny vysledky jsou
ukladany do soubort a uchovany tak pro jejich piripadné zpracovani dalsimi aplikacemi.

Soucasti vypracovaného programu je i nékolik test ovérujicich spravnost numerického vypoctu
inverzni Mellinovy transformace. Jejich popis fungovani spolu s vysledky budou popsany ve
zvlastni kapitole 6.

e Druhd vyznamnd soucdst programu ma na starosti fitovani obecného feSeni evoluéni rov-
nice na konkrétni experimentalni data. To se déje systematickym vyhleddvanim a postupnym
zplesiiovanim parametrum A, «, B a A, které parametrizuji okrajovou podminku evoluéni
rovnice a parametru A. Snahou je nalézt takové parametry, aby feSeni rovnice s hraniéni
podminkou uréenou témito parametry byla témi fesenimi, kterd v pifslusnych z a Q? od-
povidaji experimentdlnim hodnotam. Do vyhleddvacich manévrii stile zahrnujeme i volny
parametr A. Princip vyhleddvani téchto parametru je postaven na minimalizaci funkce

XZ(A,O[,,B,A):i(ek_xf(A’a’B’A)>2, (76)

k=1 Tk

kde e a oj jsou naméiené hodnoty a jejich chyby, zf(A, a, B, A) jsou napoéitané hodnoty
distribu¢ni funkce s piislusnymi parametry. Hodnoty z a Q? pouzité pii vypoctu distribuéni
funkce si v kazdém scitanci odpovidaji s hodnotami, za jakych byly naméreny hodnoty e.
Pocet méfeni K byva obvykle mnohem vétsi, nez je poCet parametri n vstupujicich do
vypoétu hodnot z f(x, Q?).

Je tedy potieba zvolit pocatecni sadu parametrii A, o, 3, Qo a A a pro ni napocitat x2.
Program potom funkci y? iterativné minimalizuje. V kazdém kroku dochdzi ke zpiesnéni

véech parametrii. Program umoziiuje vyvoj funkce x? i pfislusné hodnoty parametrti v kazdém
kroku sledovat.
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Obrézek 2: Integrandy inverzni Mellinovy transformace pro rizné polohy integraéni kiivky.
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6 Ovéreni spravnosti inverzni Mellinovy transformace

Po sepsdni vyse zminéného programu bylo vhodné ovérit, ze skutecné pocitd to co pocitat maé.
Existuje nékolik postupt, kterymi lze spravnost vypoctu kontrolovat nebo pfimo ovérovat.

Pokud jde o piimé testovani spravnosti inverzniho integrovani, provedeme srovnani néjaké zvo-
lené funkce s vysledkem inversni Mellinovy transformace momentt této funkce. Ocekavat budeme
stejné hodnoty. Za testovaci funkci byla zvolena parametrizovand hrani¢ni podminka (54) s para-
metry zvolenymi tak, aby prace s touto funkci simulovala vypocty provadéné pii feSeni nasi pavodni
evolu¢ni rovnice. Vyhodnost takové volby ve vztahu k naSemu feSenému problému se oziejmi, pokud
si uvédomime, ze volbou @ = Qg ve vyrazu (75) dostavame:

fz,Q3) = % /Ooo dzRe [x—c—iZAB(n +a—1,1+ ﬁ)] : (77)

Inverzni transformovani momentt hrani¢ni podminky evoluéni rovnice s vhodnymi parametry je
tedy specidlnim piipadem obecné inverzni transformace (75) vedouci k Feseni nasi evoluéni rovnice.
Pro nas test byla zvolena funkce:

g(z) = 8.62%5(1 — )3 (78)

P#i vypoctu srovnavaci funkce bylo pouzito parametri A = 8.6, « = 8.5, §=3.94, ¢ =2.5, A =
0.377TMeV a Q = Q. Vysledky jsou zaznamenany v Tabulce 1. V prvnim sloupci jsou ve vybranych
bodech hodnoty funkce g(z), ve druhém jsou pak v odpovidajicich bodech invertované momenty
funkce g(z). Odhadované chyby téchto vysledku jsou k nalezeni ve tfetim sloupci. V poslednim
sloupci jsou pak skutetné chyby, kterych jsme se pii inverzni transformaci dopustili tj. |Vysledek
1-Vysledek 2|.

Uvedeme jesté jeden zptsob moznosti ovéieni, tentokrat jen diléiho vypoctu pii inverzni Melli-
nové transformaci. Tykd se napoc¢itanych momentu (74). Jesté nez dojde k jejich zpétné transfor-
magci, je vhodné ovétit, ze maji odpovidajici vlastnosti.

Z definice vétvici funkce Pq(g) (x) snadno zjistime, Ze:

1
PO(1) :/0 PO (z)dz = 0. (79)
Prvni moment vétvici funkce Pq(g) (z) je tedy nulovy, tudiz prvni moment distribuéni funkce by mél
byt konstantni.
Pro pfirozené momenty této vétvici funkce vétsi nez jedna snadno nalezneme:

4 1 "o g 1
(0) _ = __E:____
qu (n) 3 <1+2 - n+1> . (80)

Tento vyraz je vidy zaporny, tedy exponent vyrazu as(Q?)/as(Q3) v rovnici (74) je kladny. Vzhle-
dem k tomu, 7e je funkce a,(Q?)/as(Q3) v proménné Q? klesajici (viz (4)), mély by byt (pro viechna
piirozend n > 1) v proménné Q? klesajici i momenty distribuénich funkei.
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Obrézek 3: Prvnich pét prirozenych momentu distribuéni funkce. Podrobny popis je v textu.
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Ptesné tyto vlastnosti maji mnou zjisténé vysledky. Graficky jsou shrnuty v Obrazku 3. Zde je
vyneseno prvnich pét prirozenych momentu distribucéni funkce. Pii vypoctu byly zvoleny nasledujici
parametry: A = 8.6, a = 0.85, 8 =3.94, Q%2 =5GeV?, A =0.337 MeV.
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7 Krokové metody minimalizace v mnoha proménnych

Metody minimalizace ve vice dimenzich jsou vét§inou zobecnénymi variantami jednodimenzionalnich
piipadiu. Neziidka vSak tato zobecnéni sebou piindseji problémy, které nias nuti volit jiné cesty.

7.1 Sitové hledani a ndhodné hledani

Prikladem enormniho zvys§eni slozitosti pii prechodu do prostoru vyssich dimenzi je pouziti metody
uzli pro funkce vice proménnych. Pro lokalizaci minima s presnosti 1% v piipadé jedné proménné je
potieba 100 vypoéti funkce. V pifpadé funkce 10 proménnych je uz vyzadovano 10%° napoétenych
bodt. U minimalizaci funkci plati obecné, ze metoda, kterd se osvédcila v jednodimenziondlnim
piipadé uz nemusi byt rozsifenim do vice rozmeéru piijatelnd. Dokonce ani pokud tyto metody
vylep§ime o zpiesnéni vyhleddvacich oblasti v jednotlivych proménnych. Tehdy se jejich efektivita
zvySuje jen velmi pomalu a proto je vhodnéjsi obratit pozornost na jiné, vhodnéjsi techniky.

7.2 Jednoparametricka variace

Jelikoz ndmi hledany extrém povazujeme za stacionarni bod v n proménnych z;, bude nulovat vSech
n prvnich derivaci 9F/dz;. Bylo by mozné pokusit se pii jeho hleddni nulovat kazdou derivaci zvI4st.

X3 MIN

STAR

—-= X

Obrazek 4: Schématické zndzornéni postupu pii minimalizaci metodou jednoparametrické variace
v piipadé funkce dvou proménnych.

Takovy postup piedstavuje pomérné starou metodu jednoparametrické variace, kdy se po-
kou§ime hledat minimum vzhledem k jedné proménné a to za pomoci nékteré jednodimenzionalni
techniky. Po skonéeni minimalizace vzhledem k jedné proménné pochopitelné nenachdzime mi-
nimum vzhledem k jinym proménnym a proto je potieba celou proceduru stile opakovat. Takovy
algoritmus nicméné obvykle konverguje. Ilustrovat to miizeme na piikladu funkce dvou proménnych.
Jeji schéma je zndzornéné na Obrazku 4. Uzaviené kiivky znadi oblasti se stejnou funkéni hodnotou,
rovné useky znac¢i postup pii minimalizaci v jednotlivych krocich. V prvnim kroku hleddme mini-
mum vzhledem k proménné z1, ve druhém vzhledem k proménné x5, ve tfetim opét vzhledem k x;
atd. V tomto pripadé metoda konverguje po pouhych étyrech jednoparametrickych minimalizacich.
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Uvazujme nyni funkci reprezentovanou schématem na Obrazku 5. V tomto pripadé naSe metoda
postupuje velmi pomalu. Je to zpusobeno "rovnymi” tseky spojujici body se stejnymi funkénimi
hodnotami. Takové chovani pfi procesu minimalizace muze byt povazovano za netinosné pomalé.

V nésleduji ¢asti popiSeme nékolik 1ispésnych vylepSeni zaméfenych na eliminaci pravé takového
chovani.

- =MIN

START

X

Obrazek 5: Schematické zniarornéni méné ptiznivé varianty pii minimalizaci metodou jednopara-
metrické variace.

7.3 Rosenbrockova metoda

Rosenbrockuv algoritmus zacind v podstaté tiplné stejné jako jednoparametrickd minimalizace.
Poté co probéhne uplny cyklus se vSemi proménnymi, zavede se novy vychozi soufadny systém
a to tak, ze jedna z os bude urcéena vektorem z pocateéniho bodu minimalizace do koncového
bodu jednoho cyklu. Smér tohoto vektoru predstavuje pro pozdéjsi vypocet vhodnou volbu. V
pripadé vyse uvedeného ”1izkého tdoli” probihaji jednotlivé kroky minimalizace viceméné podél
stén a 1spésné se tak vyhyba ”cik-cak” chovani. V dalsim cyklu je jednoparametrickd minimalizace
provedena se sadou proménnych nového souradného systému.

Rosenberckova metoda je vcelku i¢inna a byvé stabilni. Se vzrustajicim pot¢tem proménnych,
jeho vykonnost klesa. Navic ve srovnani s metodami popsanymi pozdéji konverguje pomaleji.

7.4 Metoda simplexu

vvvvvv

a Meada a je zaloZena na utvaru simplexu. Simplex je n-dimensiondlni itvar uréeny svymi n + 1
vrcholy. Je to kupiikladu trojihelnik ve dvou dimenzich, étyistén ve tiech dimenzich apod. Simplex
dal nazev této metodé proto, ze s funkci v kazdém kroku pracujeme v jejich n 4+ 1 hodnotich. Pro
lepsi predstavu se blize podivejme na uziti této metody ve dvou dimenzich. Zvolme tii simplexni
body (tFeba i ndhodné) a vypocitejme hodnotu funkce v téchto bodech. Oznaéme Py bod s nejvétsi
funkéni hodnotou (pro nés piipad minimalizace bod nejméné piijatelny) a Pr, bod naopak s nejnizsi
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. 1 n+1
P-L(Sn-m) 1)
i=1

Z puvodniho simplexu vytvoiime novy zdménou bodu Py n&jakym vhodnéjsim bodem. Pokusime se
tento bod nalézt zobrazenim bodu Py ve stiedové symetrii podle bodu P, tedy P* = P+ (P — Py).
Pokud F(P*) < F(Ppr) , volime bod P** = P + 2(P — Pg). Pokud F(P*) > F(Py), volime bod
P** = P — 1/2(P — Pg). Nejvhodnégjsi bod potom v simplexu pro dal$i krok nahrazuje bod P .
Pokud takovy nenalezneme, vytvoiime kolem bodu Pp, novy simplex.

Tuto metodu je mozné pii hledani nového bodu na pifmce PP upravovat volbou éiselného
faktoru vystupujicim ve vyrazu pro P**. Dilezité je, aby tento novy bod nebyl piili§ blizko P.
V tom piipadé by nis simplex kolapsoval do pfimky (nebo obecné do nadplochy v n rozmérném
prostoru), coz by znemoznilo dalsi iterace.

X2

Obrazek 6: Znazornéni postupu pii minimalizaci metodou simplexu. Podrobny popis je v textu.

Simplexni algoritmus je vytvoren tak, aby postupoval v co nejvétsich krocich. Je tedy ponékud
méné citlivy v ptipadé mélkych minim. Vyhodou je vSak nutnost jen nékolika vypoctu funkce,
obvykle jednoho nebo dvou v kazdé iteraci. V kazdém kroku se postupuje v nejvhodnéj$im sméru

Vhodnym kritériem konvergence pro simplexni metodu je rozdil F(Py) — F(Pr). Iterace jsou
ukoncéeny pokud je tento rozdil mensi nez néjaka piredvolend hodnota. Kone¢nym krokem vypoctu
je potom vypocet funkce v P.

7.5 Gradientni metody
7.5.1 Vypocet derivaci

Za gradientni metody budeme povazovat takové, které uzivaji informace z velmi malé oblasti
proménnych k urceni relativné vzddlenych boda. Nemusi to nutné znamenat, ze sleduji smér gradi-
entu, ale gradient nebo vyssi derivace jsou pifi vypoctu néjakym zpusobem uzity. Mnoho vykonnych
algoritmii nize uvedenych vyzaduji znalost derivace funkce, minimaliza¢ni program tedy musi byt
schopen na zdkladé koneénych rozdili odhadnout derivaci minimalizované funkce.

Prvni derivace maze byt odhadnuta z:
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OF ~  F(z,+d)— F(z,)

— |z = 82
kde d je malé. Chyba déna nejnizs$im rozvojem Taylorova rozvoje pak bude déna:
do*F
N 5 ae | 2o - (83)

Pochopitelné je vyhodné uvazovat d co nejmensi, ale zaroven tak velké, aby chyba pri vypoctu
F nebyla vétsi nez pravé predstavené 0. Protoze druhé derivace nejsou zndmy, neni mozné nalézt
optimélni d. Je tedy nutné zapojit intuici a §ikovné ho odhadnout.

vevs

OF —  F(z,+d) — F(z, —d)

I 70 ™ 2d ’
v tomto piipadé je chyba § ve druhém fddu nulovéa a ¢len nejnizsiho fddu rozvoje je imérny tieti
derivaci. Nevyhodou této metody je, Ze vyzaduje 2n volani funkce pro odhad prvnich n derivaci
narozdil od asymetrické metody, kdy jich je ke stejnému ucelu zapotiebi jen n + 1 (nebo jen n,
pokud jiz zndme F'(x)). Vyhodou je naopak fakt, ze druhou derivaci dostdvame jako mezivysledek
vypoctu prvni derivace:

(84)

8_F| _ F(zo+d) + F(z, —d) — 2F (20)
dox '~ d? ’

(85)

7.5.2 Nejstrméjsi spad

Pokud zname prvni derivace minimalizované funkce, je pfirozené vydat se pii hledani minima ve
sméru zaporné vzatého gradientu, nebot to je smér ve kterém funkce klesd nejrychleji. Tento postup
pouzil jiz pifed 130 lety Cauchy.

Tato metoda sestdva ze série jednodimenziondlnich minimalizaci kazdd ve sméru nejstrméjsiho
poklesu funkce v bodé, kde se hledani pocina. Smér gradientu pochopitelné neztustava konstantni,

je tedy nutné pocitat s mnoha iteracemi.
7.5.3 Newtonova metoda
Uvazujme obecnou kvadratickou funkci. Tu miZeme minimalizovat jen pokud budeme mit k dis-
pozici hodnoty funkce, jeji prvni i druhou derivaci. Kvadratickou funkci napiSeme jako:
T/ 1 T

F(z) = Fzo) +9° (2~ 20) + 5 (2 — o) G(z — Zo), (86)
kde gradient g je vypoéten v bodé z, a matice G druhé derivace je konstanta. Potom je minimum
déno:

T, =z90— G 'g=1zy— Vg, (87)

kde jsme inverzni matici druhé derivace oznacili V. To je v podstaté vicedimensionalni ekvivalent
kvadratické interpolace. K vyhoddm patii fakt, ze jednotlivé iterac¢ni kroky nemohou byt libovolné
dlouhé, jsou totiz piesné urceny touto metodou. Vyhodou je i skutecnost, ze smér pii hledani neni
vzdy pevné dany gradientem, ale byva korelovan smiSenymi druhymi derivacemi.
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K ziporum patii skutecnost, ze metoda diverguje, pokud je matice G (nebo V') pozitivné de-
finitni. Pfesto je to velmi i¢inny ndstroj a mnoho uziteénych algoritmiu je na Newtonové metodé
zaloZena.

7.5.4 Konjugované sméry

Vektory d; a d; nazveme konjugované vzhledem k pozitivné definitni symetrické matici A, pokud:

di Ad; =0  proi#j. (88)

Pokud by A byla jednotkovd matice, byly by tyto konjugované vektory ortogondlni. Konjugaci
tedy muzeme povazovat za zobecnéni ortogonality. Mnozina n konjugovanych vektoru generuje
n-dimensiondlni prostor, tedy libovolny vektor toho toho prostoru muzeme zapsat jako linedrni
kombinaci n konjugovanych vektori. Sadu konjugovanych vektori muzeme zkonstruovat pomoci
Gram-Smidtova ortogonaliza¢niho procesu. Zvolme si libovolny vektor d;. Potom je snadné ovétit,
ze vektor

d’ AAd,
T G
dl Adl

je konjugovany k vektoru d;. Tento proces muzeme zopakovat a ziskat tak vektor ds, ktery bude
konjugovany k d; ¢ dy. Takto bychom mohli pokracovat. Ziskali bychom n konjugovnych vektori
{dlad% 7dn}

Takové vektory pro nas budou z hlediska minimalizace zajimavé, pokud budou konjugované
vzhledem k matici druhé derivace G. V takovém piipadé se da ukézat, ze posloupnost lindrnich
minimalizaci v kazdém z n konjugovanych sméri minimalizuje obecnou kvadratickou funkci n
proménnych. Tuto skuteénost muzeme snadno piredvést. Uvazujme kvadratickou fukci:

C_lz = Af_l1 - (89)

F(z)=F(0)+g z+ %&TGQ (90)

a n vektortd konjugovanych vzhledem ke G:

diGd; =0, i#]j. (91)

Vektory z a g mizeme vyjadiit jako linedrni kombinace

z = Z?/idi (92)
g = Zcic_li. (93)

Nasi obecnou kvadratickou funkci tedy miizeme nyni psat jako:

F(z) = F(0) + (Z cidiT> (Z nglj) +% (Z yidiT> G (Z yjc_lj> (94)
9 7 ? J

Pokud nyni posledni ¢len pfeskupime do dvojné sumy, vypadnou kviili konjugaéni podmince ¢leny,
pro které ¢ # j. Posledni vyraz tedy muzeme zjednodusit:

22



1
Flz) = FO)+3 > cdl diy; + 5 > vidj Gd; (95)
tog J

= 3 (b + b9} (96)

J

kde

bj = cdl d; (97)
7

bj = >_d; Gd, (98)

jsou konstanty. Vyjadienim kvadratické funkce v proménné y misto = jsme ji rozdélili na sumu
nezavislych kvadratickych funkci jedné proménné. Minimalizace vzhledem k y; pak bude nezavisld
na minimalizaci v ostatnich kojugovanych smérech.

Lze namitnout, ze pro konstukci konjugoavnych vektoru je zapotiebi znalost matice druhé
derivace G a tehdy lze okamzité pouzit Newtonovu metodu. Uzitecnost uziti konjugovanych vektort
vSak spoéivd v tom, ze existuji metody umoznujici jejich vypocet bez tivodni znalosti celé matice
G. Jelikoz nam jde o vypocet vSech konjugovanych vektoru, pujde ziejmné o postupy, ve kterych
budeme znalost matice G suplovat ekvivaletnimi informacemi. Nicméné, takovy postup umoziiuje
zpracovavat informace pro minimalizaci prubézné a to se u zvlasté u rozsahlych vypoctu osvédcéuje
- takové algoritmy byvaji stabilnéjsi.

7.5.5 Konjugované gradienty

Pokud jsou zndmé prvni derivace minimalizované funkce, lze uzit velmi elegantni metodu konju-
goavnych gradienti. Pfedpokladejme, 7Ze je funkce vypoctena ve dvou bodech z; a z;. Uvazujme
nyni rozdily:

Az = z;—1x (99)

Ag = g,— 9y (100)
Pokud uvazujeme kvadratickou funkci s matici druhych derivaci G, potom plati:
Ag = GAz. (101)
Libovolny vektor d; ortogonalni k Ag je konjugovany k Az, nebot:

diAg =dGAz = 0. (102)

Méame tedy ndvod na vypocet konjugovanych vektoru bez znalosti G zalozené na zméné gradientu
v néjakém zvoleného sméru.

Za pocateéni smér volime dy = —gop, tedy smér nejstrméjsiho spddu v pocateénim bodé zy.
Oznatme minimum nalezené v tomto sméru jako x; a gradient v tomto sméru jako g;. Dalsi
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vyhleddvaci smér bude dédn vektorem od kterého pozadujeme, aby byl konjugovany k d,. Musi
byt linedrni kombinaci vektoru, které mame v danou chvili k dispozici, konkrétné:

d; = —g, + bdy. (103)
Podminka konjugace dava:
C_l1TGdo = d1TG(§1 —zy) =0 (104)
nebo
(—gl +bdj)Gdy = (—g1 —bgl)((g, —g,) =0 (105)
Protoze z; je minimum nelezené ve sméru dy = —g,, bude smér g, ortogonélni ke gradientu funkce

v bodé z;, tedy 21T20 = (0. Potom pro koeficient b dostavame:

T
p=4L (106)
99,
Tedy novy smér bude ddn konjugovanym vektorem:
T
9.9
dy = —g, + =714y, (107)
1 AT g’(])“go 0

Timto zpusobem muzeme vygenerovat n navziajem konjugovnych vektoru, piicemz i-ty bude mit
tvar:

T
9,:19;
_Z+1_Z+lc_li. (108)

diy1 = =9, “gTg

8 Vysledky a zaveéry

V nésledujici kapitole shrneme vysledky, které byly ziskdny pomoci vypracovaného programu. Nej-
prve predvedeme nékterd teseni evoluéni rovnice (55), pote vysledky fitovani téchto feSeni na ex-
perimentalni data.

Program umoziuje pro zadanou pocéateéni podminku numericky napoéitat hodnotu distribuéni
funkce pro libovolné z a Q%. Vypoétem dostatecného poétu takovych hodnot Ize ziskat piedstavu
o prubéhu funkci fesicich piislusnou evoluéni rovnici. Dulezity pro nds bude piedeviim charakter
vyvoje distribuéni funkce (jako funkce v z) v Q2. Nyni si piedstavime konkrétni vysledky. Na
Obrézku 7. je zndzornéna zavislost distribuénich funkci fesicich rovnici (55) na z pro ruzné hodnoty
@Q?, na Obrazku 8. jsou potom vyznaceny zavislosti na Q? pro riizna z. Zvoleny rozsah = i Q2 je pod
moznostmi soucasnych urychlovaci, nicméné mnou zjisténé vysledky se snazi mit pouze ilustrativni
charakter a pro ten ucel jsou dostacujici.

Dilezité je, ze je z téchto vysledku patrni jedna zajimavd vlastnost distribu¢nich funkci. Pro
mald z jsou to klesajici funkce v Q?, kdezto pro velkd z jsou v Q? funkcemi klesajicimi. Fyzikalni
vysvétleni této skutecnosti je nasledujici. S rostoucim piedanym kvadratem Gtyihybnosti Q2 se
zvétiuje rozlisovaci schopnost experimentu. To znamend, ze to, co se ndm pii mensim Q2 jevilo
jako jeden parton nesouci napt. 10 GeV? se ndm pii vétsim predaném étyfimpulsu jevi jako shluk
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napifklad dvou partonti, z nichz kazdy nese energii 5GeV?2. Je tedy ziejmé, ze vyskyt partont
nesoucich mensi podily celkové ¢tyihybnosti nukleonu s rostoucim Q? roste, kdezto vyskyt partont
nesoucich vétsi podily celkové étyfhybnosti s rostoucim Q? klesa.

Nyni obritime pozornost na vysledky fitu. Experimentalni data byla ziskdna z adresy [7]. Pro
minimalizaci funkce yx%(A4, a, B, A) byly pouzity dvé metody, Nelderova a Meadova simplexni
metoda ( vice kapitola ?.) a metoda konjugovanych gradientu (vice kapitola 2.). Postup vyvoje mi-
nimalizace obou metod je zaznamendan v Pfiloze 1. a v Ptiloze 2. Jsou v nich zaznamenany jednotlivé
iteraéni kroky. V kazdém z nich dochazi k nalezeni novych hodnot parametru, které snizuji hodnotu
funkce x2. V obou metodéach se ukdzalo velmi uzite¢né piedefinovat parametr A ve vyrazu (54)
na A%. Minimalizovand funkce se stava citlivéjsi na zménu tohoto parametru. V pifpadé metody
konjugovanych gradienti navic tento parametr vstupuje do vSech slozek gradientu (ptuvodné byla
jedna slozka gradientu na tomto parametru nezivisla). To v8echno pfispélo k vyraznému zlepseni
vysledku minimalizaci v piipadé jedné i druhé metody. Obéma metodami bylo dosazeno takika
stejné minimalni hodnoty y = 75. Takovy vysledek muzeme s ohledem na zvolenou parametrizaci
povazovat za uspokojivy. Odlisnost je jen v hodnotich parametrii, v nichz je toto minimum nabyto.

Na sérii obrazku 9.-19. je proveden fit feSeni evoluéni rovnice na experimentilni data pro rizné
hodnoty Q2. Byly pouzity hodnoty parametrii zjisténé metodou konjugovanych vektori, tedy A =
2.414, o = 0.707, B = 3.301 a A = 0.081 MeV; Q? =5 GeV?2. V téchto grafech je také zaznamenan
vyvoj pii procesu fitovani. Je zndzornén prerusovanymi kiivkami, které predstavuji feSeni evoluéni
rovnice odpovidajici parametrum zvolenym na pociatku minimalizace a napocitanym parametrum
z 9-té iterace (2 = 2766).
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Vsledek 1 | Vysledek 2 Od}éf‘ljg;ana Siﬁ;‘ﬁa
33.0605 | 34.1589 0.0000 0.1985
18.4426 | 18.4489 0.0338 0.0063
13.4200 | 13.4200 0.0002 0.0000
10.6406 | 10.6366 0.0000 0.0040
87917 8.7803 0.0000 0.0024
7.4395 7.4380 0.0000 0.0014
6.3923 6.3935 0.0177 0.0012
55408 55491 0.0055 0.0007
1.8538 1.8543 0.0024 0.0006
1.2672 1.2667 0.0020 0.0006
3.7656 3.7662 0.0019 0.0005
3.3318 3.3316 0.0020 0.0002
2.0531 2.9529 0.0020 0.0002
2.6203 2.6206 0.0021 0.0003
2.3262 2.3262 0.0022 0.0000
2.0651 2.0648 0.0022 0.0003
1.8325 1.8325 0.0023 0.0000
1.6247 1.6249 0.0024 0.0002
1.4388 1.4383 0.0025 0.0000
12721 1.2719 0.0026 0.0002
1.1226 11225 0.0028 0.0001
0.9885 0.9885 0.0029 0.0001
0.8681 0.8682 0.0000 0.0002
0.7601 0.7601 0.0000 0.0001
0.6633 0.6632 0.0000 0.0001
0.5766 0.5765 0.0000 0.0001
0.4991 0.4991 0.0000 0.0001
0.4301 0.4301 0.0000 0.0001
0.3686 0.3687 0.0000 0.0001
0.3140 0.3141 0.0000 0.0001
0.2658 0.2658 0.0000 0.0000
0.2234 0.2233 0.0000 0.0001
0.1861 0.1860 0.0000 0.0001
0.1537 0.1536 0.0000 0.0001
0.1255 0.1255 0.0000 0.0000
0.1013 0.1014 0.0000 0.0001
0.0806 0.0807 0.0000 0.0001
0.0631 0.0632 0.0000 0.0001

Tabulka 1: Ovéteni spravnosti inverzni Mellinovy transformace. Jako testovaci funkce byla zvolena
8.62%-85(1—1)32*, V prvnim sloupci jsou hodnoty této funkce zjisténé piimym vypoétem, ve druhém
jsou potom invertované momenty této funkce. Tabulka je jesté doplnéna o odhad chyb pii inverznim
transformovani a o skuteéné chyby, kterych jsme se vypocétu dopustili.
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Obréazek 7: Vypotctené zavislosti distribuéni funkce na z pro riizné hodnoty Q2.
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Obrazek 8: Vypoctené

zévislosti distribuéni funkce na Q? pro rizné hodnoty x.
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Obrézek 9: Srovnani experimentalnich dat pro Fyg pii Q? = 1.26 GeV? s hodnotami vypoétenymi
feSenim evolucnich rovnic s postupné zpiesiiovanymi parametry A, a, 8 a A.
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Obrézek 10: Srovnani experimentalnich dat pro Fyg pii Q% = 2.0 GeV? s hodnotami vypoétenymi
feSenim evolucnich rovnic s postupné zpiesiiovanymi parametry A, a, 8 a A.
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Obrézek 11: Srovnani experimentélnich dat pro Fig pii Q% = 3.16 GeV? s hodnotami vypoétenymi
feSenim evolucnich rovnic s postupné zpiesiiovanymi parametry A, a, 8 a A.
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Q*=5.01 GeV?
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Obrézek 12: Srovnani experimentélnich dat pro Fig pii Q% = 5.01 GeV'? s hodnotami vypoétenymi
feSenim evolucnich rovnic s postupné zpiesiiovanymi parametry A, a, 8 a A.
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Q*=7.94 GeV?
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Obrézek 13: Srovnani experimentélnich dat pro Fyg pii Q% = 7.94 GeV'? s hodnotami vypoétenymi
feSenim evolucnich rovnic s postupné zpiesiiovanymi parametry A, a, 8 a A.
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Q*=12.59 GeV*
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Obrézek 14: Srovnini experimentilnich dat pro Fyg pii Q2 = 12.59 GeV? s hodnotami
vypoCtenymi feSenim evolucnich rovnic s postupné zpiesiiovanymi parametry A, a, 0 a A.
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Q*=19.95 GeV?
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Obrézek 15: Srovnini experimentdlnich dat pro Fyg pii Q2 = 19.95 GeV? s hodnotami
vypoCtenymi feSenim evolucnich rovnic s postupné zpiesiiovanymi parametry A, a, 0 a A.
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Q*=31.62 GeV*
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Obrézek 16: Srovnini experimentilnich dat pro Fyg pii Q2 = 31.62 GeV? s hodnotami
vypoCtenymi feSenim evolucnich rovnic s postupné zpiesiiovanymi parametry A, a, 0 a A.
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Q*=50.12 GeV?
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Obrézek 17: Srovnini experimentilnich dat pro Fyg pii Q2 = 50.12 GeV? s hodnotami
vypoCtenymi feSenim evolucnich rovnic s postupné zpiesiiovanymi parametry A, a, 0 a A.
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Q*=79.43 GeV*
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Obrézek 18: Srovndni experimentilnich dat pro Fyg pii Q2 = 79.43 GeV? s hodnotami
vypoCtenymi feSenim evolucnich rovnic s postupné zpiesiiovanymi parametry A, a, 0 a A.
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Obrézek 19: Srovnani experimentilnich dat pro Fyg pii Q?> = 125.89 GeV? s hodnotami
vypoCtenymi feSenim evolucnich rovnic s postupné zpiesiiovanymi parametry A, «, 0 a A.
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