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1 �UvodJedn��m z nejb�e�zn�ej�s��h prost�redk�u ke zkoum�an�� vnit�rn�� struktury subatom�arn��h ��asti jsou experi-menty zalo�zen�e na hluboko nepru�zn�yh rozptyleh. Svazek vysokoenergetik�yh bodov�yh ��asti,nej�ast�eji elektron�u nebo mion�u je rozptylov�an na ter�i se zkouman�ymi ��astiemi. Ze zji�st�en�yhenergetik�yh a �uhlov�yh rozd�elen�� rozpt�ylen�yh lepton�u se pak rekonstruuje struktura zkouman�e��astie.V 60. leteh pr�av�e takov�e experimenty poprv�e uk�azaly na vnit�rn�� strukturu hadron�u. Tobyl po��atek kvark-partonov�eho modelu. V n�em pova�zujeme hadron slo�zen�y z element�arn��h konsti-tuent�u - parton�u. Ty v sou�asn�e dob�e ztoto�z�nujeme s kvarky a gluony.K popisu partonov�e struktury se u�z��vaj�� tzv. distribu�n�� funke. Jejih v�yznam je n�asleduj����.Uva�zujeme-li partony i-t�eho druhu, kter�ym p�r��slu�s�� distribu�n�� funke fi(x), potom v�yraz fi(x)dxp�redstavuje po�et parton�u i-t�eho druhu, jejih�z frake hybnosti je mezi x+ dx.Partonov�y model p�redpov��d�a z�avislost pouze na prom�enn�e x. Existuj�� v�sak experimenty, kter�edokazuj��, �ze distribu�n�� funke z�avis�� na dal�s�� veli�in�e. Tou je kvadr�at p�renesen�e �ty�rhybnosti Q2.Tuto skute�nost je mo�zn�e popsat v r�ami kvantov�e hromodynamiky. Nov�e p�redstaven�a z�avislostna Q2 n�as p�riv�ad�� k zaveden�� tzv. "oble�en�e" nesingletn�� distribu�n�� funke. Ta vyhovuje Altareli-Parisiho evolu�n�� rovnii:dqNS(x;Q2)d lnQ2 = �s(Q2)2� Z 1x dyy P (0)qq �xy�qNS(y;Q2) =�s2� Z dz Z dyP (0)qq (z)qNS(y)Æ(x � yz) � �s2�P (0)qq 
 qNS; (1)kde �s, p�redstavuje vazbovou konstantu QCD. Funke as � �s� je d�ana rovni��:�as(Q2)� ln(Q2) = ��0a2s(Q2)� �1a3s(Q2): (2)�Re�sen�� t�eto rovnie m�u�zeme ps�at jako:1as(Q2) + �1�0 ln" �1as(Q2)b0 + �1as(Q2)# = �0 ln Q2�2! : (3)kde � p�redstavuje �sk�alova�� parametr, kter�y m�u�ze b�yt pro tuto hv��li de�nov�an jako �sk�ala, p�ri kter�ese nuluje lev�a strana rovnie (3). Tato rovnie se obvykle �re�s�� numeriky. Zavedeme-li ozna�en��L = ln Q2�2 , pak lze �re�sen�� rozvinout do moninn�e �rady v 1=L ve tvaru:as = 1�0L �1� �1�20 lnLL �+ � � � (4)P (0)qq v rovnii (1) p�redstavuje jednu z tzv. v�etv����h funk��. Je de�nov�ana:P (0)qq (x) = P (0)�q�q (x) = 43 "1 + x21� x #+ (5)V posledn�� rovnii vystupuje "+" distribue, kter�a je de�nov�ana:[f(x)℄+ � lim�!0 f(x)�(1� x� �)� Æ(1 � x� �) Z 1��0 f(y)dy! (6)2



kde �(x) a Æ(x) jsou skokov�a funke a Diraova Æ-funke. Jej�� p�usoben�� na testova�� funki jen�asleduj����: Z 10 [f(x)℄+g(x)dx � Z 10 f(x) (g(x)� g(1)) dx: (7)Pro �uplnost je�st�e uved'me distribu�n�� funke kvark�u, antikvark�u a gluon�u. Takov�e rovnie jsouv�azan�e: dqi(x;M)d ln M = �s(M)� �Z 1x dyy P (0)qq �xy�qi(y;M) + Z 1x dyy P (0)qG �xy�G(y;M)� (8)�dqi(x;M)d ln M = �s(M)� �Z 1x dyy P (0)qq �xy��qi(y;M) + Z 1x dyy P (0)qG �xy�G(y;M)� (9)dG(x;M)d ln M = �s(M)� " nfXi=1 Z 1x dyy P (0)Gq �xy� (qi(y;M) + �qi(y;M)) + Z 1x dyy P (0)GG �xy� (G(y;M)# (10)Evolu�n�� rovnie popisuj�� z�avislost distribu�n��h funk�� na Q2. To znamen�a, �ze jejih �re�sen�� vy�zadujeznalost z�avislosti distribu�n�� funke na x p�ri n�ejak�e libovoln�e zvolen�e hodnot�e Q2. Tuto po��ate�n��podm��nku nelze zat��m v r�ami poruhov�e QCD spo���tat, mus��me ji ur�it z experiment�aln��h dat.V t�eto pr�ai se budeme zab�yvat jednou z metod �re�sen�� evolu�n�� rovnie (1) ve vedou��m �r�aduzalo�zen�e na inverzn�� Mellinov�e transformai. V jazye C++ byl vypraov�an program umo�z�nuj����tuto rovnii p�ri libovoln�e po��ate�n�� podm��ne �re�sit. V z�av�eru bude p�redstavena tehnika ur�en��takov�e po��ate�n�� podm��nky, aby �re�sen�� evolu�n�� evolu�n�� rovnie (1) s touto podm��nkou odpov��dalaexperiment�aln�� skute�nosti. Pou�zit�� t�eto tehniky nakone vy�ust�� ve �t experiment�aln��h dat ne-singletn�� strukturn�� funke protonu.
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2 Mellinova transformaeV n�asleduj���� kapitole bude p�redstavena Mellinova transformae jako n�astroj pro �re�sen�� evolu�n��hrovni kvantov�e hromodynamiky.Pro uveden�� do tohoto probl�emu budeme uva�zovat evolu�n�� rovnii pro distribu�n�� funkef(x;Q2) ve tvaru Q2�f(x;Q2)�Q2 = P (x;Q2)
 f(x;Q2); (11)kde x zna��� zlomek hybnosti protonu nesen�y partonem, P (x;Q2) je Altarelli-Parisiho j�adro a 
zna��� konvolui: A(x)
B(x) = Z 10 dy Z 10 dzÆ(x � yz)A(y)B(z): (12)Rovnii (11) m�u�zeme faktorizovat pou�zit��m Mellinov�yh moment�u:A(n) = Z 10 dxxn�1A(x) (13)z��sk�ame tak rovnii Q2 �f(n;Q2)�Q2 = P (n;Q2) � f(n;Q2): (14)P�ri �re�sen�� rovnie (14) existuje n�ekolik mo�zn�yh postup�u. V�sehny spo���vaj�� ve vhodn�yh �uprav�aht�eto rovnie. P�redvedeme n�ekter�e z nih.Nejprve p�rejdeme od prom�enn�e Q2 k prom�enn�e as = �s(Q2)=�. D�uvodem jsou zn�am�e rozvoje(p�resn�eji vyj�ad�ren�� v NLO) funk�� vystupuj����h v rovnii (14). M�ame tedy:�f(n;Q2)�as = P (n; as)�(as) f(n;Q2); (15)kde �(as) � Q2 �as�Q2 (16)Predpokladejme znalost evolu�n��ho j�adra do druh�eho �r�adu poruhov�e QCD:P (n; as) = asP (0)(n) + a2sP (1)(n) +O(a3s) (17)V t�ehto �r�adeh je funke � d�ana takto:�(as) = ��0a2s � �1a3s +O(a4s): (18)Pou�zit��m rovni (17) a (18) v rovnii (15) a rozvojem prav�e strany v 1=as m�ame:�f(n;Q2)�as = � 1�0as �P (0)(n) + as �P (1)(n)� �1�0P (0)(n)�� f(n;Q2): (19)Mo�zn�e je tak�e praovat s rovni�� (15) po p�r��m�em dosazen��m (17) a (18). Tehdy dost�av�ame:4



�f(n;Q2)�as = �(P (0)(n) + asP (1)(n))as(�0 + �1as) f(n;Q2) (20)Rovnie (19) a (20) jsou form�aln�e �re�sena pomo�� takzvan�yh evolu�n��h oper�ator�u E(n):f(n;Q2) = E(n; as(Q2); as(Q20))f(n;Q20) (21)Zm��n��me je�st�e jeden tvar rovnie se kter�ym se d�a v r�ami t�eto metody �usp�e�sn�e praovat. Jednodu�sebudeme uva�zovat vyj�ad�ren�� v prom�enn�e Q2, do��l��me toho t��m, �ze do rovnie (14) dosad��me sohledem na (4) vyj�ad�ren�� (17). V tomto p�r��pad�e pak pro momenty m�ame:Q2�f(n;Q2)�Q2 =  1�0L �1� �1�20 lnLL �P (0)(n) + �1� �1�20 lnLL �2 P (1)(n)! f(n;Q2): (22)I v tomto p�r��pad�e bude tato rovnie form�aln�e �re�sena evolu�n��m oper�atorem, kter�y nyn�� z�avis�� naQ2 a Q20: f(n;Q2) = Ê(n;Q2; Q20)f(n;Q20) (23)Rovnie pro momenty distribu�n��h funk�� (19), (20) a (22) jsou �re�siteln�e analytiky. Nyn�� uvedemekonkr�etn�� tvary evolu�n��h oper�ator�u.Evolu�n�� oper�ator, kter�y �re�s�� rovnii (19) je pro nesingletn�� p�r��pad d�an do druh�eho �r�adu vporuhov�e QCD:E�(n; as(Q2); as(Q20) =  as(Q2)as(Q20 !NS0 (n)2�0 "1 + as(Q2)� as(Q20)2�0 �NS1 (n; �)� �1�0 NS0 (n)�# : (24)Zde � nab�yv�a dvou hodnot a to podle typu uva�zovan�e nesingletn�� distribu�n�� funke (existuj�� dvatypy nesingletn��h distribu�n��h funk��). Ve v�yrazu vystupuj�� tzv. anom�aln�� dimenze NS0 (n) aNS1 (n), kter�e souvis�� s evolu�n��m j�adrem: Pi(n) = �12NSi (n).Evolu�n�� oper�ator, kter�y �re�s�� rovnii (20) m�a v nesingletn��m p�r��pad�e tvar:E(n; �; as(Q2); as(Q20)) =  as(Q2)as(Q20 ! 0(n)2�0  �0 + �1as(Q2)�0 + �1as(Q20)!(n;�)2�1 : (25)Nakone pro evolu�n�� oper�ator �re�s���� rovnii (22), m�ame v nesingletn��m p�r��pad�e:Ê(n; �;Q2; Q20) = �L0L � 0(n)2�0 exp �� 12�20 � 1L0 � 1L��1(n; �)� �1�0 0(n)�+�12�30 � lnL0L0 � lnLL � 0(n) + �14�40 �1 + 2 lnL0L20 � 1 + 2 lnLL2 � 1(z; �)� �2154�60  2 + 6 lnL0 + 9 ln2 L0L30 � 2 + 6 lnL+ 9 ln2 LL3 !1(n; �)# (26)kde Li = lnQ2i =�2. 5



Nyn�� se budeme soust�redit na ot�azku zp�etn�e transformae z��skan�yh moment�u distribu�n��hfunk��. Budeme tak ht��t p�rej��t zp�et k prom�enn�ym x a Q2. Zp�etn�a Mellinova transformae je d�anav�yrazem: f(x;Q2) = 12�i ZC dnx�nf(n;Q2) (27)zde C ob��h�a v�sehny singularity komplexniho integrandu.Distribu�n�� partonov�e funke jsou p�ri zvolen�e po��ate�n�� �sk�ale Q20 parametrizovan�exf(x;Q20) =Xi Aix�i(1� x)�i (28)po Mellinov�e tranformai nabydou tvar:f(n;Q0) =Xi AiB(n+ �i � 1; 1 + �i); (29)kde B(x; y) je Eulerova beta funke. Vyneh�ame-li nyn�� argumenty Q2 a Q20 m�ame pro �re�sen�� (11):f(x;Q2) = Re 1�i ZCs dzE(n)R(n) (30)kde R(n) = x�nXi AiB(z + �i � 1; 1 + �i); (31)3 Metody inverzn�� Mellinovy transformaeV p�redh�azej���� kapitole byl nazna�en postup p�ri �re�sen�� evolu�n�� rovnie tvaru (11). Rovnii jsme po-mo�� Mellinovy transformae p�revedli do N -prostoru, ve kter�em ji lze �re�sit analytiky. Pro zp�etnoutransformai do x-prostoru plat�� (27). V n�asleduj���� ��asti p�redvedeme dva zp�usoby postupu p�ri t�etozp�etn�e transformai. Oba budou spo���vat ve spei�aln�� volb�e integra�n�� k�rivky v integr�alu (27). Po-znamenejme je�st�e, �ze na volb�e t�eto k�rivky, pokud ob��h�a v�sehny singularity v integrandu, v�ypo�etnez�avis��. Situae se v�sak zm�en��, pokud budeme zm��n�en�y integr�al po���tat numeriky. Tehdy u�zv�ysledek na volb�e integra�n��ho oboru z�avis��.3.1 Integrov�an�� po parabolik�e k�riveV n�asleduj����m pop���seme prvn�� z variant. Zvol��me integra�n�� obor tak, �ze v n�em bude mo�zn�e in-tegrand velmi dob�re aproximovat sadou ortogon�aln��h polynom�u. Vol�� se parabolik�a k�rivka, kter�abude pln�e ur�en�a partonovou distribu�n�� funk�� v po��ate�n�� �sk�ale Q20. Z��skan�y integr�al je pak mo�zn�espo���tat nap�r��klad pomo�� Gauss-Laguerrovy metody pro v�ypo�et ur�it�eho integr�alu. P�ri t�eto me-tod�e je k dosa�zen�� vysok�e p�resnosti (0,02%) pot�reba zhruba �ty�r a�z p�eti v�ypo�t�u integrandu.Pod��vejme se bl���ze na tuto metodu v nesingletn��m p�r��pad�e. K�rivka pod�el, kter�e prob��h�a integraeje d�ana: z(u) = z0 + i2pu+ 12223u; u = 0; � � � ;1 (32)kde z0 jsou minima funke F (n) na re�aln�e ose. Parametry 2 a 3 maj�� tvar:6



2 = s2F (z0)F 00(z0) ; 3 = F 000(z0)3F 00(z0) : (33)F 0(n); F 00(n) a F 000(n) jsou prvn�� t�ri derivae F (n) podle z. S pou�zitou parametriza�� (32) jsoutyto derivae d�any: F 0 = Xi G0iFi (34)F 00 = Xi (G00i +G02i )Fi (35)F 000 = Xi (G000i + 3G00iG0i +G03i )Fi (36)(37)kde Fi = x�zAiB(z + �i � 1; 1 + �i) aGi = ln(x�zB(z + �i � 1; 1 + �i)); (38)G0i = � lnx+	(z + �i � 1)�	(z + �i + �i); (39)G00i = 	0(z + �i � 1)�	0(z + �i + �i); (40)G000i = 	0(z + �i � 1)�	00(z + �i + �i); (41)Zde 	; 	0 a 	00 jsou polygamn��? funke. S touto parametriza�� m�ame pro integr�al (30):I = 22� Z 10 dupue�uRe �eu �1� i23pu�E(z(u))F (z(u))� : (42)Funke u�1=2e�u jsou v�a�zen�e funke Laguerrov�yh polynom�u L�1=2k (x) a integr�al m�u�zeme aproxi-movat pomo�� Gauss-Lagguerova vzore:I � 22� kXj=1wjRe �euj �1� i23puj�E(z(uj))F (z(uj))� : (43)kde uj jsou ko�reny L�1=2k (x) a v�ahy wj jsou d�any:wj = �(n+ 12)n!(n+ 1)2 uj�L�1=2k+1 (uj)�2 : (44)3.2 Integrae po p�r��meNyn�� p�r��stoup��me ke druh�e mo�znosti numerik�e realizae inversn�� Mellinovy transformae. P�redstav��meji v n�asleduj���� ��asti. V kapitole 4. bude pops�an postup p�ri �re�sen�� zela konkr�etn�� rovnie. Ten budespo���vat na zp�etn�e transformai popsan�e pr�av�e v t�eto kapitole.Pokud funke f(x) ryhle ub�yv�a pro x > 1 a pokud je po ��asteh spojit�a pro x > 0, potomm�u�zeme m��t inverzn�� Mellinova transformae tvar:7



Obr�azek 1: Dv�e mo�zn�e volby integra�n�� k�rivky p�ri inverzn�� Mellinov�e tansformai. D�ule�zit�e je, �zeob�e le�z�� vpravo od oblasti singularit, kter�e jsou v obr�azku vyzna�eny k�r���zky.
f(x) = 12�i Z +i1�i1 dn x�nf(n); (45)kde re�aln�e ���slo  je zvoleno tak, aby byl integr�al R 10 x�1f(x) absolutn�e konvergentn��. To vy�zadujezvolit  tak, aby le�zelo napravo od singularity nmax, vzd�alen�e na re�aln�e ose nejv�� vpravo. K�rivkau�zit�a v integr�alu (45) je zobrazena na Obr�azku 1: a je ozna�ena jako C0. Ve stejn�em obr�azku jeilustrativn�e nazna�ena je�st�e dal�s�� k�rivka, pod�el kter�e je mo�zn�e integrai v�est.Je u�zite�n�e p�repsat rovnii (45) jako integrai p�res re�alnou prom�enou. Budeme se soust�redit nafunke spl�nuj���� f�(n) = f(n�), kde � zna��� komplexn�� sdru�zen��. Potom je snadn�e uk�azat, �ze funkef(x) spl�nuje, pro integra�n�� obor ur�en�y sou�radni��  a �uhlem �, n�asleduj���� rovnost:f(x) = 1� Z 10 dz Im hexp(i�)x��z exp(i�)F (n = + z exp(i�))i ; (46)Tento integr�al nez�avis�� ani na  ani �. Nim�en�e pro numerik�y v�ypo�et m�u�ze b�yt vhodn�a volbat�ehto parametr�u velmi u�zite�n�a. P�ri konkr�etn��h po�zadav��h na p�resnost v�ypo�tu je tato vhodn�adokone nezbytn�a. Nav��, pokud je f(n) analytik�a zn�am�a funke, je v�yhodn�e volit � > �=2,spei�aln�e pokud tato funke neub�yv�a p�r��li�s ryhle pro jnj ! 1. Potom faktor exp(zlog 1xos�)exponeni�aln�e tlum�� integrand (kter�y pro mal�a x zna�n�e osiluje), o�z p�ri numerik�e implementairovnie (46) umo�z�nuje volit men�s�� horn�� mez zmax.Nim�en�e, oben�e mus�� b�yt momenty partonov�yh �u�inn�yh pr�u�rez�u vypo�teny numeriky. Tehdyje v�yhodn�e volit integra�n�� k�rivku C0, tedy � = �=2 a rovnie (46) vede na:8



F (x) = 1� Z 10 dz Re hx��izFn=+izi : (47)P�ri v�ypo�tu integr�alu (45) tedy vol��me integrai po p�r��me kolm�e na re�alnou osu a proh�azej���� nat�eto ose bodem .4 Numerik�y v�ypo�et evolu�n�� rovnieV n�asleduj���� ��asti se pokus��me aplikovat metodu inverzn�� Mellinovy transformae na konkr�etn��p�r��klad. Uva�zujme reaki ��(���) +N ! �� +X. Ta odpov��d�a rozptylu mionov�eho neutrina (anti-neutrina) na nukleonu N. Difereni�aln�� �u�inn�y pr�u�rez t�eto reake je d�an n�asleduj���� formul��:d�(�=��)pdxdy = G2FS2� "F (�=��)p2 (x;Q2) 1 + (1� y)22 !� xF (�=��)p3 (x;Q2) 1 + (1� y)22 !# (48)kde GF je Fermiho vazbov�a konstanta. Srovn�an��m t�eto formule s difereni�aln��mi �u�inn�ymi pr�u�rezytohoto proesu v partonov�eho modelu dost�av�ame pro strukturn�� funke F3:xF �p3 = 2x[s(x) + d(x)� �u(x)� �(x)℄ (49)xF ��p3 = 2x[u(x) + (x)� �s(x)� �d(x)℄ (50)Uva�zujme n�asleduj���� v�yraz:12 �F �p3 + F ��p3 � = (u+ d+ s+ � �u� �d� �s� �) := 12(F �p3 + F �n3 ) � F �N3 (51)Ten lze ur�it experiment�aln�e nebot' je kombina�� difereni�aln��h u�inn�yh pr�u�rez�u:F �N3 � d��Ndxdy � d���Ndxdy (52)Je patrn�e, �ze v�yraz F �N3 je kombina�� valen�n��h distibu�n��h funk��. Z linearity evolu�n�� rovniepro nesingletn�� distribu�n�� funke vypl�yv�a, �ze i funke F3(x;Q2) je jej��m �re�sen��m. Tedy:dF3(x;Q2)d lnQ2 = �s(Q2)2� Z 1x dyy P (0)qq �xy�F3(y;Q2); (53)V n�asleduj���� ��asti nazna���me z�akladn�� kroky p�ri �re�sen�� takov�e rovnie. Tento postup bude ana-logik�y s algoritmem �re�sen�� popsan�em v kapitol�ah 2. a 3.2. Je�st�e p�redt��m ale stru�n�e p�ripomenemez�akladn�� sh�ema postupu p�ri �re�sen�� evolu�n��h rovni.K tomu abyhom mohli �re�sit rovnii typu (1) je v prv�e �rad�e zapot�reb�� znalost hrani�n�� podm��nky.Ta zahrnuje informae o z�avislosti partonov�e distribu�n�� funki na x p�ri n�ejak�e po��ate�n�� �sk�ale Q20.V�yb�er t�eto po��ate�n�� �sk�aly je pom�ern�e delik�atn�� z�ale�zitost��, nebot' hledan�e �re�sen�� rovnie na v�yb�eruQ20 pohopiteln�e z�avis��. Obvykle se Q20 vol�� v rozsahu n�ekolika GeV . Poruhov�a teorie tyto po��ate�n��podm��nky neumo�z�nuje vypo���tat, mus�� b�yt z��sk�any z experiment�aln��h dat.
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Standardn�� anal�yza experiment�aln��h dat se prov�ad�� v n�asleduj����h kro��h: provede se volbapo��ate�n�� �sk�alyQ20, zvol�� se vhodn�a parametrizae po��ate�n�� podm��nky tj. funke f(x;Q20). P�r��klademm�u�ze b�yt: f(x;Q20) = Ax�(1� x)�(1 + x) (54)kde A;�; �;  jsou voln�e parametry. Pro zvolenou sadu t�ehto parametr�u spolu s hodnotou hlavn��hoparametru QCD �, vstupuj����m do �s(Q=�) �re�s��me rovnie (1). Takto z��sk�ame f(x;Q2) pro v�sehnax a Q2. Tato �re�sen�� se pak porovn�avaj�� s experiment�aln��mi daty a na z�aklad�e t�ehto srovn�an��se hodnoty uveden�yh parametr�u d�ale zp�res�nuj��. V�ysledkem je sada parametr�u A;�; �;  ur�uj����hrani�n�� podm��nku tak, �ze �re�sen��m evolu�n��h rovni s touto podm��nkou jsou hledan�e distribu�n��funke.Obrat'me nyn�� pozornost na �re�sen�� evolu�n�� rovnie (53). Z d�uvodu zahov�an�� zna�en�� p�rezna���me�re�sen�� takov�e rovnie na f(x;Q2). Uva�zujme tedy evolu�n�� rovnii:df(x;Q2)d ln Q2 = �s(Q2)� P (0)qq (Q2)
 f(x;Q2) (55)kde P (0)qq (x) = 43 "1 + x21� x #+ (56)Po pou�zit�� Mellinov�yh moment�u m�ame:dq(n;Q2)d ln Q2 = �s(Q2)� P (0)qq (Q2) � qNS (57)Tuto rovnii ji�z um��me vy�re�sit analytiky. Takov�e �re�sen��, v�etn�e hrani�n��h podm��nek hledejme vetvaru: f(n;Q2) = E(n;Q2; Q20)f(n;Q20) (58)V r�ami na�seho numerik�eho v�ypo�tu se omez��me na nejni�z�s�� �r�ady zn�am�yh rozvoj�u v�seh veli�in.V takov�em p�r��pad�e pro evolu�n�� oper�ator E(n;Q2; Q20) m�ame (viz.(24)):E(n; as(Q2); as(Q20) =  as(Q2)as(Q20)!�P (0)(n)4�0 : (59)V evolu�n��m oper�atoru vystupuje moment v�etv���� funke P (0)qq . Ten je pohopiteln�e mo�zn�epo���tat numeriky z de�nie, nim�en�e je mo�zn�e pro n�ej nal�ezt expliitn�� vyj�ad�ren��. To pon�ekudzjednodu�suje algoritmus v�ypo�tu a z�arove�n zat�e�zuje v�ysledek men�s�� hybou. Odbo���me tedy nahv��li a pokus��me se nal�ezt momenty pro �uplnost v�seh v�etv����h funk��.P�ripome�nme si v�etv���� fuke QCD:P (0)qq (x) = P (0)�q�q (x) = 43 "1 + x21� x #+ (60)P (0)Gq (x) = P (0)G�q (x) = 43 "1 + (1� x)2x # (61)10



P (0)qG (x) = P (0)�qG (x) = "x2 + (1� x)22 # (62)P (0)GG(x) = 6(� x1� x�+ + 1� xx + x(1� x) + �33� 2nf36 � 1� Æ(1 � x)) (63)Tyto v�etv���� funke jsou stejn�e pro v�sehny kvarky qi; �qi. Pro vyj�ad�ren�� t�eto skute�nosti bylopou�zito symbol�u q; �qVe v�etv����h funk��h (60) a (63) vystupuje "+" distribue, kter�a je de�nov�ana:[f(x)℄+ � lim�!0 f(x)�(1� x� �)� Æ(1 � x� �) Z 1��0 f(y)dy! (64)kde �(x) a Æ(x) jsou skokov�a funke a Diraova Æ-funke. Jej�� p�usoben�� na testova�� funki jen�asleduj����: Z 10 [f(x)℄+g(x)dx � Z 10 f(x) (g(x)� g(1)) dx: (65)Nyn�� ji�z nen�� slo�zit�e za pomoi formule (65) a de�nie Mellinov�yh moment�u (13) spo���tatmomenty oben�e moniny xr:F (n) = Z 10 xn�1xrdx = " xn+rn+ r#10 = 1n+ r ; Re n > �r: (66)a libovoln�e "+" distribue tvaru [xr=(1� x)℄+:F (n) = Z 10 xn�1 � xr(1� x)�+ dx = Z 10 xn+r�1 � xr1� x dx: (67)S vyu�zit��m vztahu: Z 10 1� tz�11� t dt =  (z) + E; Re z > 0; (68)kde E je Eulerova konstanta,m�u�zeme po jednoduh�e �uprav�e pro momenty v (67) ps�at:F (n) = Z 10  1� xr1� x � 1� xn+r�11� x ! dx =  (r + 1)�  (n+ r); Re n > �r (69)S pou�zit��m t�ehto v�yraz�u pak pro momenty v�etv����h funk�� m�ame:P (0)qq (n) = 43 ( (1) �  (n) +  (3)�  (n+ 2)) ; (70)P (0)Gq (x) = 43 � 2n� 1 � 2n + 1n+ 1� ; (71)P (0)qG (x) = 1n+ 2 � 1n+ 1 + 12n; (72)P (0)GG(x) = 6 � (2)�  (n+ 1) + 1n� 1 � 1n + 1n+ 1 � 1n+ 2 + 33� 2nf36 � 1� : (73)11



Vrat'me se nyn�� zp�et k popisu algoritmu inverzn��ho transformov�an��. Nyn�� ji�z m�u�zeme zapsatmomenty hledan�e distribu�n�� funke:f(n;Q2) = x�n as(Q2)as(Q20)!� (1)� (n)+ (3)� (n+2)3�0 AB(n+ �� 1; 1 + �) (74)V�se je tedy p�ripraveno pro zp�etnou transformai. Jej��m proveden��m pak pro hledan�e distribu�n��funke nalezneme:f(x;Q2) = 1� Z 10 dzRe264x��iz  as(Q2)as(Q20)!� (1)� (n)+ (3)� (n+2)3�0 AB(n+ �� 1; 1 + �)375 (75)Do tohoto integr�alu vstupuje elkem p�et parametr�u: A;�; �;Q20 a . Prvn�� �ty�ri parametrizuj��hrani�n�� podm��nku (54) (v na�sih v�ypo�teh je  = 0). Jejih ur�en�� je pro �re�sen�� evolu�n�� rov-nie kl���ov�e. Poruhov�a teorie je neumo�z�nuje spo���tat, zji�st�eny jsou na z�aklad�e srovn�an�� s experi-ment�aln��mi daty. Pokud jde o parametr , na n�em v�ypo�et integr�alu (75) nez�avis��, pokud je zvolentak, �ze le�z�� napravo od singularity um��st�en�e na re�aln�e ose nejv�� vpravo. Singul�arn��mi body integ-randu v (75) jsou realn�a ���sla f:::;�3;�2;�1; 0g. Zodpov�edn�y je za n�e moment v�etv���� P (0)qq (x). funke v n�em obsa�zen�a toti�z v t�ehto bodeh nen�� de�nov�ana. V p�r��pad�e na�s�� rovnie m�a tedytento parametr v�yznam vzd�alenosti integra�n�� k�rivky od nejkrajn�ej�s��, vpravo um��st�en�e singularity.Oben�e je to bod ve kter�em integra�n�� k�rivka v komplexn�� rovin�e prot��n�a re�alnou osu.Na poloze integra�n�� k�rivky za v�y�se zm��n�en�yh p�redpoklad�u v�ypo�et integr�alu (45) nez�avis��.To je ov�sem pravda jen do t�e doby, do kdy v�ypo�et tohoto integr�alu neprov�ad��me numeriky. P�rinumerik�em v�ypo�tu u�z v�ysledek na volb�e  z�avis��. P�rivede n�as k tomu zkoum�an�� vlivu parametru na integrovanou funki. Pr�ub�ehy integrandu pro r�uzn�a  jsou zn�azorn�ena Obr�azku 2. Parametrizaeokrajov�e podm��nky byla zvolena n�asleduj����: A = 8:6; � = 0:85; � = 3:7; Q20 = 5 GeV 2; � =0:377MeV . Integra�� byhom obdr�zeli distribu�n�� funki v bod�e x = 0:3 a Q2 = 50 GeV 2. Je patrn�e,�ze se vzr�ustaj����m  integrovan�a funke zna�n�e osiluje a to na st�ale v�et�s�� oblasti de�ni�n��ho oboru.Je jasn�e, �ze pro velk�a  je pot�reba volit �um�ern�e velk�y integra�n�� obor, o�z u numerik�eho v�ypo�tunar�a�z�� na probl�em �asov�e n�aro�nosti. Nav�� integra�� takto osiluj����h funk�� zna�n�e nar�ust�a hybav�ypo�tu. Abyhom tuto hybu o nejv��e eliminovali, budeme volit  o nejbl���ze singularity. Tehdy jepr�ub�eh integrovan�e nejm�en�e komplikovan�y { doh�az�� zde nejm�en�e ke vz�ajemn�emu ru�sen�� kladn�yha z�aporn�yh p�r��sp�evk�u k po���tan�emu integr�alu. Pro numerik�y v�ypo�et je tedy tato volba nej-sh�udn�ej�s��.P�ri numerik�em v�ypo�tu je nutn�e nahradit nekone�no v integr�alu n�ejakou kone�nou hodnotou.Mus��me ov�sem po���tat s t��m, �ze se t��m dopou�st��me ur�it�e hyby. P�ri volb�e horn�� meze je mo�zn�evyu�z��t zji�st�en�yh pr�ub�eh�u integrandu. Vol��me takovou horn�� mez, abyhom integrovaly jen p�resrelevantn�� ��ast integrandu. Integrovan�a funke toti�z pom�ern�e ryhle ub�yv�a a nevhodnost zat���zen��v�ypo�tu integra�� v oblasti, kde jsou p�r��sp�evky k integr�alu velmi mal�e je nasnad�e. P�r��slu�sn�a volbahorn�� meze mus�� samoz�rejm�e korespondovat s volbou .
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5 Popis programu u�zit�eho p�ri v�ypo�tu evolu�n�� rovnieV n�asleduj����m textu bude nast��n�ena �innost programu, kter�y umo�z�nuje numeriky �re�sit evolu�n��rovnie QCD. Program byl naps�an v jazye C++, zdrojov�y k�od je p�ripojen v p�r��loze. Jeho �innostspo���v�a ve dvou z�akladn��h dovednosteh. Prvn�� z nih je v�ypo�et distribu�n�� funke pro libovoln�ex a Q2, druhou je pak �tov�an�� oben�eho �re�sen�� evolu�n�� rovnie na nam�e�ren�e hodnoty distribu�n��funke, dodan�e experimentem. Ob�e tyto �innosti nyn�� pop���seme trohu podrobn�eji.� Prinip a �innost ��asti programu, umo�z�nuj���� v�ypo�et distribu�n�� funke je velmi jednoduh�y.Program si �z�ad�a sadu parametr�u A;�; �;Q0, polohu integr�aln�� k�rivky , parametr � a poho-piteln�e hodnotu x a Q. Vnit�rn��mi parametry jsou potom horn�� mez integr�alu zp�etn�e trans-formae a velikost absolutn�� a relativn�� hyby v�ypo�tu. Tyto hodnoty se b�ehem z�akladn��hpo�etn��h opera�� v�et�sinou nem�en��. Po dod�an�� v�seh t�ehto parametr�u se spust�� algoritmus,jeho�z z�akladn�� kroky byly pops�any v kapitole 4. V�ysledkem je hodnota distribu�n�� funkev �z�adan�yh bodeh bodeh x a Q. P�ri anal�yze v�ysledku je obvykl�e zpraovat grafy s na-zna�en�ymi pr�ub�ehy jedn�e prom�enn�e p�ri �xov�an�� druh�e. Tento program umo�z�nuje dodat do-state�n�y po�et p�r��slu�sn�yh funk�n��h hodnot pro tvorbu t�ehto graf�u v obou variant�ah. (tj.pr�ub�eh distribu�n�� funke v prom�enn�e x p�ri pevn�em Q2 a naopak). V�sehny v�ysledky jsouukl�ad�any do soubor�u a uhov�any tak pro jejih p�r��padn�e zpraov�an�� dal�s��mi aplikaemi.Sou��ast�� vypraovan�eho programu je i n�ekolik test�u ov�e�ruj����h spr�avnost numerik�eho v�ypo�tuinverzn�� Mellinovy transformae. Jejih popis fungov�an�� spolu s v�ysledky budou pops�any vezvl�a�stn�� kapitole 6.� Druh�a v�yznamn�a sou��ast programu m�a na starosti �tov�an�� oben�eho �re�sen�� evolu�n�� rov-nie na konkr�etn�� experiment�aln�� data. To se d�eje systematik�ym vyhled�av�an��m a postupn�ymzp�res�nov�an��m parametr�um A; �; � a �, kter�e parametrizuj�� okrajovou podm��nku evolu�n��rovnie a parametru �. Snahou je nal�ezt takov�e parametry, aby �re�sen�� rovnie s hrani�n��podm��nkou ur�enou t�emito parametry byla t�emi �re�sen��mi, kter�a v p�r��slu�sn�yh x a Q2 od-pov��daj�� experiment�aln��m hodnot�am. Do vyhled�ava��h man�evr�u st�ale zahrnujeme i voln�yparametr �. Prinip vyhled�av�an�� t�ehto parametr�u je postaven na minimalizai funke�2(A;�; �;�) = KXk=1�ek � xf(A;�; �;�)�k �2 ; (76)kde ek a �k jsou nam�e�ren�e hodnoty a jejih hyby, xf(A;�; �;�) jsou napo���tan�e hodnotydistribu�n�� funke s p�r��slu�sn�ymi parametry. Hodnoty x a Q2 pou�zit�e p�ri v�ypo�tu distribu�n��funke si v ka�zd�em s���tani odpov��daj�� s hodnotami, za jak�yh byly nam�e�reny hodnoty ek.Po�et m�e�ren�� K b�yv�a obvykle mnohem v�et�s��, ne�z je po�et parametr�u n vstupuj����h dov�ypo�tu hodnot xf(x;Q2).Je tedy pot�reba zvolit po��ate�n�� sadu parametr�u A, �, �, Q0 a � a pro ni napo���tat �2.Program potom funki �2 iterativn�e minimalizuje. V ka�zd�em kroku doh�az�� ke zp�resn�en��v�seh parametr�u. Program umo�z�nuje v�yvoj funke �2 i p�r��slu�sn�e hodnoty parametr�u v ka�zd�emkroku sledovat.
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Obr�azek 2: Integrandy inverzn�� Mellinovy transformae pro r�uzn�e polohy integra�n�� k�rivky.
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6 Ov�e�ren�� spr�avnosti inverzn�� Mellinovy transformaePo seps�an�� v�y�se zm��n�en�eho programu bylo vhodn�e ov�e�rit, �ze skute�n�e po���t�a to o po���tat m�a.Existuje n�ekolik postup�u, kter�ymi lze spr�avnost v�ypo�t�u kontrolovat nebo p�r��mo ov�e�rovat.Pokud jde o p�r��m�e testov�an�� spr�avnosti inverzn��ho integrov�an��, provedeme srovn�an�� n�ejak�e zvo-len�e funke s v�ysledkem inversn�� Mellinovy transformae moment�u t�eto funke. O�ek�avat budemestejn�e hodnoty. Za testova�� funki byla zvolena parametrizovan�a hrani�n�� podm��nka (54) s para-metry zvolen�ymi tak, aby pr�ae s touto funk�� simulovala v�ypo�ty prov�ad�en�e p�ri �re�sen�� na�s�� p�uvodn��evolu�n�� rovnie. V�yhodnost takov�e volby ve vztahu k na�semu �re�sen�emu probl�emu se oz�rejm��, pokudsi uv�edom��me, �ze volbou Q = Q0 ve v�yrazu (75) dost�av�ame:f(x;Q20) = 1� Z 10 dzRe hx��izAB(n+ �� 1; 1 + �)i : (77)Inverzn�� transformov�an�� moment�u hrani�n�� podm��nky evolu�n�� rovnie s vhodn�ymi parametry jetedy spei�aln��m p�r��padem oben�e inverzn�� transformae (75) vedou�� k �re�sen�� na�s�� evolu�n�� rovnie.Pro n�a�s test byla zvolena funke: g(x) = 8:6x8:5(1� x)3:94 (78)P�ri v�ypo�tu srovn�ava�� funke bylo pou�zito parametr�u A = 8:6; � = 8:5; � = 3:94;  = 2:5; � =0:377MeV a Q = Q0. V�ysledky jsou zaznamen�any v Tabule 1. V prvn��m sloupi jsou ve vybran�yhbodeh hodnoty funke g(x), ve druh�em jsou pak v odpov��daj����h bodeh invertovan�e momentyfunke g(x). Odhadovan�e hyby t�ehto v�ysledk�u jsou k nalezen�� ve t�ret��m sloupi. V posledn��msloupi jsou pak skute�n�e hyby, kter�yh jsme se p�ri inverzn�� transformai dopustili tj. jV�ysledek1-V�ysledek 2j.Uvedeme je�st�e jeden zp�usob mo�znosti ov�e�ren��, tentokr�at jen d��l���ho v�ypo�tu p�ri inverzn�� Melli-nov�e transformai. T�yk�a se napo���tan�yh moment�u (74). Je�st�e ne�z dojde k jejih zp�etn�e transfor-mai, je vhodn�e ov�e�rit, �ze maj�� odpov��daj���� vlastnosti.Z de�nie v�etv���� funke P (0)qq (x) snadno zjist��me, �ze:P (0)qq (1) = Z 10 P (0)qq (x)dx = 0: (79)Prvn�� moment v�etv���� funke P (0)qq (x) je tedy nulov�y, tud���z prvn�� moment distribu�n�� funke by m�elb�yt konstantn��.Pro p�rirozen�e momenty t�eto v�etv���� funke v�et�s�� ne�z jedna snadno nalezneme:P (0)qq (n) = 43  1 + 12 � n�1Xi=1 2i � 1n � 1n+ 1! : (80)Tento v�yraz je v�zdy z�aporn�y, tedy exponent v�yrazu as(Q2)=as(Q20) v rovnii (74) je kladn�y. Vzhle-dem k tomu, �ze je funke as(Q2)=as(Q20) v prom�enn�e Q2 klesaj���� (viz (4)), m�ely by b�yt (pro v�sehnap�rirozen�a n > 1) v prom�enn�e Q2 klesaj���� i momenty distribu�n��h funk��.
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Obr�azek 3: Prvn��h p�et p�rirozen�yh moment�u distribu�n�� funke. Podrobn�y popis je v textu.
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P�resn�e tyto vlastnosti maj�� mnou zji�st�en�e v�ysledky. Gra�ky jsou shrnuty v Obr�azku 3. Zde jevyneseno prvn��h p�et p�rirozen�yh moment�u distribu�n�� funke. P�ri v�ypo�tu byly zvoleny n�asleduj����parametry: A = 8:6; � = 0:85; � = 3:94; Q20 = 5GeV 2; � = 0:337 MeV .
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7 Krokov�e metody minimalizae v mnoha prom�enn�yhMetody minimalizae ve v��e dimenz��h jsou v�et�sinou zoben�en�ymi variantami jednodimenzion�aln��hp�r��pad�u. Nez�r��dka v�sak tato zoben�en�� sebou p�rin�a�sej�� probl�emy, kter�e n�as nut�� volit jin�e esty.7.1 S��t'ov�e hled�an�� a n�ahodn�e hled�an��P�r��kladem enormn��ho zv�y�sen�� slo�zitosti p�ri p�rehodu do prostoru vy�s�s��h dimenz�� je pou�zit�� metodyuzl�u pro funke v��e prom�enn�yh. Pro lokalizai minima s p�resnost�� 1% v p�r��pad�e jedn�e prom�enn�e jepot�reba 100 v�ypo�t�u funke. V p�r��pad�e funke 10 prom�enn�yh je u�z vy�zadov�ano 1020 napo�ten�yhbod�u. U minimaliza�� funk�� plat�� oben�e, �ze metoda, kter�a se osv�ed�ila v jednodimenzion�aln��mp�r��pad�e u�z nemus�� b�yt roz�s���ren��m do v��e rozm�er�u p�rijateln�a. Dokone ani pokud tyto metodyvylep�s��me o zp�resn�en�� vyhled�ava��h oblast�� v jednotliv�yh prom�enn�yh. Tehdy se jejih efektivitazvy�suje jen velmi pomalu a proto je vhodn�ej�s�� obr�atit pozornost na jin�e, vhodn�ej�s�� tehniky.7.2 Jednoparametrik�a variaeJeliko�z n�ami hledan�y extr�em pova�zujeme za staion�arn�� bod v n prom�enn�yh xi, bude nulovat v�sehn prvn��h deriva�� �F=�xi. Bylo by mo�zn�e pokusit se p�ri jeho hled�an�� nulovat ka�zdou derivai zvl�a�st'.

Obr�azek 4: Sh�ematik�e zn�azorn�en�� postupu p�ri minimalizai metodou jednoparametrik�e variaev p�r��pad�e funke dvou prom�enn�yh.Takov�y postup p�redstavuje pom�ern�e starou metodu jednoparametrik�e variae, kdy se po-kou�s��me hledat minimum vzhledem k jedn�e prom�enn�e a to za pomoi n�ekter�e jednodimenzion�aln��tehniky. Po skon�en�� minimalizae vzhledem k jedn�e prom�enn�e pohopiteln�e nenah�az��me mi-nimum vzhledem k jin�ym prom�enn�ym a proto je pot�reba elou proeduru st�ale opakovat. Takov�yalgoritmus nim�en�e obvykle konverguje. Ilustrovat to m�u�zeme na p�r��kladu funke dvou prom�enn�yh.Jej�� sh�ema je zn�azorn�en�e na Obr�azku 4. Uzav�ren�e k�rivky zna��� oblasti se stejnou funk�n�� hodnotou,rovn�e �useky zna��� postup p�ri minimalizai v jednotliv�yh kro��h. V prvn��m kroku hled�ame mini-mum vzhledem k prom�enn�e x1, ve druh�em vzhledem k prom�enn�e x2, ve t�ret��m op�et vzhledem k x1atd. V tomto p�r��pad�e metoda konverguje po pouh�yh �ty�reh jednoparametrik�yh minimaliza��h.18



Uva�zujme nyn�� funki reprezentovanou sh�ematem na Obr�azku 5. V tomto p�r��pad�e na�se metodapostupuje velmi pomalu. Je to zp�usobeno "rovn�ymi" �useky spojuj���� body se stejn�ymi funk�n��mihodnotami. Takov�e hov�an�� p�ri proesu minimalizae m�u�ze b�yt pova�zov�ano za ne�unosn�e pomal�e.V n�asleduj�� ��asti pop���seme n�ekolik �usp�e�sn�yh vylep�sen�� zam�e�ren�yh na eliminai pr�av�e takov�ehohov�an��.

Obr�azek 5: Shematik�e zn�arorn�en�� m�en�e p�rizniv�e varianty p�ri minimalizai metodou jednopara-metrik�e variae.7.3 Rosenbrokova metodaRosenbrok�uv algoritmus za���n�a v podstat�e �upln�e stejn�e jako jednoparametrik�a minimalizae.Pot�e o prob�ehne �upln�y yklus se v�semi prom�enn�ymi, zavede se nov�y v�yhoz�� sou�radn�y syst�ema to tak, �ze jedna z os bude ur�ena vektorem z po��ate�n��ho bodu minimalizae do konov�ehobodu jednoho yklu. Sm�er tohoto vektoru p�redstavuje pro pozd�ej�s�� v�ypo�et vhodnou volbu. Vp�r��pad�e v�y�se uveden�eho "�uzk�eho �udol��" prob��haj�� jednotliv�e kroky minimalizae v��em�en�e pod�elst�en a �usp�e�sn�e se tak vyh�yb�a "ik-ak" hov�an��. V dal�s��m yklu je jednoparametrik�a minimalizaeprovedena se sadou prom�enn�yh nov�eho sou�radn�eho syst�emu.Rosenberkova metoda je velku �u�inn�a a b�yv�a stabiln��. Se vzr�ustaj����m po�tem prom�enn�yh,jeho v�ykonnost kles�a. Nav�� ve srovn�an�� s metodami popsan�ymi pozd�eji konverguje pomaleji.7.4 Metoda simplexuJedna z nej�usp�e�sn�ej�s��h metod u�z��van�a v p�r��pad�e mnoha prom�enn�yh poh�az�� z rukou Nelderaa Meada a je zalo�zena na �utvaru simplexu. Simplex je n-dimension�aln�� �utvar ur�en�y sv�ymi n + 1vrholy. Je to kup�r��kladu troj�uheln��k ve dvou dimenz��h, �ty�rst�en ve t�reh dimenz��h apod. Simplexdal n�azev t�eto metod�e proto, �ze s funk�� v ka�zd�em kroku praujeme v jej��h n+ 1 hodnot�ah. Prolep�s�� p�redstavu se bl���ze pod��vejme na u�zit�� t�eto metody ve dvou dimenz��h. Zvolme t�ri simplexn��body (t�reba i n�ahodn�e) a vypo���tejme hodnotu funke v t�ehto bodeh. Ozna�me PH bod s nejv�et�s��funk�n�� hodnotou (pro n�a�s p�r��pad minimalizae bod nejm�en�e p�rijateln�y) a PL bod naopak s nejni�z�s��hodnotou. Budi�z P̂ t�e�zi�st�em v�seh bod�u simplexu krom�e bodu PH , tedy:19



P = 1n  n+1Xi=1 Pi � PH! (81)Z p�uvodn��ho simplexu vytvo�r��me nov�y z�am�enou bodu PH n�ejak�ym vhodn�ej�s��m bodem. Pokus��me setento bod nal�ezt zobrazen��m bodu PH ve st�redov�e symetrii podle bodu P , tedy P � = P +(P �PH).Pokud F (P �) < F (PL) , vol��me bod P �� = P + 2(P � PH). Pokud F (P �) > F (PH), vol��me bodP �� = P � 1=2(P � PH). Nejvhodn�ej�s�� bod potom v simplexu pro dal�s�� krok nahrazuje bod PH .Pokud takov�y nenalezneme, vytvo�r��me kolem bodu PL nov�y simplex.Tuto metodu je mo�zn�e p�ri hled�an�� nov�eho bodu na p�r��me PHP upravovat volbou ���seln�ehofaktoru vystupuj����m ve v�yrazu pro P ��. D�ule�zit�e je, aby tento nov�y bod nebyl p�r��li�s bl��zko P .V tom p�r��pad�e by n�a�s simplex kolapsoval do p�r��mky (nebo oben�e do nadplohy v n rozm�ern�emprostoru), o�z by znemo�znilo dal�s�� iterae.

Obr�azek 6: Zn�azorn�en�� postupu p�ri minimalizai metodou simplexu. Podrobn�y popis je v textu.Simplexn�� algoritmus je vytvo�ren tak, aby postupoval v o nejv�et�s��h kro��h. Je tedy pon�ekudm�en�e itliv�y v p�r��pad�e m�elk�yh minim. V�yhodou je v�sak nutnost jen n�ekolika v�ypo�t�u funke,obvykle jednoho nebo dvou v ka�zd�e iterai. V ka�zd�em kroku se postupuje v nejvhodn�ej�s��m sm�eru- od nejvy�s�s�� hodnoty do pr�um�eru nejni�z�s��h hodnot.Vhodn�ym krit�eriem konvergene pro simplexn�� metodu je rozd��l F (PH) � F (PL). Iterae jsouukon�eny pokud je tento rozd��l men�s�� ne�z n�ejak�a p�redvolen�a hodnota. Kone�n�ym krokem v�ypo�tuje potom v�ypo�et funke v P .7.5 Gradientn�� metody7.5.1 V�ypo�et deriva��Za gradientn�� metody budeme pova�zovat takov�e, kter�e u�z��vaj�� informae z velmi mal�e oblastiprom�enn�yh k ur�en�� relativn�e vzd�alen�yh bod�u. Nemus�� to nutn�e znamenat, �ze sleduj�� sm�er gradi-entu, ale gradient nebo vy�s�s�� derivae jsou p�ri v�ypo�tu n�ejak�ym zp�usobem u�zity. Mnoho v�ykonn�yhalgoritm�u n���ze uveden�yh vy�zaduj�� znalost derivae funke, minimaliza�n�� program tedy mus�� b�ytshopen na z�aklad�e kone�n�yh rozd��l�u odhadnout derivai minimalizovan�e funke.Prvn�� derivae m�u�ze b�yt odhadnuta z: 20



�F�x jx0 � F (xo + d)� F (xo)d (82)kde d je mal�e. Chyba d�ana nejni�z�s��m rozvojem Taylorova rozvoje pak bude d�ana:Æ � d2 _�2F�x2 jx0 : (83)Pohopiteln�e je v�yhodn�e uva�zovat d o nejmen�s��, ale z�arove�n tak velk�e, aby hyba p�ri v�ypo�tuF nebyla v�et�s�� ne�z pr�av�e p�redstaven�e Æ. Proto�ze druh�e derivae nejsou zn�amy, nen�� mo�zn�e nal�eztoptim�aln�� d. Je tedy nutn�e zapojit intuii a �sikovn�e ho odhadnout.Mnohem bezpe�n�ej�s�� bude zvolit body symetriky na ka�zd�e stran�e x0:�F�x jx0 � F (xo + d)� F (xo � d)2d ; (84)v tomto p�r��pad�e je hyba Æ ve druh�em �r�adu nulov�a a �len nejni�z�s��ho �r�adu rozvoje je �um�ern�y t�ret��derivai. Nev�yhodou t�eto metody je, �ze vy�zaduje 2n vol�an�� funke pro odhad prvn��h n deriva��narozd��l od asymetrik�e metody, kdy jih je ke stejn�emu �u�elu zapot�reb�� jen n + 1 (nebo jen n,pokud ji�z zn�ame F (x0)). V�yhodou je naopak fakt, �ze druhou derivai dost�av�ame jako meziv�ysledekv�ypo�tu prvn�� derivae: �F�x jx0 � F (xo + d) + F (xo � d)� 2F (x0)d2 ; (85)7.5.2 Nejstrm�ej�s�� sp�adPokud zn�ame prvn�� derivae minimalizovan�e funke, je p�rirozen�e vydat se p�ri hled�an�� minima vesm�eru z�aporn�e vzat�eho gradientu, nebot' to je sm�er ve kter�em funke kles�a nejryhleji. Tento postuppou�zil ji�z p�red 130 lety Cauhy.Tato metoda sest�av�a ze s�erie jednodimenzion�aln��h minimaliza�� ka�zd�a ve sm�eru nejstrm�ej�s��hopoklesu funke v bod�e, kde se hled�an�� po���n�a. Sm�er gradientu pohopiteln�e nez�ust�av�a konstantn��,je tedy nutn�e po���tat s mnoha iteraemi.7.5.3 Newtonova metodaUva�zujme obenou kvadratikou funki. Tu m�u�zeme minimalizovat jen pokud budeme m��t k dis-pozii hodnoty funke, jej�� prvn�� i druhou derivai. Kvadratikou funki nap���seme jako:F (x) = F (x0) + gT _(x� x0) + 12(x� x0)TG(x� x0); (86)kde gradient g je vypo�ten v bod�e x0 a matie G druh�e derivae je konstanta. Potom je minimumd�ano: xm = x0 �G�1g = x0 � V g; (87)kde jsme inverzn�� matii druh�e derivae ozna�ili V . To je v podstat�e v��edimension�aln�� ekvivalentkvadratik�e interpolae. K v�yhod�am pat�r�� fakt, �ze jednotliv�e itera�n�� kroky nemohou b�yt libovoln�edlouh�e, jsou toti�z p�resn�e ur�eny touto metodou. V�yhodou je i skute�nost, �ze sm�er p�ri hled�an�� nen��v�zdy pevn�e dan�y gradientem, ale b�yv�a korelov�an sm���sen�ymi druh�ymi derivaemi.21



K z�apor�um pat�r�� skute�nost, �ze metoda diverguje, pokud je matie G (nebo V ) pozitivn�e de-�nitn��. P�resto je to velmi �u�inn�y n�astroj a mnoho u�zite�n�yh algoritm�u je na Newtonov�e metod�ezalo�zena.7.5.4 Konjugovan�e sm�eryVektory di a dj nazveme konjugovan�e vzhledem k pozitivn�e de�nitn�� symetrik�e matii A, pokud:dTi Adj = 0 pro i 6= j: (88)Pokud by A byla jednotkov�a matie, byly by tyto konjugovan�e vektory ortogon�aln��. Konjugaitedy m�u�zeme pova�zovat za zoben�en�� ortogonality. Mno�zina n konjugovan�yh vektor�u generujen-dimension�aln�� prostor, tedy libovoln�y vektor toho toho prostoru m�u�zeme zapsat jako line�arn��kombinai n konjugovan�yh vektor�u. Sadu konjugovan�yh vektor�u m�u�zeme zkonstruovat pomo��Gram-Smidtova ortogonaliza�n��ho proesu. Zvolme si libovoln�y vektor d1. Potom je snadn�e ov�e�rit,�ze vektor d2 = Ad1 � dT1AAd1dT1Ad1 d1 (89)je konjugovan�y k vektoru d1. Tento proes m�u�zeme zopakovat a z��skat tak vektor d3, kter�y budekonjugovan�y k d1 i d2. Takto byhom mohli pokra�ovat. Z��skali byhom n konjugovn�yh vektor�ufd1; d2; :::; dng.Takov�e vektory pro n�as budou z hlediska minimalizae zaj��mav�e, pokud budou konjugovan�evzhledem k matii druh�e derivae G. V takov�em p�r��pad�e se d�a uk�azat, �ze posloupnost lin�arn��hminimaliza�� v ka�zd�em z n konjugovan�yh sm�er�u minimalizuje obenou kvadratikou funki nprom�enn�yh. Tuto skute�nost m�u�zeme snadno p�redv�est. Uva�zujme kvadratikou fuki:F (x) = F (0) + gTx+ 12xTGx (90)a n vektor�u konjugovan�yh vzhledem ke G:dTi Gdj = 0; i 6= j: (91)Vektory x a g m�u�zeme vyj�ad�rit jako line�arn�� kombinaex = Xi yidi (92)g = Xi idi: (93)Na�s�� obenou kvadratikou funki tedy m�u�zeme nyn�� ps�at jako:F (x) = F (0) +  Xi idTi !0�Xj yjdj1A+ 12  Xi yidTi !G0�Xj yjdj1A (94)Pokud nyn�� posledn�� �len p�reskup��me do dvojn�e sumy, vypadnou kv�uli konjuga�n�� podm��ne �leny,pro kter�e i 6= j. Posledn�� v�yraz tedy m�u�zeme zjednodu�sit:22



F (x) = F (0) +Xi Xj idTi djyj + 12Xj y2jdTj Gdj (95)= Xj �bjyj + b0jy2j� (96)kde bj =Xi idTi dj (97)a b0j =X dTj Gdj (98)jsou konstanty. Vyj�ad�ren��m kvadratik�e funke v prom�enn�e y m��sto x jsme ji rozd�elili na sumunez�avisl�yh kvadratik�yh funk�� jedn�e prom�enn�e. Minimalizae vzhledem k yi pak bude nez�avisl�ana minimalizai v ostatn��h kojugovan�yh sm�ereh.Lze nam��tnout, �ze pro konstuki konjugoavn�yh vektor�u je zapot�reb�� znalost matie druh�ederivae G a tehdy lze okam�zit�e pou�z��t Newtonovu metodu. U�zite�nost u�zit�� konjugovan�yh vektor�uv�sak spo���v�a v tom, �ze existuj�� metody umo�z�nuj���� jejih v�ypo�et bez �uvodn�� znalosti el�e matieG. Jeliko�z n�am jde o v�ypo�et v�seh konjugovan�yh vektor�u, p�ujde z�rejmn�e o postupy, ve kter�yhbudeme znalost matie G suplovat ekvivaletn��mi informaemi. Nim�en�e, takov�y postup umo�z�nujezpraov�avat informae pro minimalizai pr�ub�e�zn�e a to se u zvl�a�st�e u rozs�ahl�yh v�ypo�t�u osv�ed�uje- takov�e algoritmy b�yvaj�� stabiln�ej�s��.7.5.5 Konjugovan�e gradientyPokud jsou zn�am�e prvn�� derivae minimalizovan�e funke, lze u�z��t velmi elegantn�� metodu konju-goavn�yh gradient�u. P�redpokladejme, �ze je funke vypo�tena ve dvou bodeh x0 a x1. Uva�zujmenyn�� rozd��ly: �x = x1 � x0 (99)�g = g1 � g0: (100)Pokud uva�zujeme kvadratikou funki s mati�� druh�yh deriva�� G, potom plat��:�g = G�x: (101)Libovoln�y vektor d1 ortogon�aln�� k �g je konjugovan�y k �x, nebot:dT1�g = dT1G�x = 0: (102)M�ame tedy n�avod na v�ypo�et konjugovan�yh vektor�u bez znalosti G zalo�zen�e na zm�en�e gradientuv n�ejak�em zvolen�eho sm�eru.Za po��ate�n�� sm�er vol��me d0 = �g0, tedy sm�er nejstrm�ej�s��ho sp�adu v po��ate�n��m bod�e x0.Ozna�me minimum nalezen�e v tomto sm�eru jako x1 a gradient v tomto sm�eru jako g1. Dal�s��23



vyhled�ava�� sm�er bude d�an vektorem od kter�eho po�zadujeme, aby byl konjugovan�y k d0. Mus��b�yt line�arn�� kombina�� vektor�u, kter�e m�ame v danou hv��li k dispozii, konkr�etn�e:d1 = �g1 + bd0: (103)Podm��nka konjugae d�av�a: dT1Gd0 = dT1G(x1 � x0) = 0 (104)nebo (�gT1 + bdT0 )Gd0 = (�gT1 � bgT0 )((g1 � g0) = 0: (105)Proto�ze x1 je minimum nelezen�e ve sm�eru d0 = �g0, bude sm�er g0 ortogon�aln�� ke gradientu funkev bod�e x1, tedy gT1 g0 = 0. Potom pro koe�ient b dost�av�ame:b = gT1 g1gT0 g0 : (106)Tedy nov�y sm�er bude d�an konjugovan�ym vektorem:d1 = �g1 + gT1 g1gT0 g0 d0: (107)T��mto zp�usobem m�u�zeme vygenerovat n navz�ajem konjugovn�yh vektor�u, p�ri�em�z i-t�y bude m��ttvar: di+1 = �gi+1 + gTi+1gi+1gTi gi di: (108)8 V�ysledky a z�av�eryV n�asleduj���� kapitole shrneme v�ysledky, kter�e byly z��sk�any pomo�� vypraovan�eho programu. Nej-prve p�redvedeme n�ekter�a �re�sen�� evolu�n�� rovnie (55), pote v�ysledky �tov�an�� t�ehto �re�sen�� na ex-periment�aln�� data.Program umo�z�nuje pro zadanou po��ate�n�� podm��nku numeriky napo���tat hodnotu distribu�n��funke pro libovoln�e x a Q2. V�ypo�tem dostate�n�eho po�tu takov�yh hodnot lze z��skat p�redstavuo pr�ub�ehu funk�� �re�s����h p�r��slu�snou evolu�n�� rovnii. D�ule�zit�y pro n�as bude p�redev�s��m harakterv�yvoje distribu�n�� funke (jako funke v x) v Q2. Nyn�� si p�redstav��me konkr�etn�� v�ysledky. NaObr�azku 7. je zn�azorn�ena z�avislost distribu�n��h funk�� �re�s����h rovnii (55) na x pro r�uzn�e hodnotyQ2, na Obr�azku 8. jsou potom vyzna�eny z�avislosti na Q2 pro r�uzn�a x. Zvolen�y rozsah x i Q2 je podmo�znostmi sou�asn�yh uryhlova��u, nim�en�e mnou zji�st�en�e v�ysledky se sna�z�� m��t pouze ilustrativn��harakter a pro ten �u�el jsou dosta�uj����.D�ule�zit�e je, �ze je z t�ehto v�ysledk�u patrn�a jedna zaj��mav�a vlastnost distribu�n��h funk��. Promal�a x jsou to klesaj���� funke v Q2, kde�zto pro velk�a x jsou v Q2 funkemi klesaj����mi. Fyzik�aln��vysv�etlen�� t�eto skute�nosti je n�asleduj����. S rostou��m p�redan�ym kvadr�atem �ty�rhybnosti Q2 sezv�et�suje rozli�sova�� shopnost experimentu. To znamen�a, �ze to, o se n�am p�ri men�s��m Q2 jevilojako jeden parton nesou�� nap�r. 10 GeV 2 se n�am p�ri v�et�s��m p�redan�em �ty�rimpulsu jev�� jako shluk24



nap�r��klad dvou parton�u, z nih�z ka�zd�y nese energii 5GeV 2. Je tedy z�rejm�e, �ze v�yskyt parton�unesou��h men�s�� pod��ly elkov�e �ty�rhybnosti nukleonu s rostou��m Q2 roste, kde�zto v�yskyt parton�unesou��h v�et�s�� pod��ly elkov�e �ty�rhybnosti s rostou��m Q2 kles�a.Nyn�� obr�at��me pozornost na v�ysledky �t�u. Experiment�aln�� data byla z��sk�ana z adresy [7℄. Prominimalizai funke �2(A; �; �; �) byly pou�zity dv�e metody, Nelderova a Meadova simplexn��metoda ( v��e kapitola ?.) a metoda konjugovan�yh gradient�u (v��e kapitola 2.). Postup v�yvoje mi-nimalizae obou metod je zaznamen�an v P�r��loze 1. a v P�r��loze 2. Jsou v nih zaznamen�any jednotliv�eitera�n�� kroky. V ka�zd�em z nih doh�az�� k nalezen�� nov�yh hodnot parametr�u, kter�e sni�zuj�� hodnotufunke �2. V obou metod�ah se uk�azalo velmi u�zite�n�e p�rede�novat parametr A ve v�yrazu (54)na A2. Minimalizovan�a funke se st�av�a itliv�ej�s�� na zm�enu tohoto parametru. V p�r��pad�e metodykonjugovan�yh gradient�u nav�� tento parametr vstupuje do v�seh slo�zek gradientu (p�uvodn�e bylajedna slo�zka gradientu na tomto parametru nez�avisl�a). To v�sehno p�risp�elo k v�yrazn�emu zlep�sen��v�ysledk�u minimaliza�� v p�r��pad�e jedn�e i druh�e metody. Ob�ema metodami bylo dosa�zeno tak�rkastejn�e minim�aln�� hodnoty � = 75. Takov�y v�ysledek m�u�zeme s ohledem na zvolenou parametrizaipova�zovat za uspokojiv�y. Odli�snost je jen v hodnot�ah parametr�u, v nih�z je toto minimum nabyto.Na s�erii obr�azk�u 9.-19. je proveden �t �re�sen�� evolu�n�� rovnie na experiment�aln�� data pro r�uzn�ehodnoty Q2. Byly pou�zity hodnoty parametr�u zji�st�en�e metodou konjugovan�yh vektor�u, tedy A =2:414, � = 0:707, � = 3:301 a � = 0:081 MeV ; Q2 = 5 GeV 2. V t�ehto grafeh je tak�e zaznamen�anv�yvoj p�ri proesu �tov�an��. Je zn�azorn�en p�reru�sovan�ymi k�rivkami, kter�e p�redstavuj�� �re�sen�� evolu�n��rovnie odpov��daj���� parametr�um zvolen�ym na po��atku minimalizae a napo���tan�ym parametr�umz 9-t�e iterae (�2 = 2766).
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V�ysledek 1 V�ysledek 2 Odhadovan�a Skute�nahyba hyba33.9605 34.1589 0.0000 0.198518.4426 18.4489 0.0338 0.006313.4200 13.4200 0.0002 0.000010.6406 10.6366 0.0000 0.00408.7917 8.7893 0.0000 0.00247.4395 7.4380 0.0000 0.00146.3923 6.3935 0.0177 0.00125.5498 5.5491 0.0055 0.00074.8538 4.8543 0.0024 0.00064.2672 4.2667 0.0020 0.00063.7656 3.7662 0.0019 0.00053.3318 3.3316 0.0020 0.00022.9531 2.9529 0.0020 0.00022.6203 2.6206 0.0021 0.00032.3262 2.3262 0.0022 0.00002.0651 2.0648 0.0022 0.00031.8325 1.8325 0.0023 0.00001.6247 1.6249 0.0024 0.00021.4388 1.4388 0.0025 0.00001.2721 1.2719 0.0026 0.00021.1226 1.1225 0.0028 0.00010.9885 0.9885 0.0029 0.00010.8681 0.8682 0.0000 0.00020.7601 0.7601 0.0000 0.00010.6633 0.6632 0.0000 0.00010.5766 0.5765 0.0000 0.00010.4991 0.4991 0.0000 0.00010.4301 0.4301 0.0000 0.00010.3686 0.3687 0.0000 0.00010.3140 0.3141 0.0000 0.00010.2658 0.2658 0.0000 0.00000.2234 0.2233 0.0000 0.00010.1861 0.1860 0.0000 0.00010.1537 0.1536 0.0000 0.00010.1255 0.1255 0.0000 0.00000.1013 0.1014 0.0000 0.00010.0806 0.0807 0.0000 0.00010.0631 0.0632 0.0000 0.0001Tabulka 1: Ov�e�ren�� spr�avnosti inverzn�� Mellinovy transformae. Jako testova�� funke byla zvolena8:6x0:85(1�x)3:94. V prvn��m sloupi jsou hodnoty t�eto funke zji�st�en�e p�r��m�ym v�ypo�tem, ve druh�emjsou potom invertovan�e momenty t�eto funke. Tabulka je je�st�e dopln�ena o odhad hyb p�ri inverzn��mtransformov�an�� a o skute�n�e hyby, kter�yh jsme se v�ypo�tu dopustili.26



Obr�azek 7: Vypo�ten�e z�avislosti distribu�n�� funke na x pro r�uzn�e hodnoty Q2.
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Obr�azek 8: Vypo�ten�e z�avislosti distribu�n�� funke na Q2 pro r�uzn�e hodnoty x.
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Obr�azek 9: Srovn�an�� experiment�aln��h dat pro FNS p�ri Q2 = 1:26 GeV 2 s hodnotami vypo�ten�ymi�re�sen��m evolu�n��h rovni s postupn�e zp�res�novan�ymi parametry A; �; � a �.
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Obr�azek 10: Srovn�an�� experiment�aln��h dat pro FNS p�ri Q2 = 2:0 GeV 2 s hodnotami vypo�ten�ymi�re�sen��m evolu�n��h rovni s postupn�e zp�res�novan�ymi parametry A; �; � a �.
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Obr�azek 11: Srovn�an�� experiment�aln��h dat pro FNS p�ri Q2 = 3:16 GeV 2 s hodnotami vypo�ten�ymi�re�sen��m evolu�n��h rovni s postupn�e zp�res�novan�ymi parametry A; �; � a �.
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Obr�azek 12: Srovn�an�� experiment�aln��h dat pro FNS p�ri Q2 = 5:01 GeV 2 s hodnotami vypo�ten�ymi�re�sen��m evolu�n��h rovni s postupn�e zp�res�novan�ymi parametry A; �; � a �.
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Obr�azek 13: Srovn�an�� experiment�aln��h dat pro FNS p�ri Q2 = 7:94 GeV 2 s hodnotami vypo�ten�ymi�re�sen��m evolu�n��h rovni s postupn�e zp�res�novan�ymi parametry A; �; � a �.
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Obr�azek 14: Srovn�an�� experiment�aln��h dat pro FNS p�ri Q2 = 12:59 GeV 2 s hodnotamivypo�ten�ymi �re�sen��m evolu�n��h rovni s postupn�e zp�res�novan�ymi parametry A; �; � a �.
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Obr�azek 15: Srovn�an�� experiment�aln��h dat pro FNS p�ri Q2 = 19:95 GeV 2 s hodnotamivypo�ten�ymi �re�sen��m evolu�n��h rovni s postupn�e zp�res�novan�ymi parametry A; �; � a �.
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Obr�azek 16: Srovn�an�� experiment�aln��h dat pro FNS p�ri Q2 = 31:62 GeV 2 s hodnotamivypo�ten�ymi �re�sen��m evolu�n��h rovni s postupn�e zp�res�novan�ymi parametry A; �; � a �.
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Obr�azek 17: Srovn�an�� experiment�aln��h dat pro FNS p�ri Q2 = 50:12 GeV 2 s hodnotamivypo�ten�ymi �re�sen��m evolu�n��h rovni s postupn�e zp�res�novan�ymi parametry A; �; � a �.
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Obr�azek 18: Srovn�an�� experiment�aln��h dat pro FNS p�ri Q2 = 79:43 GeV 2 s hodnotamivypo�ten�ymi �re�sen��m evolu�n��h rovni s postupn�e zp�res�novan�ymi parametry A; �; � a �.
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Obr�azek 19: Srovn�an�� experiment�aln��h dat pro FNS p�ri Q2 = 125:89 GeV 2 s hodnotamivypo�ten�ymi �re�sen��m evolu�n��h rovni s postupn�e zp�res�novan�ymi parametry A; �; � a �.
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