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Dùle¾itým prostøedkem ke studiu hadronový
h srá¾ek jsou tzv. disperzní rela
e, 
o¾ je integrálnívztah mezi reálnou a imaginární èástí amplitudy rozptylu. Jsou vlastnì vyjádøením analyti
ký
hvlastností amplitudy rozptylu v komplexní rovinì energie nebo jiné kinemati
ké promìnné; pøijeji
h odvození je vyu¾ito známý
h nebo pøedpokládaný
h informa
í o rozlo¾ení, poloze a povazesingularit amplitudy rozptylu v pøíslu¹né komplexní rovinì.Prudký rozvoj te
hniky ury
hlovaèù a mo¾nost dosa¾ení velmi vysoký
h srá¾kový
h energiíobrátil pozornost teoretikù ke studiu disperzní
h rela
í v oblasti extrémnì vysoký
h energií a kodvození tzv. asymptoti
ký
h teorémù, tj. korela
í mezi rozptylovými velièinami pøi limitnì vy-soký
h energií
h. Ukázalo se také, ¾e v této oblasti lze za urèitý
h pøedpokladù nahradit stan-dardní disperzní rela
e vztahem, v nìm¾ disperzní integrál je aproximován výrazem obsahují
ímjednu nebo ví
e deriva
í imaginární nebo reálné èásti amplitudy. Tato prá
e se zabývá vlastnostmidisperzní
h rela
í standardního i diferen
iálního typu a podmínek jeji
h platnosti a prakti
ké po-u¾itelnosti.Text je èlenìn na tyto èásti:První ètyøi kapitoly pojednávají o základní
h pojme
h, se kterými budeme v této prá
i za-
házet. V 1.kapitole se seznámíme se za
hovávají
ími se velièinami srá¾ek a poètem nezávislý
hparametrù, kterými jsou jednotlivé srá¾ky urèeny a dále budeme tyto parametry blí¾e konkretizo-vat pro binární srá¾ky. V dal¹í kapitole si nì
o øekneme o S-mati
i a zavedeme pojem amplitudyrozptylu. Ve tøetí kapitole si de�nujeme pojem disperzní rela
e a ve ètvrté si povíme o vlastnoste
hamplitud rozptylu.V 2.èásti prá
e nejprve odvodíme tvar diferen
iální
h disperzní
h rela
í se zøetelem na omezují
ípøedpoklady, které dosazovaná funk
e musí splòovat. Ty pak dále budeme spe
i�kovat a povíme sitaké nì
o o limitním tvaru disperzní
h rela
í v pøípadì vysoký
h energií. Na závìr uvedeme nìkteréu¾ívané parametriza
e a projekty, ve který
h se s touto problematikou setkáváme.Zvlá¹tní podìkování patøí Janu Fis
herovi za vydatnou pomo
 pøi vzniku této prá
e.
1 Úvodní kapitoly1.1 Kinematika binární
h srá¾ekPro hledání a studium vlastností elementární
h èásti
 jsou nejpodstatnìj¹í 2 základníexperimenty:- rozpad 1 èásti
e na jiné èásti
e, 
o¾ s
hemati
ky zapisujemea! b1 + b2 + :::+ bn- srá¾ka 2 èásti
 za pøípadného vzniku dal¹í
h èásti
; to zapisujeme jakoa1 + a2 ! b1 + b2 + ::: + bn;2



eventuelnì (pokud se v kon
ovém stavu na
házejí i èásti
e stavupoèáteèního) napø.a1 + a2 ! a1 + a2 + b3 + ::: + bn:Pøitom n znaèí poèet èásti
 v kon
ovém stavu. Je-li v posledním s
hématun = 2, nazýváme srá¾ku pru¾nou.Ve zkoumaný
h pro
ese
h se èasto musíme oprostit od v¾itý
h pøedstav o reálnémsvìtì, získaný
h na základì ka¾dodenní zku¹enosti. Za ka¾dý
h okolností zùstáváza
hováno jen nìkolik nejzákladnìj¹í
h prin
ipù. Mezi tyto prin
ipy patøí zákonyza
hování energie, hybnosti, momentu hybnosti a elektri
kého náboje. Proto jednímz hlavní
h prostøedkù u¾ívaný
h k popisu elementární èásti
e je ètyøvektor energie-hybnosti (ètyøhybnost) p = (p0;�!p ), pro jeho¾ slo¾ky platíp0 = q�!p 2 +m2; (1)kdem je klidová hmotnost dané elementární èásti
e (pou¾íváme pøirozenou soustavujednotek, v ní¾ 
 = 1).Pøi studiu srá¾kový
h pro
esù mezi elementárními èásti
emi v¹ak bylo zji¹tìno, ¾ese za
hovávají i dal¹í, v jiný
h obore
h fyziky nepou¾ívané velièiny, jako je baryonovéa leptonové èíslo, podivnost aj. Ty jsou de�novány takto: baryonové èíslo baryonù[9℄ je rovno jedné, jeji
h antièásti
e ho mají rovno minus jedné a pro ostatní èásti
eje nulové. Obdobnì jsou zavedena také leptonová èísla. Podivnost souvisí s tzv.podivnými èásti
emi, jimi¾ se zde podrobnìji zabývat nebudeme.V dal¹ím se budeme zabývat takovými pro
esy, pøi ni
h¾ se srazí 2 èásti
e avzniknou jiné 2 èásti
e (mohou být i stejné jako èásti
e pùvodní). Takovéto pro
esynazýváme binární. Budeme pro jednodu
host pøedpokládat, ¾e v¹e
hny zúèastnìnéèásti
e mají nulový spin. Mají-li nìkteré èásti
e spin nenulový, je pøíslu¹ný pro
espopsán vìt¹ím poètem amplitud rozptylu (blí¾e o tomto pojmu - viz následují
íkapitola).K popisu binární
h srá¾ek je dùle¾ité znát 4-hybnosti v¹e
h zúèastnìný
h èásti
.Oznaèíme je postupnì p1, p2, �p3 a �p4. Podle zákonù za
hování energie a hybnostimusí platit p1 + p2 + p3 + p4 = 0: (2)Oznaèíme-li pi = (pio;�!pi ); i = 1; 2; 3; 4, tento vztah pøejde vp10 + p20 + p30 + p40 = 0 (3)a �!p1 +�!p2 +�!p3 +�!p4 = 0: (4)3



Hodnoty slo¾ek ètyøhybností jsou urèeny hodnotami nezávislý
h parametrù, je-ji
h¾ poèet se mìní podle typu srá¾ky, resp. rozpadu, tedy podle poètu a typu vý-
hozí
h a kon
ový
h èásti
. Vstupují-li do pro
esu 2 èásti
e a n èásti
 z nìho vzejde,pak ve ètyøhybnoste
h vystupuje 
elkem 4(n+2) slo¾ek. Pøitom víme, ¾e mezi nimiplatí n + 2 vztahù typu (1). Dal¹í vzájemné závislosti jsou dány invarian
emi vùèitransla
ím a rota
ím, které mohou a nemusí být nezávislé. Za pøedpokladu, ¾e tomutak je, potom rozdíl poètu slo¾ek ètyøhybností a jeji
h vzájemný
h závislostí a in-varian
í udává poèet nezávislý
h parametrù. Od 4(n + 2) slo¾ek ètyøhybností tedyodeèteme tyto polo¾ky:- n+ 2 vztahù mezi energií, hybností a hmotou (vztah (1))- 
elkem 4 zákony za
hování energie a hybnosti- invarian
e vùèi transla
ím podél (3 stupnì volnosti)- invarian
e vùèi rota
ím ve tøe
h dimenzí
h (3 Eulerovy úhly)Celkem tedy dostáváme 3n� 4 velièin které, jak lze ukázat volbou spe
iální
h sys-témù souøadni
, jsou pro n � 2 opravdu nezávislé.Zavedením vztahù (2),(3) a (4) dostáváme 
elkem 16 na sobì závislý
h parame-trù. Z pøed
hozího odstav
e plyne, ¾e jen 2 z ni
h jsou nezávislé. Za tyto parametryse obvykle volí nìkteré z následují
í
h velièin:s = (p1 + p2)2 = (p3 + p4)2; (5)t = (p1 + p3)2 = (p2 + p4)2 (6)a u = (p1 + p4)2 = (p2 + p3)2: (7)Zjistíme závislost tì
hto velièin na hybnoste
h a energií
h jednotlivý
h èásti
 vtì¾i¹»ové soustavì.Víme, ¾e v tì¾i¹»ové soustavì platí�!p1 +�!p2 = �!p3 +�!p4 = 0; (8)tedy hybnost èásti
 vstupují
í
h do srá¾ky je stejná, ale opaènì orientovaná. Zevztahu (8) lze za pou¾ití vztahu (5) snadno odvodit, ¾e s je kvadrát tì¾i¹»ové energie.Kromì toho pro jednotlivé velièiny vy
házís = (p1 + p2)2 = p21 + 2p1p2 + p22 = m21 +m22 + 2p10p20 + 2�!p12; (9)t = (p1 + p3)2 = p21 + 2p1p3 + p23 = m21 +m23 + 2p10p30 � 2�!p1�!p3 ; (10)a u = (p1 + p4)2 = p21 + 2p1p4 + p24 = m21 +m24 + 2p10p40 � 2�!p1�!p3 ; (11)4



kde mi; i = 1; 2; 3; 4 jsou hmotnosti jednotlivý
h èásti
. Seètením tì
hto velièin a svyu¾itím rovnosti p20 + p30 + p40 = �p10 dostávámes+ t + u = 2�!p12 + 3m21 +m22 +m23 +m24 � 2(�!p12 +m21) = 4Xi=1m2i ; (12)tedy souèet s; t a u je (a¾ na pøíslu¹né jednotky) roven souètu kvadrátù hmotnostíjednotlivý
h èásti
. Velièiny s; t; u jsou, stejnì jako jeji
h souèet, kvadráty ètyøvek-torù, a jsou tedy relativisti
ky invariantní. Proto získaný výsledek je platný nejen vtì¾i¹»ové, ale také v libovolné soustavì.Vzájemné závislosti parametrù s; t; u lze [8℄ gra�
ky znázornit v rovinì (viz obr.1), kterou s
hemati
ky dìlíme mj. na oblasti I, II a III, ve který
h je v¾dy je-den parametr kladný a ostatní 2 jsou záporné. V oblasti I se hodnoty parametrùna
házejí, pokud je parametr s kladný a ostatní záporné. To odpovídá situa
i, kdypoèáteènímu stavu pøíslu¹ejí èásti
e 1 a 2 a stavu kon
ovému èásti
e 3 a 4. Oblasti IIodpovídá kladný parametr t a záporné parametry s; u a poèáteènímu a kon
ovémustavu pøíslu¹ejí postupnì èásti
e 1,3 a 2,4. V oblasti III, kde je kladný parametr ua parametry s; t jsou záporné, pøíslu¹ejí poèáteènímu stavu èásti
e 1; 4 a kon
ovémustavu pøíslu¹ejí èásti
e 2; 3.Zamìøme se nyní na oblast I a prostudujme 2 spe
iální pøípady v tì¾i¹»ovém sys-tému. V prvním z ni
h pøedpokládejme, ¾e v¹e
hny 4 èásti
e mají stejnou hmotnost�. Zákon za
hování energie potom dává2q�!p12 + �2 � 2q�!p32 + �2 = 0: (13)
����������������5



Odtud dostáváme, ¾e platí j�!p1 j = j�!p3 j = j�!p j. Z vý¹e odvozený
h vztahù pro jednot-livé parametry pak 
elkem snadno dostávámes = 4(�!p 2 + �2); (14)t = �2�!p 2(1� 
os#) (15)a u = �2�!p 2(1 + 
os#); (16)kde # je úhel, který svírají vektory �!p1 a �!p3 .Ve druhém pøípadì pøedpokládáme, ¾e platí m1 = m3 = M a m2 = m4 = m.Pak ze zákona za
hování energie dostanemeq�!p12 +M2 +q�!p12 +m2 = q�!p32 +M2 +q�!p32 +m2: (17)Na obou straná
h rovni
e tak máme výrazy, které jsou ryze monotónní, a proto jesplnìna pouze v pøípadì, kdy j�!p1 j = j�!p3 j = j�!p j. Za pøedpokladu, ¾e # opìt znaèíúhel mezi mezi vektory �!p1 a �!p3 , pro parametry s; t; u dostávámes = m2 +M2 + 2q�!p 2 +m2q�!p 2 +M2 + 2�!p 2; (18)t = �2�!p 2(1� 
os#) (19)a u = m2 +M2 � 2q�!p 2 +m2q�!p 2 +M2 � 2�!p 2 
os #: (20)Pro oblasti II a III lze také studovat pøesné tvary jednotlivý
h parametrù. Blí¾eje odvozovat nebudeme, jen poznamenejme, ¾e pro pøípad stejný
h hmotností prov¹e
hny èásti
e dostaneme stejné výsledky jako v oblasti I, ale v jiném poøadí projednotlivé parametry.Pro dané vzájemné pomìry hmotností jednotlivý
h èásti
 jsou fyzikální jen nì-které oblasti roviny. K jeji
h nalezení je u¾iteèné znát vztah, jeho¾ dùkaz zde uvádìtnebudeme:Oznaèíme-li h = s+ t+ u, potom platí nerovnoststu � as+ bt + 
u; (21)kde ah = (m21m22 �m23m24)(m21 +m22 �m23 �m24); (22)bh = (m21m23 �m22m24)(m21 +m23 �m22 �m24) (23)6



a 
h = (m21m24 �m22m23)(m21 +m24 �m22 �m23): (24)Pro zjednodu¹ení budeme zkoumat jen spe
iální pøípady, kdy nìkteré z hmotnostíjednotlivý
h èásti
 si jsou rovny.Jeden takový pøípad nastává napø. tehdy, kdy¾ platím1 = m3 =M a m2 = m4 = m; (25)kde M > m. Pak po dosazení do (22), (23) a (24) dostanemeh = 2(M2 +m2); a = 
 = 0 a b = (M2 �m2)2; (26)a musí platit stu � (M2 �m2)2t: (27)Tato nerovnost je automati
ky splnìna, pokud t = 0. Jinak musíme odli¹it pøípadyt > 0; su > (M2 �m2)2 a t < 0; su < (M2 �m2)2: (28)Fyzikální hodnoty parametrù s; t; u pak le¾í v oblaste
h roviny ohranièený
h køiv-kami, které odpovídají rovni
ímt = 0 a su = (M2 �m2)2 (29)
����������������(viz obr. 2). Pokud naví
 bude platit M = m, dostaneme stu � 0 a oblasti fy-zikální
h hodnot budou odpovídat oblastem vyznaèeným na obr. 3.7



����������������V pøípadì, ¾e m1 =M a m2 = m3 = m4 = m (30)a zároveò M > 3m; (31)pak dostáváme z formulí (22)-(24) vztahstu � m2(M2 �m2)2: (32)Fyzikální hodnoty pak le¾í ve vyznaèený
h oblaste
h na obr. 4.
����������������Oblasti IV , kde jsou v¹e
hny 3 parametry s; t a u kladné, odpovídá rozpad èás-ti
e s hmotností M . Takováto oblast hodnot je obe
nì pøípustná jen tehdy, pokudje jedna z hmotností m1 a¾ m4 vìt¹í ne¾ souèet ostatní
h hmotností.8



V oblaste
h pøípustný
h hodnot parametrù rozli¹ujeme 2 zvlá¹tní pøípady, a tot = 0 a u = 0. První z ni
h nazýváme rozptyl vpøed, druhý nazýváme rozptyl vzad.Zajímavá je závislost kvadrátu tì¾i¹»ové energie s na energiiE nalétávají
í èásti
ev laboratorní soustavì. Lze dokázat, ¾e je lineární. Platí toti¾ (po dosazení p10 = E)s = (p1 + p2)2 = (p10 + p20)2 � (�!p1 +�!p2)2 = (E +m2)2 ��!p12 == (E +m2)2 � (E2 �m21) = 2m2E +m21 +m22: (33)Binární srá¾ky lze uskuteèòovat dvojím zpùsobem: buï jako srá¾ky svazkù pøí-slu¹ný
h èásti
 letí
í
h proti sobì nebo jako srá¾ku jedné z èásti
 s nehybným terèem,tvoøeným druhou èásti
í. Vìt¹inou se volí první zpùsob [9℄. Pøi takto pojatém expe-rimentu toti¾ do
ílíme s vynalo¾ením podstatnì men¹í energie stejný
h efektù jakopøi druhém zpùsobu (viz tabulka). V dùkazu této pozoruhodné skuteènosti vy
há-zíme z právì odvozeného vztahu (33), z nìho¾ po dosazení klidové hmoty protonuM = m1 = m2 := 0:938GeV dostanemes = 2M(E +M); (34)kde E je energie protonu, její¾ hodnoty jsou uvedeny v pravém sloup
i tabulky,a z invarian
e parametru s. Oznaèíme-li hodnoty energie z levého sloup
e tabulkysymbolem W , mù¾eme psát s = 2M(E +M) = 4W 2: (35)
Energie jednoho z protonù Odpovídají
í energie protonuletí
í
h proti sobì kolidují
ího s nehybným terèem5 GeV 52 GeV10 GeV 212 GeV20 GeV 852 GeV30 GeV 1918 GeV50 GeV 5330 GeV100 GeV 21321 GeV200 GeV 85287 GeV500 GeV 533048 GeV1000 GeV 2132195 GeV
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1.2 Mati
e rozptylu a poru
hový rozvojV kvantové teorii je èasový vývoj systému popsán evoluèním operátorem, kterýsplòuje pøíslu¹nou pohybovou rovni
i. Èasové zmìny jsou urèeny hamiltoniánemsoustavy H a lze je popsat buï 
ele èasovým vývojem vlnové funk
e j S(t)ii ��t j S(t)i = Hj S(t)i (36)(tzv. S
hrödingerùv obraz), nebo 
ele èasovým vývojem pøíslu¹ného operátoru (tzv.Heisenbergùv obraz), kdy pozorovatelné v Heisenbergovì (AH) a S
hrödingerovì(AS) reprezenta
i spolu souvisí vztahemAH(t) = eiHtASe�iHt: (37)Èasové zmìny lze popsat také nìjakým kombinovaným zpùsobem, kdy èást H1 ha-miltoniánu H, H = H1 +H2; (38)popisuje èasovou zmìnu operátoru, a èást H2 èasovou zmìnu vlnové funk
e. V pøí-padì, ¾e èlen H1 je hamiltonián volný
h polí a èlen H2 popisuje jeji
h interak
i,H2 = Hint (pøièem¾ Hint lze 
hápat jako korek
i k H1), nazývá se tøetí zpùsob Dira-
ovým obrazem [10℄. Èlen H1 je pova¾ován za "velký" vùèi Hint, ale jednodu
hý vtom smyslu, ¾e jeho øe¹ení je známo. Mezi pozorovatelnými Dira
ovy a S
hrödinge-rovy reprezenta
e platí vztah AD(t) = eiH1tASe�iH1t (39)a pro stavy Dira
ovy a Heisenbergovy reprezenta
e platíj D(t)i = e�iHinttj Hi: (40)Platí pak i ��t j D(t)i = Hintj D(t)i: (41)V dal¹ím budeme pou¾ívat Dira
ovu reprezenta
i, ve které budeme psát j (t)i místoj D(t)i.Evoluèní operátor U , který je pro èásti
i, která se v èase t0 nalézá ve stavuj (t0)i, dán vztahem j (t)i = U(t; t0)j (t0)i: (42)Tento operátor je unitární, tzn. splòuje podmínkuU yU = I; (43)10



kde U y je operátor hermitovsky sdru¾ený k operátoru U . Dosazením do pøíslu¹nédiferen
iální rovni
e dostáváme, ¾e musí platit��tU(t; t0) = Hint(t)U(t; t0): (44)Integra
í (44) dostávámeU(t; t0) = I � i tZt0 dt0Hint(t0)U(t0; t0): (45)Dal¹ími integra
emi obdr¾íme postupnì nekoneènou øadu ve tvaru poru
hového roz-voje U(t; t0) = I � i tZt0 dt1Hint(t1) + (�i)2 tZt0 dt1 t1Zt0 dt2Hint(t1)Hint(t2) + :::::: + (�i)n tZt0 dt1 t1Zt0 dt2::: tn�1Zt0 dtnHint(t1) � ::: �Hint(tn) + ::: (46)Pøitom pøedpokládáme, ¾e n-tý èlen tohoto rozvoje, tedy èlen tvaru(�i)n tZt0 dt1 t1Zt0 dt2::: tn�1Zt0 dtnHint(t1) � ::: �Hint(tn)se limitnì blí¾í nule. K tému¾ výsledku se lze dopra
ovat iteraèním postupem, kdyve vztahu (45) na pravé stranì nejdøíve dosadíme za U jednotkovou mati
i, a potév¾dy levou stranu tého¾ vztahu.Polo¾íme-li t0 = �1 a t = +1 a oznaèímeU(+1;�1) � S; (47)dostáváme mati
i rozptylu, neboli S-mati
i. Poèáteèní stav èásti
e, tj. stav v èaset0 = �1 formálnì oznaèíme jii a jfi bude jeden z její
h kon
ový
h stavù v èaset = +1. Koe�
ienty S-mati
e pak mají tvarS� = hf jSjii (48)a výrazy jS�j2 urèují pravdìpodobnosti pøe
hodù ze stavù jii do stavù jfi.Srá¾
e èásti
, mezi kterými nepùsobí ¾ádná interak
e, odpovídá jednotková S-mati
e, tedy S� = Æ�. Koe�
ienty obe
né S-mati
e mají potom v prvním øádurozvoje tvar S(1)� = Æ� + i(2�)4Æ(4)(Pf � Pi)T�: (49)11



4-rozmìrná Æ-funk
e v tomto výrazu vyjadøuje zákon za
hování ètyøhybnosti (Pi aPf dávají souèty ètyøhybností v¹e
h èásti
 pøíslu¹ný
h daným stavùm). Koe�
ientyT� mati
e T nazýváme amplitudy rozptylu [8℄.Amplitudy rozptylu lze pou¾ít k výpoètu mìøitelný
h velièin, pravdìpodobnostipøe
hodu a úèinný
h prùøezù.Pro výpoèet pravdìpodobnosti pøe
hodu je dùle¾ité znát pøibli¾né (formální)vyjádøení Æ(4)-funk
e: Æ(4)(Pf � Pi) = 1(2�)4 Z ei(Pf�Pi)xd4x: (50)Platí zákony za
hování energie a hybnosti, tedy Pf = Pi a integra
í pro koneènýobjem a koneèný èasový interval dostávámeÆ(4)(Pf � Pi) = V t(2�)4 : (51)Pak pro nediagonální koe�
ienty platíj S(1)� j2= (2�)4Æ(4)(Pf � Pi) j T� j2 V t; (52)
o¾ pro jednotkový èas (t = 1) pøepí¹eme na tvarwi!f = (2�)4Æ(4)(Pf � Pi) j T� j2 V: (53)Na element fázového prostoruQ� d3p0�, kde � probíhá pøes v¹e
hny èásti
e v kon
ovémstavu a p0� jsou jeji
h 4-hybnosti, pøipadá Q� V d3p0�(2�)3 mo¾ný
h stavù. To vyplývá z toho,¾e pro slo¾ku hybnosti p0� a koneèný objem V = L3 platí rovnost Lp0� = 2�n�; kden� je poèet pøípustný
h stavù. Pro nekoneènì malý fázový objem tedy získámeodvozený tvar.Element pravdìpodobnosti pak budedw = (2�)4Æ(4)(Pf � Pi) j T� j2 V Y� V d3p0�(2�)3 ; (54)a pro 2-èásti
ovou srá¾ku, pøi které vzniknou jiné 2 èásti
e, dostanemedw = V 34�2 Æ(4)(Pf � Pi) j T� j2 d3p03d3p04: (55)Z elementu pravdìpodobnosti je mo¾no spoèítat diferen
iální úèinný prùøez, ne-bo» úèinný prùøez je de�nován jako podíl poètu èásti
 uskuteèòují
í
h daný typsrá¾ky, dìlený hustotou toku v¹e
h èásti
. Poèet èásti
 je úmìrný pravdìpodobnosti12



pøe
hodu. Hustota toku èásti
 je úmìrná proudové hustotì j, kterou v tì¾i¹»ovésoustavì spoèteme (v pøípadì srá¾ky 2 èásti
) ze vzor
ej = j�!p jV � 1�1 + 1�2� ; (56)kde j�!p j = j�!p1 j = j�!p2 j je velikost hybnosti obou èásti
 a �1 a �2 jsou jeji
h energie.Pro diferen
iální úèinný prùøez d� pak bude platitd� = dwj (57)a po dosazení d� = V 44�2j�!p jÆ(4)(Pf � Pi) j T� j2 �1�2(�1 + �2)d3p03d3p04: (58)V pøípadì rozpadu 1 èásti
e na èásti
e se ètyøhybnostmi p0� v elementu fázovéhoprostoru Q� d3p0� bude mít element pravdìpodobnosti opìt tvar (54), který v pøípadìrozpadu na 2 èásti
e pøejde na tvar (55) s pozmìnìnými indexy u 4-hybnostídw = V 34�2 Æ(4)(Pf � Pi) j T� j2 d3p01d3p02: (59)Kromì diferen
iálního úèinného prùøezu lze také z koe�
ientù mati
e T spoèítattotální úèinný prùøez �tot. K nìmu dospìjeme tímto postupem:Z unitarity operátoru U plyne také unitarita operátoru S, a protoSyS = I: (60)Potom platíXn (Ænf � i(2�)4Æ(4)(Pn � Pf)T �nf)(Æni + i(2�)4Æ(4)(Pn � Pi)Tni) = Æ�; (61)kde index n probíhá pøes v¹e
hny mo¾né stavy. Podotknìme, ¾e zápisPn je zde pouzesymboli
ký, proto¾e zahrnuje také integra
i pøes v¹e
hny mo¾né hybnosti a násobenípøíslu¹nými konstantami. Ze vztahu (61) plyneT� � T �if = i(2�)4Xn Æ(4)(Pf � Pn)TfnT �in: (62)Pro imaginární èásti koe�
ientù Tii (pru¾ný rozptyl vpøed) tak dostáváme2ImTii = (2�)4Xn jTinj2Æ(4)(Pi � Pn): (63)13



Pravá strana rovni
e je vlastnì zintegrovaný vztah pro diferen
iální úèinný prùøez.Totální úèinný prùøez �tot je de�nován obdobnì, tak¾e toto vynásobíme výrazem Vja dostáváme �tot = (2�)4Vj Xn jTinj2Æ(4)(Pi � Pn) = 2Vj ImTii: (64)Tomuto vztahu øíkáme také opti
ký teorém. Jeho dùle¾itost spoèívá pøedev¹ím vtom, ¾e dává do souvislosti 2 nezávisle mìøitelné velièiny.
1.3 Problémy dynamiky pro
esù a disperzní rela
eDùle¾itým úkolem fyziky elementární
h èásti
 je najít zpùsob, jak popsat v¹e
hnydruhy silového pùsobení z hlediska jednotné teorie. V souèasné dobì pozorujeme4 druhy interak
í: silnou, slabou, elektromagneti
kou a gravitaèní [9℄. V souladus prin
ipem kalibraèní invarian
e by se v¹e
hny tyto interak
e mìly uskuteèòovatprostøedni
tvím tzv. zprostøedkují
í
h èásti
, 
harakteristi
ký
h pro jednotlivé typyinterak
í. Existen
e tì
hto èásti
 je potvrzena pro první 3 typy interak
í, graviton(zprostøedkují
í èásti
e gravitaèní interak
e) nebyl dosud úspì¹nì prokázán. Zatímse podaøilo sjednotit slabou a elektromagneti
kou interak
i do jediné teorie tzv. elek-troslabé interak
e (Weinberg, Salam, 1967-68, potvrzeno 1983). Úspì¹nì je na ka-libraèním prin
ipu budována i teorie silný
h interak
í (kvantová 
hromodynamika).V souèasné dobì se úspì¹nì pra
uje na ovìøování standardního modelu - jednotnéteorie silné, slabé a elektroslabé interak
e. Ta pro pøípad elektroslabý
h interak
í vy-¾aduje existen
i Higgsovy èásti
e, která ale dosud nebyla experimentálnì prokázána.Opírá se také o existen
i kvarkù, tj. èásti
, ze který
h se skládají v¹e
hny hadrony(èásti
e 
itlivé na silnou interak
i). Tyto èásti
e byly teoreti
ky pøedpovìzeny v60.lete
h (M. Gell-Mann, Georg Zweig, 1963) a jeji
h existen
e byla zatím proká-zána pouze nepøímo, nepodaøilo se toti¾ dosud z ¾ádného hadronu vytìsnit jedinýkvark. To je mj. dùsledkem neobvyklého 
harakteru pøita¾livý
h sil mezi kvarky -rostou se zvy¹ují
í se vzdáleností. Na druhou stranu experimenty ukazují, ¾e napø.do hloubky ostøelovaný proton se 
hová jako slo¾ený ze 3 bodový
h èásti
, interpre-tovatelný
h jako kvarky.Tzv. teorie supersymetrie pøedpokládá symetrii mezi poètem kvarkù a leptonù(èásti
 neteèný
h k silné interak
i, tj. elektronù, mionù, tauonù a k nim pøíslu¹ný
hneutrin). Potom by byly mo¾né pøemìny kvarkù na leptony a naopak, 
o¾ by umo¾-òovalo existen
i pro
esù, pøi ni
h¾ by byly naru¹eny zákony za
hování leptonovéhoa baryonového èísla, napø. rozpady p! e+ + �p! � + �:14



Takovéto pro
esy jsou mo¾né za pøedpokladu, ¾e ani proton není stabilní èásti
e,ale èásti
e s velmi vysokým poloèasem rozpadu - øádovì 1030 let. Zatím v¹ak ¾ádnýrozpad tohoto typu nebyl pozorován.K prakti
kým projevùm úèinný
h prùøezù a rozpadový
h velièin se vìt¹inou po-u¾ívají poru
hové øady typu (46), které u pro
esù s elektromagneti
kou nebo slabouinterak
í vedou ji¾ v nejni¾¹í
h øáde
h k souhlasu s experimentem na mnoho dese-tinný
h míst. V pøípadì silný
h interak
í v¹ak ji¾ první korekèní èleny mají velkéhodnoty a øady nejen divergují, ale ani numeri
ky nejeví známky konvergen
e.Amplitudu rozptylu lze de�novat jako komplexní funk
i energie srá¾ky v kom-plexní rovinì energie, napø. pøi pevné hodnotì úhlu rozptylu nebo pøenosu hybnosti.Vztahy mezi její reálnou a imaginární èástí (které jsou mìøitelné) lze studovat po-mo
í tzv. disperzní
h rela
í [11℄, zalo¾ený
h na Cau
hyho integrální vìtì. Jak u¾ alebylo øeèeno, je k tomu nutné znát informa
e o singularitá
h. Jinak jsou zapotøebínìkteré dal¹í pøedpoklady.Podle Cau
hyho integrálního vzor
e platného pro holomorfní funk
e platíF (z) = 12�i Z' F (z0)z0 � zdz0; (65)kde F (z) je daná holomorfní funk
e a ' je nìjaká uzavøená køivka v Gaussovì rovinì,v jejím¾ vnitøku se èíslo z nalézá. Vzore
 mù¾eme pøepsat jakoReF (z) + i ImF (z) = �i2� Z' ReF (z0) + i ImF (z0)z0 � z dz0; (66)
o¾ pro reálné hodnoty z pøejde na tvarReF (z) + i ImF (z) = �i2� � 2P +1Z�1 ReF (z0) + i ImF (z0)z0 � z dz0 == 1�P +1Z�1 ImF (z0)� i ReF (z0)z0 � z dz0; (67)kde P znaèí hlavní hodnotu integrálu. 1 Polo¾íme-li z = x, mù¾eme psátReF (x) = 1�P +1Z�1 ImF (x0)x0 � x dx0; ImF (x) = � 1�P +1Z�1 ReF (x0)x0 � x dx0: (68)1Hlavní hodnota integrálu bRa '(z)dz je de�nována takto: na
hází-li se z0 na reálné ose, pakP bRa '(z)dz = lim"!0 z0�"Ra '(z)dz + bRz0+" '(z)dz!. V dal¹ím budeme èasto znaèení hlavní hodnotyvyne
hávat, ale budeme mít na mysli stále výraz tého¾ typu.15



Pøedpokládáme-li, ¾e platí ReF (�x) = ReF (x) (69)a ImF (�x) = �ImF (x) (70)(viz vlastnost (ii) symetri
ký
h amplitud v následují
í kapitole), mù¾eme dále psátReF (x) = 1�P +1Z0 ImF (x0)x0 � x dx0 + 1�P 0Z�1 ImF (x0)x0 � x dx0 = 1�P +1Z0 ImF (x0)x0 � x dx0+� 1�P �1Z0 ImF (x0)x0 � x dx0 = 1�P +1Z0 ImF (x0)x0 � x dx0 + 1�P +1Z0 ImF (�x0)�x0 � x dx0 == 1�P +1Z0 ImF (x0)� 1x0 � x � 1�x0 � x� dx0 = 2�P +1Z0 ImF (x0) x0x02 � x2dx0: (71)Pro konvergen
i integrálu v posledním výrazu je nutné (ale nikoli postaèují
í!), abyplatilo limx0!1 ImF (x0) = 0: (72)Tuto podmínku lze zeslabit, dosadíme-li místo F (x) výraz F (x)� F (x0) pro nìjakékonkrétní x0, tzv. subtrak
í. K tomu je zapotøebí, aby
hom znali reálnou i imaginárníèást funk
e F (x) v bodì x0. Pak mù¾eme psátReF (x)� ReF (x0) = 2� +1Z0 x0ImF (x0) 1x02 � x2 � 1x02 � x20!dx0 == 2(x2 � x20)� +1Z0 x0ImF (x0)(x02 � x2)(x02 � x20)dx0: (73)Aby konvergoval tento výraz, musí mj. platitlimx0!1 ImF (x0)x02 = 0; (74)tedy je zapotøebí slab¹í podmínka ne¾ v pøede¹lém pøípadì.Binární srá¾ka (a tedy i pøíslu¹ná amplituda rozptylu) je, jak bylo odvozeno ve2.kapitole, závislá na 2 kinemati
ký
h promìnný
h, za které mù¾eme vzít s a t.Polo¾íme-li x = s a t pone
háme pevné, bude vztah (73) tzv. disperzní rela
í v pro-mìnné s pøi pevném t, tj. vztahem mezi reálnou a imaginární èástí symetri
ké (viznásledují
í kapitola) amplitudy rozptylu. V dal¹í kapitole podrobnìji prostudujemevlastnosti funk
í splòují
í
h po¾adavky kladené na amplitudy rozptylu.16



1.4 O tøídì funk
í, do ní¾ øadíme amplitudu rozptyluPodívejme se, jaké matemati
ké vlastnosti má funk
e F (s; t) pøedstavují
í amplitudurozptylu jako funk
i s pøi pevném t. Funk
e, které mohou být vhodnými kandidátyna amplitudy rozptylu, musí vyhovovat jistým podmínkám. Rozli¹ujeme podmínkypro tzv. køí¾ovì symetri
ké a antisymetri
ké amplitudy rozptylu. Ty jsou de�noványtímto zpùsobem:Oznaèíme F�(s; t) amplitudu rozptylu zpùsobeného dopadem pøíslu¹né konkrétníèásti
e (index "+"), resp. antièásti
e (index "-") na tentý¾ terèík, pøitom s a t jsouparametry, o který
h jsme mluvili v 2.kapitole. Takto potom mù¾eme dále de�novatsudou a li
hou amplitudu rozptylu FS(s; t) a FA(s; t), pro které platíFS(s; t) = F+(s; t) + F�(s; t)2 (75)a FA(s; t) = F�(s; t)� F+(s; t)2 : (76)Zamìøme se na ty první. Tøídu funk
í, které lze dosadit za symetri
ké amplitudyrozptylu, oznaèujeme F .Døíve, ne¾ se zaèneme zabývat jeji
h vlastnostmi, si ujasníme znaèení. V dal-¹ím polo¾íme promìnnou t rovnou pevné hodnotì t0 a budeme zkoumat vlast-nosti amplitud rozptylu v závislosti na jediné promìnné s. Formálnì tedy pí¹emeF (s; t = t0) = F (s). Závislost parametru s na parametru E je v¹ak lineární (vizkapitola 2.), a proto se èasto u¾ívá zápis F (E) místo F (s).Funk
e tøídy F jako¾to funk
e komplexní promìnné splòují 7 základní
h pøed-pokladù [3℄:(i) (9K1 � 0)(FS(z) je holomorfní v DK1 � fzjjzj > K1; Im z > 0g)(ii) FS(z) = FS(�z)(8z 2 DK1)(iii) FS(z) je spojitá v DK1 (s mo¾nou výjimkou v bodì z =1).(iv) FS(z) je polynomiálnì omezena v DK1 pro z !1.(v) 17



9C;K2 > 0 : jFS(E)=(E ln2E)j � C pro ka¾dé E 2 R; E > K2.(vi) ImFS(E) � 0 pro ka¾dé E 2 R; E > K3 > 0.(vii) 1RK4 ImFS(E)E dE > 12 �R0 ReFS(K4ei')d' pro nìjaké K4 > K1.Po¾adavek (v) nìkdy nahrazujeme slab¹ím po¾adavkem (v'):limE!1FS(E)=E2 = 0:Tøídu funk
í, kde je po¾adavek (v) nahrazen po¾adavkem (v'), oznaèujeme F 0 :F � F 0.Vlastnosti (i)-(vii) tvoøí základ axiomati
ké teorie. Nìkteré z ni
h mají svùjpùvod v obe
ný
h fyzikální
h vlastnoste
h rozptylu (napø. (i),(ii) a (v)), jiné (jakonapø. spojitost (iii), omezenost (iv)) jsou voleny spí¹e za úèelem zjednodu¹ení vý-poètù.Nyní si de�nujeme dva symboly, se kterými se v dal¹ím textu budeme èastosetkávat. Jedná se o symboly �S(E) a �S(E) a jsou de�novány tìmito vztahy:�S(E) = ReFS(E)ImFS(E) ; �S(E) = ImFS(E)E :Druhý z ni
h má tedy fyzikální význam úèinného prùøezu srá¾ky, jak plyne ze vztahu(64).

18



2 Diferen
iální disperzní rela
e (DDR)Dùle¾itou pomù
kou pou¾ívanou pøi výpoètu reálné èásti amplitudy rozptylu jsou diferen
i-ální disperzní rela
e [1℄. Ty lze odvodit z integrální disperzní rela
e. Odvození se skládá z dlouhéøady elementární
h, ale pomìrnì pra
ný
h krokù, které Bronzan et al. expli
itnì neuvádìjí. Takése nezabývají otázkou, jaké podmínky má splòovat amplituda rozptylu, aby odvození bylo platné.Ei
hmann a Dronkers v¹ak dokázali [2℄, ¾e je platné pouze za znaènì omezují
í
h podmínek (mj.¾e amplituda musí být 
elistvou funk
í logaritmu energie). Ní¾e uvádíme detailní odvození.
2.1 Prakti
ké a teoreti
ké dùvody pro zavedení DDRJistým nedostatkem disperzní rela
e je skuteènost, ¾e k výpoètu hodnoty imaginárníèásti amplitudy rozptylu pro jednu hodnotu energie je zapotøebí znát reálnou èástpro v¹e
hny energie vystupují
í v disperzním integrálu (73). Nahrazení integrálu vdisperzní rela
i jeho diferen
iální aproxima
í má výhodu v tom, ¾e její u¾ití k vý-poètu reálné èásti amplitudy rozptylu nevy¾aduje znalost 
hování imaginární èástité¾e velièiny pro libovolnou energii, ale staèí pouze znát její prùbìh na jistém okolídané energie. K tomu je v¹ak na druhou stranu zapotøebí znát deriva
e v¹e
h øádùa je otázka, zda je mo¾no si za urèitý
h okolností vystaèit jen s prvním, maximálnìdruhým øádem. Ukázalo se, ¾e to lze jen v aproxima
i extrémnì vysoký
h energií. Vro
e 1965 Khuri a Kinoshita [19℄ odvodili z obe
ný
h prin
ipù platný
h pro funk
epou¾itelné k aproxima
ím amplitud rozptylu, ¾e v pøípadì neomezeného rùstu totál-ního úèinného prùøezu (velièiny pøímo úmìrné imaginární èásti amplitudy rozptylu)pøi asymptoti
ky vysoký
h energií
h je od jisté hodnoty energie reálná èást am-plitudy rozptylu vpøed nezáporná. Hodnota, v ní¾ reálná èást amplitudy rozptyluje nulová (resp. blízká nule), je øádovì srovnatelná s energií, v ní¾ má minimumtotální úèinný prùøez a zaèíná neomezenì rùst (viz obr.5). Zde se nabízí my¹lenkapøibli¾né korela
e reálné èásti a první deriva
e imaginární èásti amplitudy rozptylupøi asymptoti
ky vysoký
h energií
h. Tento teoreti
ký výsledek nabyl na své dù-le¾itosti v první polovinì sedmdesátý
h let, kdy byl pro vysoké energie pozorovánneomezený rùst úèinného prùøezu pro proton-protonové srá¾ky. My¹lenka DDR bylapoprvé pou¾ita Gribovem a Migdalem v r. 1968 [20℄.19
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Obrázek 5: Prùbìh reálné a imaginární èásti amplitudy rozptylu pøi vysoký
h ener-gií
h, pøevzato z [6℄2.2 Standardní odvozeníVe 4.kapitole jsme zjistili, ¾e platí (za pøedpokladu, ¾e s >> s0)ReFS(s; t) = K + 2s2� I; (77)kde K � ReFS(0; t) je integraèní konstanta (kterou pro zjednodu¹ení polo¾ímerovnou nule) a I = P +1Zs0 ds0 1s0(s02 � s2)ImFS(s0; t): (78)Odvodíme následují
í tvrzení:ReFS(s; t) = 2s2� P 1Zs0 ds0s0(s02 � s2)ImFS(s0; t) == s� 1Zln s0 d�0s0��1 ln 
oth 12 j�0 � �j � "�� 1 + ���0# ImFS(s0; t)s0� ! == s� tan "�2  �� 1 + �� ln s0!# ImFS(s; t)s� ! (79)20



(Poslední uvedený výraz nazýváme diferen
iální disperzní rela
e. Rovnost v¹ak platípouze za nìkterý
h dodateèný
h podmínek, ke kterým dospìjeme v prùbìhu výpo-ètu.)Odvození podle [1℄:ReFS(s; t) = 2s2� P 1Zs0 ds0s0(s02 � s2)ImFS(s0; t) == 2s2� P 1Zln s0 ImFS(s0; t)s0 e�0e2�0 � e2� d�0 = 2s2� "ImFS(s0; t)s0 Z e�0d�0e2�0 � e2� #1ln s0 �� 2s2� 1Zln s0 "d�0 ���0  ImFS(s0; t)s0 ! � Z e�0d�0e2�0 � e2� # ; (80)kde jsme polo¾ili s = e�. Tyto rovnosti jsou splnìny pouze za pøedpokladu, ¾ev¹e
hny uvedené výrazy mají po dosazení s0 =1, resp. �0 =1 koneènou hodnotu.Platí: Z e�0d�0e2�0 � e2� = � 12s ln 
oth 12 j�0 � �j (81)a tedy po dosazeníReFS(s; t) = � s� "ImFS(s0; t)s0 ln 
oth 12 j�0 � �j#1ln s0 ++ s� 1Zln s0 ln 
oth 12 j�0 � �j ���0  ImFS(s0; t)s0 !d�0 (82)Pokud výraz ImFS(s0; t) jde pro s0 ! 1 ke koneèné hodnotì, nebo alespoònediverguje pøíli¹ ry
hle, je první èlen pro vysoká s0 prakti
ky nulový. Potom platí:ReFS(s; t) = s� 1Zln s0 ln 
oth 12 j�0 � �j ���0  ImFS(s0; t)s0 !d�0 =
= s� 1Zln s0 ln 
oth 12 j�0 � �j ���0  e�0(��1) ImFS(s0; t)s0� !d�0 =21



= s� 1Zln s0 ln 
oth 12 j�0 � �je�0(��1) � "(�� 1)ImFS(s0; t)s0� + ���0  ImFS(s0; t)s0� !# d�0 == s� 1Zln s0 d�0s0��1 ln 
oth 12 j�0 � �j � "�� 1 + ���0 # ImFS(s0; t)s0� ! (83)Nyní doká¾eme druhou rovni
i, a to tak, ¾e funk
i ImFS(s0; t)s0� !po substitu
i s = e� rozvineme v Taylorovu øadu se støedem v bodì �. Budeme v¹aknaví
 pøedpokládat, ¾e tato funk
e má nekoneèný polomìr konvergen
e.ReFS(s; t) = s� 1Zln s0 d�0s0��1 ln 
oth 12 j�0 � �j "�� 1 + ���0 # ImFS(s0; t)s0� ! == s� 1Zln s0 d�0s0��1 � ln 
oth 12 j�0 � �j�
� "�� 1 + ���0 # " 1Xn=0 1n! �n��0n  ImFS(s; t)s� ! (�0 � �)n# == s 1Xn=0 1n! �n��0n  ImFS(s; t)s� ! In; (84)kde In = 1� 1Zln s0 d�0s0��1 ln 
oth 12 j�0 � �j "�� 1 + dd�0# (�0 � �)n: (85)Provedeme dal¹í úpravy roznásobováním, vytýkáním a pomo
í metody per partes:In = 1� 1Zln s0 d�0s0��1 ln 
oth 12 j�0 � �j � (�� 1)(�0 � �)n+22



+1� 1Zln s0 d�0s0��1 ln 
oth 12 j�0 � �j dd�0 (�0 � �)n == s��1� � �ln 
oth 12 j�0 � �j(�0 � �)ne(�0��)(��1)�1ln s0 ��s��1� 1Zln s0 dd�0 �ln 
oth 12 j�0 � �j(�0 � �)n� � e(�0��)(��1)d�0++ s��1� 1Zln s0 e(�0��)(��1) ln 
oth 12 j�0 � �j dd�0 (�0 � �)nd�0: (86)Dal¹í úpravy provedeme na základì vzor
e pro deriva
i souèinu 2 funk
í a potézapomo
í substitu
e y = �0 � �:In = s��1� � �ln 
oth 12 j�0 � �j(�0 � �)ne(�0��)(��1)�1ln s0 ��s��1� 1Zln s0 e(�0��)(��1)(�0 � �)n � dd�0 �ln 
oth 12 j�0 � �j�d�0 == s��1� �ln 
oth 12 j�0 � �j(�0 � �)ne(�0��)(��1)�1ln s0 ++s��1� 1Zln s0 e(�0��)(��1)(�0 � �)n 2e�0+�e2�0 � e2� d�0 == s��1� �ln 
oth 12 j�0 � �j(�0 � �)ne(�0��)(��1)�1ln s0 ++ s��1� 1Zln s0s e(��1)yynsinh y dy (87)Pokud se s0 blí¾í k 0 a 0 < � < 2 , je první èlen roven nule a dolní mez druhéhoèlenu se blí¾í �1. To lze dokázat následují
ím zpùsobem:23



Výraz v hranaté závor
e v prvním èlenu pro jednodu
host upravíme na tvarln 
oth 12 j x j xnex(��1);kde x = �0 � �: Dá se snadno zjistit, ¾e platíln 
oth 12 j x j= ln ejxj + 1ejxj � 1 : (88)Po¾adavek, který na první èlen klademe, zní, ¾e jeho funkèní hodnoty po dosazeníx = +1 nebo x = �1 jsou stejné a v absolutní hodnotì men¹í ne¾ nekoneèno pøilibovolném 
elém n � 0. Rozebereme si to tedy na jednotlivé pøípady:1) x! +1Výraz ln ejxj + 1ejxj � 1jde k nule, jak se snadno po dosazení pøesvìdèíme. U zbývají
í
h èlenù v hranatézávor
e musíme rozli¹it dal¹í pøípady.1a) � > 1Výraz xn jde k nekoneènu pro n 6= 0 a pro n = 0 je roven jedné. Výraz ex(��1) jdek nekoneènu. Setkáváme se tu tedy s násobením nuly a nekoneèna a musíme aplikovatnìjakou vhodnou metodu pro výpoèet dané limity. Pokud výraz pøevedeme do tvaruzlomku, v jeho¾ èitateli bude ln ex + 1ex � 1(absolutní hodnoty mù¾eme pro pøípad kladného x odstranit) a ve jmenovateli budepøevrá
ená hodnota výrazu xnex(��1), mù¾eme pou¾ít l'Hospitalovo pravidlo. Po jehopou¾ití a úpravì zlomku bude platitlimx!+1 ln ex+1ex�1x�ne�x(��1) = limx!+1 2e�xe2x � 1 � xn+1n+ (�� 1)x: (89)Vidíme, ¾e druhý ze zlomkù jde k nekoneènu. Aby se neblí¾il nekoneènu 
elý vý-raz, musí se první zlomek blí¾it k nule (tím ji¾ bude koneèná, v tomto pøípadìnulová hodnota limity zaji¹tìna, jak se lze snadno pøesvìdèit opìtovným pou¾itíml'Hospitalova pravidla). To je mo¾né pouze v pøípadì, ¾e � < 2. Celkovì tedy máme� 2 (1; 2).1b) � = 1 24



V tomto pøípadì je limita výrazu v hranaté závor
e rovna nule, nebo» èlen xnjde k nekoneènu pomaleji ne¾ jde èlenln ex + 1ex � 1k nule. Bude to ihned zøejmé v pøípadì, ¾e ho nahradíme zlomkem 2ex�1 , kterým holze shora omezit.1
) � < 1Také v tomto pøípadì je limita výrazu rovna nule, nebo» jde k nule také výrazex(��1) a (kladná) limita výrazu musí být men¹í nebo rovna ne¾ v pøípadì b).Prozatím jsme tedy zjistili, ¾e parametr � nesmí být vìt¹í nebo roven 2.2) x! �1V tomto pøípadì bude postup analogi
ký postupu 1), jak se lze snadno pøesvìdèit,pouze za první výraz dosadíme ln 1� ex1 + ex :Tak¾e po uva¾ování � < 1 a pou¾ití l'Hospitalova pravidla dospìjeme ke stejnémuvýrazu jako prve a zjistíme, ¾e musí platit � 2 (0; 1): Dále zjistíme, ¾e � mù¾e býttaké bez jakéhokoliv omezení vìt¹í nebo rovno 1.Celkem tedy musí platit � 2 (0; 2), jak ji¾ bylo vý¹e øeèeno. Potom ov¹em platíIn = s��1 dnd�n I0; (90)kdeI0 = 1� 1Z�1 e(��1)ysinh y dy = 1� 0Z�1 e(��1)ysinh y dy + 1� 1Z0 e(��1)ysinh y dy = 1� 0Z�1 2e(��1)yey � e�y dy++ 1� 1Z0 2e(��1)yey � e�y dy = 1� 0Z�1 2e�ye2y � 1dy + 1� 1Z0 2e(��2)y1� e�2y dy: (91)Výrazy v integrande
h lze 
hápat jako souèet nekoneèný
h øad. Proto je rozvinemea dále upravíme:I0 = � 1� 0Z�1 2e�y  1Xn=0 e2yn!dy + 1� 1Z0 2e(��2)y  1Xn=0 e�2yn!dy == 2� 1Xn=00�� 0Z�1 e(�+2n)ydy + 1Z0 e(��2�2n)ydy1A =25



= 2� 1Xn=0� �1� + 2n he(�+2n)yi0�1 + 1�� 2� 2n he(��2�2n)yi10 � == 2� 1Xn=0� �1� + 2n � 1�� 2� 2n� = 2� 1Xn=0� 12n+ 2� � � 12n+ �� == tan ��2 (�� 1)� (92)Poslední rovnost plyne z Fourierova rozvoje: lze snadno ovìøit, ¾e platí
os ax = sin a�a� + 1Xn=1(�1)n 2a sin a��(a2 � n2) 
osnx (93)a po dosazení x = �; a� = z a vydìlení sinem dostaneme
ot z = 1z + 1Xn=1� 1z + n� + 1z � n�� : (94)Vu¾ijeme-li rovnosti tan z = � 
ot(z + �2 ) a dosadíme z = �2 (� � 1), dostávámepo¾adovanou rovnost.Celkem tedy platí:ReFS(s; t) = s 1Xn=0 1n! �n��0n  ImFS(s; t)s� ! In == s� 1Xn=0 1n! �n��0n  ImFS(s; t)s� ! dnd�n �tan ��2 (�� 1)�� == s� tan "�2  �� 1 + �� ln s0!# ImFS(s; t)s� ! (95)Poslední výraz je vlastnì formální pøepis pøed
hozí sumy do úspornìj¹ího tvaru. Lzetoti¾ snadno spoèítat, ¾e sumu na levé stranì rovni
e formálnì dostaneme z výrazuna pravé stranì jako "Taylorùv rozvoj" funk
e tan h�2 (�� 1)i se støedem v bodì �pro "hodnotu" � + �� ln s0 . �Z obdobným zpùsobem de�nované integrální disperzní rela
e pro antisymetri
kouamplitudu rozptylu lze dokázat, ¾eReFA(s; t) = s� tan "�2  � + �� ln s!# ImFA(s; t)s� ! : (96)26



Pro � = 1 potom platíReFS(s; t)s = tan �2 �� ln s0! ImFS(s; t)s ! == 24�2 �� ln s0 + 13  �2 �� ln s0!3 + 215  �2 �� ln s0!5 + :::35 ImFS(s; t)s ! == 1Xn=1 an �2n�1�ln s02n�1  ImFS(s; t)s ! ; (97)kde an = 2�2n�1(22n � 1)(2n)! jB2nj; (98)pøièem¾ B2n jsou Bernoulliho èísla.Obdobnì pro antisymetri
kou amplitudu platíReFA(s; t)s = tan "�2  1 + �� ln s0!# ImFA(s; t)s ! ; (99)a podle Taylorova vzor
e pro funk
i x 
ot x tedy potom�2 �� ln s0  ReFA(s; t)s ! == � 241� 13  �2 �� ln s0!2 � 145  �2 �� ln s0!4 � :::35 ImFA(s; t)s ! : (100)
2.3 Základní vìty o DDRNyní se budeme blí¾e zabývat podmínkami, za který
h konverguje tzv. tangentnísuma, tedy rozvoj operátoru tan �2 �� ln s! ;27



vyjadøují
ího vztah mezi imaginární a reálnou èástí sudé amplitudy rozptylu, podosazení nìjaké funk
e g(ln s). K tomu úèelu zavedeme substitu
iln s = x (101)a tan �2 �� ln s! g(ln s) = tan �2 ��x! g(x) = T (x): (102)Pøi vy¹etøování konvergen
e je dùle¾itý
h nìkolik následují
í
h vìt [5℄:Vìta 1.Ne
h» g : R1 ! R1. Suma T (x) je konvergentní v bodì x 2 R1 právì tehdy,kdy¾ øada D(x) = 1Xn=1 g(2n�1)(x) (103)je konvergentní.Tato vìta má základní dùle¾itost pro øadu následují
í
h výsledkù. Co se týèeprakti
kého pou¾ití, musíme parametrizovat amplitudu rozptylu v nìjakém inter-valu energií. Tedy potøebujeme následují
í vìtu.Vìta 2.Ne
h» g : I ! R1 má v¹e
hny deriva
e v ka¾dém x 2 I; I � R1. Pokud T (x)konverguje pro v¹e
hna x 2 I � R1; potom 
elistvá funk
e komplexního x existujena I.Dùkaz vìty 1:Vyu¾ijeme Abelova kritéria:Ne
h» (an) je monotonní omezená posloupnost a ne
h» øada1Pn=1 bn konverguje, pak øada 1Pn=1 anbn také konverguje.Nejprve doká¾eme, ¾e posloupnost (an) ze sumy T (x) = 1Pn=1 ang(2n�1)(x) splòujepodmínky Abelova kritéria: Víme, ¾e platían = 2�2n�122n � 1(2n)! jB2nj = 4� (1� 2�2n)�(2n); (104)28



kde �(2n) = (2�)2n2(2n)! jB2nj je Riemannova funk
e bì¾nì de�novaná jako �(x) = 1Pn=1n�x[12℄. Pro n = 1 platí �(2) = (2�)24 � 16 = �26 := 1; 64. Mù¾eme tedy s urèitostí øí
t,¾e 1 < �(2n) < 1; 64 a �(2n) je omezenou posloupností. Pro vysoká n pak mù¾emepsátan � 4� (1�2�2n)(1+2�2n+3�2n+4�2n+O(5�2n)) = 4� (1+3�2n+O(5�2n)): (105)Tato posloupnost je pøi dostateènì vysokém n klesají
í a tudí¾ monotonní.Pøedpokládejme nyní, ¾e øada D(x) konverguje. Pak vzhledem k vlastnostemposloupnosti (an) musí podle Abelova kritéria konvergovat také øada T (x).Pøedpokládejme naopak, ¾e konverguje øada T (x). Výraz D(x) mù¾eme rozepsatjako D(x) = 1Pn=1 1anang(2n�1)(x). V Abelovì kritériu teï úlohu posloupností an a bnhrají posloupnosti ( 1an ) a (ang(2n�1)(x)) které, jak se lze snadno pøesvìdèit, splòujídané po¾adavky a øada D(x) tedy konverguje. �Tyto výsledky ukazují mimoøádnì omezenou platnost DDR pro koneènou energii:znamená to, ¾e T (x) je konvergentní v intervalu energií I � R1, pouze kdy¾ g(x) je
elistvá funk
e komplexního x a pokud dvì sumy, D(x) a E(x) = 1Pn=0 g(2n)(x), takékonvergují. Dal¹í vìta øíká, za jaký
h okolností lze funk
i g dode�novat na 
eloukomplexní rovinu.Vìta 3.Ne
h» g je funk
e regulární na oblasti B komplexní roviny. Jestli¾e sumy D(x)a E(x) konvergují pro nìjaké x = x0 2 D, pak g lze roz¹íøit na 
elistvou funk
i egidenti
kou s g na B takovou, ¾e 1Pn=0 eg(2n+1)(x) a 1Pn=0 eg(2n)(x) konvergují stejnomìrnìna ka¾dé omezené podmno¾inì komplexní roviny.Dùkaz:Pøedpoklady vìty implikují platnost Taylorova rozvoje funk
e gg(x) = 1Xn=0 1n!g(n)(x0)(x� x0)n (106)na nìjakém okolí x0. Proto¾e tento rozvoj konverguje pro ka¾dé x z komplexní roviny,funk
e g je roz¹íøitelná na 
elistvou funk
i eg. Nyní staèí dokázat jen konvergen
i sumy29



1Pn=0 eg(2n+1)(x), proto¾e dùkaz konvergen
e druhé sumy je analogi
ký. Poznamenejme,¾e vìta platí také pro sumu 1Pn=0 eg(n)(x).Oznaèíme Sn;m = 1Pk=0 g(m+2k+1)(x0) a provedeme úpravu sumyMXk=N eg(2k+1)(x) = MXk=N 1Xn=0 1n!g(n+2k+1)(x0)(x� x0)n == 1Xn=0(SM;n � SN�1;n)(x� x0)n: (107)Vezmìme komplexní x takové, ¾e j x � x0 j� R a nìjaké kladné ". Pou¾itímBolzanova-Cau
hyho kritéria pro sumy D(x) a E(x) odvodíme existen
i N0 tako-vého, ¾e j SM;n � SN�1;n j< "e�R (108)platí pro v¹e
hna M;N > N0 a ka¾dé nezáporné n. Odtud plyne, ¾ej MXk=N eg(2k+1)(x) j< "e�Rej x� x0 j < " (109)platí pro x taková, ¾e j x� x0 j� R a M;N > N0. �Nyní budeme zkoumat, v jaký
h jiný
h tvare
h lze také sumy D(x) a T (x) za-psat. O tom mluví následují
í dvì vìty.Vìta 4.Ne
h» g je 
elistvá funk
e. Jestli¾e suma D(x) konverguje pro nìjaké x 2 R1,pak D(x) = 12 1Z0 e�t[g(x+ t)� g(x� t)℄dt: (110)Dùkaz:Pro Taylorùv rozvoj funk
í g(x + t) a g(x � t) se støedem v bodì x platí nanìjakém okolí g(x+ t) = 1Xn=0 g(n)(x) tnn! ; (111)30



resp. g(x� t) = 1Xn=0(�1)ng(n)(x) tnn! : (112)Odtud snadno zjistíme, ¾e12[g(x+ t)� g(x� t)℄ = 1Xn=0 g(2n+1)(x) t2n+1(2n+ 1)! : (113)Jestli¾e má dokazovaná rovnost platit, pak také musí platit1Xn=0 g(2n+1)(x) = 1Z0 e�t 1Xn=0 g(2n+1)(x) t2n+1(2n + 1)!dt (114)Integrál na pravé stranì rovni
e má integrabilní majorantu, a proto mù¾eme prohoditsumu a integrál a dostáváme tak1Z0 e�t 1Xn=0 g(2n+1)(x) t2n+1(2n + 1)!dt == 1Xn=0 g(2n+1)(x)(2n+ 1)! 1Z0 e�tt2n+1dt = 1Xn=0 g(2n+1)(x)In; (115)kde In = 1(2n+ 1)! 1Z0 e�tt2n+1dt: (116)Integra
í per partes odvodíme, ¾e(2n+ 1)! In = [�e�tt2n+1℄10 + (2n+ 1) 1Z0 e�tt2ndt == [�e�tt2n+1℄10 � [e�tt2n℄10 + (2n+ 1)2n 1Z0 e�tt2n�1dt == (2n+ 1)(2n)(2n� 1)! In�1; (117)tedy In = In�1: (118)Proto¾e platí I1 = 1Z0 e�ttdt = [�e�tt℄10 + 1Z0 e�tdt = 1; (119)rovnost je tímto dokázána. 31



�Vìta 5.Jestli¾e g je 
elistvá funk
e a T (x) konverguje v nìjakém x 2 R1, potomT (x) = 1Z0 a(t)e�t[g(x+ t)� g(x� t)℄dt; (120)kde a(t) = 2� (1� e�2t)�1: (121)Dùkaz:Pokud polo¾íme x = ln s, dostávámeT (x) = tan �2 dd ln s! g(ln s) = 2s� 1Z0 g(ln s0)s02 � s2ds0: (122)Dosadíme-li g(ln s) = ImFS(s)=s; získáme vý¹e dokázaný vztah.Je v¹ak zapotøebí dokázat, ¾e opravdu platí1Z0 a(t)e�t[g(ln s+ t)� g(ln s� t)℄dt = 2s� 1Z0 g(ln s0)s02 � s2ds0: (123)Toho dosáhneme u¾itím substitu
eln s + t = ln s0 ) t = ln s0s ; dt = ds0s0 :Zároveò dosadíme za a(t) a obdr¾íme tak1Z0 a(t)e�t[g(ln s+ t)� g(ln s� t)℄dt = 2� 1ZS s0ss02s2 � 1 "g(ln s0)� g  ln s2s0 !# ds0s0 == 2s� 1ZS g(ln s0)s02 � s2ds0 � 2s� 1ZS g(ln s2s0 )s02 � s2ds0: (124)Nyní je zøejmé, ¾e uvedená rovnost platí, pokud� 1ZS g(ln s2s0 )s02 � s2ds0 = sZ0 g(ln s0)s02 � s2ds0: (125)32



K ovìøení zavedeme substitu
is2s0 = u) s0 = s2u ; ds0 = � s2u2du:Potom � 1ZS g(ln s2s0 )s02 � s2ds0 = � 0ZS g(lnu)s4u2 � s2  � s2u2!du = sZ0 g(lnu)u2 � s2du: (126)Zamìníme-li u za s0, vidíme, ¾e jsme získali po¾adovaný vztah. �2.4 Asymptoti
ký 
harakter DDRDiferen
iální disperzní rela
e jsou hojnì pou¾ívány v aplika
í
h na interak
e èásti
.Jeji
h prakti
ká pou¾itelnost má v¹ak své hrani
e, jak plyne z vý¹e uvedený
h vìt.Jde o to, ¾e do disperzní rela
e nedosazujeme pøesný tvar imaginární èásti ampli-tudy rozptylu ImFDS (E), ale její vysokoenergeti
kou aproxima
i ImFBS (E), pøièem¾funk
e ImFBS (E)E , tedy úèinný prùøez, je 
elistvá v argumentu lnE. Tento výraz proimaginární èást skuteèné amplitudy rozptylu ImFDS (E) tuto vlastnost nemá díkyèetným singularitám. Z tì
hto dùvodù [5, 2℄ èasto mù¾e dojít k nekontrolovatel-nému rùstu rozdílu ImFBS (E) � ImFDS (E). V dùsledku toho se pak toté¾ stane srozdílem reálný
h èástí pøíslu¹ný
h obìma hodnotám. Nejví
e se na tomto efektupodílejí nízkoenergeti
ké pøíspìvky.Uka¾me si 
elou situa
i názornìji:Oznaème �(E) = ImFBS (E)� ImFDS (E); (127)pøíslu¹ný rozdíl reálný
h èástíÆ(E) = ReFBS (E)� ReFDS (E): (128)Platí Æ(E) = Æ1(E) + Æ2(E) + Æ3(E); (129)kde Æ1(E) = 2E2� E0Z0 ImFBS (E 0)E 0(E 02 � E2)dE 0;Æ2(E) = 2E2� E1ZE0 �(E 0)E 0(E 02 � E2)dE 0; (130)33



Æ3(E) = 2E2� 1ZE1 �(E 0)E 0(E 02 � E2)dE 0:Dìlení provádíme z toho dùvodu, ¾e ve skuteènosti se srá¾ky odehrávají jen v inter-valu energií (E0; E1), proto¾e energie srá¾ky nemù¾e klesnout pod klidovou energiièásti
 a na druhou stranu nemù¾e pøevý¹it urèitou maximální mez, které lze na da-ném ury
hlovaèi dosáhnout. V tomto intervalu je tedy také tvar funk
e ImFBS (E)odvozen a dá se proto pøedpokládat, ¾e tu �(E) a v dùsledku toho i Æ2(E) budou za-nedbatelné. Obdobné to bude s pøíspìvky vy¹¹ími ne¾ E1, proto¾e s rostou
í energiíse funk
e ImFDS (E) a ImFBS (E) li¹í èím dál ménì.Obtí¾e nastanou pøi odhadu Æ1(E). Lze dokázat, ¾e pokud neplatí ImFBS (0) = 0,je tento výraz nekoneèný. O funk
i ImFBS (E) dále víme, ¾e musí splòovat nerovnostjImFBS (E)j � CE
 lnnE; (131)kde 
 2 (0; 1i; n 2 N Sf0g, tzv. Froissartovu mez (vlastnost (v) v kapitole 1.4).Z toho lze dosazením do nerovnosti a rozvinutím podle Taylorova vzor
e zjistit, ¾eplatí jÆ1(E)j � 2Cn!� 1
n+1 +O � 1E2� : (132)Z toho vidíme, ¾e výraz jÆ1(E)j roste pro vy¹¹í 
 pomaleji, a ¾e je tedy vhodné pou¾ítparametriza
i 
o nejblí¾e hrani
i splnitelnosti dané podmínky.Jednodu
hý pøíklad k ilustra
i situa
e je následují
í: Ne
h» platí�(E) = 
E�; (133)kde � 2 (0; 1i a j
j je tak malé, ¾e pøidání èlenu (133) nezpùsobí znatelnou zmìnupøesnosti �tu ImFDS . Dosazením do disperzního integrálu postupem obdobným od-vozování DDR (vztahy 91, 92) lze zjistit, ¾e platí rovnost+1Z0 ds0 s0
s02 � s2 = �2 s
�1 tan �
2 : (134)Pokud tedy E0 ! 0, vyjde námÆ(E) = �
E� 
ot���2 � : (135)Toto roste nade v¹e
hny meze pro � jdou
í k nule.Z uvedeného tedy plyne, ¾e tøída funk
í, pro které lze diferen
iální disperznírela
e pou¾ít, je velmi úzká. K dramati
ké zmìnì dojde, kdy¾ pøejdeme od koneè-nìenergeti
ký
h rela
í k vysokoenergeti
ké limitì. Existuje ¹iroké spektrum diferen-
iální
h rela
í platný
h pro vysokoenergeti
kou limitu pro velkou tøídu funk
í. V této34



limitì mù¾e napø. nìkdy být nekoneèná øada T (x) nahrazena jejím prvním èlenem.Jak u¾ bylo øeèeno, do diferen
iální disperzní rela
e je mo¾né dosadit pouzetakovou funk
i, která je 
elistvá v lnE. Jinými slovy, pro prakti
ké pou¾ití je nutné,aby platilo [4℄ ImFS(E)E = 1Xn=0(lnE � lnE0)n � an; (136)kde an; n 2 N [ f0g jsou reálné konstanty nezávislé na E. Tento závìr nás vede kzavedení parametriza
eImFS(E) = AE +BE lnE + CE ln2 E +DE�; (137)kde A;B;C;D jsou reálná èísla, � 2 (0; 1)2. Dosazením tohoto vztahu do DDRdostaneme ReFS(E) = �2BE + �CE lnE �DE� 
ot �2�: (138)Pokud v DDR pou¾ijeme jen první èlen tangen
iálního rozvoje, získáme výrazReFS(E) = �2BE + �CE lnE + �2D(�� 1)E�: (139)Odeètením vztahù (138),(139) vznikneDE� �
ot �2� + �2 (�� 1)� ; (140)
o¾ pro � 2 (0; 1) konverguje k nule s rostou
ím E. Tento výsledek lze zobe
nit avyslovit jednu z vìt týkají
í
h se diferen
iální
h rela
í platný
h pro vysokoenerge-ti
kou limitu pro podstatnì ¹ir¹í tøídu funk
í ne¾ u DDR [3℄:Vìta 6.Ne
h» D(E) = dd lnE ImFS(E)E � 2� ReFS(E)E (141)a pøedpokládejme splnìní tì
hto podmínek:- FS(E) 2 F a limE!1D(E) existují- limE!1�S(E) lnE existuje- limE!1�S(E) existuje2Správnì by v argumente
h logaritmù mìla vystupovat bezrozmìrná velièina E=E0. Proto¾ev¹ak platí ln EE0 = lnE � lnE0 - 
o¾ vysvìtluje vztah (136) -, lze to 
hápat tak, ¾e èleny závisléna E0 jsou zahrnuty v konstantá
h A;B;C;D. Tak to bude nadále platit v¾dy, kdy¾ v argumentulogaritmu nebude vystupovat bezrozmìrná velièina.35



- ReFS(E) nemìní své znaménko nad urèitou energií.Pak limE!1D(E) = 0.Náznak dùkazu:Probereme 2 pøípady, a to ReFS(E) � 0 a ReFS(E) � 0.a)ReFS(E) � 0:Staèí dokázat omezenost výrazuJ(E) = lnEZlnE0 " dd lnE 0 ImFS(E 0)E 0 � 2� ReFS(E 0)E 0 # d lnE 0 (142)pro E !1. Platí J(E) = " ImFS(E 0)E 0 #EE0 � 2� EZE0 ReFS(E 0)E 02 dE 0: (143)Lze dokázat, ¾e obì primitivní funk
e ve vztahu (143) jsou omezeny konstantou ne-závislou na E.b)ReFS(E) � 0:Proto¾e existuje limE!1�S(E) lnE, je omezená. V dùsledku toho limE!1 �S(E) = 0 alimE!1[ar
tan �S(E)� �S(E)℄ImFS(E)=E = 0: (144)Potom limE!1D(E) = limE!1 " dd lnE ImFS(E)E � 2� ImFS(E)E ar
tan �S(E)# : (145)Je mo¾né ukázat,¾edd lnE ImFS(E)E � 2� ImFS(E)E ar
tan �S(E) = �d�(E)d lnE ImFS(E)E ; (146)kde �(E) = �(E)+ 12 ln[1+�2S(E)℄. Výraz na pravé stranì vztahu konverguje k nule,jak lze ukázat pomo
í jiný
h teorémù. �36



Právì dokázaná vìta pøipomíná jednu z vysokoenergeti
ký
h rela
í, která sebì¾nì zapisuje jako ReFS(E)E ! �2 dd lnE ImFS(E)E : (147)Zde znak "!" znamená, ¾e rozdíl obou stran vztah jde s rostou
ím E k nule, nebojde jeji
h podíl s rostou
ím E k jedné. Vìta 6 se zabývala pøípadem, kdy jde rozdílk nule. Uveïme tedy je¹tì dal¹í, tzv. podílovou vìtu:Vìta 7.Ne
h» FS(E) nále¾í do tøídy F , splòuje vztahlimE!1 �����ln �����FS(E)E1�� ���������� =1 (148)a ne
h» limE!1�S(E) existuje a je nezáporná. Pokud existujelimE!1 E1�� dd lnE ImFS(E)E1��2�ReFS(E) + � ImFS(E) ; (149)pak je rovna jedné.Náznak dùkazu:Lze ukázat, ¾e má-li být limE!1 �S(E) nezáporná a zároveò mají platit pøedpo-klady vìty, pak je tato limita rovna nule. Z toho dùvodu je ImFS(E) pøi dostateènìvysoký
h energií
h urèitì nenulová - jinak by pøi ka¾dé nule ImFS(E) musel býtnulový 
elý jmenovatel výrazu, pro který hledáme limitu. Z l'Hospitalova pravidlaa 
hování výrazu �S(E) pøi nízký
h hodnotá
h plynelimE!1 E1�� dd lnE ImFS(E)E1��2�ReFS(E) + � ImFS(E) = limE!1 ln ImFS(E)E1��ERE0 h� + 2� ar
tan �S(E 0)i dE0E0 == limE!1 ln ���FS(E)E1�� ���ERE0 h� + 2� ar
tan �S(E 0)i dE0E0 : (150)Poslední výraz konverguje k nule, 
o¾ plyne z jiné vìty uvedené v pou¾ité literatuøe.�
37



2.5 Diskuse a ilustra
e na parametriza
í
h u¾ívaný
h v praxiVra»me se k parametriza
ím úèinného prùøezu�S(E) = ImFS(E)E : (151)�S(E) = A+B lnE + C ln2E +DE�: (152)Pøíkladem mù¾e být Donna
hie-Landsho�ova parametriza
e závislá na parametru spou¾itá pro proton-protonové srá¾ky 3 [7℄:�+(s) = Xs" + Y s�� (153)a ��(s) = Xs" + Zs��: (154)K výpoètu výrazu ��(s)��(s) = ReF�(s)s (155)lze pou¾ít døíve odvozený vztah (134). Proto¾e v¹ak, jak ji¾ bylo uvedeno, energiesrá¾ky nemù¾e klesnout pod klidovou energii, pøesnìj¹ího výsledku se dosáhne, po-kud se dolní mez integrálu zamìní za s0 a k úpravì se pou¾ijí tabulky. Autoøi tímtozpùsobem dospìli k výsledku+1Zs0 ds0 s0
s02 � s2 = �2 s
�1 tan �
2 + s
02
s �2F1(1; 
; 1 + 
; s0s )� 2F1(1; 
; 1 + 
;�s0s )� ;kde 2F1(a; b; 
; z) je hypergeometri
ká funk
e de�novaná jako2F1(a; b; 
; z) = 1Xk=0 zkk! k�1Yi=0 (a + i)(b+ i)
+ i : (156)Výsledek lze dále upravit:+1Zs0 ds0 s0
s02 � s2 = �2 s
�1 tan �
2 � s
+10s2(
 + 1)2F1(1; 
 + 12 ; 
 + 32 ; s20s2 ) == �2 s
�1 tan �
2 + +1Xk=0 s2k+1+
0s2k+2 12k + 1 + 
 : (157)3 Zde tedy pùjde o parametriza
e týkají
í se amplitudy rozptylu F+(s). Pod pojmem energiesrá¾ky budeme nadále 
hápat 
elkovou energii kolidují
í
h èásti
, tedy s = E2.38



Na základì tohoto odvodíme, ¾e platí��(s)��(s) = ReF�(s)s = Ks + 2s� +1Z0 ds0s0(s02 � s2)ImFS(s0)�� 2� +1Z0 ds0s02 � s2 ImFA(s0) = Ks � Y � Z2 s�� 
ot���2�++Xs" tan�"�2�� Y + Z2 s�� tan���2� (158)a v pøípadì nenulové dolní meze��(s)��(s) = Ks � Y � Z� "�2 s�� 
ot ��2 � s2��0(2� �)s2 2F1  1; 2� �2 ; 4� �2 ; s20s2!#++2X� "�2 s" tan �"2 � s1+"0(1 + ")s2 2F1  1; 1 + "2 ; 3 + "2 ; s20s2!#��Y + Z� "�2 s�� tan ��2 + s1��0(1� �)s2 2F1  1; 1� �2 ; 3� �2 ; s20s2!# == Ks � Y � Z� "�2 s�� 
ot ��2 + 1Xk=0 s2k+2��0s2k+2 12k + 2� �#++2X� "�2 s" tan �"2 + 1Xk=0 s2k+1+"0s2k+1 12k + 1 + "#�� Y + Z� "�2 s�� tan ��2 � 1Xk=0 s2k+1��0s2k+1 12k + 1� �# : (159)Uvedené parametriza
e v¹ak nesplòují nìkteré dùle¾ité vlastnosti kladené na ampli-tudy rozptylu, napø. vlastnost (v) v kapitole 1.4. Proto se v prakti
ký
h výpoète
hu¾ívá jiný
h parametriza
í.Z parametriza
e (137), plyne pro úèinný prùøez vzta¾ený k symetri
ké amplitudìrozptylu �S(E) = A+B lnE + C ln2E +DE�: (160)Ávila, Luna a Menon [6℄ na základì tohoto zavedli pro proton-protonové srá¾ky tytoparametriza
e: �+(s) = A+B ln s+ C ln2 s; (161)�+(s) = A +B ln s+ C lnD s; (162)�+(s) = A+B ln s+ C ln2 s+Rs�1=2 (163)39



a �+(s) = A +B ln s+ C lnD s+Rs�1=2: (164)K vyhodno
ení závislosti úèinného prùøezu na energii srá¾ky pou¾ili data z [13℄,[14℄ a [15℄, která byla získána na ury
hlovaèi LHC v CERNu. Dále pou¾ili výsledkyuvedené v [17℄ a [18℄, získané z vlastností kosmi
kého záøení. Tyto hodnoty jsouuvedeny v následují
í tabul
e. Energie je brána v jednotká
h GeV a úèinný prùøezv mb (milibarn = 10�26 
m2). energie srá¾ky23.5 30.7 44.7 52.8 62.5 30000 40000�tot 38.7 40.0 42.5 42.9 44.1 120 133Na základì statisti
kého zpra
ování namìøený
h hodnot byly navr¾eny 4 mo¾nékombina
e hodnot konstant A, B, C, D a R, jak je uvedeno v dal¹í tabul
e.typ parametriza
e 1 2 3 4A 45.78 42.64 38.74 33.67B -3.315 -1.875 -1.868 -0.3201C 0.3654 0.1220 0.2894 0.09465D 2 2.312 2 2.288R - - 21.52 31.40Na obrázku 6 vidíme gra�
ká znázornìní závislostí úèinného prùøezu na energiisrá¾ky pro tyto kombina
e konstant. Grafy pro jednotlivé parametriza
e jsou ozna-èeny tímto zpùsobem: 1 - plnì, 2 - èárkovanì, 3 - èer
hovanì, 4 - teèkovanì.Podobnì jako závislost úèinného prùøezu na energii srá¾ky je pøedmìtem zkou-mání také obdobná závislost parametru �+(s). Pomo
í disperzní
h rela
í lze dokázat,¾e pøibli¾nì platí vzore
�+(s) = 4�Ks�+(s) + 1�+(s) �2 dd ln s(�+(s)): (165)K urèení koe�
ientu K autoøi nejprve ve vzor
i dosadili za úèinný prùøez a potéopìt statisti
ky zpra
ovali hodnoty získané mìøením (viz [15℄, [16℄), které vidíme vdal¹í tabul
e. energie srá¾ky23.5 30.7 44.7 52.8 62.5� 0.02 0.042 0.062 0.078 0.09540
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Obrázek 6: Rùzné parametriza
e úèinného prùøezu. Pøevzato z [6℄.
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Obrázek 7: Rùzné parametriza
e �+. Viz [6℄.
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Za koe�
ient K pak dosadili tyto hodnoty:hodnoty K pro typ parametriza
e:1 2 3 4-134.1 -135.6 -130.3 -129.6Pro rùzné soubory hodnot pak opìt vytváøíme grafy se 4 druhy mo¾ný
h para-metriza
í (viz obr. 7), které jsou oznaèeny stejným zpùsobem jako na obr. 6.
2.6 Aktuálnost DDR v souvislosti s pøipravovanými expe-rimentyDiferen
iální disperzní rela
e se v souèasné dobì dostávají do popøedí zájmu mj.také v souvislosti se stavbou ury
hlova
ího zaøízení LHC v CERNu, na kterém se vrám
i projektu TOTEM pøipravuje mìøení totální
h úèinný
h prùøezù, elasti
kéhorozptylu a difrakèní diso
ia
e hadronù. Projekt TOTEM se zabývá následují
ímitématy:� Mìøením totálního úèinného prùøezu metodou nezávislou na intenzitì svazkuèásti
, pøi které se zároveò mìøí pru¾ný rozptyl pøi nízký
h hodnotá
h pa-rametru t (interpretovatelného jako moment hybnosti) a èetnost nepru¾ný
hsrá¾ek. Toto mìøení by mìlo dosahovat pøesnosti 1mb.� Pru¾ným rozptylem v 
o nejvìt¹ím rozsahu hodnot parametru t (øádovì jtj �5 � 10�4GeV2 a¾ 10GeV2).� Vlastnostmi pro
esu p + p! p+X;zvlá¹tì fyzikálními velièinami pro rozptyl protonù úèastní
í
h se srá¾ky a kon-krétními èásti
emi, které pøi srá¾
e vzniknou.Z tì
hto témat je pro na¹e téma nejzajímavìj¹í mìøení totálního úèinného prù-øezu. Ten vypoèteme ze vzor
e Nel +Ninel = L�tot; (166)kde symboly N s pøíslu¹nými indexy urèují poèet registrovaný
h pru¾ný
h, resp.nepru¾ný
h srá¾ek a L (integrovaná luminozita) je poèet èásti
 svazku na jednotku42



plo
hy, které vstoupily do reak
e. Zderivováním a z opti
kého teorému odvodíme dNeldt !t=0 = L d�dt !t=0 = L�2tot(1 + �2)16� ; (167)kde t je vý¹e zmínìný parametr. Kombina
í obou vzor
ù dostaneme�tot = 16�1 + �2 (dNel=dt)t=0Nel +Ninel : (168)K výpoètu tohoto výrazu jsou dále blí¾e zkoumány tyto velièiny:{ Vztah mezi totálním úèinným prùøezem a parametrem � pro rozptyl vpøedplynou
í z DDR. U¾ívá se jeho pøibli¾ná aproxima
e� ' �2�tot d�totd ln s:{ Pomìr úèinného prùøezu pru¾ný
h srá¾ek k úèinnému prùøezu v¹e
h srá¾ek �el�tot .Tato velièina by v souladu s dosavadními poznatky mìla nejprve rùst jako¾tofunk
e velièiny ln s a v limitì velmi vysoký
h energií se blí¾it konstantì rovné1/2.{ Závislost diferen
iálního úèinného prùøezu na konkrétní energii. V pøípadì roz-ptylu vpøed je tato závislost dobøe aproximována jako d�dt = e�Bjtj, kde B závisína konkrétní energii jako B(s) = B0+2�0 ln s, kde B0 a �0 jsou nezávislé kon-stanty, �0 ' 0:25GeV�2.Mìøi
í aparaturu tvoøí detektory pru¾ný
h a nepru¾ný
h srá¾ek. Podrobnostijsou uvedeny v [21℄.
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3 ZávìrÚstøedním tématem této prá
e byla problematika diferen
iální
h disperzní
h rela
í.V úvodní
h kapitolá
h jsme se seznámili s øadou pojmù, které se u¾ívají pøi stu-diu pro
esù mezi elementárními èásti
emi. Nejprve jsme si objasnili pojmy z oblastisrá¾ek, zvlá¹tì binární
h, a to pøedev¹ím velièiny s; t a u, které se u¾ívají k jeji
h po-pisu a vztahy mezi nimi a energií srá¾ky. V praxi se k popisu srá¾ky u¾ívají zejménaparametry s a t, kde t pøi rùzný
h s zùstává konstantní, nìkdy i nulové, jedná-li seo rozptyl vpøed. Dále jsme se seznámili s metodami popisu èasového vývoje èásti
ea v této souvislosti jsme si objasnili pojem S-mati
e a velièin závislý
h na její
hkoe�
iente
h - amplitud rozptylu. Z ni
h lze spoèítat uèinný prùøez srá¾ky. Pøitomimaginární èást amplitudy rozptylu a úèinný prùøez srá¾ky jsou dvì nezávisle mìøi-telné velièiny. Poté následoval výklad o zpùsobe
h hledání jednotné teorie silovéhopùsobení èásti
 a dosa¾ený
h poznat
í
h. V této souvislosti hrají dùle¾itou úlohuprávì mìøení úèinný
h prùøezù a amplitud rozptylu binární
h srá¾ek v závislosti najeji
h energii. Mezi reálnou a imaginární èástí amplitudy rozptylu musí být naví
splnìn matemati
ký vztah - tzv. disperzní rela
e. Tento vztah umo¾òuje spoèítatreálnou èást amplitudy rozptylu na základì znalosti její imaginární èásti. Nevýhodatohoto vztahu ov¹em spoèívá v tom, ¾e znalost reálné èásti pro jednu energii vy¾adujeznalost imaginární èásti amplitudy rozptylu pro v¹e
hny energie. Tato nevýhoda jedána integrálním tvarem disperzní rela
e. Bylo by proto výhodné nahradit integrálnìjakým diferen
iálním operátorem, který by pøi dané energii po¾adoval znalostimaginární èásti amplitudy rozptylu jen na jistém okolí. Touto otázkou se zabývádruhá èást prá
e.V druhé èásti jsme nejprve provedli odvození vztahu, ve kterém je vskutku inte-grál v disperzní rela
i nahrazen diferen
iáním operátorem, a to tak, jak jej provedliBronzan, Kane a Sukhatme [1℄. Ti se v¹ak nezabývali dodateènými podmínkami,které musí funk
e dosazená za amplitudu rozptylu splòovat. Tyto podmínky jsmeproto dále uvedli na pravou míru. Diferen
iální disperzní rela
i lze toti¾ pou¾ít jenza urèitý
h spe
iální
h podmínek. Dále jsme poukázali na výrazná zjednodu¹ení, kekterým v DDR do
hází pøi asymptoti
ky vysoký
h energií
h, pøi který
h se dokon
ei roz¹iøuje tøída funk
í, které lze za amplitudu rozptylu dosadit. V závìreèný
h 2kapitolá
h jsme probrali nìkteré v praxi u¾ívané parametriza
e úèinného prùøezu atedy i imaginární èásti amplitudy rozptylu a zmínili se o konkrétní
h projekte
h, vni
h¾ má tato problematika své uplatnìní.
44



Referen
e[1℄ J. B. Bronzan, G. L. Kane, U. P. Sukhatme, Phys. Lett. B49 (1974) 272.[2℄ G. K. Ei
hmann, J. Dronkers, Phys. Lett. B52 (1974) 428.[3℄ J. Fis
her, P. Koláø, Phys. Rev. D17 (1978) 2168.[4℄ P. Koláø, Asymptoti
ké vlastnosti rozptylu. Kandidátská disertaèní prá
e, FzÚAV, Praha 1980.[5℄ P. Koláø, J. Fis
her, J. Math. Phys. 25 (1984) 2538.[6℄ R. F. Ávila, E. G. S. Luna, M. J. Menon, hep-ph/0105065 v2 (2001).[7℄ R. F. Ávila, M. J. Menon, hep-ph/0309028 (2003).[8℄ V. B. Berestì
kij, E. M. Lif¹i
, L. P. Pitajevskij, Tìoretièeskaja �zika, sv. 4,Relativistskaja kvantovaja tìorija, èást 1, 283-288, 295-300, Moskva 1968.[9℄ J. Fis
her, Prùhledy do mikrokosmu, Praha 1986.[10℄ J. Formánek, Úvod do relativisti
ké kvantové me
haniky a kvantové teorie.[11℄ H. Burkhardt, Dispersion Relation Dynami
s, 42-48, Amsterdam 1969.[12℄ L. Vrána, Matemati
ká analýza III (Funkèní posloupnosti a øady).[13℄ A. S. Carrol et al., Phys. Lett. B61 (1976) 303.[14℄ A. S. Carrol et al., Phys. Lett. B80 (1979) 423.[15℄ U. Amaldi, K. S
hubert, Nu
l. Phys. B166 (1980) 301.[16℄ L. A. Fajardo et al., Phys. Rev. D24 (1981) 46.[17℄ H. Honda et al., Phys. Rev. Lett. 70 (1993) 525.[18℄ R. M. Baltrusaitis et al., Phys. Rev. Lett. 52 (1984) 1380.[19℄ N. N. Khuri, T. Kinoshita, Phys. Rev. B706 (1965) 140.[20℄ V. N. Gribov, A. A. Migdal, Yad. Fiz. 8 (1968) 1213 [Sov. J. Nu
l. Phys. 8(1969) 702℄.[21℄ TOTEM - Letter of Intent, CERN/LHCC 97-49, LHCC/I11, 15.8.1997;CERN/LHCC 99-7, LHCC/P5, 15.3.1999; http://greybook.
ern.
h.45


