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Diilezitym prostiedkem ke studiu hadronovych srazek jsou tzv. disperzni relace, coz je integralni
vztah mezi redlnou a imaginarni ¢asti amplitudy rozptylu. Jsou vlastné vyjadienim analytickych
vlastnosti amplitudy rozptylu v komplexni roviné energie nebo jiné kinematické proménné; pii
jejich odvozeni je vyuzito zndmych nebo piedpokladanych informaci o rozlozeni, poloze a povaze
singularit amplitudy rozptylu v prislusné komplexni roviné.

Prudky rozvoj techniky urychlovac¢i a moznost dosazeni velmi vysokych srazkovych energii
obréatil pozornost teoretikii ke studiu disperznich relaci v oblasti extrémné vysokych energii a k
odvozeni tzv. asymptotickych teorémi, tj. korelaci mezi rozptylovymi veli¢inami pfi limitné vy-
sokych energiich. Ukazalo se také, ze v této oblasti lze za urcitych predpokladti nahradit stan-
dardni disperzni relace vztahem, v némz disperzni integral je aproximovan vyrazem obsahujicim
jednu nebo vice derivaci imaginarni nebo realné ¢asti amplitudy. Tato prace se zabyva vlastnostmi
disperznich relaci standardniho i diferencialniho typu a podminek jejich platnosti a praktické po-
uzitelnosti.

Text je ¢lenén na tyto ¢asti:

Prvni ¢ast se skldda z osmi kapitol, z nichz prvni t¥i pojednavaji o zdkladnich pojmech, se
kterymi budeme v této praci zachazet. V 1.kapitole se sezndmime se zachovavajicimi se veli¢inami
srazek a poctem nezavislych parametri, kterymi jsou jednotlivé srazky urceny. Ve 2.kapitole bu-
deme tyto parametry blize konkretizovat pro binarni srazky. V dalsi kapitole si néco fekneme o
S-matici a zavedeme pojem amplitudy rozptylu.

Ve ¢tvrté kapitole si definujeme pojem disperzni relace. V 5.kapitole si povime o vlastnostech
amplitud rozptylu a v 6.kapitole se omezime na jednu tfidu vhodnych kandidatd, jejiz vlastnosti
ovérime v nasledujici 7.kapitole. Zavérem v 8.kapitole probereme praktické problémy, se kterymi
se potyka uzivani integralnich i diferencialnich disperznich relaci.

Tvar téch druhych pak odvodime v prvnim kapitole druhé ¢asti, tedy dodatku, se zifetelem na
omezujici predpoklady, které dosazovana funkce musi spliiovat. Ty déle specifikujeme v dalsi kapi-
tole. Treti kapitola v dodatku se podrobné zabyva dikazem jedné z vlastnosti funkci popisovanych
v 6.kapitole.

Zvlastni podékovani patii Janu Fischerovi za vydatnou pomoc pti vzniku této prace.

1 Uvod

Pro hledani a studium vlastnosti elementarnich ¢astic jsou nejpodstatnéjsi 2 zakladni
experimenty:
- rozpad 1 c¢astice na jiné Castice, coz schematicky zapisujeme
a—>b1+bg+...+bn

- srazka 2 castic za pripadného vzniku dalSich ¢astic; to zapisujeme jako

a1+a2—>b1+b2+...+bn,



eventuelné (pokud se v koncovém stavu nachézeji i ¢astice stavu
pocatecniho) napf.

a1+a2—>a1+a2+b3+...+bn.

Pritom n znaci pocet ¢astic v koncovém stavu. Je-li v poslednim schématu
n=2, nazyvame srazku pruznou.

Ve zkoumanych procesech se ¢asto musime oprostit od vzitych predstav o redlném
svéte, ziskanych na zadkladé kazdodenni zkusenosti. Za kazdych okolnosti zistava
zachovano jen nékolik nejzakladnéjsich principi. Mezi tyto principy patii zakony
zachovani energie, hybnosti, momentu hybnosti a elektrického naboje. Proto jednim
z hlavnich prostredkt uzivanych k popisu elementarni ¢astice je ¢tyrvektor energie-
hybnosti (&tythybnost) p = (po, 7), pro jeho# slozky plati

po =7+ m?, (1)

kde m je klidova hmotnost dané elementarni ¢astice (pouzivame piirozenou soustavu
jednotek, v niz ¢ = 1).

Pti studiu srazkovych procest mezi elementarnimi ¢asticemi vsak bylo zjisténo, ze
se zachovavaji i dalsi, v jinych oborech fyziky nepouzivané veli¢iny, jako je baryonové
a leptonové cislo, podivnost aj. Ty jsou definovany takto: baryonové ¢islo baryonu
[9] je rovno jedné, jejich anti¢astice ho maji rovno minus jedné a pro ostatni ¢astice
je nulové. Obdobné jsou zavedena také leptonova cisla. Podivnost souvisi s tzv.
podivnymi ¢asticemi, jimiz se zde podrobnéji zabyvat nebudeme.

Hodnoty slozek ¢tythybnosti jsou urc¢eny hodnotami nezavislych parametri, je-
jichz pocet se méni podle typu srazky, resp. rozpadu, tedy podle poctu a typu vy-
chozich a koncovych ¢astic. Vstupuji-li do procesu 2 ¢astice a n ¢astic z ného vzejde,
pak ve ¢tyrhybnostech vystupuje celkem 4(n + 2) slozek. Pfitom vime, Ze mezi nimi
plati n + 2 vztahi typu (1). Dalsi vzédjemné zavislosti jsou dany invariancemi viaci
translacim a rotacim. Rozdil poctu slozek ¢tyrhybnosti a jejich vzajemnych zavis-
losti a invarianci udava pocet nezavislych parametri. Pritom zanedbavame existenci
spinu. Od 4(n + 2) slozek ¢tyfhybnosti tedy odec¢teme tyto polozky:

- n+2 vztahl mezi energii, hybnosti a hmotou (vztah (1))

- celkem 4 zdkony zachovani energie a hybnosti

- invariance viéi translacim podél (3 stupné volnosti)

- invariance v rotacim ve tfech dimenzich (3 Eulerovy thly)

Celkem tedy dostavame 3n — 4 nezavislych velicin.

V dalsim se budeme zabyvat takovymi procesy, pii nichz se srazi 2 castice a

vzniknou jiné 2 ¢astice. Takovéto procesy nazyvame binarni srazky.



2 Kinematika binarnich srazek

K popisu binarnich srazek je dilezité znat 4-hybnosti vSech zicastnénych castic.
Oznacime je postupné py, pa, —p3 a —p4. Podle zakont zachovani energie a hybnosti
musi platit

p1+Dp2+ps+ps=0. (2)

Oznacime-li p; = (pio, DY), @ = 1,2, 3, 4, tento vztah piejde v

Pio + P20 + P30 +pao =0 (3)

i+ D5 +Di+pi=0. (4)

Tim dostavame celkem 16 na sobé zavislych parametri. Z predchozi kapitoly plyne,
ze jen 2 z nich jsou nezavislé. Za tyto parametry se obvykle voli nékteré z nasledu-
jicich velic¢in:

s = (p1 +p2)2 = (p3 +p4)2, (5)
t = (p1+p3)* = (p2 + pa)? (6)
w=(p1+ps)° = (p2+p3)°. (7)

Zjistime zavislost téchto veli¢in na hybnostech a energiich jednotlivych c¢éastic v
tézistové soustave.
Vime, ze v tézistové soustavé plati

Pl+Ds=D5+Dpi=0, (8)

tedy hybnost c¢astic vstupujicich do srazky je stejna, ale opac¢né orientovana. Ze
vztahu (8) lze za pouziti vztahu (5) snadno odvodit, 7e s je kvadrat tézistové energie.
Kromé toho pro jednotlivé veli¢iny vychéazi

5= (p1 +p2)® = p? + 2pipa + pE = m2 4+ mE + 2piopao + 2p17, 9)

t = (p1+p3)® = pi + 2p1ps + p3 = m; + m3 + 2p1opao — 2P1 D3, (10)
a

u = (p; +p4)2 = p? + 2p1ps —Hﬁ = m? + mi + 2p1opao — 2P1 D3, (11)

kde m;,i = 1,2, 3,4 jsou hmotnosti jednotlivych ¢astic. Se¢tenim téchto veli¢in a s
vyuzitim rovnosti pag + p3o + pao = —pip dostavame



4
s+t+u:2ﬁ2+3m%+m§+m§+mi—2(171>2+m?):Zm?, (12)
i=1
tedy soucet s,t a u je (az na piislusné jednotky) roven sou¢tu kvadrati hmotnosti
jednotlivych c¢astic. Velic¢iny s, %, u jsou, stejné jako jejich soucet, kvadraty ctyivek-
tori, a jsou tedy relativisticky invariantni. Proto ziskany vysledek je platny nejen v
tézistové, ale také v libovolné soustaveé.

Vzajemné zavislosti parametri s, ¢, u lze 2] graficky zndzornit v roviné (viz obr.
1), kterou schematicky délime mj. na oblasti I, IT a III, ve kterych je vzdy jeden
parametr kladny a ostatni 2 jsou zaporné. V oblasti I se hodnoty parametrt na-
chazeji, pokud je parametr s kladny a ostatni zaporné. To odpovida situaci, kdy
pocateénimu stavu prisluseji ¢astice 1 a 2 a stavu koncovému castice 3 a 4. Oblasti
IT odpovida kladny parametr ¢ a ziporné parametry s, u a poc¢atecnimu a koncovému
stavu prisluseji postupné castice 1,3 a 2,4. V oblasti III, kde je kladny parametr u a
parametry s,t jsou zaporné, prisluseji pocatecnimu stavu ¢astice 1,4 a koncovému
stavu prislusejii castice 2, 3.

Zamérme se nyni na oblast I a prostudujme 2 specialni pripady v tézistovém sys-
tému. V prvnim z nich predpokladejme, 7ze vSechny 4 ¢astice maji stejnou hmotnost
w. Zakon zachovani energie potom dava

W PtE+ 2 — 2% + 2 = 0. (13)

u;ﬁ\ “ ;gzﬂ
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Odtud dostavame, 7e plati |p| = |p3| = |P|- Z vie odvozenych vztahii pro jednot-
livé parametry pak celkem snadno dostavame

s = AP + ), (14)
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t=—-27%1 — cos?) (15)

u=—27>(1+ cosv), (16)
kde ¥ je tihel, ktery sviraji vektory pi a p3.
Ve druhém ptipadé predpokladame, ze plati my = mg3 = M a my = my = m.
Pak ze zdkona zachovani energie dostaneme

\/17{2+M2+\/17{2+m2:\/p—?,ﬂ+M2+\/;zT§2+m2. (17)

Na obou stranach rovnice tak mame vyrazy, které jsou ryze monoténni, a proto je
splnéna pouze v piipadé, kdy |p{| = |pi| = | 7| Za piedpokladu, 7e 9 opét znaci
tithel mezi mezi vektory pi a p3, pro parametry s,t,u dostavame

s=m’+ M+ 2P+ m2/ %+ M? + 277, (18)
t=—277(1 — cos?) (19)
u:m2+M2—2\/ﬁ2+m2\/72+M2—27200819. (20)

Pro oblasti IT a III lze také studovat presné tvary jednotlivych parametri. Blize
je odvozovat nebudeme, jen poznamenejme, ze pro piipad stejnych hmotnosti pro
vSechny castice dostaneme stejné vysledky jako v oblasti I, ale v jiném poradi pro
jednotlivé parametry.

Pro dané vzajemné poméry hmotnosti jednotlivych ¢astic jsou fyzikalni jen né-
které oblasti roviny realnych . K jejich nalezeni je uzitecné znat vztah, jehoz dikaz
zde uvadét nebudeme:

Oznacime-li h = s 4+t 4+ u, potom plati nerovnost

stu > as + bt + cu, (21)
kde
ah = (mimj — m3m3)(m; + mj —m3 — mj), (22)
bh = (mimz — mimi)(m} + m3 —mj — m3) (23)
a
ch = (m%mi — m%m%)(m? + mi — m% — m%) (24)

Pro zjednoduseni budeme zkoumat jen specidlni ptripady, kdy nékteré z hmotnosti
jednotlivych ¢astic si jsou rovny.



Jeden takovy ptripad nastava napt. tehdy, kdyz plati
mi =ms =M amy=my =m, (25)
kde M > m. Pak po dosazeni do (22), (23) a (24) dostaneme
h=2(M*+m?),a=c=0ab=(M?*—-m?? (26)

a musi platit
stu > (M? — m?)?t. (27)

Tato nerovnost je automaticky splnéna, pokud ¢ = 0. Jinak musime odlisit ptripady
t>0,su>(M>-m*?at<0,su< (M>—m?? (28)

Fyzikalni hodnoty parametri s, ¢, u pak lezi v oblastech roviny ohranicenych kiiv-
kami, které odpovidaji rovnicim

t=0asu=(M>—-m?? (29)

(viz obr. 2). Pokud navic bude platit M = m, dostaneme stu > 0 a oblasti fy-
zikalnich hodnot budou odpovidat oblastem vyznacenym na obr. 3 .



V ptipadé, ze
mi=Mame=mg=my=m (30)

a zaroven
M > 3m, (31)

pak dostavame z formuli (22)-(24) vztah
stu > m*(M? — m?)2. (32)

Fyzikalni hodnoty pak lezi ve vyznacenych oblastech na obr. 4.

Oblasti TV, kde jsou vsechny 3 parametry s,t a u kladné, odpovida rozpad c¢as-
tice s hmotnosti M. Takovato oblast hodnot je obecné pripustna jen tehdy, pokud
je jedna z hmotnosti m; az my vétsi nez soucet ostatnich hmotnosti.



V oblastech pripustnych hodnot parametri rozliSujeme 2 zvlastni pripady, a to
t =0 awu = 0. Prvni z nich nazyvame rozptyl vpred, druhy nazyvame rozptyl vzad.

Zajimava je zavislost kvadratem tézistové energie s na energii F nalétavajici
¢astice v laboratorni soustavé. Lze dokazat, ze je linedrni. Plati totiz (po dosazeni
po = FE)

s = (m +p2)2 = (p1o +1020)2 - (p_l> +172>)2 = (E+ m2)2 - 1!71>2 =

= (B +my)? — (E? —m?) = 2muE + m? + m2. (33)

Binédrni srazky lze uskutec¢fiovat dvojim zptsobem: bud jako srazky svazku pri-
slusnych castic leticich proti sobé nebo jako srazku jedné z ¢astic s nehybnym tercem,
tvofenym druhou ¢astici. Vétsinou se voli prvni zptisob [9]. Pii takto pojatém expe-
rimentu totiz docilime s vynalozenim podstatné mensi energie stejnych efekti jako
pti druhém zpisobu (viz tabulka). V dikazu této pozoruhodné skutec¢nosti vycha-
zime z pravé odvozeného vztahu (33), z néhoZ po dosazeni klidové hmoty protonu
M = m; = my = 0.938 GeV dostaneme

s = 2M(E + M), (34)

kde E je energie protonu, jejiz hodnoty jsou uvedeny v pravém sloupci tabulky,
a z invariance parametru s. Oznac¢ime-li hodnoty energie z levého sloupce tabulky
symbolem W, miizeme psat

s =2M(E + M) = 4W?. (35)

Energie jednoho z protoni | Odpovidajici energie protonu
leticich proti sobé kolidujiciho s nehybnym teréem

5 GeV 52 GeV

10 GeV 212 GeV

20 GeV 852 GeV

30 GeV 1918 GeV

50 GeV 5330 GeV

100 GeV 21321 GeV

200 GeV 85287 GeV

270 GeV 155436 GeV
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3 Matice rozptylu a poruchovy rozvoj

V kvantové teorii se pro popis stavii a pozorovatelnych systému v daném case uziva
riiznych metod. RozliSujeme Schrédingerovu, Heisenbergovu a Diracovu reprezentaci
8].

Ve Schrodingerové reprezentaci stavy zavisi na case, kdezto pozorovatelné nikoliv.
Oznacime-li stavy symbolem |¢(t)) a pozorovatelné symbolem A, mizeme potom
psat

0
i [0 (0) = H]i (1), (36)

kde hamiltonian H je operatorem celkové energie.
V Heisenbergové reprezentaci naopak stavy nezavisi na case, ale pozorovatelné
na nich zavisi. Pozorovatelné v Heisenbergové (Ay) a Schrodingerové reprezentaci

pak spolu souvisi vztahem . .
Ap(t) = et Ae™tHE, (37)

V Diracové (té7 interakéni) reprezentaci jsou stavy i pozorovatelné zavislé na
Case. Stavy tentokrat znacime |¢7(t)) a pozorovatelné A;(t). Hamiltonidn ma tvar

H = Hy + H;py, (38)

kde Hy >> H,;,;, pricemz Hy je volny a H;,,; interakéni hamiltonian, kterym je urcen
casovy vyvoj, jak lze dokazat. Mezi pozorovatelnymi Diracovy a Schrédingerovy

reprezentace plati vztah
Ap(t) = et g Hot (39)

a pro stavy Diracovy a Heisenbergovy reprezentace plati

[Vr(®)) = e ). (40)
Plati pak
() = Hialn (1) (41)
V dalsim budeme pouzivat Diracovu reprezentaci, ve které budeme psét |t)(¢)) misto
[¥r(t)).

Vyvoj Castice, kterd se v Case t, naléza ve stavu [¢(ty)), popisujeme pomoci
evolu¢niho operatoru U, ktery je dan vztahem

() = Ut to) ¢ (t0))- (42)
Tento operator je unitarni, tzn. spliuje podminku

U =1, (43)
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kde U' je operator hermitovsky sdruzeny k operatoru U. Dosazenim do piislugné
diferencialni rovnice dostavame, ze musi platit

9
UL 10) = Hins (DU (1 o). (44)
Integraci (44) dostavame
t
Ult,to) =T — i / dt' (YU (¢, o). (45)

to

Dalsimi integracemi obdrzime postupné nekonec¢nou fadu ve tvaru poruchového roz-
voje

t t t1
Ut to) =T — i / dty Ho (1) + (—i)? / dt, / dts Hyny(t1) Homs (b5) + ..
to to to

t t1 tp—1
ot (—i)"/dt1 /dtQ... / Aty Hy(t1) - . - Him (1) + ... (46)
to to to
Pritom predpokladame, ze n-ty ¢len tohoto rozvoje, tedy ¢len tvaru
t t1 tn—1
(—i) / dt, / dty... / dt Hine (1) - oo - Hime (1)
fo fo fo

se limitné blizi nule. K témuz vysledku se lze dopracovat iteracnim postupem, kdy
ve vztahu (45) na pravé strané nejdiive dosadime za U jednotkovou matici, a poté
vzdy levou stranu téhoz vztahu.

Polozime-li ty = —o0 a t = +00 a oznacime
U(+00,—o0) = S, (47)
dostavame matici rozptylu, neboli S-matici. Pocatec¢ni stav ¢astice, tj. stav v Case
ty = —oco formélné oznacime [i) a |f) bude jeden 7 jejich koncovych stavi v Case
t = +o00. Koeficienty S-matice pak maji tvar
Spi = (f1S1i) (48)

a vyrazy |Sy;|* uréuji pravdépodobnosti piechodii ze stavi |i) do stavi |f).

Srazce castic, mezi kterymi nepusobi zadna interakce, odpovida jednotkova S-
matice, tedy Sy = 5. Koeficienty obecné S-matice maji potom v prvnim fadu
rozvoje tvar

1 .
S = 65, +i(2m) 0D (Py — BTy (49)
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4-rozmérna J-funkce v tomto vyrazu vyjadiuje zakon zachovani ¢tyfhybnosti (P; a
Py dévaji soucty Ctyfhybnosti vSech ¢astic prislusnych danym staviim). Koeficienty
Ty; matice T' nazyvame amplitudy rozptylu [2].

Amplitudy rozptylu lze pouzit k vypoc¢tu méritelnych veli¢in, pravdépodobnosti
prechodu a uc¢innych prurezi.

Pro vypocet pravdépodobnosti prechodu je dilezité znat priblizné (formalni)
vyjadieni 6-funkce:

1 i(Py—P;)x
S0Py = P) = gy [ € (50)

Plati zakony zachovani energie a hybnosti, tedy Py = P; a integraci pro konec¢ny
objem a konec¢ny casovy interval dostavame

5Py = P) = G (51)
Pak pro nediagonalni koeficienty plati
| 831 = (2m) "6 (P — P) | Ty [P V1, (52)
coz pro t = 1 s prepiSeme na tvar
winsy = (2m)*0W(Py = P) | Ty P V. (53)

Na element fazového prostoru [] d*pl,, kde o probiha pres viechny ¢astice v koncovém
«

stavu a p!, jsou jejich 4-hybnosti, pfipada [] ‘gjg’éf moznych stavii. To vyplyva z toho,
o

7e pro slozku hybnosti p/, a kone¢ny objem V = L3 plati rovnost Lp!, = 2mn,, kde
ne je pocet pripustnych stavii. Pro nekonecné maly fazovy objem tedy ziskdme
odvozeny tvar.

Element pravdépodobnosti pak bude

4(4 2 Vd*p,
dw = (2m)*6(P; — P) | Ty |* V] @ )?f“a (54)
o (2m
a pro 2-casticovou srazku, pii které vzniknou jiné 2 ¢astice, dostaneme
V3 4 2 731 33,/
dw = —W(s( J(Pp — P) | Ty |* d*phd®p,. (55)

7 elementu pravdépodobnosti je mozno spocitat diferencialni G¢inny prirez, ne-
bot uc¢inny prurez je definovan jako podil poc¢tu ¢astic uskutec¢nujicich dany typ
srazky, déleny hustotou toku vSech ¢astic. Pocet ¢astic je imérny pravdépodobnosti
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prechodu. Hustota toku c¢astic je imérna proudové hustoté j, kterou v tézistové
soustavé spoc¢teme (v piipadé srazky 2 ¢astic) ze vzorce

P,

kde || = |p{| = |P3| je velikost hybnosti obou ¢4stic a € a e, jsou jejich energie.
Pro diferencialni u¢inny priifez do pak bude platit

dw

J

a po dosazeni

V4 €1€2

R v ( _ 2
w7 6 +a)

V piipadé rozpadu 1 ¢astice na ¢astice se ¢tyrhybnostmi p), v elementu fazového
prostoru H d®p!, bude mit element pravdépodobnosti opét tvar (54), ktery v pripadé

do = VP —P) | Ty |? dPpld®p),. (58)

rozpadu na 2 Céstice piejde na tvar (55) s pozménénymi indexy u 4-hybnosti

3

y
dw = =0 (P = P) | Ty: [* d*pid’p. (59)

Kromé diferencialniho Gc¢inného prifezu lze také z koeficientis matice T' spocitat
totalni Gcinny prirez o;,;. K nému dospéjeme timto postupem:
Z unitarity operatoru U plyne také unitarita operatoru S, a proto

STS=1. (60)
Potom plati

S (0np — i(2m)* 6 (P, — Pp)Ty) (8 + i(2m) 0 (P, — P)Ti) = by, (61)

n

kde index n probiha pies vSechny mozné stavy. Podotknéme, ze zapis > je zde pouze
n

symbolicky, protoze zahrnuje také integraci pres vSechny mozné hybnosti a ndsobeni
piislusnymi konstantami. Ze vztahu (61) plyne

Tfi f = Z 27'(' Z(S Pf - TfnT* (62)

Pro imaginarni ¢asti koeficienti Tj; (pruzny rozptyl vpred) tak dostavame

2Im Ty = (2m)* Y |Tin 260 (P — Py). (63)
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Prava strana rovnice je vlastné zintegrovany vztah pro diferencidlni Gc¢inny pritez.

Totalni u¢inny prufez o;,; je definovan obdobné, takze toto vynasobime vyrazem %

a dostavame oYY o1
Otot — ( ﬂ-? Z |Tzn|25(4)(Pz - Pn) = —ImT;. (64)
J J

n

Tomuto vztahu trikdme také opticky teorém. Jeho dilezitost spociva predevsim v
tom, ze dava do souvislosti 2 nezavisle métitelné veliciny.

4 Problémy dynamiky procest a disperzni relace

Cilem moderni fyziky je najit zptsob, jak popsat veskeré silové ptisobeni z hlediska
jednotné teorie. V soucasné dobé pozorujeme 4 druhy interakei: silnou, slabou, elek-
tromagnetickou a gravita¢ni [9]. VSechny tyto interakce by se mély uskuteciiovat
prostiednictvim tzv. zprostiedkujicich ¢astic, charakteristickych pro jednotlivé typy
interakci. Existence téchto Castic je potvrzena pro prvni 3 typy interakci, graviton
(zprostiedkujici ¢astice gravitacni interakce) nebyl dosud tspésné prokazan. Zatim
se podarilo sjednotit slabou a elektromagnetickou interakci do jediné teorie tzv.
elektroslabé interakce (Weinberg, Salam, 1967-68, potvrzeno 1983).

V soucasné dobé se zatim tspésné pracuje na ovérovani standardniho modelu -
jednotné teorie silné, slabé a elektroslabé interakce (projekty LEP a LHC v CERNu).
Ta pro pripad elektroslabych interakci vyzaduje existenci Higgsovy castice, ktera ale
dosud nebyla experimentalné prokazana. Opira se také o existenci kvarki, tj. ¢astic,
ze kterych se sklddaji vSechny hadrony (¢éstice citlivé na silnou interakei). Blize se
jimi zabyva kvantova chromodynamika. Tyto ¢astice byly teoreticky predpovézeny v
60.letech (M. Gell-Mann, Georg Zweig, 1963) a jejich existence byla zatim prokazana
pouze nepiimo, nepodarilo se totiz dosud z zadného hadronu vytésnit jediny kvark.
To je mj. disledkem neobvyklého charakteru pritazlivych sil mezi kvarky - rostou se
zvysujici se vzdalenosti. Na druhou stranu experimenty ukazuji, Zze napt. do hloubky
ostielovany proton se chova jako slozeny ze 3 bodovych ¢astic, interpretovatelnych
jako kvarky.

Tzv. teorie supersymetrie, predpoklada symetrii mezi poctem kvarki a leptont
(¢astic netecnych k silné interakei, tj. elektroni, miond, tauont a k nim pfislugnych
neutrin). Potom by byly mozné premény kvarki na leptony a naopak, coz by umoz-
novalo existenci procesi, pti nichz by byly naruseny zakony zachovani leptonového
a baryonového c¢isla, napt. rozpady

p—>e+—|—7r

p—UV+m.
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Takovéto procesy jsou mozné za predpokladu, ze ani proton neni stabilni c¢astice,
ale ¢astice s velmi vysokym poloc¢asem rozpadu - fadové 102 let. Zatim vSak zadny
rozpad tohoto typu nebyl pozorovan.

Zavaznym problémem jsou obtize spojené s vyuzivanim poruchové metody (viz
kap. 3), kterd v kvantové chromodynamice vede k fadam, které nejen diverguji, ale
nejsou ani borelovsky sumovatelné a dosud je u nich znamo jen nékolik prvnich ¢lent
z divodu technickych potizi spojenych s jejich vypoctem. Proto jsou velmi dilezité
vysledky ziskané bez pouziti poruchové metody zalozené napt. na symetriich, teorii
strun apod. Vyhodné je taky znat informace o singularitach a oblastech analyti¢nosti
nékterych funkci, z nichz poc¢itdme jednotlivé velic¢iny. To plati i pro amplitudu
rozptylu.

Amplitudu rozptylu lze definovat jako komplexni funkci energie rozptylu v kom-
plexni roviné energie pri pevné hodnoté thlu rozptylu. Vztahy mezi jeji redlnou a
imaginarni ¢asti (které jsou métitelné) lze studovat pomoci tzv. disperznich relaci
[7], zaloZenych na Cauchyho integralni vété. Jak uz ale bylo feceno, je k tomu nutné
znat informace o singularitach. Jinak jsou zapotiebi nékteré dalsi predpoklady.

Podle Cauchyho integralniho vzorce platného pro holomorfni funkce plati

F(z):i/ P& G (65)

2wy ) 2 — 2z

kde F'(z) je dana holomorfni funkce a ¢ je néjaka uzaviend kiivka v Gaussové roving,
v jejimz vnitiku se ¢islo z naléza. Vzorec mizeme piepsat jako

Re F(Z') +ilm F (')

zl—z

Re F(2) +ilm F(2) = 27(/ dz, (66)

®

coz pro realné hodnoty z prejde na tvar

. +00 ’ . ’
_Z.QP/ ReF(z)+zlmF(z)d2,

2z —z

Re F(z) +iIm F(z) =

——P/ FIm F(z )—iReF(z’)dz,’ (67)

2=z

kde P znaci hlavni hodnotu integralu. Polozime-li z = z, mtizeme psat

ReF

x’—x

P Im F(x
Re F(x :—P/ m dx’,ImF(x)———P/ (68)

Predpokladame-li, ze plati
Re F(—z) = Re F(x) (69)
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ImF(—x) = —ImF(x) (70)

(viz vlastnost (ii) symetrickych amplitud v nésledujici kapitole), mizeme déle psat

Re F(x :_P/ImF _P/ImF :_P/ImF ot
X Im F(z 1 P Im P X Im F(—
——P/m :—P/m,( P/m ) gt =
T —x m xr — X —x —x

1 1 1 9 T a!
=P 0/ Im F(z') <x,_x - _x,_x> ar' = =P 0/ I F(a')——de'. (71)

Pro konvergenci integralu v poslednim vyrazu je nutné (ale nikoli postacujici!), aby
platilo
lim I'm F(z") = 0. (72)

' —00
Tuto podminku lze zeslabit, dosadime-li misto F'(z) vyraz F(z) — F(xy) pro né&jaké
konkrétni x, tzv. subtrakci. K tomu je zapotiebi, abychom znali redlnou i imaginarni
¢ast funkce F'(x) v bodé zq. Pak miizeme psat

+o00o

2 1 1
Re F(z) — Re F :—/’IF’ - dr' =
cP@)~ReF(a) = 7 [ 2 ) (g~ )
2022 —22) T 2’ ImF(2)
- 0/ dz'. (73)
T (I'2 _ x?)(xIZ _ I%)

0

Aby konvergoval tento vyraz, musi mj. platit

ImF(x'
i L)

T’ —00 .1”2

=0, (74)

tedy je zapotiebi slabsi podminka nez v predeslém pripadé.

Binarni srazka (a tedy i piislusnd amplituda rozptylu) je, jak bylo odvozeno
ve 2.kapitole, zavisla na 2 kinematickych proménnych, za které mizeme vzit s a
t. Polozime-li * = s a t ponechdme pevné, bude vztah (73) tzv. disperzni relaci,
tj. vztahem mezi redlnou a imaginarni ¢asti symetrické (viz nasledujici kapitola)
amplitudy rozptylu. V dalsi kapitole podrobnéji prostudujeme vlastnosti funkei spl-
nujicich pozadavky kladené na amplitudy rozptylu.
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5 O tridé funkci, do niz fadime amplitudu rozptylu

Podivejme se, jaké matematické vlastnosti ma funkce F(s,t) predstavujici amplitudu
rozptylu jako funkci s ptfi pevném t¢. Funkce, které mohou byt vhodnymi kandidaty
na amplitudy rozptylu, musi vyhovovat jistym podminkdm. RozliSujeme podminky
pro tzv. symetrické a antisymetrické amplitudy rozptylu. Ty jsou definovany timto
zpusobem:

Oznacime F4 (s, t) amplitudu rozptylu zptisobeného dopadem piislusné konkrétni
¢astice (index ”+"), resp. anti¢astice (index ”-") na tentyz tercik, pritom s a ¢ jsou
parametry, o kterych jsme mluvili v 2.kapitole. Takto potom miizeme déle definovat
sudou a lichou amplitudu rozptylu Fs(s,t) a Fa(s,t), pro které plati

Fy(s,t) + F_(s,1)

(75)

F_(s,t) — Fy(s,1)

5 .
Zamérme se na ty prvni. Ttidu funkci, které lze dosadit za symetrické amplitudy
rozptylu, oznacujeme F.

Drive, nez se zacneme zabyvat jejich vlastnostmi, si ujasnime znaceni. V dal-
Sim polozime proménnou ¢ rovnou pevné hodnoté t, a budeme zkoumat vlast-
nosti amplitud rozptylu v zavislosti na jediné proménné s. Formalné tedy piseme
F(s,t = ty) = F(s). Zavislost parametru s na parametru F je vSak linearni (viz
kapitola 2.), a proto se ¢asto uziva zapis F'(E) misto F(s).

Funkce tridy F jakozto funkce komplexni proménné splhuji 7 zakladnich pted-
pokladii [1, 6]:

(i)

FA(S,t) = (76)

(3K, > 0)(Fs(z) je holomorfni v Dy, = {z||z| > Ki,Imz > 0})
(ii)
Fs(2) = Fs(—%)(Vz € Dg,)
(iii)
Fs(z) je spojitd v Dg, (s moznou vyjimkou v bodé z = co).
(iv)

Fs(z) je polynomidlné omezena v Dg, pro z — oc.
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3C, Ky, > 0: |F(E)/(EIn® E)| < C pro kazdé E € R, E > K,.
(vi)
ImFs(E) >0 pro kazdé F € R,E > K3 > 0.
(vii)

[ BB R > L | Re Fy(Kuei#)dg pro ngjaké Ky > K.
Ky 0

Pozadavek (v) nékdy nahrazujeme slabsim pozadavkem (v”):
. 2
Elgr;oFs(E)/E = 0.

T¥idu funkei, kde je pozadavek (v) nahrazen pozadavkem (v’), ozna¢ujeme F' :
FCF.

Vlastnosti (i)-(vii) tvoii zaklad axiomatické teorie. Nékteré z nich maji svij
ptvod v obecnych fyzikalnich vlastnostech rozptylu (napft. (i),(ii) a (v)), jiné (jako
napf. spojitost (iii), omezenost (iv)) jsou voleny spise za ucelem zjednoduseni vy-
pocti.

Nyni si definujeme dva symboly, se kterymi se v dalsim textu budeme casto
setkdvat. Jedna se o symboly ps(E) a 05(FE) a jsou definovany témito vztahy:

. Re FS(E)

_ ImFs(E)
= D) = s

O'S(E) E

ps(E)

Druhy z nich ma tedy fyzikdlni vyznam a¢inného prifezu srazky, jak plyne ze vztahu
(64).
Uvedme nékteré fyzikdlné vyznamné vysokoenergetické vztahy platné pro funkce
tiid F a F' [1,4]:
I. Necht Fs(E) € F, potom
7 ™\ dE
c=| ( tan ps(E) — —) &~ 77
J arctan pS( ) ln E E ( )
0

je shora omezeno konecnym ¢islem.

IT. Jestlize (i) az (vi) plati a ps(FE) je takové, ze £ = oo, potom
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[ os(E)dE a | [ Re Fs(E)Z|
Eq

Eq

konverguji.

ITI. Necht Fs(z) spliuje (i) az (vi), jestlize ps(E) splije

r dE
A= /arctan pS(E)f < 00, (78)
Ey
potom
Elg”réo infog(E) < o0. (79)

IV. Jestlize 0g(FE) neomezené roste, pak ps(FE) je asymptoticky omezeno shora i
zdola témito relacemi:

o0

A= /arctan pS(E)dFE = 00, (80)
Eo
. 7 T\ dE
L :E/ (arctanpg(E) — ﬁ) - <% (81)

V. Necht Fg(F) nélezi do tiidy F a limog(FE) a lim pg(FE) (at koneéné nebo neko-
ne¢né) existuji, potom:

1)limog(E) =00 & A= /arctan ps(E)

Eq

i _

o

2)limog(E) = const > 0 < A je konecné,

3)limog(E) =0 & A= —oc.

VI.

Jestlize .
tan o <| pg(F) |< tanﬂﬁ,0<a§6§§, (82)

pak
| Fs(E) |< CE'"% pro Re Fs(E) > 0 (83)
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| Fs(E) |< CE' ** pro Re Fs(FE) < 0, (84)

kde C' > 0.
VII.
Jestlize .
/ ps(E)dIn E
konverguje, pak existuji takova realna C7, Cs, Ze
Cy <os(F) <0y (85)

za predpokladu, ze

const B' ¢ <| Fg(E) |< const E***, (86)

kde const > 0.

VIII.
T Re (Fs(E) — Fs(0))
/ e dE| < o (87)
IX.
Fs(E
lim(og)p = 00 & hrn/ L‘q()dE +00; (88)
Re Fs(E
lim{os)p = 0(1) < hm/ 675()@ = 0(1), (89)
pricemz plati
1 E
(05) = ﬁE/ os(E)dIn E. (90)

Pro velmi vysoké energie dochazi ve vztazich derivaci redlné a imaginarni ¢asti
symetrické amplitudy a jinych veli¢in z ni odvozenych k vyznamnym zjednodusenim.
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Toho lze vyuzit pfi vypoctu riznych fyzikalnich kvantit tykajicich se rozptylové

amplitudy (redlné ¢asti, faze, modulu atd.) z jinych naméfenych veli¢in. Jsou znamy

rizné limitni vztahy [6,11] plynouci z podilovych, rozdilovych, p¥ipadné obou typt

vét [5]. Ty v8ak nemaji univerzalni platnost, kazda plati pro jiny typ funkei.
Vezméme si napriklad vztah

d
din F

Fs(E)
E

ln‘ (91)

‘ — 2 arctan (Re FS(E)) ,
T

Im Fs(E)

ktery lze chapat bud tak, Ze podil jeho levé a pravé strany se pro velmi vysoké
energie blizi 1, nebo se rozdil levé a pravé strany blizi 0.

Jiny vysokoenergeticky vztah dava do souvislosti redlnou a imaginarni ¢ast am-
plitudy rozptylu timto zpisobem:

ReFs(E) m_d_ImFy(B)
E 2dlnE E

(92)
Znak — v tomto vztahu interpretujeme podobnym zptisobem jako ve vztahu (91).

Pti dokazovani nékteré z obou moznych interpretaci vztahu (91) pro konkrétni
typ funkce pouzivame nékterou z nasledujicich dvou vét.

Véta 1.

Necht Fs(F) nalezi do t¥idy F' a spliuje

: Fs(E)|| _
Elgr;o In Fin ‘ = 00, (93)
kde 7 je redlné cislo. Pokud
d Fs(E)
In |—55=
lim 2dlnE' ER:F o (94)
E=oo ) 4 = arctan (ImFZ(E))

existuje, pak je rovna 1.
Néaznak dikazu:

Protoze limita (94) existuje, musi byt vyraz definovin na jistém okoli bodu ne-
kone¢no, tedy ¢itatel i jmenovatel zlomku maji smysl a funkce Fg(E) musi byt
proto nad urcitou hodnotou nenulova.Pak v disledku I’Hospitalova pravidla ma li-
mitu také vyraz, ktery vznikne integraci citatele i jmenovatele zlomku, kde jako
integra¢ni proménnou bereme In E (vyraz vznikly integraci jmenovatele bude mit
nekonec¢nou hodnotu, podminka pro vhodnost uziti I’Hospitalova pravidla je tedy
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splnéna). Obé tyto limity si jsou rovny. Zbyva dokazat, Ze nové vznikly vyraz mé
nenulovou limitu, pak ma limitu i jeho prevracend hodnota a tvrzeni véty plyne z
jiné podilové véty uvedené v pouzité literature.

Véta 2.

Necht vyraz

D(E) = [77 + % arctan ps(E)| , (95)

B

d |Fs(E)
dinE | El-n

) ‘FS<E>

kde n <0 a Fs(E) € F, ma limitu pro E — oo, pak je tato limita rovna nule.
Naznak dakazu:

Protoze limita vyrazu (95) existuje, je definovan pro libovolnou hodnotu E, ktera
je vySsi nez jista hodnota. Abychom vétu dokazali, predpokladejme opak. Z rovnosti
[6]

E
2 dE’
-/ [n + = arctan pS(E')} -+ u(B) —Cpy+ By =0 (96)

Eq

Fs(E)
Et-n

In

a (95) plyne

Je-li Elim D(E) nenulova, pak integral
—00

InFE

15 = |

In Ey

Fs(E")
FEri-n

du(E") dIn E
dlnE'" In E'

musi divergovat pro E — oo. Diky vlastnosti (v) ho mizeme omezit seshora:

InFE

du(E
o nF'| =
|</ dlE’dn

n Fy

= |w(F)InE — pu(Ey) In By — 7 p(E")dIn E'|. (99)

In Ey
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Avsak divergence tohoto vyrazu pro F — oo je v rozporu s tvrzenim [6]

E
dE'’
/,u(E') 7| < const. (100)
0

Dalsi dvé véty se pouzivaji pii ditkazech vztahu (92).

Véta 3.

Necht Fs(F) nalezi do t¥idy F, spliuje vztah

Fg(E)
El-n

lim |(In
E—oo

‘ = o0 (101)

a necht Elirn ps(E) existuje a je nezdporna. Pokud existuje
—00

1-n_d ImFs(E)

li dlnE El-n 102
B0 ZRe F3(E) + 1 Im Fs(E)’ (102)

pak je rovna jedné.
Véta 4.

Necht
d ImFs(FE) B gReFS(E)

"~ dmE E T E
a predpokladejme splnéni téchto podminek:
- Fs(E)e Fa Elirn D(E) existuji
—00

- Eh_r)r;ops(E) In E existuje

D(E) (103)

- Elim os(FE) existuje
—00
- Re Fs(F) neméni své znaménko nad uréitou energii.
Pak lim D(E) = 0.
E—oco

6 Funkce trid £, £’ a jejich vlastnosti

Prostudujme nyni pro ilustraci jisty specialni pripad t¥idy funkci, které jsou vhod-
nymi kandidaty na amplitudy rozptylu [1].
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Necht

Fs(2) = F&(2) = c(—iz)*(In(—iz))" = c2*(—i)*(In(—i) + In 2)* =

- i b - T b
= c2% "2 <lnz - z§> = F4(E) = cE% "% (lnE - z§> , (104)

kde a, b, ¢ jsou redlné parametry, ¢ # 0.

F&¢(z) vyhovuje vlastnostem (i), (ii), (iii), (iv) pro libovolna a, b, c. Ostatni
vlastnosti jsou splnény za téchto podminek:

(V)proa<lV(a=1Ab<2)V(a=1Ab=2AN]c| <),

(V) proa <2V (a=2Ab<0), vlastnost

(vi) plati, kdyz (¢ > 0Aa € (4k + 2,4k +4)) V (¢ < 0 A a € (4k, 4k + 2)) nebo
sgn ¢ = (—=1)*'sgn b pro a =2k k € Z a ke splnéni

(vii) je zapotiebi, aby platilo sgnc = —sgnbV (¢ <0Ab=0) pro a = 0,
(k > 0A (=1 1he > 0) % (k < 0 Asgn [(—1)’““()0] =sgn (b — 1)) za predpokladu
0#a=2kkeZa (a> 0 Acsinfa < 0) \% (a <0 Asgnb= —sgn [csinga]) pro
a#2k ke Z.

Funkce F&'(z), kde parametry a, b, ¢ vyhovuji pozadavkiim pro splnéni podmi-
nek (v), (vi) a (vii), tvori tfidu £. Analogicky definujeme tiidu funkci £, ve které je
vlastnost (v) nahrazena vlastnosti (v’). Plati pfitom & C &' C F' a £ C F. Potom
lze podminky pro parametry a, b, ¢ v pripadé jednotlivych tiid shrnout takto:

Pro obé tiidy, £ 1 £, plati

a=4k+2A[(a>0Ab>0Ac>0)V(a>0Ab<0Ac<O)V

Vie<OA1#b>0Ac>0)]

nebo
a=4kN[(a>0Ab>0Ac<0)V(a>0Ab<0OAc>0)V

Vie<O0OA1#b>0Ac<0).

Pro t¥idu &€ jsou pak navic pripustné moznosti
[a€ (0,1)V(a<OAD> 0)]/\csinga<0

nebo
(a=1Ab<2Ac<0)V(a=1Ab=2N0< —c< ().

Pro t¥idu &' lze volit

[aE(0,2)\/(a<0/\b>0)]/\csinga<0.
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Otestujme na piikladu funkei t¥idy £ platnost vztaht (91) a (92) pro parametry
a € (0,1) ac < 0 (o divodech této volby budeme mluvit pozdéji). Pouzijeme pfitom
véty 1. az 4. Lze dokazat, zZe ve vysokoenergetické aproximaci plati

F&(E) ~ cE°In® Ee~ 30t is), (105)
Re FS(E) ~ cE*In" B cos |~ (a+ —— (106)
o 2 InE
a
Im Fe(B) ~ —cEoIn® Esin |~ (a+——)]|. (107)
8 2 InE
Zkusme tedy dosadit do vztahu (91). Leva strana dava
d Fi<(E) d
In |2 = In|c|B* ' In" B} =
dlnE “‘ E ‘ T el " B}
4 @D E b B} —a— 14— (108)
= o ol +(a n nlnE} =a T
Podil redlné a imaginarni ¢asti amplitudy rozptylu na pravé strané relace ma tvar
Re F&(E) s b s b
mreeE) -~ 2\ e s\t ng)e (109

z ¢ehoz po dosazeni do funkce arctan a vynasobenim prislusnou konstantou dosta-
neme tenty? vyraz jako na levé strané, tedy pro funkci F&¢(E) vztah (91) plati.

vvvvvv

lim |In
E—oo

Fe(E) H _

- (110)

Zaroven vSak limita pg(E) musi byt nezdporna, coz jak lze snadno dokazat, neni
pravda pro a € (0, 1). Jedind mozna hodnota je a = 1, kdy je tato limita rovna 1.
Tedy prislusny podil musi konvergovat k 1 pouze pro a = 1.

Predpoklady véty 4. jsou splnény bezezbytku, a tedy jde zfejmé prislusny rozdil
k nule.

Ovéfme nyni tyto zavéry primym vypoctem:
Bezpochyby plati

Re Fs(E)

7 ~ cE* "I’ E cos [g (a + L)] . (111)

In F
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_d ImFs(E (
Pro vyjadieni vyrazu -+ 7E zderivujeme nejdiive funkei £ podle proménné

In F/ a pak z vysokoenergetické aproximace vybereme imaginarni cast Diikaz oprav-
nénosti tohoto postupu v pripadé funkce readlné proménné je trivialni.
Plati

d Fs(E) T e 1ib < i )b
~cla—1)e @SRt B (1 —
inE g —cla—Dhe™ " omE) "
bee—io% gt i1 g (1 - T\ 112
+ bce n < — 2lnE> . ( )

Z vysokoenergetické aproximace tohoto vyrazu dostavame

d_ImFs(B) {L@} ~ —¢(a—1)E** In® E'sin E (a+ﬁ>] _

din E E dinE FE
b—1
— beE* " Esin [2 (a + ﬁ)] (113)
Pro a € (0,1) jdou oba vyrazy, Repg(E) i dlelm}g(E), k nule a jejich rozdil tedy

také. Pro jejich podil dostaneme po vydéleni obou vyrazi a vykraceni zlomku vyraz

9 In E cot, [g (a+ lnE)] 2cotfa 2 1 (114)
7 (a—1)InE+b Ta—1 w(l—a)tanZa’

Tento vyraz je jakozto funkce proménné a ostie klesajici pro a € (0, 1). Pro a jdouci
k nule se blizi nekone¢nu a pro a jdouci k 1 se blizi 1.

Timto jsme tedy dokazali platnost vztahi (91) a (92) za splnéni predpokladi
formulovanych vétami 1. az 4. pro nékteré z vhodnych parametrizaci funkei tiidy

£.
Déle provedeme dtkaz vlastnosti (i)-(vii) pro tiidy £ a £"

(i)

Je-li funkce holomorfni na néjaké oblasti, pak na této oblasti musi spliovat
Cauchyho-Riemannovy podminky. Funkce F “bc( ) je sou¢inem mocninné a logarit-
mické funkce, o kterych vime, 7e pii dostate¢né vysokém K; na pozadované oblasti
holomorfni jsou. Pak je na této oblasti holomorfni i F¢(2). Oznac¢ime-li totiz

F&(2) = f(2)9(2) = f(z + iy)g(z + iy) = (ui(z,y) + ivi(z,y))-

'(UQ(ny) + iUg(l‘,y)) = u(x,y) + iv(x,y),
pak plati

uw(z,y) = (ugug — v19)(x,y) a v(x,y) = (uve + vius)(z,y).
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Protoze funkce f(z) a ¢g(z) jsou holomorfni, plati

8u1 87)1 8u1 8?}1 8u2 87)2 8u2 8?}2

9r 9y 9y oz © 9r oy oy oz
Ptame se, jestli také plati

bu_ov o o
or Oy oy Oz’

Dosadime-li v téchto rovnicich za u a v vyse odvozené vztahy a vyuzijeme Cauchyho-
Riemannovych podminek pro f a g, zjistime, Ze tyto rovnice vskutku plati.

(ii)

Vlastnost dokazeme primym dosazenim:

PP = (23 (in(5) =15 )

(iii)
Jiz vime, 7e funkce F2%(2) je holomorfni na oblasti D, . Je proto na této oblasti

také spojita. Funkce (—iz)® a In"(—iz) lze na uzavéru dané oblasti s vyjimkou bodu

o0 spojité dodefinovat. Pak lze na tomto uzavéru spojité dodefinovat i funkci F4%(z).

(iv)
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dokézeme tak, ze odhadneme shora velikost absolutni hodnoty:

_ m
ln|z|+l<g0—§>

b
T 212
= el |11+ (o= 5) |

3K: pro |z| > K je In?|z| > (¢ — Z)? pro libovolné ¢ € (0, )

b b

|[F§*(2)] = el

= |ellz|

lnz—iz
2

= |Fg"(2)| < |e]|2]*2% (In |2])"
AC : |z| > C = |z| > |In|z]|

D =max{C,K}:|z| > D = |F®(2)| < 2%|c||2]*|2|" = |22 c2*"|

|[F§"(B)]

Eafl | IHE B Z%|b
|En* E|

2 7r2?
12E (ln E+T)2<C
n

— Eafl
cl n’E -

= ||

= bud: - a < 1 (E*" jde k nule rychleji nez In E k oo)

-nebo a=1Ab <2 (jen pro b < 2 jde zlomek k nule)
-neboa=1Ab=2A|c| < C

(v’)
Fy(E)
2
coz jde k nule pro a =2 A b < 0 nebo a < 2, jak bylo predpovézeno.

(vi)

= cE*%¢75(InE — zg)b ~ce S E 2 In’ B,

b
abe a,—iaZ T ’ a 2 )2 i(byp—aZ)
F$&°(E) = cE% 2<IHE—Z§> =cE®|In E+Z e 2

™
Cosw = % > O,Sin@b = —ﬁ — 0—
(In" E + &)z (In" E + %)z
Znameni imaginarni ¢asti je ddno znamenim vyrazu csin(—a% + bi). Pro ¢ = 0
je vlastnost automaticky splnéna.
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Necht nyni a # 2k. Pokud je ¢ kladné, pak musi platit sin(—af + b)) > 0.
S rostoucim F jde sin k nule a tedy také v — 0. Z toho plyne, ze musi platit
sin(—aj) > 0= a € (4k + 2,4k + 4),k € Z. Pro zaporné ¢ dospé&jeme k opacnému
vysledku, tedy a € (4k,4k +2),k € Z.

Pro a = 2k, k € Z dostdvame rovnost sin(—aZ + b)) = (—=1)"sinbip, a to s vyu-
zitim souctového vzorce. Vyrazy na obou jejich stranach maji byt vzdy nezaporné.
Je-li k sudé, musi pro libovolné ¢y < 0 platit byy > 0, resp. by < 0 v zavislosti na
znameni ¢ = sgn b = — sgn c. Je-li naopak k liché, pak plati sgn b = sgn c.

Shrnutim téchto pripadi dojdeme k predpovézenym podminkam.

(vii)
Diikaz této vlastnosti je prilis rozsahly, a proto je uveden v dodatku C.

Takto dojdeme k podminkam, které jsme predpovédéli. Dodejme, 7e v praxi se
zpravidla voli a € (0,1) se vSemi dal$imi omezenimi, kterd této volbé ve tiidach &
a & odpovidaji. ' Tato omezeni budeme automaticky predpoklddat pii diikazech
nasledujicich tvrzeni.

7 Tlustrace platnosti obecnych vét o rozptylu pro funkce
tridy &

Dokazeme nyni tvrzeni z 5.kapitoly pro t¥idy £ a £'. Volime pritom hodnoty para-
metri c<0aa€ (0,1),a=1Ab<2neboa=1Ab=2Alc|<C .

Diikaz pro tridu &:

I. Ve tfidé £ mizeme pro vysokd E vyraz pg(FE) aproximovat jako

ps(E) = tan lg (a —1+4 ﬁ)l

a dosadime tedy do integralu:

E-]Oacta ta T —1+L _ T @
) reantat o\ @ nE mE) E
0

Ve fenomenologickych aplikacich na rozptyl hadronii na hadronech se zpravidla voli hodnoty
a=1ab v intervalu (0, 2).
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Vime, 7ze a € (0,1), a 7e pro vysokd E jde zlomek ﬁ k nule. Za téchto okolnosti
mizeme polozit arctan tan ¢ = ¢. Dostavame tak

e 7’a—1+b—2 dE
- > " omE) E-

Ey

Spocteme-li primitivni funkci, dostavame

/‘a—1+b—2(ﬁ_a—%+b—21t
2 2t ~ T 5 b

kde jsme provedli substituci ¢ = In E. Pozadujeme, aby £ bylo shora omezené, tedy
aby platilo £ < +oo (miize také platit £ = —oo). Dosadime-li primitivni funkci do
vyrazu pro vypocet ur¢itého integralu, dostavame, ze pro a < 1 (a tedy také pro
a € (0,1)) aproa=1Ab< 2vzdy plati L = —oo (protoze funkce —t se od nuly
vzdaluje rychleji nez funkce Int).

Vidime tedy, ze za nasich podminek je tvrzeni pro tr¥idu &£ splnéno.

IT. Jeden z predpokladi tvrzeni ¥ika, ze ps(E) je takové, aby bylo £ = oo. To
vsak podle ptredeslého tvrzeni nemiize byt pro za nami stanovenych podminek spl-
néno. Toto tvrzeni tak neni potvrzeno ani vyvraceno.

III. V souladu s vysledky predchozich tvrzeni je predpoklad (78) pro a € (0,1)

splnén (A se od L lisi pouze ¢lenem = v integrandu). P¥i a = 1 je splnén jen pro

InFE
b <0.
Jiz diive jsme odvodili, ze plati aproximace

~ __ a—1 b 1 E L
0s(E) = —cE* " In Esm[2 <a+lnE>] .

Z toho vidime, ze tato ¢ast tvrzeni je evidentné splnéna bez problémii.

IV. Vime, ze plati

~ —cE I Esin |~ a4+ ——
0s(E) ~ —cE* " In Esm[2 <a+lnE>]'

Tento vyraz pii nasi volbé parametrii neomezené roste proa = 1A0 < b < 2. Z
diikazu predeslych tvrzeni je ziejmé, ze také toto tvrzeni je splnéno.

V. V nasem piipadé mame préci ulehéenou tim, ze pro tfidu & limity limog(F)

a lim pg(F) existuji diky tvaru p¥islusnych vyrazi pro E — oo, takZe mizeme piejit
rovnou k vysetfovani jednotlivych podminek:
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1) Z dikazi predeslych tvrzeni plyne, Ze vyraz os(E) neomezené roste pro a >
1V (a=1Ab>0) a totéz plati pro A.

2) Vyraz og(FE) jde v limité ke konstanté rizné od nuly, pokud ¢ =1 a b = 0.
Za tychz podminek je A konec¢né.

3) Podminka og(E) — 0 je splnéna pro a < 1 nebo a = 1 A b < 0. Pro tytéz
parametry plati A — —oo. Tedy je to splnéno také pro a € (0,1)V (a =1Ab < 0)
a ekvivalence plati.

VI.

an T (a4 2
Re Fs(E) ~ cE“In’ E cos [2 <a+lnE>]

B I’ Esin |~ (a4 ——
Im Fs(E) cE®In° E sin [2 <a+lnE>]

=| Fs(E) |= \/(R6 Fs(E))2 + (ImFs(E))? ~| ¢ | E*In" E =| ¢ | E*" =m0 F)
RelS(E) T b
Fy=""2Y" . —cot |— _
PS( ) m FS(E) co l2 <a+ln )],

cor |5 (a5g) || = fon 5 (10— 55|

Proa € (0,1) a ¢ < 0 plati Re Fs(E) < 0 a | ps(E) |= ps(E). Budeme tedy hledat

takova o a 3 lezici v intervalu (0, %>, pro kterd plati

t <tan | = (1 b
anma < tan 5 a T E

pri libovolném E. Pritom ovérime, zda plati

| ps(E) |=

|F5(E) |N| c | Ea—l—ﬁln(lnE) < CEI—Qa

pro néjaké C' > 0.

b

1—g——b
Jestlize plati b > 0, pak urc¢ité plati a = % al—2a=a+ lnbEO' Aby tedy

predpokladana nerovnost byla splnéna, musi existovat takové C' > 0, ze

b
| EotrpnnE) o o pitErg

Vykratime-li tuto nerovnici, dostaneme

In(In E)

|c| EWF < CEWF
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a tedy C' musi splhovat
1
C>c|E "EBInE.

Takové C' urcité existuje, nebot vyraz na pravé strané nerovnice konverguje k nule.
l1—a

Jestlize b < 0, pak a = 5* a 1 — 2a = a a ma tedy platit

|C | Ea+ﬁln(lnE) < CE®.
To uréité plati, polozime-li C' =| ¢ |.

Jestlize a = 1, pak hleddme «, 3 lezici v intervalu (0, %), kterd vyhovuji nerov-
nosti

tan Ta < [tan < tan7pf

T
2In F
pro libovolné E, tedy i pro limitni pripad £ — oo. Takové « vS8ak v daném intervalu
nenalezneme. Predpoklad tvrzeni proto neni splnén.

VII. - o
T b
/pS(E)dlnE = —/Cot [5 (a—i— ﬁ)] dinE,

coz pro a € (0,1) nemize konvergovat. Integrdl totiz mizeme pro vysokid E

aproximovat na
o0

/cot gadlnE = cot, ga/dlnE,

a to evidentné diverguje.
Pro a = 1 dostaneme

/pS(E)dlnE - /tan 217;bEdlnE ~ / 217;bEdlnE,
coz, jak lze snadno spocitat, konverguje pro b = 0. Pro tento ptripad tedy navic
ovéiime, jestli plati také predpoklad (86). Protoze v daném pfipadé |Fs(E)| = |c|E,
predpoklad (86) plati po dosazeni const = |c| pro libovolné € > 0. Tedy by mélo pla-
tit také (85). Po dosazeni za o5(FE) dostavame og(E) ~ —c a tedy piislusné redlné
konstanty C';, C5 neni problém nalézt.

VIII. Nejdiive spo¢teme limitu ]lfirr%) Fs(F) za riznych podminek:
—
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(a) a€e (0,1)AD=0
- m\°
= lim Fg(F) = lim cE% "2 <lnE — i—) =0
E—0 E—0 2
(b) ae (0,1)Ab<O

.o b
= lim Fg(E) = lim cE% "2 <lnE - Z%) =0

FE—0 E—0

(c)ae (0,1)AD>0

FE—0 E—0 E—0 —_

. T b g (lnE - ZE)
= lim Fg(E) = lim cE% "2 (lnE - z§> = lim ce "2 >—F—% =
Fa

b(b—1)(b—2) .- (b—n+1) (lnE_lig)b_n =0(n > b)

Ee
Vidime tedy, 7e ve vSech téchto pripadech plati Fg(F) — Fs(0) = Fg(FE) a po
dosazeni do integralu pak dostaneme

= lim ce "5 (—1)"
E—0 am™

X cE*In’ E cos [2 (a+ lnE)]

‘ Re FS 5(0)) ‘
/ dFE| ~ /
E2In*™ F

E2l 2+5E db| =

o0 b o0
/CE“_2 In®%7¢ E cos [g (a + ﬁ) /E“_2 In®%° EdE

To konverguje pro a <1V (a =1Ab<1+¢) a tedy také pro a € (0,1).

T
cCcos —a
2

V pripadé, ze a = 1, je situace mirné odlisna. Plati

Re (Fs(E) — Fs(0)) T ezt b T b
‘/ o 2+E AB| ~ | [ eB* 22 Beos | (at - ) [ | =
= 7OCE 'In®=27¢ F cos 1+L dE| ~ 7oclnb2’5Esin mb din E| ~
2 In F 2In F

o0

b
/”201 0’3 Bd1n E| .

~J

Posledni vyraz konverguje pro b < 2 + ¢ a tedy také za naSich podminek.

34



IX.

E

E
_ 1 _ 1 a—1 b . ™ b
(os)p = lnEE/US(E)dlnE— — cE* " 1n’ E sin l2 <a+lnE>] dlnE
0

Eo

Tento vyraz pro E' — oo konverguje, pravé kdyz
a<1lV(@a=1Ab<0)V(a=2kAb=0),ke Z,

coz lze dokazat uzitim 1’'Hospitalova pravidla.

E

FE
ReFs(E) . [ —0ns - b
/ = dE_/cE In' Ecos |3 (a+ — || dE

Toto pii F — oo konverguje, pravé kdyz
a<1lV(ea=1Ab<0)V(a=2k+1Ab=0),kec Z.

Vidime, Ze obé podminky jsou pro a € (0, 1) identické a tedy pro nas pripad tvrzeni
plati.

8 Zaveér

Timto jsme ovérili dilezité vlastnosti symetrickych amplitud pro t¥idu funkei €. Je
zapotiebi znovu zdtiraznit, ze jsme uvazovali volby parametri a € (0,1) a ¢ < 0. Pro
jiné hodnoty by ovérovani vlastnosti bylo komplikovanéjsi a nékdy by tyto vlastnosti
ani nebyly splnény. Tyto hodnoty vSak nemaji praktické uplatnéni, a proto neni za-
potiebi je brat v tvahu.

Zavérem dodejme, ze disperzni relace, jak integralni, tak diferencidlni (viz do-
datek A), jsou hojné pouzivany v aplikacich na interakce ¢astic. Jejich prakticka
pouzitelnost se vsak potyka s podobnymi problémy, na jaké narazi kazdy pokus o
analytické zpracovani dat. Jde o to, ze do disperzni relace nedosazujeme presny tvar
imagindrni ¢asti amplitudy rozptylu I'm FP(E), ale jeji vysokoenergetickou aproxi-
maci Im FZ(E). Pfitom [5,10] ¢asto miiZe dojit k nekontrolovatelnému riistu rozdilu
Im FE(E)—Im FP(E). V disledku toho se pak totéz stane s rozdilem redlnych ¢dsti
prislusnych obéma hodnotam. Ptic¢inou byvaji nizkoenergetické prispévky.

Ukazme si celou situaci nadzornéji:

Oznacme

A(E) =ImF8(E) - ImF?(E), (115)
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prislusny rozdil redlnych casti

§(E) = Re FZ(E) — Re F¥(E). (116)
Plati

6(E) = 61(E) + 62(E) + d3(E), (117)
kde o

2F% [ ImFB(E")

WB) = J B(E?— 52

5,(5) = 22 7 AE) g (118)

2 T J E/(EIQ_Ez) )

262 T A(E') ,
63(E): T E/E/(EIZ_EZ)dE'

Toto déleni provadime z toho diivodu, ze k métfeni dochazi v intervalu energii
(Eo, E1), kde je také tvar funkce I'm FZ(FE) odvozen. D4 se tedy také piedpokladat,
ze v tomto intervalu bude A(FE) zanedbatelné, tedy mitizeme zanedbat také §,(FE).
Obdobné to bude s ptispévky vy$simi nez Ey, protoze z celistvosti funkci Im F2(F)
a Im FP(F) vzhledem k In F miizeme predpokladat, Ze se v tomto intervalu energii
témér rovnaji.

ObtiZe nastanou p¥i odhadu &, (E). Lze dokdzat, ze pokud neplati I'm F£(0) = 0,
je tento vyraz nekoneény. O funkci Im FZ(E) déle vime, Ze musi spliiovat nerovnost

Im FZ(E) < CE"In" E, (119)

kde v € (0,1),n € N U{0}, tzv. Froissartovu mez. Z toho lze dosazenim do nerov-
nosti a rozvinutim podle Taylorova vzorce zjistit, ze plati

n! 1 1
61(B)] <2075 +.0(55). (120)
Z toho vidime, 7e vyraz |0;(F)| roste pro vyssi v pomaleji, a 7Ze je tedy vhodné pouzit
parametrizaci co nejblize hranici splnitelnosti dané podminky.

Jednoduchy priklad k ilustraci situace je nasledujici: Necht plati

A(E) = cE*, (121)

kde |c| je tak malé, 7e se prili§ nezméni piedpis a o € (0, 1). Dosazenim do disperz-
niho integralu postupem obdobnym odvozovani DAR snadno zjistime, 7e pokud
Ey — 0, vyjde ndm —cE® cot(%"). Toto roste nade vSechny meze pro a jdouci k
nule.
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7 uvedeného tedy plyne, ze tiida funkci, pro které lze diferencialni disperzni re-
lace pouzit, je velmi uzka. K dramatické zméné dojde, kdyz prejdeme od konecnée-
nergetickych relaci k vysokoenergetické limité. Existuje siroké spektrum diferencidl-
nich relaci platnych pro vysokoenergetickou limitu pro velkou t¥idu funkei (viz napft.
5.kapitola). V této limité mize napf. nékdy byt nekonecnd fada T'(z) (viz dodatek B)
nahrazena jejim prvnim ¢lenem.
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Dodatky

A Odvozeni diferencialnich analytickych relaci Bronzanem
et al.

DiileZitou pomitickou pouZivanou pfi vypoctu redlné ¢asti amplitudy rozptylu jsou diferencialni
analytické relace (DAR, [3]). Ty lze odvodit z disperznich relaci. Odvozeni se sklada z dlouhé Fady
elementarnich, ale pomérné pracnych krokt, které Bronzan et al. explicitné neuvadéji. Eichmann a
Dronkers viak dokézali [10], Ze je platné pouze za zna¢né omezujicich podminek (mj. 7e amplituda

musi byt celistvou funkei logaritmu energie). Nize uvadime detailni odvozeni.

Ve 4.kapitole jsme zjistili, ze plati (za pfedpokladu, 7e s >> sg)

252
Re Fs(s,t) = K + —1, (122)
m

kde K = Re F5(0,t) je integra¢ni konstanta (kterou pro zjednoduSeni poloZzime
rovnou nule) a

+o0

1

I=P / dS,mImFS(S,,t). (123)
50

Odvodime nasledujici tvrzeni:

252} ds'
ReF(s,) = =P [ S Tm Fis(s' 1) =
50

_ f r 7 ra—1 l o N i ImFS(S,ﬂt) _
_ ”1/ dg's"™ ' coth S|¢' — ¢ la 14 65,] (7316* ) _
o T( 0 Im Fs(s,t)
= 5% tan [2 (a 1+ 8lns’>l (730‘ ) (124)

(Posledni uvedeny vyraz nazyvame diferencidlni analytickd relace. Rovnost vSak
plati pouze za nékterych dodate¢nych podminek, ke kterym dospéjeme v prubéhu
vypoctu.)

Odvozeni podle [3]:
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!/

Re Fs(s, 1) = —P/,Qi

— 82)ImFS(S,’t) =

_ 282P o0 ImFS(SI,t) 65/ e 9242 ImFs(S,,t) 6§Id§/ 00
/ s' e’ — 28 &= T s /625' —e% | B
In sg nso

252 Im Fg(s',t) et de'
—?‘[5@< ; >/%=%L (129

In s¢

kde jsme polozili s = ef. Tyto rovnosti jsou splnény pouze za piedpokladu, 7e
vSechny uvedené vyrazy maji po dosazeni s’ = oo, resp. £’ = oo konecnou hodnotu.

Plati:
eﬁ’dgf = L | th Lie 126
/625’7 — e _% teo §|§ _§| ( )

a tedy po dosazeni

Im FS(S,, t)
g

Rer(s,t):—ﬂ Incoth - |€ SI] +

In sg

42 /lncoth € — g2

ln S0

(LL Fj (+ t)> de' (127)

Pokud vyraz Im Fs(s',t) jde pro s — oo ke konefné hodnoté, nebo alespon
nediverguje piili§ rychle, je prvni ¢len pro vysoka s’ prakticky nulovy. Potom plati:

ImF
Re Fg(s,t) = ;/lncoth 1€ — §|8§’ <m+(8t)>d§ =

In sg

o’

=2 / In coth = |f f|8§,<§,a 1)7[mFs(S t)>d§/:

S/a

>]

In sg

=2 [ meoth 1Jg — glee. %wn@%¥ﬁ+§{&%§ﬁﬂ&e

In sg
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T la— 1 ’ 0 ImF ’,t
:% / d¢'s'™ 1lncoth§|§ —¢&|- [a_1+3—§'] <m;~%a(s)> (128)

In sg

Nyni dokédzeme druhou rovnici, a to tak, ze funkci

(Im Ffogs',t)>

po substituci s = e¢ rozvineme v Taylorovu fadu se stfedem v bodé &. Budeme viak
navic predpokladat, ze tato funkce ma nekonec¢ny polomér konvergence.

I l' !
Re FS S, t i / dé"s’oz 11nc0th |§ §| la_1+i] (M) —
™ =

In 5o 85, s
- ; 70 d€'s' 1 . n coth %|§’ — ¢
Inso
[ ] [S e () -0 -
™
kde
I, = %l 7 de's" ™ 1n coth %|§’ — ¢ [a 1+ d—g,] (€ — o (130)

Provedeme dalsi apravy roznasobovanim, vytykanim a pomoci metody per partes:

>1|~

L [ oo e~ - (o - e - o+

In sg

4+ /dg's'a 1lnCOth |f f|d—§,(f —§)" =

ln S0
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a—1 0
= Z - [ncoth JJ¢' — (¢ - grete e v] -
Sa_l i d ’
_ - - n\ . (—=&(a-1) !
. m{ @ (lncoth € — ¢|(e 5)) e de'+
a—1
+ 7 [ €90 coth |§ g|d—§,(§ o) e’ (131)
In s¢

Dalsi upravy provedeme na zakladé vzorce pro derivaci sou¢inu 2 funkeci a poté
zapomoci substituce y = £ — &:

a—1

1 ) 0
I="— - [lncoth SJ¢' — €](¢' — gl 90|~
™ 2 In sg

Sail r a 1 ! !
- 1/ (R (lncoth &~ ¢l) de' =
Pl 1 o0

— [ncoth 7Je’ — €](6 e e n] ” 4
a-1 P 9t +€
+ i [ elemoemng g e =
In s¢
a—1

— [ncoth 5l¢’ - €l(¢' — e o] * 4

In s¢

a-1 % _(a=1)y,n
+ i [y (132)

s sinh
In 20 y
S

Pokud se sq blizi k 0 a 0 < o« < 2, je prvni ¢len roven nule a dolni mez druhého
¢lenu se blizi —oco. To Ize dokézat nasledujicim zptsobem:
Vyraz v hranaté zavorce v prvnim ¢lenu pro jednoduchost upravime na tvar

1
In coth 5 |z | z"em (D),

kde z = & — £. D4 se snadno zjistit, Ze plati

el 41

1 (133)

1
lncoth§ | z |=In
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Pozadavek, ktery na prvni ¢len klademe, zni, Ze jeho funkéni hodnoty po dosazeni
T = 400 nebo x = —oo jsou stejné a v absolutni hodnoté mensi nez nekonec¢no pti
libovolném celém n > 0. Rozebereme si to tedy na jednotlivé pripady:

1)z — 400
Vyraz
el 41
n _—
elel — 1
jde k nule, jak se snadno po dosazeni presvédc¢ime. U zbyvajicich ¢lent v hranaté
zavorce musime rozlisit dalsi pripady.

la)a > 1
Vyraz 2" jde k nekoneénu pro n # 0 a pro n = 0 je roven jedné. Vyraz e*@=1 jde
k nekonec¢nu. Setkavame se tu tedy s nasobenim nuly a nekone¢na a musime aplikovat
néjakou vhodnou metodu pro vypocet dané limity. Pokud vyraz prevedeme do tvaru
zlomku, v jehoz citateli bude
e’ +1
et —1
(absolutni hodnoty mizeme pro pripad kladného x odstranit) a ve jmenovateli bude
pievracend hodnota vyrazu z"e*(*~ ) mitizeme pouzit I'Hospitalovo pravidlo. Po jeho
pouziti a upraveé zlomku bude platit

In

x
) In ;ir} ) 20T ntl
lim ————— = Ilim - .
g—+oo pe2(@~l)  zotc0e2r —1 n+4 (a—1)x

(134)

Vidime, ze druhy ze zlomki jde k nekone¢nu. Aby se neblizil nekonec¢nu cely vy-
raz, musi se prvni zlomek blizit k nule (tim jiz bude kone¢na, v tomto piipadé
nulova hodnota limity zajisténa, jak se Ize snadno presvédcit opétovnym pouzitim
"Hospitalova pravidla). To je mozné pouze v piipadé, ze o < 2. Celkové tedy méame
a € (1,2).

Ib)a=1
V tomto pripadé je limita vyrazu v hranaté zavorce rovna nule, nebot ¢len z"
jde k nekonec¢nu pomaleji nez jde ¢len

e +1
et —1

In

2

k nule. Bude to ihned zfejmé v ptipadé, Ze ho nahradime zlomkem —=,

1ze shora omezit.

kterym ho

lo)a <1
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Také v tomto pripadé je limita vyrazu rovna nule, nebot jde k nule také vyraz
e®@=1) a (kladna) limita vyrazu musi byt mensi nebo rovna ne7 v piipadé b).
Prozatim jsme tedy zjistili, ze parametr a nesmi byt vétsi nebo roven 2.

2)r = —o0

V tomto pripadé bude postup analogicky postupu 1), jak se 1ze snadno presvédéit,
pouze za prvni vyraz dosadime |

—e
1+ev

Takze po uvazovani o < 1 a pouziti I’'Hospitalova pravidla dospéjeme ke stejnému
vyrazu jako prve a zjistime, ze musi platit o € (0, 1). Déle zjistime, Ze o miize byt
také bez jakéhokoliv omezeni vétsi nebo rovno 1.

Celkem tedy musi platit « € (0, 2), jak jiz bylo vySe feceno. Potom ovSem plati

In

dn

dam”

I, = s*"'——1I, (135)

kde

1 F ela=Dy 1 7 ele=ty 1 Fela=1y 1 % 9ela=1)y
Ioz—/ . dy:—/ . dy+—/ . dy:—/i,dzﬂr
m J sinhy m J sinhy ™) sinh y 7 ey —e Y

0 00
2¢la=1)y 1 2 1 7 2ele=2y
— — d — | ———dy. 136

/ey—ey 7r/e2y—1y+7r0 1—e*29y (136)

Vyrazy v integrandech lze chapat jako soucet nekonec¢nych fad. Proto je rozvineme
a dale upravime:

0 00
1 e 1 00
Iy = —— / 2e™ (E 621/”> dy + — /26(0‘_2)y (E 6_29”> dy =
T n=0 s n—=0

200
=2

n=0

0 [e%¢]
( / e a+2n)ydy + / 6(04—2—2n)ydy) —
—00 0

9 = o 1 g 1o
22 (rm o a0 -

_2i< -1 1 )_2i< 1 )_
T a+2n a—2-2n) « 2n+2—a on+a)

n=0 n=0
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= tan

o 1)} (137)

Posledni rovnost plyne z Fourierova rozvoje: lze snadno ovérit, ze plati

sinar & 2a sin am
cos axr = + ) (=1)"———— cosnx (138)
am — m(a? — n?)
a po dosazeni x = m,am = z a vydéleni sinem dostaneme
1 > 1 1
cotz:—+2< + ) (139)
z g \z+nm  z—nm
Vuzijeme-li rovnosti tan z = —cot(z + §) a dosadime z = (o — 1), dostavame

pozadovanou rovnost.
Celkem tedy plati:

Re Falo.t) — 552 L7 (ImFs(S,t)>In:

_l m o
—nl o s

21 0" [(ImFs(s,t)\ d" { [7r ]}
= @ —_— t — —]_ =
° = nlogm ( 5@ ) da™ an 2(a )

= 5% tan [g (a 1+ 81?1 S,ﬂ (%ﬁ@) (140)

Posledni vyraz je vlastné formalni prepis predchozi sumy do uspornéjsiho tvaru. Lze
totiz snadno spocitat, ze sumu na levé strané rovnice formalné dostaneme z vyrazu
na pravé strané jako ” Taylortiv rozvoj” funkce tan [g(a — 1)] se stfedem v bodé «

) » 0
pro "hodnotu” a + 51—
°

Z obdobnym zpiisobem definované integralni disperzni relace pro antisymetrickou
amplitudu rozptylu lze dokazat, ze

Re Fi(s,t) = s® tan [g (a—i— alisﬂ (ImFA(S’t)>. (141)

SOé

Pro a = 1 potom plati

Re Fs(s,t) o <7r 0 ) (ImFS(s,t)>

s 20Ins' s
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T 0 1(r &\ 2(r 0 Y\ Im Fs(s,t)
e Ty i + (= o (R =
20Ins’  3\20Ins 15\20Ins s

00 2n—1
= Z a”a 0 12n—1 (Im FS(S’ t)> ) (142)
n=1

In s s

kde
27r2n—1 (22n _ 1)

BTL7
(2n)! Bl

a, = (143)
pricemz B,, jsou Bernoulliho ¢isla.

Obdobné pro antisymetrickou amplitudu plati

ReFals:t) _ a0 E <1+ 0 )] (ImFA(S’t)>, (144)

s Oln s’ s

a podle Taylorova vzorce pro funkci z cot z tedy potom

0 , (ReFA(s,t)> _

T
20Ins S

2 b ) ] (). s

B Podminky konvergence diferencialniho operatoru v DAR

Budeme se nyni blize zabyvat podminkami, za kterych konverguje tzv. tangencialni
suma, tedy rozvoj operatoru
. ™ 0
an | —
20Ins )’

vyjadrujiciho vztah mezi imaginarni a redlnou casti sudé amplitudy rozptylu, po
dosazeni néjaké funkce g(In s). K tomu acelu zavedeme substituci

Ins=ux (146)

tan (g 61?1 S) g(lns) = tan (587) g(z) = T(x). (147)



Pti vySetfovani konvergence jsou dilezité tyto 2 véty [5,11]:
Vé&ta B.1: Necht g : R' — R'. Suma T'(x) je konvergentni v bodé x € R' pravé
tehdy, kdyz rada
D(x) =Y g*" " (x) (148)
n=1

je konvergentni.

Tato véta mé zakladni dilezitost pro fadu nésledujicich vysledki. Co se tyce
praktického pouziti, musime parametrizovat amplitudu rozptylu v néjakém inter-
valu energii. Tedy potiebujeme nésledujici vétu.

Véta B.2: Necht ¢ : T — R' mé vechny derivace v kazdém x € Z,7 C R'. Po-
kud T'(x) konverguje pro viechna x € Z C R!, potom celistva funkce komplexniho
x existuje na Z.

Dikaz véty B.1:

Vyuzijeme Abelova kritéria:
Necht (a,) je monotonni omezend posloupnost a necht rada

o0 o0
>~ b, konverguje, pak fada Y a,b, také konverguje.
n=1 n=1

Nejprve dokaZeme, 7e posloupnost (a,) ze sumy T(z) = 3. a,g®"~"(x) spliiuje
n=1

podminky Abelova kritéria: Vime, ze plati

or2n-lgn _ 4
n=—————|Bo,| = = (1 —277")((2n), 149
kde ¢(2n) = $205| Boy|. Pron = 1 plati ((2) = = 1 = = =1, 64. Pritom je ném
ZNamo, ze %2 = § #, coz napovida, ze pro x > 2 plati ((z) = § n~*. Muzeme
n=1 n=1

tedy s urcitosti fict, ze 1 < ((2n) < 1,64 a ((2n) je omezenou posloupnostf. Pro

vysokd n pak muzeme psat
4 —2n —2n —2n —2n —2n 4 —2n —2n

Ay ~ ;(1—2 J(14+27" 437" +4" 405 ")) = ;(1+3 +0O(5°")). (150)
Tato posloupnost je pri dostatecné vysokém n klesajici a tudiz monotonni.

Predpokladejme nyni, ze fada D(z) konverguje. Pak vzhledem k vlastnostem
posloupnosti (a,) musi podle Abelova kritéria konvergovat také rada T'(z).
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Predpokladejme naopak, 7e konverguje fada T'(z). Vyraz D(z) mizeme rozepsat
o0
jako D(z) = ¥ La,g® V(). V Abelové kritériu ted tlohu posloupnosti a, a b,
n=1""

hraji posloupnosti () a (a,g®" 1 (x)) které, jak se lIze snadno presvédcit, spliji
dané pozadavky a fada D(x) tedy konverguje.

Tyto vysledky ukazuji mimotradné omezenou platnost DAR pro kone¢nou energii:
znamend to, e T'(x) je konvergentni v intervalu energii Z C R!, pouze kdyz g(z) je

celistva funkce komplexniho x a pokud dvé sumy, D(z) a E(z) = %o: g™ (z), také
n=0

konverguji.

C Dukaz vlastnosti (vii) pro funkce t¥id £ a &’

Vyrazy v integrandech upravime pro pripad F — oo a K4 — o0

Fabc(E) o —ia% <l E -ﬂ-)b E® —ia% 1 bE <1 . >b
=cLe nr —i1— =cLe n —1 ~
o 2 2InE

b
2In FE

~ cE% > In*F (1 —3 > ~ cE®Inb Be i3 (0t mE)
= Re F&"(E) =~ cE*In" F cos l <

Im F&®(F) ~ —cE®In” F'sin l (

Fat(K,e'%) = ek, e # 2 In’ K, (1 +it 5) ~

~ cK,*In’ K4€i(w—%)(a+ﬁ)

. 7T b
= Re F§(Kie'”) ~ oI, In" Ky cos (o = 5 ( T K4> |

' b
Im ngc(K4el<P) ~ cK,*1In’ K, sin <g0 — g) (a + = K4>
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Dosazenim do nerovnosti dostavame

— / cE*'In® E sin [g <a+ é)] dE >

Ky
17 s b
~ [ eK, In" K (--)
>20/c 4" In 4coslg0 5 <a+an4>]dg0

Vénujme se nyni otazce, za jakych okolnosti diverguje integral

/ £ I’ EdE.

Ky

Pokud m4é totiz zaroven multiplikac¢ni konstanta na levé strané nerovnice zaporné
znaménko, pak nerovnice evidentné plati.
Je ziejmé, ze

lim E*'In° E = oo
FE—oo

proa > 1Ab>0A(a # 1Vb#0)a pro tyto hodnoty bude tedy také integral urcité
divergovat. Bude také divergovat pro a = 1 A b = 0, protoze v tomto pripadé je
prislusna limita rovna jedné, tedy konstanté riizné od nuly. Zavedeme-li substituci
In £/ = ¢, ihned po dosazeni do integralu vidime, ze pti stejnych hodnotach b integral
diverguje také pro a € (0, 1). Pouzitim I’'Hospitalova pravidla pii vypoctu limity pro
E — oo lze dokazat, ze je-li @ > 1, integral diverguje nejen pro nezapornd, ale pro
libovolnd b. To plati i pro a € (0, 1), coz dokdZeme pomoci piedeslé substituce a po
dosazeni do integralu nékolikolikandsobnym uzitim metody per partes. Jednoduchym
vypoctem se presvédcéime, ze v pripadé, kdy a = 0, integral diverguje jen pro b > —1.

V ostatnich pripadech, tj. pokud a < 0, integral konverguje. O tom se miizeme
presvédcit na zakladé uvahy, ze ke kazdému kladnému ¢ < —a lze zvolit Ej takové,
ze pro E > E, plati E7 > In® E. Potom plati

Eo o0

/Ea—lln”EdE:/+/<I+ E“‘“qu:IJr[

Ky Ky Ep Eq

a+qlp a+q’

Ea-l—‘f| © B Eg+q
kde I je néjaké konecné kladné cislo.

Nyni budeme vysetiovat piipad, kdy a = 0. Pak dostaneme ze zkoumané nerov-
nosti

—C/E*1 lnbEsin2;;EdE~ —%/E*l "' EdE >
Ky Ka
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c 7 b T
—l”K/ ( ——)d.
ke 40C°Slan4 o)

Pokud je dale b = 0, nerovnice se zredukuje na tvar

e
0> —,
2
z ¢ehoz plyne, ze musi platit ¢ < 0. Je-li b > 0, bude leva strana nerovnice divergovat.
Platnost nerovnosti pak zavisi pouze na znaménku konstanty ¢, nebot vyraz vpravo
nikdy nedosahuje nekonec¢na. Aby tedy nerovnice platila, musi byt ¢ zaporné.
Pokud je b < 0, zméni se tvar nerovnice po jednoduchych tpravach na

e c )
€S MK, s .
7 ~p MO,

Potom musime rozlisit pifpady, kdy podil § md kladné a zaporné znaménko. Je-li

kladné, pak dostaneme

g S g b
Sin
21n K4 21n K4,

coz se s predpokladem b < 0 vzajemné vylucuje. Je-li § < 0, dostaneme

g <5 b
Sin ———
21n K4 21n K4,

coz plati pro b < 0 plati vzdy, takze musi byt zaroven ¢ > 0.

Pro a = 2k # 0,k € Z provedeme tpravu funkce sinus v integrandu na levé
strané nerovnice a upravime:

™

b\
sin [— <2k + —) = sin 7k cos

b b
+ cos wk sin k

- (-1)
2 InE 2In FE 2In E 2In E’

2 InE

o0 - o0
—/CE%*llnbEsin i <2k + L)] A ~ —(—1yF ¢ / B2 1nt=! BdE.

K4 - 2 K4

Na pravé strané nerovnice vznikne po zintegrovani a obdobnych tpravach, ve kterych
navic vyuzijeme vzorec pro soucet 2 funkci sinus, vyraz

L KWK, . @b Lmhe K28 In 1 K,
c ;— sin ~ (1) ————.

(=1)

20



Vidime, Ze nerovnici mizeme vykratit zlomkem 7. Déle rozlisime pfipady pro riizna
znaménka vyrazu (—1)¥*1be. Je-li toto znaménko kladné, dostaneme

K#*In" 'K,

EQk—ll bflE E .
/ n dE > o

Ky

Tato nerovnice je bezpochyby splnéna, pokud k£ > 0, protoze integral vlevo po-
tom diverguje. Je-li k zaporné, tento integral konverguje, tedy vysetfovani platnosti
nerovnice bude komplikovanéjsi. Pokud navic b < 1, platnost nerovnice ovérime
odhadem:

oo o0

K2k lnbfl K
/Ez’“llnb_l EdE < In"' K, / R i Tt
tedy leva strana nerovnosti mé byt vétsi a zaroven mensi nebo rovna nez vyraz na
pravé strané. Takova situace nemiize nikdy nastat. Pro b > 1 pouzijeme k odhadu

integralu metodu per partes. Zaroven bez ijmy na obecnosti budeme predpokladat
be (1,2). Plati

7 E2k * bh-17
/ B EdE = |2t p| -2 [ B2l Int 2 EgE =
ok 2k
Ky 4 Ky
1 b—1 (b—1)(b
= LRy —/E%ll”EdE
o 2k e (2k) . ”
b— (b—=1)(b—2) op, 4 3
- O T I gt
ok @k 4 (2k)?

Posledni nerovnost je platna, protoze exponent logaritmu b — 3 v integralu pied
znaménkem nerovnosti je zaporny, tudiz integral spliuje predpoklady predchoziho
pripadu, ma vsak opac¢né znaménko, a proto také volime opa¢né znaménko nerov-
nosti. Evidentné potifebujeme, aby vyraz WK 2k 1n*=3 K, byl v absolutni hod-

co7 je za

v v v 2k 1..b—2 _b—=2
noté mensi nez vyraz (2k)2K4 In”" K. Podil obou vyrazii je roven 575 K ,

danych predpoklad mensi nez 1 a tedy skutecné plati
(b—1)(b—2) b—1
(2k)3 (2k)?

Tim je vySettovana nerovnost dokazana.
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Necht plati (—1)k*1bc < 0. Pak ma platit

K*In" 'K,

E*1In*' EdE < —
/ n %

Ky

tedy opacna nerovnost. Dostaneme tedy také presné opacny vysledek nez v pred-
chozim pripadé, tj. musi byt £k <0 a b < 1.

Piejdéme k pripadu, kdy a # 2k, k € Z. Potom miizeme logaritmy v argumen-
tech goniometrickych funkei ptivodni nerovnice povazovat za nekonecné, tedy budou
prislusné zlomky nulové a po vytknuti nam vyjde:

oo 1 T
—csin ga / E*'In® EdE > §CK4“ In® K, /cos [a <<,0 — g)] dy
Ky 0

Vyraz na pravé strané miizeme upravit na
c s
~K,*In’ K, sin —a.
a 2

V dal$im budeme rozliSovat situace csin Sa < 0 a ¢sin Za > 0, protoze na tomto vy-
o0

razu zavisi znaménko nerovnosti. Z konvergenénich vlastnosti vyrazu [ E* 'In’ EdE
Ky

plyne, ze pokud csin fa < 0, zkoumand nerovnost urcité plati pro a > 0 (piipad

a = 0Ab > —1 do toho zahrnovat nebudeme, protoze podminky platnosti nerovnosti

pii a = 0 jsme jiz zkoumali diive). Naopak, je-li c¢sin fa > 0 A a > 0, pak nerovnost

urcité neplati.

Predpokladejme nyni, ze 2k # a < 0 A b < 0. Pak snadno nahlédneme, 7e v
intervalu hodnot (K, 00) plati 0 < In® E < In’ K. Z toho jiz mfizeme odvodit, 7e

o0 o0 Ea 00 1
/E‘H In® BdE < In® K, / B YE = In’ K, [—} — K’ K.
a 1Ky a
Ky Ky

Srovname-li ziskany vyraz s vyrazem na pravé strané nasi nerovnosti spo¢tenym pro
pripad a # 2k, vidime, Ze jsou aZ na znaménko shodné. To vylucuje volbu b = 0,
nebot pro tento pripad by se z nerovnosti stala rovnost. Jinak rozlisime piipady
csinfa < 0 a csin fa > 0. V prvnim pfipadé z piivodni nerovnice odvodime nerov-
nost, ktera je v rozporu s tim, co jsme pravé odvodili, a tedy za danych podminek
nemiize nerovnice nikdy platit. V druhém pripadé naopak dospéjeme k zavéru, ze
pri dané volbé konstant plati nerovnost vzdy.

Necht 2k # a < 0 A b > 0. Postupem obdobnym ovérovani pripadu, kdy za
stejnych podminek bylo a = 2k a s vyuzitim predchoziho pripadu dojdeme k tomu,

52



ze je-li b € (0,1) , bezpochyby plati

7 1 b b(b—1
/ E*'In"EdE > ——K{In" K, +  K{In"' K — (73)1(1 In" 2K, >
K a a a
1 a1,,b
a

Stejnym postupem dostaneme podobny vysledek i pro vyssi hodnoty b.

To vylucuje platnost zkoumané nerovnice pro pfipad csin fa > 0, ve kterém
musi platit pfesné opacna rovnost. Naopak v ptipadé csinfa < 0 je nerovnost
automaticky splnéna.
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