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Dùle¾itým prostøedkem ke studiu hadronovýh srá¾ek jsou tzv. disperzní relae, o¾ je integrálnívztah mezi reálnou a imaginární èástí amplitudy rozptylu. Jsou vlastnì vyjádøením analytikýhvlastností amplitudy rozptylu v komplexní rovinì energie nebo jiné kinematiké promìnné; pøijejih odvození je vyu¾ito známýh nebo pøedpokládanýh informaí o rozlo¾ení, poloze a povazesingularit amplitudy rozptylu v pøíslu¹né komplexní rovinì.Prudký rozvoj tehniky uryhlovaèù a mo¾nost dosa¾ení velmi vysokýh srá¾kovýh energiíobrátil pozornost teoretikù ke studiu disperzníh relaí v oblasti extrémnì vysokýh energií a kodvození tzv. asymptotikýh teorémù, tj. korelaí mezi rozptylovými velièinami pøi limitnì vy-sokýh energiíh. Ukázalo se také, ¾e v této oblasti lze za urèitýh pøedpokladù nahradit stan-dardní disperzní relae vztahem, v nìm¾ disperzní integrál je aproximován výrazem obsahujíímjednu nebo víe derivaí imaginární nebo reálné èásti amplitudy. Tato práe se zabývá vlastnostmidisperzníh relaí standardního i difereniálního typu a podmínek jejih platnosti a praktiké po-u¾itelnosti.Text je èlenìn na tyto èásti:První èást se skládá z osmi kapitol, z nih¾ první tøi pojednávají o základníh pojmeh, sekterými budeme v této prái zaházet. V 1.kapitole se seznámíme se zahovávajíími se velièinamisrá¾ek a poètem nezávislýh parametrù, kterými jsou jednotlivé srá¾ky urèeny. Ve 2.kapitole bu-deme tyto parametry blí¾e konkretizovat pro binární srá¾ky. V dal¹í kapitole si nìo øekneme oS-matii a zavedeme pojem amplitudy rozptylu.Ve ètvrté kapitole si de�nujeme pojem disperzní relae. V 5.kapitole si povíme o vlastnostehamplitud rozptylu a v 6.kapitole se omezíme na jednu tøídu vhodnýh kandidátù, její¾ vlastnostiovìøíme v následujíí 7.kapitole. Závìrem v 8.kapitole probereme praktiké problémy, se kterýmise potýká u¾ívání integrálníh i difereniálníh disperzníh relaí.Tvar tìh druhýh pak odvodíme v prvním kapitole druhé èásti, tedy dodatku, se zøetelem naomezujíí pøedpoklady, které dosazovaná funke musí splòovat. Ty dále spei�kujeme v dal¹í kapi-tole. Tøetí kapitola v dodatku se podrobnì zabývá dùkazem jedné z vlastností funkí popisovanýhv 6.kapitole.Zvlá¹tní podìkování patøí Janu Fisherovi za vydatnou pomo pøi vzniku této práe.
1 ÚvodPro hledání a studium vlastností elementárníh èásti jsou nejpodstatnìj¹í 2 základníexperimenty:- rozpad 1 èástie na jiné èástie, o¾ shematiky zapisujemea! b1 + b2 + :::+ bn- srá¾ka 2 èásti za pøípadného vzniku dal¹íh èásti; to zapisujeme jakoa1 + a2 ! b1 + b2 + ::: + bn;3



eventuelnì (pokud se v konovém stavu naházejí i èástie stavupoèáteèního) napø.a1 + a2 ! a1 + a2 + b3 + ::: + bn:Pøitom n znaèí poèet èásti v konovém stavu. Je-li v posledním shématun=2, nazýváme srá¾ku pru¾nou.Ve zkoumanýh proeseh se èasto musíme oprostit od v¾itýh pøedstav o reálnémsvìtì, získanýh na základì ka¾dodenní zku¹enosti. Za ka¾dýh okolností zùstávázahováno jen nìkolik nejzákladnìj¹íh prinipù. Mezi tyto prinipy patøí zákonyzahování energie, hybnosti, momentu hybnosti a elektrikého náboje. Proto jednímz hlavníh prostøedkù u¾ívanýh k popisu elementární èástie je ètyøvektor energie-hybnosti (ètyøhybnost) p = (p0;�!p ), pro jeho¾ slo¾ky platíp0 = q�!p 2 +m2; (1)kde m je klidová hmotnost dané elementární èástie (pou¾íváme pøirozenou soustavujednotek, v ní¾  = 1).Pøi studiu srá¾kovýh proesù mezi elementárními èástiemi v¹ak bylo zji¹tìno, ¾ese zahovávají i dal¹í, v jinýh oboreh fyziky nepou¾ívané velièiny, jako je baryonovéa leptonové èíslo, podivnost aj. Ty jsou de�novány takto: baryonové èíslo baryonù[9℄ je rovno jedné, jejih antièástie ho mají rovno minus jedné a pro ostatní èástieje nulové. Obdobnì jsou zavedena také leptonová èísla. Podivnost souvisí s tzv.podivnými èástiemi, jimi¾ se zde podrobnìji zabývat nebudeme.Hodnoty slo¾ek ètyøhybností jsou urèeny hodnotami nezávislýh parametrù, je-jih¾ poèet se mìní podle typu srá¾ky, resp. rozpadu, tedy podle poètu a typu vý-hozíh a konovýh èásti. Vstupují-li do proesu 2 èástie a n èásti z nìho vzejde,pak ve ètyøhybnosteh vystupuje elkem 4(n+2) slo¾ek. Pøitom víme, ¾e mezi nimiplatí n + 2 vztahù typu (1). Dal¹í vzájemné závislosti jsou dány invarianemi vùèitranslaím a rotaím. Rozdíl poètu slo¾ek ètyøhybností a jejih vzájemnýh závis-lostí a invarianí udává poèet nezávislýh parametrù. Pøitom zanedbáváme existenispinu. Od 4(n+ 2) slo¾ek ètyøhybností tedy odeèteme tyto polo¾ky:- n+2 vztahù mezi energií, hybností a hmotou (vztah (1))- elkem 4 zákony zahování energie a hybnosti- invariane vùèi translaím podél (3 stupnì volnosti)- invariane vùèi rotaím ve tøeh dimenzíh (3 Eulerovy úhly)Celkem tedy dostáváme 3n� 4 nezávislýh velièin.V dal¹ím se budeme zabývat takovými proesy, pøi nih¾ se srazí 2 èástie avzniknou jiné 2 èástie. Takovéto proesy nazýváme binární srá¾ky.
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2 Kinematika binárníh srá¾ekK popisu binárníh srá¾ek je dùle¾ité znát 4-hybnosti v¹eh zúèastnìnýh èásti.Oznaèíme je postupnì p1, p2, �p3 a �p4. Podle zákonù zahování energie a hybnostimusí platit p1 + p2 + p3 + p4 = 0: (2)Oznaèíme-li pi = (pio;�!pi ); i = 1; 2; 3; 4, tento vztah pøejde vp10 + p20 + p30 + p40 = 0 (3)a �!p1 +�!p2 +�!p3 +�!p4 = 0: (4)Tím dostáváme elkem 16 na sobì závislýh parametrù. Z pøedhozí kapitoly plyne,¾e jen 2 z nih jsou nezávislé. Za tyto parametry se obvykle volí nìkteré z následu-jííh velièin: s = (p1 + p2)2 = (p3 + p4)2; (5)t = (p1 + p3)2 = (p2 + p4)2 (6)a u = (p1 + p4)2 = (p2 + p3)2: (7)Zjistíme závislost tìhto velièin na hybnosteh a energiíh jednotlivýh èásti vtì¾i¹»ové soustavì.Víme, ¾e v tì¾i¹»ové soustavì platí�!p1 +�!p2 = �!p3 +�!p4 = 0; (8)tedy hybnost èásti vstupujííh do srá¾ky je stejná, ale opaènì orientovaná. Zevztahu (8) lze za pou¾ití vztahu (5) snadno odvodit, ¾e s je kvadrát tì¾i¹»ové energie.Kromì toho pro jednotlivé velièiny vyházís = (p1 + p2)2 = p21 + 2p1p2 + p22 = m21 +m22 + 2p10p20 + 2�!p12; (9)t = (p1 + p3)2 = p21 + 2p1p3 + p23 = m21 +m23 + 2p10p30 � 2�!p1�!p3 ; (10)a u = (p1 + p4)2 = p21 + 2p1p4 + p24 = m21 +m24 + 2p10p40 � 2�!p1�!p3 ; (11)kde mi; i = 1; 2; 3; 4 jsou hmotnosti jednotlivýh èásti. Seètením tìhto velièin a svyu¾itím rovnosti p20 + p30 + p40 = �p10 dostáváme5



s+ t+ u = 2�!p12 + 3m21 +m22 +m23 +m24 � 2(�!p12 +m21) = 4Xi=1m2i ; (12)tedy souèet s; t a u je (a¾ na pøíslu¹né jednotky) roven souètu kvadrátù hmotnostíjednotlivýh èásti. Velièiny s; t; u jsou, stejnì jako jejih souèet, kvadráty ètyøvek-torù, a jsou tedy relativistiky invariantní. Proto získaný výsledek je platný nejen vtì¾i¹»ové, ale také v libovolné soustavì.Vzájemné závislosti parametrù s; t; u lze [2℄ gra�ky znázornit v rovinì (viz obr.1), kterou shematiky dìlíme mj. na oblasti I, II a III, ve kterýh je v¾dy jedenparametr kladný a ostatní 2 jsou záporné. V oblasti I se hodnoty parametrù na-házejí, pokud je parametr s kladný a ostatní záporné. To odpovídá situai, kdypoèáteènímu stavu pøíslu¹ejí èástie 1 a 2 a stavu konovému èástie 3 a 4. OblastiII odpovídá kladný parametr t a záporné parametry s; u a poèáteènímu a konovémustavu pøíslu¹ejí postupnì èástie 1,3 a 2,4. V oblasti III, kde je kladný parametr u aparametry s; t jsou záporné, pøíslu¹ejí poèáteènímu stavu èástie 1; 4 a konovémustavu pøíslu¹ejíí èástie 2; 3.Zamìøme se nyní na oblast I a prostudujme 2 speiální pøípady v tì¾i¹»ovém sys-tému. V prvním z nih pøedpokládejme, ¾e v¹ehny 4 èástie mají stejnou hmotnost�. Zákon zahování energie potom dává2q�!p12 + �2 � 2q�!p32 + �2 = 0: (13)
����������������Odtud dostáváme, ¾e platí j�!p1 j = j�!p3 j = j�!p j. Z vý¹e odvozenýh vztahù pro jednot-livé parametry pak elkem snadno dostávámes = 4(�!p 2 + �2); (14)6



t = �2�!p 2(1� os#) (15)a u = �2�!p 2(1 + os#); (16)kde # je úhel, který svírají vektory �!p1 a �!p3 .Ve druhém pøípadì pøedpokládáme, ¾e platí m1 = m3 = M a m2 = m4 = m.Pak ze zákona zahování energie dostanemeq�!p12 +M2 +q�!p12 +m2 = q�!p32 +M2 +q�!p32 +m2: (17)Na obou stranáh rovnie tak máme výrazy, které jsou ryze monotónní, a proto jesplnìna pouze v pøípadì, kdy j�!p1 j = j�!p3 j = j�!p j. Za pøedpokladu, ¾e # opìt znaèíúhel mezi mezi vektory �!p1 a �!p3 , pro parametry s; t; u dostávámes = m2 +M2 + 2q�!p 2 +m2q�!p 2 +M2 + 2�!p 2; (18)t = �2�!p 2(1� os#) (19)a u = m2 +M2 � 2q�!p 2 +m2q�!p 2 +M2 � 2�!p 2 os #: (20)Pro oblasti II a III lze také studovat pøesné tvary jednotlivýh parametrù. Blí¾eje odvozovat nebudeme, jen poznamenejme, ¾e pro pøípad stejnýh hmotností prov¹ehny èástie dostaneme stejné výsledky jako v oblasti I, ale v jiném poøadí projednotlivé parametry.Pro dané vzájemné pomìry hmotností jednotlivýh èásti jsou fyzikální jen nì-které oblasti roviny reálnýh . K jejih nalezení je u¾iteèné znát vztah, jeho¾ dùkazzde uvádìt nebudeme:Oznaèíme-li h = s+ t+ u, potom platí nerovnoststu � as + bt + u; (21)kde ah = (m21m22 �m23m24)(m21 +m22 �m23 �m24); (22)bh = (m21m23 �m22m24)(m21 +m23 �m22 �m24) (23)a h = (m21m24 �m22m23)(m21 +m24 �m22 �m23): (24)Pro zjednodu¹ení budeme zkoumat jen speiální pøípady, kdy nìkteré z hmotnostíjednotlivýh èásti si jsou rovny. 7



Jeden takový pøípad nastává napø. tehdy, kdy¾ platím1 = m3 =M a m2 = m4 = m; (25)kde M > m. Pak po dosazení do (22), (23) a (24) dostanemeh = 2(M2 +m2); a =  = 0 a b = (M2 �m2)2; (26)a musí platit stu � (M2 �m2)2t: (27)Tato nerovnost je automatiky splnìna, pokud t = 0. Jinak musíme odli¹it pøípadyt > 0; su > (M2 �m2)2 a t < 0; su < (M2 �m2)2: (28)Fyzikální hodnoty parametrù s; t; u pak le¾í v oblasteh roviny ohranièenýh køiv-kami, které odpovídají rovniímt = 0 a su = (M2 �m2)2 (29)
����������������(viz obr. 2). Pokud naví bude platit M = m, dostaneme stu � 0 a oblasti fy-zikálníh hodnot budou odpovídat oblastem vyznaèeným na obr. 3 .
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����������������V pøípadì, ¾e m1 =M a m2 = m3 = m4 = m (30)a zároveò M > 3m; (31)pak dostáváme z formulí (22)-(24) vztahstu � m2(M2 �m2)2: (32)Fyzikální hodnoty pak le¾í ve vyznaèenýh oblasteh na obr. 4.
����������������Oblasti IV, kde jsou v¹ehny 3 parametry s; t a u kladné, odpovídá rozpad èás-tie s hmotností M . Takováto oblast hodnot je obenì pøípustná jen tehdy, pokudje jedna z hmotností m1 a¾ m4 vìt¹í ne¾ souèet ostatníh hmotností.9



V oblasteh pøípustnýh hodnot parametrù rozli¹ujeme 2 zvlá¹tní pøípady, a tot = 0 a u = 0. První z nih nazýváme rozptyl vpøed, druhý nazýváme rozptyl vzad.Zajímavá je závislost kvadrátem tì¾i¹»ové energie s na energii E nalétávajííèástie v laboratorní soustavì. Lze dokázat, ¾e je lineární. Platí toti¾ (po dosazeníp10 = E) s = (p1 + p2)2 = (p10 + p20)2 � (�!p1 +�!p2)2 = (E +m2)2 ��!p12 == (E +m2)2 � (E2 �m21) = 2m2E +m21 +m22: (33)Binární srá¾ky lze uskuteèòovat dvojím zpùsobem: buï jako srá¾ky svazkù pøí-slu¹nýh èásti letííh proti sobì nebo jako srá¾ku jedné z èásti s nehybným terèem,tvoøeným druhou èástií. Vìt¹inou se volí první zpùsob [9℄. Pøi takto pojatém expe-rimentu toti¾ doílíme s vynalo¾ením podstatnì men¹í energie stejnýh efektù jakopøi druhém zpùsobu (viz tabulka). V dùkazu této pozoruhodné skuteènosti vyhá-zíme z právì odvozeného vztahu (33), z nìho¾ po dosazení klidové hmoty protonuM = m1 = m2 := 0:938GeV dostanemes = 2M(E +M); (34)kde E je energie protonu, její¾ hodnoty jsou uvedeny v pravém sloupi tabulky,a z invariane parametru s. Oznaèíme-li hodnoty energie z levého sloupe tabulkysymbolem W , mù¾eme psát s = 2M(E +M) = 4W 2: (35)Energie jednoho z protonù Odpovídajíí energie protonuletííh proti sobì kolidujíího s nehybným terèem5 GeV 52 GeV10 GeV 212 GeV20 GeV 852 GeV30 GeV 1918 GeV50 GeV 5330 GeV100 GeV 21321 GeV200 GeV 85287 GeV270 GeV 155436 GeV
10



3 Matie rozptylu a poruhový rozvojV kvantové teorii se pro popis stavù a pozorovatelnýh systému v daném èase u¾ívárùznýh metod. Rozli¹ujeme Shrödingerovu, Heisenbergovu a Diraovu reprezentai[8℄. Ve Shrödingerovì reprezentai stavy závisí na èase, kde¾to pozorovatelné nikoliv.Oznaèíme-li stavy symbolem j (t)i a pozorovatelné symbolem A, mù¾eme potompsát i ��t j (t)i = Hj (t)i; (36)kde hamiltonián H je operátorem elkové energie.V Heisenbergovì reprezentai naopak stavy nezávisí na èase, ale pozorovatelnéna nih závisí. Pozorovatelné v Heisenbergovì (AH) a Shrödingerovì reprezentaipak spolu souvisí vztahem AH(t) = eiHtAe�iHt: (37)V Diraovì (té¾ interakèní) reprezentai jsou stavy i pozorovatelné závislé naèase. Stavy tentokrát znaèíme j I(t)i a pozorovatelné AI(t). Hamiltonián má tvarH = H0 +Hint; (38)kde H0 >> Hint, pøièem¾ H0 je volný a Hint interakèní hamiltonián, kterým je urèenèasový vývoj, jak lze dokázat. Mezi pozorovatelnými Diraovy a Shrödingerovyreprezentae platí vztah AI(t) = eiH0tAe�iH0t (39)a pro stavy Diraovy a Heisenbergovy reprezentae platíj I(t)i = e�iHinttj Hi: (40)Platí pak i ��t j I(t)i = Hintj I(t)i: (41)V dal¹ím budeme pou¾ívat Diraovu reprezentai, ve které budeme psát j (t)i místoj I(t)i.Vývoj èástie, která se v èase t0 nalézá ve stavu j (t0)i, popisujeme pomoíevoluèního operátoru U , který je dán vztahemj (t)i = U(t; t0)j (t0)i: (42)Tento operátor je unitární, tzn. splòuje podmínkuU yU = I; (43)11



kde U y je operátor hermitovsky sdru¾ený k operátoru U . Dosazením do pøíslu¹nédifereniální rovnie dostáváme, ¾e musí platit��tU(t; t0) = Hint(t)U(t; t0): (44)Integraí (44) dostávámeU(t; t0) = I � i tZt0 dt0Hint(t0)U(t0; t0): (45)Dal¹ími integraemi obdr¾íme postupnì nekoneènou øadu ve tvaru poruhového roz-voje U(t; t0) = I � i tZt0 dt1Hint(t1) + (�i)2 tZt0 dt1 t1Zt0 dt2Hint(t1)Hint(t2) + :::::: + (�i)n tZt0 dt1 t1Zt0 dt2::: tn�1Zt0 dtnHint(t1) � ::: �Hint(tn) + ::: (46)Pøitom pøedpokládáme, ¾e n-tý èlen tohoto rozvoje, tedy èlen tvaru(�i)n tZt0 dt1 t1Zt0 dt2::: tn�1Zt0 dtnHint(t1) � ::: �Hint(tn)se limitnì blí¾í nule. K tému¾ výsledku se lze dopraovat iteraèním postupem, kdyve vztahu (45) na pravé stranì nejdøíve dosadíme za U jednotkovou matii, a potév¾dy levou stranu tého¾ vztahu.Polo¾íme-li t0 = �1 a t = +1 a oznaèímeU(+1;�1) � S; (47)dostáváme matii rozptylu, neboli S-matii. Poèáteèní stav èástie, tj. stav v èaset0 = �1 formálnì oznaèíme jii a jfi bude jeden z jejíh konovýh stavù v èaset = +1. Koe�ienty S-matie pak mají tvarSfi = hf jSjii (48)a výrazy jSfij2 urèují pravdìpodobnosti pøehodù ze stavù jii do stavù jfi.Srá¾e èásti, mezi kterými nepùsobí ¾ádná interake, odpovídá jednotková S-matie, tedy Sfi = Æfi. Koe�ienty obené S-matie mají potom v prvním øádurozvoje tvar S(1)fi = Æfi + i(2�)4Æ(4)(Pf � Pi)Tfi: (49)12



4-rozmìrná Æ-funke v tomto výrazu vyjadøuje zákon zahování ètyøhybnosti (Pi aPf dávají souèty ètyøhybností v¹eh èásti pøíslu¹nýh daným stavùm). Koe�ientyTfi matie T nazýváme amplitudy rozptylu [2℄.Amplitudy rozptylu lze pou¾ít k výpoètu mìøitelnýh velièin, pravdìpodobnostipøehodu a úèinnýh prùøezù.Pro výpoèet pravdìpodobnosti pøehodu je dùle¾ité znát pøibli¾né (formální)vyjádøení Æ(4)-funke: Æ(4)(Pf � Pi) = 1(2�)4 Z ei(Pf�Pi)xd4x: (50)Platí zákony zahování energie a hybnosti, tedy Pf = Pi a integraí pro koneènýobjem a koneèný èasový interval dostávámeÆ(4)(Pf � Pi) = V t(2�)4 : (51)Pak pro nediagonální koe�ienty platíj S(1)fi j2= (2�)4Æ(4)(Pf � Pi) j Tfi j2 V t; (52)o¾ pro t = 1 s pøepí¹eme na tvarwi!f = (2�)4Æ(4)(Pf � Pi) j Tfi j2 V: (53)Na element fázového prostoruQ� d3p0�, kde � probíhá pøes v¹ehny èástie v konovémstavu a p0� jsou jejih 4-hybnosti, pøipadá Q� V d3p0�(2�)3 mo¾nýh stavù. To vyplývá z toho,¾e pro slo¾ku hybnosti p0� a koneèný objem V = L3 platí rovnost Lp0� = 2�n�; kden� je poèet pøípustnýh stavù. Pro nekoneènì malý fázový objem tedy získámeodvozený tvar.Element pravdìpodobnosti pak budedw = (2�)4Æ(4)(Pf � Pi) j Tfi j2 V Y� V d3p0�(2�)3 ; (54)a pro 2-èástiovou srá¾ku, pøi které vzniknou jiné 2 èástie, dostanemedw = V 34�2 Æ(4)(Pf � Pi) j Tfi j2 d3p03d3p04: (55)Z elementu pravdìpodobnosti je mo¾no spoèítat difereniální úèinný prùøez, ne-bo» úèinný prùøez je de�nován jako podíl poètu èásti uskuteèòujííh daný typsrá¾ky, dìlený hustotou toku v¹eh èásti. Poèet èásti je úmìrný pravdìpodobnosti13



pøehodu. Hustota toku èásti je úmìrná proudové hustotì j, kterou v tì¾i¹»ovésoustavì spoèteme (v pøípadì srá¾ky 2 èásti) ze vzorej = j�!p jV � 1�1 + 1�2� ; (56)kde j�!p j = j�!p1 j = j�!p2 j je velikost hybnosti obou èásti a �1 a �2 jsou jejih energie.Pro difereniální úèinný prùøez d� pak bude platitd� = dwj (57)a po dosazení d� = V 44�2j�!p jÆ(4)(Pf � Pi) j Tfi j2 �1�2(�1 + �2)d3p03d3p04: (58)V pøípadì rozpadu 1 èástie na èástie se ètyøhybnostmi p0� v elementu fázovéhoprostoru Q� d3p0� bude mít element pravdìpodobnosti opìt tvar (54), který v pøípadìrozpadu na 2 èástie pøejde na tvar (55) s pozmìnìnými indexy u 4-hybnostídw = V 34�2 Æ(4)(Pf � Pi) j Tfi j2 d3p01d3p02: (59)Kromì difereniálního úèinného prùøezu lze také z koe�ientù matie T spoèítattotální úèinný prùøez �tot. K nìmu dospìjeme tímto postupem:Z unitarity operátoru U plyne také unitarita operátoru S, a protoSyS = I: (60)Potom platíXn (Ænf � i(2�)4Æ(4)(Pn � Pf)T �nf )(Æni + i(2�)4Æ(4)(Pn � Pi)Tni) = Æfi; (61)kde index n probíhá pøes v¹ehny mo¾né stavy. Podotknìme, ¾e zápisPn je zde pouzesymboliký, proto¾e zahrnuje také integrai pøes v¹ehny mo¾né hybnosti a násobenípøíslu¹nými konstantami. Ze vztahu (61) plyneTfi � T �if = i(2�)4Xn Æ(4)(Pf � Pn)TfnT �in: (62)Pro imaginární èásti koe�ientù Tii (pru¾ný rozptyl vpøed) tak dostáváme2ImTii = (2�)4Xn jTinj2Æ(4)(Pi � Pn): (63)14



Pravá strana rovnie je vlastnì zintegrovaný vztah pro difereniální úèinný prùøez.Totální úèinný prùøez �tot je de�nován obdobnì, tak¾e toto vynásobíme výrazem Vja dostáváme �tot = (2�)4Vj Xn jTinj2Æ(4)(Pi � Pn) = 2Vj ImTii: (64)Tomuto vztahu øíkáme také optiký teorém. Jeho dùle¾itost spoèívá pøedev¹ím vtom, ¾e dává do souvislosti 2 nezávisle mìøitelné velièiny.
4 Problémy dynamiky proesù a disperzní relaeCílem moderní fyziky je najít zpùsob, jak popsat ve¹keré silové pùsobení z hlediskajednotné teorie. V souèasné dobì pozorujeme 4 druhy interakí: silnou, slabou, elek-tromagnetikou a gravitaèní [9℄. V¹ehny tyto interake by se mìly uskuteèòovatprostøednitvím tzv. zprostøedkujííh èásti, harakteristikýh pro jednotlivé typyinterakí. Existene tìhto èásti je potvrzena pro první 3 typy interakí, graviton(zprostøedkujíí èástie gravitaèní interake) nebyl dosud úspì¹nì prokázán. Zatímse podaøilo sjednotit slabou a elektromagnetikou interaki do jediné teorie tzv.elektroslabé interake (Weinberg, Salam, 1967-68, potvrzeno 1983).V souèasné dobì se zatím úspì¹nì prauje na ovìøování standardního modelu -jednotné teorie silné, slabé a elektroslabé interake (projekty LEP a LHC v CERNu).Ta pro pøípad elektroslabýh interakí vy¾aduje existeni Higgsovy èástie, která aledosud nebyla experimentálnì prokázána. Opírá se také o existeni kvarkù, tj. èásti,ze kterýh se skládají v¹ehny hadrony (èástie itlivé na silnou interaki). Blí¾e sejimi zabývá kvantová hromodynamika. Tyto èástie byly teoretiky pøedpovìzeny v60.leteh (M. Gell-Mann, Georg Zweig, 1963) a jejih existene byla zatím prokázánapouze nepøímo, nepodaøilo se toti¾ dosud z ¾ádného hadronu vytìsnit jediný kvark.To je mj. dùsledkem neobvyklého harakteru pøita¾livýh sil mezi kvarky - rostou sezvy¹ujíí se vzdáleností. Na druhou stranu experimenty ukazují, ¾e napø. do hloubkyostøelovaný proton se hová jako slo¾ený ze 3 bodovýh èásti, interpretovatelnýhjako kvarky.Tzv. teorie supersymetrie, pøedpokládá symetrii mezi poètem kvarkù a leptonù(èásti neteènýh k silné interaki, tj. elektronù, mionù, tauonù a k nim pøíslu¹nýhneutrin). Potom by byly mo¾né pøemìny kvarkù na leptony a naopak, o¾ by umo¾-òovalo existeni proesù, pøi nih¾ by byly naru¹eny zákony zahování leptonovéhoa baryonového èísla, napø. rozpady p! e+ + �p! � + �:15



Takovéto proesy jsou mo¾né za pøedpokladu, ¾e ani proton není stabilní èástie,ale èástie s velmi vysokým poloèasem rozpadu - øádovì 1030 let. Zatím v¹ak ¾ádnýrozpad tohoto typu nebyl pozorován.Záva¾ným problémem jsou obtí¾e spojené s vyu¾íváním poruhové metody (vizkap. 3), která v kvantové hromodynamie vede k øadám, které nejen divergují, alenejsou ani borelovsky sumovatelné a dosud je u nih známo jen nìkolik prvníh èlenùz dùvodù tehnikýh potí¾í spojenýh s jejih výpoètem. Proto jsou velmi dùle¾itévýsledky získané bez pou¾ití poruhové metody zalo¾ené napø. na symetriíh, teoriistrun apod. Výhodné je taky znát informae o singularitáh a oblasteh analytiènostinìkterýh funkí, z nih¾ poèítáme jednotlivé velièiny. To platí i pro amplitudurozptylu.Amplitudu rozptylu lze de�novat jako komplexní funki energie rozptylu v kom-plexní rovinì energie pøi pevné hodnotì úhlu rozptylu. Vztahy mezi její reálnou aimaginární èástí (které jsou mìøitelné) lze studovat pomoí tzv. disperzníh relaí[7℄, zalo¾enýh na Cauhyho integrální vìtì. Jak u¾ ale bylo øeèeno, je k tomu nutnéznát informae o singularitáh. Jinak jsou zapotøebí nìkteré dal¹í pøedpoklady.Podle Cauhyho integrálního vzore platného pro holomorfní funke platíF (z) = 12�i Z' F (z0)z0 � z dz0; (65)kde F (z) je daná holomorfní funke a ' je nìjaká uzavøená køivka v Gaussovì rovinì,v jejím¾ vnitøku se èíslo z nalézá. Vzore mù¾eme pøepsat jakoReF (z) + iImF (z) = �i2� Z' ReF (z0) + iImF (z0)z0 � z dz0; (66)o¾ pro reálné hodnoty z pøejde na tvarReF (z) + iImF (z) = �i2� � 2P +1Z�1 ReF (z0) + iImF (z0)z0 � z dz0 == 1�P +1Z�1 ImF (z0)� iRe F (z0)z0 � z dz0; (67)kde P znaèí hlavní hodnotu integrálu. Polo¾íme-li z = x, mù¾eme psátReF (x) = 1�P +1Z�1 ImF (x0)x0 � x dx0; ImF (x) = � 1�P +1Z�1 ReF (x0)x0 � x dx0: (68)Pøedpokládáme-li, ¾e platí ReF (�x) = ReF (x) (69)16



a ImF (�x) = �ImF (x) (70)(viz vlastnost (ii) symetrikýh amplitud v následujíí kapitole), mù¾eme dále psátReF (x) = 1�P +1Z0 ImF (x0)x0 � x dx0 + 1�P 0Z�1 ImF (x0)x0 � x dx0 = 1�P +1Z0 ImF (x0)x0 � x dx0+� 1�P �1Z0 ImF (x0)x0 � x dx0 = 1�P +1Z0 ImF (x0)x0 � x dx0 + 1�P +1Z0 ImF (�x0)�x0 � x dx0 == 1�P +1Z0 ImF (x0)� 1x0 � x � 1�x0 � x� dx0 = 2�P +1Z0 ImF (x0) x0x02 � x2dx0: (71)Pro konvergeni integrálu v posledním výrazu je nutné (ale nikoli postaèujíí!), abyplatilo limx0!1 ImF (x0) = 0: (72)Tuto podmínku lze zeslabit, dosadíme-li místo F (x) výraz F (x)� F (x0) pro nìjakékonkrétní x0, tzv. subtrakí. K tomu je zapotøebí, abyhom znali reálnou i imaginárníèást funke F (x) v bodì x0. Pak mù¾eme psátReF (x)�ReF (x0) = 2� +1Z0 x0ImF (x0) 1x02 � x2 � 1x02 � x20! dx0 == 2(x2 � x20)� +1Z0 x0ImF (x0)(x02 � x2)(x02 � x20)dx0: (73)Aby konvergoval tento výraz, musí mj. platitlimx0!1 ImF (x0)x02 = 0; (74)tedy je zapotøebí slab¹í podmínka ne¾ v pøede¹lém pøípadì.Binární srá¾ka (a tedy i pøíslu¹ná amplituda rozptylu) je, jak bylo odvozenove 2.kapitole, závislá na 2 kinematikýh promìnnýh, za které mù¾eme vzít s at. Polo¾íme-li x = s a t poneháme pevné, bude vztah (73) tzv. disperzní relaí,tj. vztahem mezi reálnou a imaginární èástí symetriké (viz následujíí kapitola)amplitudy rozptylu. V dal¹í kapitole podrobnìji prostudujeme vlastnosti funkí spl-òujííh po¾adavky kladené na amplitudy rozptylu.17



5 O tøídì funkí, do ní¾ øadíme amplitudu rozptyluPodívejme se, jaké matematiké vlastnosti má funke F (s; t) pøedstavujíí amplitudurozptylu jako funki s pøi pevném t. Funke, které mohou být vhodnými kandidátyna amplitudy rozptylu, musí vyhovovat jistým podmínkám. Rozli¹ujeme podmínkypro tzv. symetriké a antisymetriké amplitudy rozptylu. Ty jsou de�novány tímtozpùsobem:Oznaèíme F�(s; t) amplitudu rozptylu zpùsobeného dopadem pøíslu¹né konkrétníèástie (index "+"), resp. antièástie (index "-") na tentý¾ terèík, pøitom s a t jsouparametry, o kterýh jsme mluvili v 2.kapitole. Takto potom mù¾eme dále de�novatsudou a lihou amplitudu rozptylu FS(s; t) a FA(s; t), pro které platíFS(s; t) = F+(s; t) + F�(s; t)2 (75)a FA(s; t) = F�(s; t)� F+(s; t)2 : (76)Zamìøme se na ty první. Tøídu funkí, které lze dosadit za symetriké amplitudyrozptylu, oznaèujeme F .Døíve, ne¾ se zaèneme zabývat jejih vlastnostmi, si ujasníme znaèení. V dal-¹ím polo¾íme promìnnou t rovnou pevné hodnotì t0 a budeme zkoumat vlast-nosti amplitud rozptylu v závislosti na jediné promìnné s. Formálnì tedy pí¹emeF (s; t = t0) = F (s). Závislost parametru s na parametru E je v¹ak lineární (vizkapitola 2.), a proto se èasto u¾ívá zápis F (E) místo F (s).Funke tøídy F jako¾to funke komplexní promìnné splòují 7 základníh pøed-pokladù [1, 6℄:(i) (9K1 � 0)(FS(z) je holomorfní v DK1 � fzjjzj > K1; Im z > 0g)(ii) FS(z) = FS(�z)(8z 2 DK1)(iii) FS(z) je spojitá v DK1 (s mo¾nou výjimkou v bodì z =1).(iv) FS(z) je polynomiálnì omezena v DK1 pro z !1.(v) 18



9C;K2 > 0 : jF (E)=(E ln2E)j � C pro ka¾dé E 2 R; E > K2.(vi) ImFS(E) � 0 pro ka¾dé E 2 R; E > K3 > 0.(vii) 1RK4 ImFS(E)E dE > 12 �R0 ReFS(K4ei')d' pro nìjaké K4 > K1.Po¾adavek (v) nìkdy nahrazujeme slab¹ím po¾adavkem (v'):limE!1FS(E)=E2 = 0:Tøídu funkí, kde je po¾adavek (v) nahrazen po¾adavkem (v'), oznaèujeme F 0 :F � F 0.Vlastnosti (i)-(vii) tvoøí základ axiomatiké teorie. Nìkteré z nih mají svùjpùvod v obenýh fyzikálníh vlastnosteh rozptylu (napø. (i),(ii) a (v)), jiné (jakonapø. spojitost (iii), omezenost (iv)) jsou voleny spí¹e za úèelem zjednodu¹ení vý-poètù.Nyní si de�nujeme dva symboly, se kterými se v dal¹ím textu budeme èastosetkávat. Jedná se o symboly �S(E) a �S(E) a jsou de�novány tìmito vztahy:�S(E) = ReFS(E)ImFS(E) ; �S(E) = ImFS(E)E :Druhý z nih má tedy fyzikální význam úèinného prùøezu srá¾ky, jak plyne ze vztahu(64).Uveïme nìkteré fyzikálnì významné vysokoenergetiké vztahy platné pro funketøíd F a F 0 [1,4℄:I. Neh» FS(E) 2 F , potomL = 1ZE0 �artan �S(E)� �lnE� dEE (77)je shora omezeno koneèným èíslem.II. Jestli¾e (i) a¾ (vi) platí a �S(E) je takové, ¾e L =1, potom19



1RE0 �S(E)dE a j 1RE0 ReFS(E)dEE2 jkonvergují.III. Neh» FS(z) splòuje (i) a¾ (vi), jestli¾e �S(E) splòujeA = 1ZE0 artan �S(E)dEE <1; (78)potom limE!1 inf �S(E) <1: (79)IV. Jestli¾e �S(E) neomezenì roste, pak �S(E) je asymptotiky omezeno shora izdola tìmito relaemi: A � 1ZE0 artan �S(E)dEE =1; (80)L � 1ZE0 �artan �S(E)� �lnE� dEE <1: (81)V. Neh» FS(E) nále¾í do tøídy F a lim�S(E) a lim�S(E) (a» koneèné nebo neko-neèné) existují, potom:1) lim�S(E) =1,A � 1ZE0 artan �S(E)dEE = +1;2) lim�S(E) = onst > 0, A je koneèné,3) lim�S(E) = 0,A = �1:VI.Jestli¾e tan �� �j �S(E) j� tan ��; 0 < � � � � 12 ; (82)pak j FS(E) j� CE�1+2� pro ReFS(E) > 0 (83)20



a j FS(E) j� CE1�2� pro ReFS(E) < 0; (84)kde C > 0.VII.Jestli¾e 1Z �S(E)d lnEkonverguje, pak existují taková reálná C1; C2, ¾eC1 � �S(E) � C2 (85)za pøedpokladu, ¾e onstE1�" �j FS(E) j� onstE1+"; (86)kde onst > 0.VIII. ������ 1Z Re (FS(E)� FS(0))E2 ln2+" dE������ <1 (87)
IX. limh�SiE =1, lim EZ ReFS(E)E2 dE = +1; (88)limh�SiE = 0(1), lim EZ ReFS(E)E2 dE = 0(1); (89)pøièem¾ platí h�SiE = 1lnE EZE0 �S(E)d lnE: (90)Pro velmi vysoké energie dohází ve vztazíh derivaí reálné a imaginární èástisymetriké amplitudy a jinýh velièin z ní odvozenýh k významným zjednodu¹ením.21



Toho lze vyu¾ít pøi výpoètu rùznýh fyzikálníh kvantit týkajííh se rozptylovéamplitudy (reálné èásti, fáze, modulu atd.) z jinýh namìøenýh velièin. Jsou známyrùzné limitní vztahy [6,11℄ plynouí z podílovýh, rozdílovýh, pøípadnì obou typùvìt [5℄. Ty v¹ak nemají univerzální platnost, ka¾dá platí pro jiný typ funkí.Vezmìme si napøíklad vztahdd lnE ln �����FS(E)E �����! 2� artan ReFS(E)ImFS(E)! ; (91)který lze hápat buï tak, ¾e podíl jeho levé a pravé strany se pro velmi vysokéenergie blí¾í 1, nebo se rozdíl levé a pravé strany blí¾í 0.Jiný vysokoenergetiký vztah dává do souvislosti reálnou a imaginární èást am-plitudy rozptylu tímto zpùsobem:ReFS(E)E ! �2 dd lnE ImFS(E)E : (92)Znak ! v tomto vztahu interpretujeme podobným zpùsobem jako ve vztahu (91).Pøi dokazování nìkteré z obou mo¾nýh interpretaí vztahu (91) pro konkrétnítyp funke pou¾íváme nìkterou z následujííh dvou vìt.Vìta 1.Neh» FS(E) nále¾í do tøídy F 0 a splòujelimE!1 �����ln �����FS(E)E1�� ���������� =1; (93)kde � je reálné èíslo. Pokud limE!1 dd lnE ln ���FS(E)E1�� ���� + 2� artan � ReFS(E)ImFS(E)� (94)existuje, pak je rovna 1.Náznak dùkazu:Proto¾e limita (94) existuje, musí být výraz de�nován na jistém okolí bodu ne-koneèno, tedy èitatel i jmenovatel zlomku mají smysl a funke FS(E) musí býtproto nad urèitou hodnotou nenulová.Pak v dùsledku l'Hospitalova pravidla má li-mitu také výraz, který vznikne integraí èitatele i jmenovatele zlomku, kde jakointegraèní promìnnou bereme lnE (výraz vzniklý integraí jmenovatele bude mítnekoneènou hodnotu, podmínka pro vhodnost u¾ití l'Hospitalova pravidla je tedy22



splnìna). Obì tyto limity si jsou rovny. Zbývá dokázat, ¾e novì vzniklý výraz mánenulovou limitu, pak má limitu i jeho pøevráená hodnota a tvrzení vìty plyne zjiné podílové vìty uvedené v pou¾ité literatuøe.Vìta 2.Neh» výrazD(E) = dd lnE �����FS(E)E1�� ������ �����FS(E)E1�� ����� �� + 2� artan �S(E)� ; (95)kde � � 0 a FS(E) 2 F , má limitu pro E !1, pak je tato limita rovna nule.Náznak dùkazu:Proto¾e limita výrazu (95) existuje, je de�nován pro libovolnou hodnotu E, kteráje vy¹¹í ne¾ jistá hodnota. Abyhom vìtu dokázali, pøedpokládejme opak. Z rovnosti[6℄ ln �����FS(E)E1�� ������ EZE0 �� + 2� artan �S(E 0)� dE 0E 0 + �(E)� CE0 + lnE0 = 0 (96)a (95) plyne D(E) = � �����FS(E)E1�� ����� d�(E)d lnE : (97)Je-li limE!1D(E) nenulová, pak integrálI(E) = lnEZlnE0 �����FS(E 0)E 01�� ����� d�(E 0)d lnE 0 d lnE 0lnE 0 (98)musí divergovat pro E !1. Díky vlastnosti (v) ho mù¾eme omezit seshora:jI(E)j < ������� lnEZlnE0 lnE 0d�(E 0)d lnE 0 d lnE 0������� == ��������(E) lnE � �(E0) lnE0 � lnEZlnE0 �(E 0)d lnE 0������� : (99)
23



Av¹ak divergene tohoto výrazu pro E !1 je v rozporu s tvrzením [6℄������� EZE0 �(E 0)dE 0E 0 ������� < onst: (100)Dal¹í dvì vìty se pou¾ívají pøi dùkazeh vztahu (92).Vìta 3.Neh» FS(E) nále¾í do tøídy F , splòuje vztahlimE!1 �����ln �����FS(E)E1�� ���������� =1 (101)a neh» limE!1�S(E) existuje a je nezáporná. Pokud existujelimE!1 E1�� dd lnE ImFS(E)E1��2�ReFS(E) + � ImFS(E) ; (102)pak je rovna jedné.Vìta 4.Neh» D(E) = dd lnE ImFS(E)E � 2� ReFS(E)E (103)a pøedpokládejme splnìní tìhto podmínek:- FS(E) 2 F a limE!1D(E) existují- limE!1�S(E) lnE existuje- limE!1�S(E) existuje- ReFS(E) nemìní své znaménko nad urèitou energií.Pak limE!1D(E) = 0.
6 Funke tøíd E, E 0 a jejih vlastnostiProstudujme nyní pro ilustrai jistý speiální pøípad tøídy funkí, které jsou vhod-nými kandidáty na amplitudy rozptylu [1℄.24



Neh»FS(z) = F abS (z) = (�iz)a(ln(�iz))b = za(�i)a(ln(�i) + ln z)b == zae�ia�2 �ln z � i�2�b ) F abS (E) = Eae�ia�2 �lnE � i�2�b ; (104)kde a; b;  jsou reálné parametry,  6= 0.F abS (z) vyhovuje vlastnostem (i), (ii), (iii), (iv) pro libovolná a; b; . Ostatnívlastnosti jsou splnìny za tìhto podmínek:(v) pro a < 1 _ (a = 1 ^ b < 2) _ (a = 1 ^ b = 2 ^ jj < C),(v') pro a < 2 _ (a = 2 ^ b < 0), vlastnost(vi) platí, kdy¾ ( > 0 ^ a 2 (4k + 2; 4k + 4)) _ ( < 0 ^ a 2 (4k; 4k + 2)) nebosgn  = (�1)k+1sgn b pro a = 2k k 2 Z a ke splnìní(vii) je zapotøebí, aby platilo sgn  = �sgn b _ ( < 0 ^ b = 0) pro a = 0,�k > 0 ^ (�1)k+1b > 0�_ �k < 0 ^ sgn h(�1)k+1bi = sgn (b� 1)� za pøedpokladu0 6= a = 2k; k 2 Z a �a > 0 ^  sin �2a < 0� _ �a < 0 ^ sgn b = �sgn h sin �2ai� proa 6= 2k; k 2 Z.Funke F abS (z), kde parametry a; b;  vyhovují po¾adavkùm pro splnìní podmí-nek (v), (vi) a (vii), tvoøí tøídu E . Analogiky de�nujeme tøídu funkí E 0, ve které jevlastnost (v) nahrazena vlastností (v'). Platí pøitom E � E 0 � F 0 a E � F . Potomlze podmínky pro parametry a; b;  v pøípadì jednotlivýh tøíd shrnout takto:Pro obì tøídy, E i E 0, platía = 4k + 2 ^ [(a > 0 ^ b > 0 ^  > 0) _ (a > 0 ^ b < 0 ^  < 0)__(a < 0 ^ 1 6= b > 0 ^  > 0)℄nebo a = 4k ^ [(a > 0 ^ b > 0 ^  < 0) _ (a > 0 ^ b < 0 ^  > 0)__(a < 0 ^ 1 6= b > 0 ^  < 0)℄:Pro tøídu E jsou pak naví pøípustné mo¾nosti[a 2 (0; 1) _ (a < 0 ^ b > 0)℄ ^  sin �2a < 0nebo (a = 1 ^ b < 2 ^  < 0) _ (a = 1 ^ b = 2 ^ 0 < � < C):Pro tøídu E 0 lze volit[a 2 (0; 2) _ (a < 0 ^ b > 0)℄ ^  sin �2a < 0:25



Otestujme na pøíkladu funkí tøídy E platnost vztahù (91) a (92) pro parametrya 2 (0; 1i a  < 0 (o dùvodeh této volby budeme mluvit pozdìji). Pou¾ijeme pøitomvìty 1. a¾ 4. Lze dokázat, ¾e ve vysokoenergetiké aproximai platíF abS (E) � Ea lnbEe�i�2 (a+ blnE ); (105)ReF abS (E) � Ea lnbE os "�2  a+ blnE!# (106)a ImF abS (E) � �Ea lnbE sin "�2  a + blnE!# : (107)Zkusme tedy dosadit do vztahu (91). Levá strana dávádd lnE ln �����F abS (E)E ����� = dd lnE nln jjEa�1 lnbEo == dd lnE fln jj+ (a� 1) lnE + b ln lnEg = a� 1 + blnE : (108)Podíl reálné a imaginární èásti amplitudy rozptylu na pravé stranì relae má tvarReF abS (E)ImF abS (E) = � ot "�2  a+ blnE!# = � tan "�2  1� a� blnE!# ; (109)z èeho¾ po dosazení do funke artan a vynásobením pøíslu¹nou konstantou dosta-neme tentý¾ výraz jako na levé stranì, tedy pro funki F abS (E) vztah (91) platí.Obtí¾nìj¹í bude ovìøování vztahu (92). Podle vìty 3.musí být splnìna podmínkalimE!1 �����ln �����F abS (E)E ���������� =1: (110)Zároveò v¹ak limita �S(E) musí být nezáporná, o¾ jak lze snadno dokázat, nenípravda pro a 2 (0; 1). Jediná mo¾ná hodnota je a = 1, kdy je tato limita rovna 1.Tedy pøíslu¹ný podíl musí konvergovat k 1 pouze pro a = 1.Pøedpoklady vìty 4. jsou splnìny bezezbytku, a tedy jde zøejmì pøíslu¹ný rozdílk nule.Ovìøme nyní tyto závìry pøímým výpoètem:Bezpohyby platíReFS(E)E � Ea�1 lnbE os "�2  a+ blnE!# : (111)26



Pro vyjádøení výrazu dd lnE ImFS(E)E zderivujeme nejdøíve funki FS(E)E podle promìnnélnE a pak z vysokoenergetiké aproximae vybereme imaginární èást. Dùkaz opráv-nìnosti tohoto postupu v pøípadì funke reálné promìnné je triviální.Platí dd lnE FS(E)E = (a� 1)e�ia�2Ea�1 lnbE �1� i�2 lnE�b++ be�ia�2Ea�1 lnb�1E �1� i�2 lnE�b�1 : (112)Z vysokoenergetiké aproximae tohoto výrazu dostávámedd lnE ImFS(E)E = Im ( dd lnE FS(E)E ) � �(a�1)Ea�1 lnbE sin "�2  a+ blnE!#�� bEa�1 lnb�1E sin "�2  a+ b� 1lnE !# : (113)Pro a 2 (0; 1i jdou oba výrazy, ReFS(E)E i dd lnE ImFS(E)E , k nule a jejih rozdíl tedytaké. Pro jejih podíl dostaneme po vydìlení obou výrazù a vykráení zlomku výraz� 2� lnE ot h�2 �a+ blnE�i(a� 1) lnE + b � � 2� ot �2aa� 1 = 2� 1(1� a) tan �2a: (114)Tento výraz je jako¾to funke promìnné a ostøe klesajíí pro a 2 (0; 1). Pro a jdouík nule se blí¾í nekoneènu a pro a jdouí k 1 se blí¾í 1.Tímto jsme tedy dokázali platnost vztahù (91) a (92) za splnìní pøedpokladùformulovanýh vìtami 1. a¾ 4. pro nìkteré z vhodnýh parametrizaí funkí tøídyE . Dále provedeme dùkaz vlastností (i)-(vii) pro tøídy E a E 0:(i) Je-li funke holomorfní na nìjaké oblasti, pak na této oblasti musí splòovatCauhyho-Riemannovy podmínky. Funke F abS (z) je souèinem moninné a logarit-miké funke, o kterýh víme, ¾e pøi dostateènì vysokém K1 na po¾adované oblastiholomorfní jsou. Pak je na této oblasti holomorfní i F abS (z). Oznaèíme-li toti¾F abS (z) = f(z)g(z) = f(x+ iy)g(x+ iy) = (u1(x; y) + iv1(x; y))��(u2(x; y) + iv2(x; y)) = u(x; y) + iv(x; y);pak platí u(x; y) = (u1u2 � v1v2)(x; y) a v(x; y) = (u1v2 + v1u2)(x; y):27



Proto¾e funke f(z) a g(z) jsou holomorfní, platí�u1�x = �v1�y ; �u1�y = ��v1�x a �u2�x = �v2�y ; �u2�y = ��v2�x :Ptáme se, jestli také platí �u�x = �v�y a �u�y = ��v�x :Dosadíme-li v tìhto rovniíh za u a v vý¹e odvozené vztahy a vyu¾ijeme Cauhyho-Riemannovýh podmínek pro f a g, zjistíme, ¾e tyto rovnie vskutku platí.(ii)Vlastnost doká¾eme pøímým dosazením:F abS (�z) = (�z)ae�ia�2 �ln(�z)� i�2�b(�z)a = (�z)a; e�ia�2 = eia�2ln(�z)� i�2 = ln jzj � i(� � ') + i�2 == ln jzj+ i�'� �2� = ln z � i�2) F abS (�z) = (�z)aeia�2 �ln z � i�2�b = (e�i�z)aeia�2 �ln z � i�2�b == zae�ia�2 �ln z � i�2�b = F abS (z)(iii)Ji¾ víme, ¾e funke F abS (z) je holomorfní na oblasti DK1. Je proto na této oblastitaké spojitá. Funke (�iz)a a lnb(�iz) lze na uzávìru dané oblasti s výjimkou bodu1 spojitì dode�novat. Pak lze na tomto uzávìru spojitì dode�novat i funki F abS (z).(iv) 28



doká¾eme tak, ¾e odhadneme shora velikost absolutní hodnoty:jF abS (z)j = jjjzja ����ln z � i�2 ����b = jjjzja ����ln jzj+ i�'� �2�����b == jjjzja "ln2 jzj+ �'� �2�2# b29K: pro jzj > K je ln2 jzj > ('� �2 )2 pro libovolné ' 2 (0; �)) jF abS (z)j < jjjzja2 b2 (ln jzj)b9C : jzj > C ) jzj > j ln jzjjD = maxfC;Kg : jzj > D) jF abS (z)j < 2 b2 jjjzjajzjb = j2 b2 za+bj(v) jF abS (E)jjE ln2Ej = jjEa�1 j lnE � i�2 jbln2E = jjEa�1 (ln2E + �24 ) b2ln2E � C) buï: - a < 1 (Ea�1 jde k nule ryhleji ne¾ lnE k 1)- nebo a = 1 ^ b < 2 (jen pro b < 2 jde zlomek k nule)- nebo a = 1 ^ b = 2 ^ jj < C(v') F abS (E)E2 = Ea�2e�ia�2 (lnE � i�2 )b � e�ia�2Ea�2 lnbE;o¾ jde k nule pro a = 2 ^ b < 0 nebo a < 2, jak bylo pøedpovìzeno.(vi) F abS (E) = Eae�ia�2 �lnE � i�2�b = Ea  ln2E + �24 ! b2 ei(b �a�2 );os = lnE(ln2E + �24 ) 12 > 0; sin = � �2(ln2 E + �24 ) 12 ! 0�Znamení imaginární èásti je dáno znamením výrazu  sin(�a�2 + b ). Pro  = 0je vlastnost automatiky splnìna. 29



Neh» nyní a 6= 2k. Pokud je  kladné, pak musí platit sin(�a�2 + b ) � 0.S rostouím E jde sin k nule a tedy také  ! 0. Z toho plyne, ¾e musí platitsin(�a�2 ) � 0) a 2 (4k + 2; 4k + 4); k 2 Z. Pro záporné  dospìjeme k opaènémuvýsledku, tedy a 2 (4k; 4k + 2); k 2 Z.Pro a = 2k; k 2 Z dostáváme rovnost sin(�a�2 + b ) = (�1)k sin b , a to s vyu-¾itím souètového vzore. Výrazy na obou jejíh stranáh mají být v¾dy nezáporné.Je-li k sudé, musí pro libovolné  < 0 platit b � 0, resp. b � 0 v závislosti naznamení ) sgn b = � sgn . Je-li naopak k lihé, pak platí sgn b = sgn .Shrnutím tìhto pøípadù dojdeme k pøedpovìzeným podmínkám.(vii)Dùkaz této vlastnosti je pøíli¹ rozsáhlý, a proto je uveden v dodatku C. �Takto dojdeme k podmínkám, které jsme pøedpovìdìli. Dodejme, ¾e v praxi sezpravidla volí a 2 (0; 1i se v¹emi dal¹ími omezeními, která této volbì ve tøídáh Ea E 0 odpovídají. 1 Tato omezení budeme automatiky pøedpokládat pøi dùkazehnásledujííh tvrzení.
7 Ilustrae platnosti obenýh vìt o rozptylu pro funketøídy EDoká¾eme nyní tvrzení z 5.kapitoly pro tøídy E a E 0. Volíme pøitom hodnoty para-metrù  < 0 a a 2 (0; 1); a = 1 ^ b < 2 nebo a = 1 ^ b = 2 ^ jj < C .Dùkaz pro tøídu E :I. Ve tøídì E mù¾eme pro vysoká E výraz �S(E) aproximovat jako�S(E) = tan "�2  a� 1 + blnE!#a dosadíme tedy do integrálu:L = 1ZE0  artan tan "�2  a� 1 + blnE!#� �lnE! dEE :1Ve fenomenologikýh aplikaíh na rozptyl hadronù na hadroneh se zpravidla volí hodnotya = 1 a b v intervalu (0; 2). 30



Víme, ¾e a 2 (0; 1i, a ¾e pro vysoká E jde zlomek blnE k nule. Za tìhto okolnostímù¾eme polo¾it artan tan' = '. Dostáváme takL = � 1ZE0  a� 12 + b� 22 lnE! dEE :Spoèteme-li primitivní funki, dostávámeZ  a� 12 + b� 22t ! dt = a� 12 t + b� 22 ln t;kde jsme provedli substitui t = lnE. Po¾adujeme, aby L bylo shora omezené, tedyaby platilo L < +1 (mù¾e také platit L = �1). Dosadíme-li primitivní funki dovýrazu pro výpoèet urèitého integrálu, dostáváme, ¾e pro a < 1 (a tedy také proa 2 (0; 1)) a pro a = 1 ^ b � 2 v¾dy platí L = �1 (proto¾e funke �t se od nulyvzdaluje ryhleji ne¾ funke ln t).Vidíme tedy, ¾e za na¹ih podmínek je tvrzení pro tøídu E splnìno.II. Jeden z pøedpokladù tvrzení øíká, ¾e �S(E) je takové, aby bylo L = 1. Tov¹ak podle pøede¹lého tvrzení nemù¾e být pro za námi stanovenýh podmínek spl-nìno. Toto tvrzení tak není potvrzeno ani vyvráeno.III. V souladu s výsledky pøedhozíh tvrzení je pøedpoklad (78) pro a 2 (0; 1)splnìn (A se od L li¹í pouze èlenem �lnE v integrandu). Pøi a = 1 je splnìn jen prob � 0.Ji¾ døíve jsme odvodili, ¾e platí aproximae�S(E) � �Ea�1 lnbE sin "�2  a+ blnE!# :Z toho vidíme, ¾e tato èást tvrzení je evidentnì splnìna bez problémù.IV. Víme, ¾e platí�S(E) � �Ea�1 lnbE sin "�2  a+ blnE!# :Tento výraz pøi na¹í volbì parametrù neomezenì roste pro a = 1 ^ 0 < b � 2. Zdùkazù pøede¹lýh tvrzení je zøejmé, ¾e také toto tvrzení je splnìno.V. V na¹em pøípadì máme prái ulehèenou tím, ¾e pro tøídu E limity lim�S(E)a lim�S(E) existují díky tvaru pøíslu¹nýh výrazù pro E !1, tak¾e mù¾eme pøejítrovnou k vy¹etøování jednotlivýh podmínek:31



1) Z dùkazù pøede¹lýh tvrzení plyne, ¾e výraz �S(E) neomezenì roste pro a >1 _ (a = 1 ^ b > 0) a toté¾ platí pro A.2) Výraz �S(E) jde v limitì ke konstantì rùzné od nuly, pokud a = 1 a b = 0.Za týh¾ podmínek je A koneèné.3) Podmínka �S(E) ! 0 je splnìna pro a < 1 nebo a = 1 ^ b < 0. Pro tyté¾parametry platí A ! �1. Tedy je to splnìno také pro a 2 (0; 1) _ (a = 1 ^ b < 0)a ekvivalene platí.VI. ReFS(E) � Ea lnbE os "�2  a + blnE!#ImFS(E) � �Ea lnbE sin "�2  a+ blnE!#)j FS(E) j= q(ReFS(E))2 + (ImFS(E))2 �j  j Ea lnbE =j  j Ea+ blnE ln(lnE)a �S(E) = ReFS(E)ImFS(E) � � ot "�2  a+ blnE!# ;j �S(E) j= �����ot "�2  a+ blnE!#����� = �����tan "�2  1� a� blnE!#�����Pro a 2 (0; 1) a  < 0 platí ReFS(E) < 0 a j �S(E) j= �S(E): Budeme tedy hledattaková � a � le¾íí v intervalu (0; 12i, pro která platítan �� � tan "�2  1� a� blnE!# � tan��pøi libovolném E. Pøitom ovìøíme, zda platíj FS(E) j�j  j Ea+ blnE ln(lnE) � CE1�2�pro nìjaké C > 0.Jestli¾e platí b > 0, pak urèitì platí � = 1�a� blnE02 a 1� 2� = a+ blnE0 . Aby tedypøedpokládaná nerovnost byla splnìna, musí existovat takové C > 0, ¾ej  j Ea+ blnE ln(lnE) � CEa+ blnE0 :Vykrátíme-li tuto nerovnii, dostanemej  j E ln(lnE)lnE � CE 1lnE032



a tedy C musí splòovat C �j  j E� 1lnE0 lnE:Takové C urèitì existuje, nebo» výraz na pravé stranì nerovnie konverguje k nule.Jestli¾e b < 0, pak � = 1�a2 a 1� 2� = a a má tedy platitj  j Ea+ blnE ln(lnE) � CEa:To urèitì platí, polo¾íme-li C =j  j.Jestli¾e a = 1, pak hledáme �; � le¾íí v intervalu (0; 12i, která vyhovují nerov-nosti tan �� � �����tan �b2 lnE ����� � tan ��pro libovolné E, tedy i pro limitní pøípad E !1. Takové � v¹ak v daném intervalunenalezneme. Pøedpoklad tvrzení proto není splnìn.VII. 1Z �S(E)d lnE = � 1Z ot "�2  a+ blnE!# d lnE;o¾ pro a 2 (0; 1) nemù¾e konvergovat. Integrál toti¾ mù¾eme pro vysoká Eaproximovat na 1Z ot �2ad lnE = ot �2a 1Z d lnE;a to evidentnì diverguje.Pro a = 1 dostaneme1Z �S(E)d lnE = 1Z tan �b2 lnEd lnE � 1Z �b2 lnEd lnE;o¾, jak lze snadno spoèítat, konverguje pro b = 0. Pro tento pøípad tedy navíovìøíme, jestli platí také pøedpoklad (86). Proto¾e v daném pøípadì jFS(E)j = jjE,pøedpoklad (86) platí po dosazení onst = jj pro libovolné � > 0. Tedy by mìlo pla-tit také (85). Po dosazení za �S(E) dostáváme �S(E) � � a tedy pøíslu¹né reálnékonstanty C1, C2 není problém nalézt.VIII. Nejdøíve spoèteme limitu limE!0FS(E) za rùznýh podmínek:
33



(a) a 2 (0; 1i ^ b = 0) limE!0FS(E) = limE!0 Eae�ia�2 �lnE � i�2�b = 0(b) a 2 (0; 1i ^ b < 0) limE!0FS(E) = limE!0 Eae�ia�2 �lnE � i�2�b = 0() a 2 (0; 1i ^ b > 0) limE!0FS(E) = limE!0 Eae�ia�2 �lnE � i�2�b = limE!0 e�ia�2 �lnE � i�2�b1Ea == limE!0 e�ia�2 (�1)n b(b� 1)(b� 2) � ::: � (b� n+ 1)an �lnE � i�2�b�n1Ea = 0(n > b)Vidíme tedy, ¾e ve v¹eh tìhto pøípadeh platí FS(E) � FS(0) = FS(E) a podosazení do integrálu pak dostaneme������ 1Z Re (FS(E)� FS(0))E2 ln2+"E dE������ � ������ 1Z Ea lnbE os h�2 �a+ blnE�iE2 ln2+"E dE������ == ������ 1Z Ea�2 lnb�2�"E os "�2  a+ blnE!# dE������ � ���� os �2a���� ������ 1Z Ea�2 lnb�2�"EdE������To konverguje pro a < 1 _ (a = 1 ^ b � 1 + ") a tedy také pro a 2 (0; 1).V pøípadì, ¾e a = 1, je situae mírnì odli¹ná. Platí������ 1Z Re (FS(E)� FS(0))E2 ln2+"E dE������ � ������ 1Z Ea�2 lnb�2�"E os "�2  a+ blnE!# dE������ == ������ 1Z E�1 lnb�2�"E os "�2  1 + blnE!# dE������ � ������ 1Z  lnb�2�"E sin �b2 lnEd lnE������ �� ������ 1Z �b2 lnb�3�"Ed lnE������ :Poslední výraz konverguje pro b � 2 + " a tedy také za na¹ih podmínek.34



IX.h�SiE = 1lnE EZE0 �S(E)d lnE = � 1lnE EZE0 Ea�1 lnbE sin "�2  a+ blnE!# d lnETento výraz pro E !1 konverguje, právì kdy¾a < 1 _ (a = 1 ^ b � 0) _ (a = 2k ^ b = 0); k 2 Z;o¾ lze dokázat u¾itím l'Hospitalova pravidla.EZ ReFS(E)E2 dE = EZ Ea�2 lnbE os "�2  a+ blnE!# dEToto pøi E !1 konverguje, právì kdy¾a < 1 _ (a = 1 ^ b � 0) _ (a = 2k + 1 ^ b = 0); k 2 Z:Vidíme, ¾e obì podmínky jsou pro a 2 (0; 1i identiké a tedy pro ná¹ pøípad tvrzeníplatí. �8 ZávìrTímto jsme ovìøili dùle¾ité vlastnosti symetrikýh amplitud pro tøídu funkí E . Jezapotøebí znovu zdùraznit, ¾e jsme uva¾ovali volby parametrù a 2 (0; 1i a  < 0. Projiné hodnoty by ovìøování vlastností bylo komplikovanìj¹í a nìkdy by tyto vlastnostiani nebyly splnìny. Tyto hodnoty v¹ak nemají praktiké uplatnìní, a proto není za-potøebí je brát v úvahu.Závìrem dodejme, ¾e disperzní relae, jak integrální, tak difereniální (viz do-datek A), jsou hojnì pou¾ívány v aplikaíh na interake èásti. Jejih praktikápou¾itelnost se v¹ak potýká s podobnými problémy, na jaké nará¾í ka¾dý pokus oanalytiké zpraování dat. Jde o to, ¾e do disperzní relae nedosazujeme pøesný tvarimaginární èásti amplitudy rozptylu ImFDS (E), ale její vysokoenergetikou aproxi-mai ImFBS (E). Pøitom [5,10℄ èasto mù¾e dojít k nekontrolovatelnému rùstu rozdíluImFBS (E)�ImFDS (E). V dùsledku toho se pak toté¾ stane s rozdílem reálnýh èástípøíslu¹nýh obìma hodnotám. Pøíèinou bývají nízkoenergetiké pøíspìvky.Uka¾me si elou situai názornìji:Oznaème �(E) = ImFBS (E)� ImFDS (E); (115)35



pøíslu¹ný rozdíl reálnýh èástíÆ(E) = ReFBS (E)� ReFDS (E): (116)Platí Æ(E) = Æ1(E) + Æ2(E) + Æ3(E); (117)kde Æ1(E) = 2E2� E0Z0 ImFBS (E 0)E 0(E 02 � E2)dE 0;Æ2(E) = 2E2� E1ZE0 �(E 0)E 0(E 02 � E2)dE 0; (118)Æ3(E) = 2E2� 1ZE1 �(E 0)E 0(E 02 � E2)dE 0:Toto dìlení provádíme z toho dùvodu, ¾e k mìøení dohází v intervalu energií(E0; E1), kde je také tvar funke ImFBS (E) odvozen. Dá se tedy také pøedpokládat,¾e v tomto intervalu bude �(E) zanedbatelné, tedy mù¾eme zanedbat také Æ2(E).Obdobné to bude s pøíspìvky vy¹¹ími ne¾ E1, proto¾e z elistvosti funkí ImFDS (E)a ImFBS (E) vzhledem k lnE mù¾eme pøedpokládat, ¾e se v tomto intervalu energiítémìø rovnají.Obtí¾e nastanou pøi odhadu Æ1(E). Lze dokázat, ¾e pokud neplatí ImFBS (0) = 0,je tento výraz nekoneèný. O funki ImFBS (E) dále víme, ¾e musí splòovat nerovnostjImFBS (E)j � CE lnnE; (119)kde  2 (0; 1i; n 2 N Sf0g, tzv. Froissartovu mez. Z toho lze dosazením do nerov-nosti a rozvinutím podle Taylorova vzore zjistit, ¾e platíjÆ1(E)j � 2Cn!� 1n+1 +O � 1E2� : (120)Z toho vidíme, ¾e výraz jÆ1(E)j roste pro vy¹¹í  pomaleji, a ¾e je tedy vhodné pou¾ítparametrizai o nejblí¾e hranii splnitelnosti dané podmínky.Jednoduhý pøíklad k ilustrai situae je následujíí: Neh» platí�(E) = E�; (121)kde jj je tak malé, ¾e se pøíli¹ nezmìní pøedpis a � 2 (0; 1i. Dosazením do disperz-ního integrálu postupem obdobným odvozování DAR snadno zjistíme, ¾e pokudE0 ! 0, vyjde nám �E� ot(��2 ). Toto roste nade v¹ehny meze pro � jdouí knule. 36



Z uvedeného tedy plyne, ¾e tøída funkí, pro které lze difereniální disperzní re-lae pou¾ít, je velmi úzká. K dramatiké zmìnì dojde, kdy¾ pøejdeme od koneènìe-nergetikýh relaí k vysokoenergetiké limitì. Existuje ¹iroké spektrum difereniál-níh relaí platnýh pro vysokoenergetikou limitu pro velkou tøídu funkí (viz napø.5.kapitola). V této limitì mù¾e napø. nìkdy být nekoneèná øada T (x) (viz dodatek B)nahrazena jejím prvním èlenem.
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DodatkyA Odvození difereniálníh analytikýh relaí Bronzanemet al.Dùle¾itou pomùkou pou¾ívanou pøi výpoètu reálné èásti amplitudy rozptylu jsou difereniálníanalytiké relae (DAR, [3℄). Ty lze odvodit z disperzníh relaí. Odvození se skládá z dlouhé øadyelementárníh, ale pomìrnì pranýh krokù, které Bronzan et al. expliitnì neuvádìjí. Eihmann aDronkers v¹ak dokázali [10℄, ¾e je platné pouze za znaènì omezujííh podmínek (mj. ¾e amplitudamusí být elistvou funkí logaritmu energie). Ní¾e uvádíme detailní odvození.Ve 4.kapitole jsme zjistili, ¾e platí (za pøedpokladu, ¾e s >> s0)ReFS(s; t) = K + 2s2� I; (122)kde K � ReFS(0; t) je integraèní konstanta (kterou pro zjednodu¹ení polo¾ímerovnou nule) a I = P +1Zs0 ds0 1s0(s02 � s2)ImFS(s0; t): (123)Odvodíme následujíí tvrzení:ReFS(s; t) = 2s2� P 1Zs0 ds0s0(s02 � s2)ImFS(s0; t) == s� 1Zln s0 d�0s0��1 ln oth 12 j�0 � �j � "�� 1 + ���0# ImFS(s0; t)s0� ! == s� tan "�2  �� 1 + �� ln s0!# ImFS(s; t)s� ! (124)(Poslední uvedený výraz nazýváme difereniální analytiká relae. Rovnost v¹akplatí pouze za nìkterýh dodateènýh podmínek, ke kterým dospìjeme v prùbìhuvýpoètu.)Odvození podle [3℄: 39



ReFS(s; t) = 2s2� P 1Zs0 ds0s0(s02 � s2)ImFS(s0; t) == 2s2� P 1Zln s0 ImFS(s0; t)s0 e�0e2�0 � e2� d�0 = 2s2� "ImFS(s0; t)s0 Z e�0d�0e2�0 � e2� #1ln s0 �� 2s2� 1Zln s0 "d�0 ���0  ImFS(s0; t)s0 ! � Z e�0d�0e2�0 � e2� # ; (125)kde jsme polo¾ili s = e�. Tyto rovnosti jsou splnìny pouze za pøedpokladu, ¾ev¹ehny uvedené výrazy mají po dosazení s0 =1, resp. �0 =1 koneènou hodnotu.Platí: Z e�0d�0e2�0 � e2� = � 12s ln oth 12 j�0 � �j (126)a tedy po dosazeníReFS(s; t) = � s� "ImFS(s0; t)s0 ln oth 12 j�0 � �j#1ln s0 ++ s� 1Zln s0 ln oth 12 j�0 � �j ���0  ImFS(s0; t)s0 ! d�0 (127)Pokud výraz ImFS(s0; t) jde pro s0 ! 1 ke koneèné hodnotì, nebo alespoònediverguje pøíli¹ ryhle, je první èlen pro vysoká s0 praktiky nulový. Potom platí:ReFS(s; t) = s� 1Zln s0 ln oth 12 j�0 � �j ���0  ImFS(s0; t)s0 ! d�0 =
= s� 1Zln s0 ln oth 12 j�0 � �j ���0  e�0(��1) ImFS(s0; t)s0� ! d�0 =

= s� 1Zln s0 ln oth 12 j�0 � �je�0(��1) � "(�� 1)ImFS(s0; t)s0� + ���0  ImFS(s0; t)s0� !# d�0 =40



= s� 1Zln s0 d�0s0��1 ln oth 12 j�0 � �j � "�� 1 + ���0# ImFS(s0; t)s0� ! (128)Nyní doká¾eme druhou rovnii, a to tak, ¾e funki ImFS(s0; t)s0� !po substitui s = e� rozvineme v Taylorovu øadu se støedem v bodì �. Budeme v¹aknaví pøedpokládat, ¾e tato funke má nekoneèný polomìr konvergene.ReFS(s; t) = s� 1Zln s0 d�0s0��1 ln oth 12 j�0 � �j "�� 1 + ���0 # ImFS(s0; t)s0� ! == s� 1Zln s0 d�0s0��1 � ln oth 12 j�0 � �j�� "�� 1 + ���0# " 1Xn=0 1n! �n��0n  ImFS(s; t)s� ! (�0 � �)n# == s 1Xn=0 1n! �n��0n  ImFS(s; t)s� ! In; (129)kde In = 1� 1Zln s0 d�0s0��1 ln oth 12 j�0 � �j "�� 1 + dd�0# (�0 � �)n: (130)Provedeme dal¹í úpravy roznásobováním, vytýkáním a pomoí metody per partes:In = 1� 1Zln s0 d�0s0��1 ln oth 12 j�0 � �j � (�� 1)(�0 � �)n+
+1� 1Zln s0 d�0s0��1 ln oth 12 j�0 � �j dd�0 (�0 � �)n =41



= s��1� � �ln oth 12 j�0 � �j(�0 � �)ne(�0��)(��1)�1ln s0 ��s��1� 1Zln s0 dd�0 �ln oth 12 j�0 � �j(�0 � �)n� � e(�0��)(��1)d�0++ s��1� 1Zln s0 e(�0��)(��1) ln oth 12 j�0 � �j dd�0 (�0 � �)nd�0: (131)Dal¹í úpravy provedeme na základì vzore pro derivai souèinu 2 funkí a potézapomoí substitue y = �0 � �:In = s��1� � �ln oth 12 j�0 � �j(�0 � �)ne(�0��)(��1)�1ln s0 ��s��1� 1Zln s0 e(�0��)(��1)(�0 � �)n � dd�0 �ln oth 12 j�0 � �j� d�0 == s��1� �ln oth 12 j�0 � �j(�0 � �)ne(�0��)(��1)�1ln s0 ++s��1� 1Zln s0 e(�0��)(��1)(�0 � �)n 2e�0+�e2�0 � e2� d�0 == s��1� �ln oth 12 j�0 � �j(�0 � �)ne(�0��)(��1)�1ln s0 ++ s��1� 1Zln s0s e(��1)yynsinh y dy (132)Pokud se s0 blí¾í k 0 a 0 < � < 2 , je první èlen roven nule a dolní mez druhéhoèlenu se blí¾í �1. To lze dokázat následujíím zpùsobem:Výraz v hranaté závore v prvním èlenu pro jednoduhost upravíme na tvarln oth 12 j x j xnex(��1);kde x = �0 � �: Dá se snadno zjistit, ¾e platíln oth 12 j x j= ln ejxj + 1ejxj � 1 : (133)42



Po¾adavek, který na první èlen klademe, zní, ¾e jeho funkèní hodnoty po dosazeníx = +1 nebo x = �1 jsou stejné a v absolutní hodnotì men¹í ne¾ nekoneèno pøilibovolném elém n � 0. Rozebereme si to tedy na jednotlivé pøípady:1)x! +1Výraz ln ejxj + 1ejxj � 1jde k nule, jak se snadno po dosazení pøesvìdèíme. U zbývajííh èlenù v hranatézávore musíme rozli¹it dal¹í pøípady.1a)� > 1Výraz xn jde k nekoneènu pro n 6= 0 a pro n = 0 je roven jedné. Výraz ex(��1) jdek nekoneènu. Setkáváme se tu tedy s násobením nuly a nekoneèna a musíme aplikovatnìjakou vhodnou metodu pro výpoèet dané limity. Pokud výraz pøevedeme do tvaruzlomku, v jeho¾ èitateli bude ln ex + 1ex � 1(absolutní hodnoty mù¾eme pro pøípad kladného x odstranit) a ve jmenovateli budepøevráená hodnota výrazu xnex(��1), mù¾eme pou¾ít l'Hospitalovo pravidlo. Po jehopou¾ití a úpravì zlomku bude platitlimx!+1 ln ex+1ex�1x�ne�x(��1) = limx!+1 2e�xe2x � 1 � xn+1n+ (�� 1)x: (134)Vidíme, ¾e druhý ze zlomkù jde k nekoneènu. Aby se neblí¾il nekoneènu elý vý-raz, musí se první zlomek blí¾it k nule (tím ji¾ bude koneèná, v tomto pøípadìnulová hodnota limity zaji¹tìna, jak se lze snadno pøesvìdèit opìtovným pou¾itíml'Hospitalova pravidla). To je mo¾né pouze v pøípadì, ¾e � < 2. Celkovì tedy máme� 2 (1; 2).1b)� = 1V tomto pøípadì je limita výrazu v hranaté závore rovna nule, nebo» èlen xnjde k nekoneènu pomaleji ne¾ jde èlenln ex + 1ex � 1k nule. Bude to ihned zøejmé v pøípadì, ¾e ho nahradíme zlomkem 2ex�1 , kterým holze shora omezit.1)� < 1 43



Také v tomto pøípadì je limita výrazu rovna nule, nebo» jde k nule také výrazex(��1) a (kladná) limita výrazu musí být men¹í nebo rovna ne¾ v pøípadì b).Prozatím jsme tedy zjistili, ¾e parametr � nesmí být vìt¹í nebo roven 2.2)x! �1V tomto pøípadì bude postup analogiký postupu 1), jak se lze snadno pøesvìdèit,pouze za první výraz dosadíme ln 1� ex1 + ex :Tak¾e po uva¾ování � < 1 a pou¾ití l'Hospitalova pravidla dospìjeme ke stejnémuvýrazu jako prve a zjistíme, ¾e musí platit � 2 (0; 1): Dále zjistíme, ¾e � mù¾e býttaké bez jakéhokoliv omezení vìt¹í nebo rovno 1.Celkem tedy musí platit � 2 (0; 2), jak ji¾ bylo vý¹e øeèeno. Potom ov¹em platíIn = s��1 dnd�n I0; (135)kdeI0 = 1� 1Z�1 e(��1)ysinh y dy = 1� 0Z�1 e(��1)ysinh y dy + 1� 1Z0 e(��1)ysinh y dy = 1� 0Z�1 2e(��1)yey � e�y dy++ 1� 1Z0 2e(��1)yey � e�y dy = 1� 0Z�1 2e�ye2y � 1dy + 1� 1Z0 2e(��2)y1� e�2y dy: (136)Výrazy v integrandeh lze hápat jako souèet nekoneènýh øad. Proto je rozvinemea dále upravíme:I0 = � 1� 0Z�1 2e�y  1Xn=0 e2yn! dy + 1� 1Z0 2e(��2)y  1Xn=0 e�2yn! dy =
= 2� 1Xn=00�� 0Z�1 e(�+2n)ydy + 1Z0 e(��2�2n)ydy1A == 2� 1Xn=0� �1� + 2n he(�+2n)yi0�1 + 1�� 2� 2n he(��2�2n)yi10 � == 2� 1Xn=0� �1� + 2n � 1�� 2� 2n� = 2� 1Xn=0� 12n+ 2� � � 12n+ �� =44



= tan ��2 (�� 1)� (137)Poslední rovnost plyne z Fourierova rozvoje: lze snadno ovìøit, ¾e platíos ax = sin a�a� + 1Xn=1(�1)n 2a sin a��(a2 � n2) osnx (138)a po dosazení x = �; a� = z a vydìlení sinem dostanemeot z = 1z + 1Xn=1� 1z + n� + 1z � n�� : (139)Vu¾ijeme-li rovnosti tan z = � ot(z + �2 ) a dosadíme z = �2 (� � 1), dostávámepo¾adovanou rovnost.Celkem tedy platí:ReFS(s; t) = s 1Xn=0 1n! �n��0n  ImFS(s; t)s� ! In == s� 1Xn=0 1n! �n��0n  ImFS(s; t)s� ! dnd�n �tan ��2 (�� 1)�� == s� tan "�2  �� 1 + �� ln s0!# ImFS(s; t)s� ! (140)Poslední výraz je vlastnì formální pøepis pøedhozí sumy do úspornìj¹ího tvaru. Lzetoti¾ snadno spoèítat, ¾e sumu na levé stranì rovnie formálnì dostaneme z výrazuna pravé stranì jako "Taylorùv rozvoj" funke tan h�2 (�� 1)i se støedem v bodì �pro "hodnotu" � + �� ln s0 . �Z obdobným zpùsobem de�nované integrální disperzní relae pro antisymetrikouamplitudu rozptylu lze dokázat, ¾eReFA(s; t) = s� tan "�2  �+ �� ln s!# ImFA(s; t)s� ! : (141)Pro � = 1 potom platíReFS(s; t)s = tan �2 �� ln s0! ImFS(s; t)s ! =45



= 24�2 �� ln s0 + 13  �2 �� ln s0!3 + 215  �2 �� ln s0!5 + :::35 ImFS(s; t)s ! == 1Xn=1 an �2n�1�ln s02n�1  ImFS(s; t)s ! ; (142)kde an = 2�2n�1(22n � 1)(2n)! jB2nj; (143)pøièem¾ B2n jsou Bernoulliho èísla.Obdobnì pro antisymetrikou amplitudu platíReFA(s; t)s = tan "�2  1 + �� ln s0!# ImFA(s; t)s ! ; (144)a podle Taylorova vzore pro funki x ot x tedy potom�2 �� ln s0  ReFA(s; t)s ! == � 241� 13  �2 �� ln s0!2 � 145  �2 �� ln s0!4 � :::35 ImFA(s; t)s ! : (145)
B Podmínky konvergene difereniálního operátoru v DARBudeme se nyní blí¾e zabývat podmínkami, za kterýh konverguje tzv. tangeniálnísuma, tedy rozvoj operátoru tan �2 �� ln s! ;vyjadøujíího vztah mezi imaginární a reálnou èástí sudé amplitudy rozptylu, podosazení nìjaké funke g(ln s). K tomu úèelu zavedeme substituiln s = x (146)a tan �2 �� ln s! g(ln s) = tan �2 ��x! g(x) = T (x): (147)46



Pøi vy¹etøování konvergene jsou dùle¾ité tyto 2 vìty [5,11℄:Vìta B.1: Neh» g : R1 ! R1. Suma T (x) je konvergentní v bodì x 2 R1 právìtehdy, kdy¾ øada D(x) = 1Xn=1 g(2n�1)(x) (148)je konvergentní.Tato vìta má základní dùle¾itost pro øadu následujííh výsledkù. Co se týèepraktikého pou¾ití, musíme parametrizovat amplitudu rozptylu v nìjakém inter-valu energií. Tedy potøebujeme následujíí vìtu.Vìta B.2: Neh» g : I ! R1 má v¹ehny derivae v ka¾dém x 2 I; I � R1. Po-kud T (x) konverguje pro v¹ehna x 2 I � R1; potom elistvá funke komplexníhox existuje na I.Dùkaz vìty B.1:Vyu¾ijeme Abelova kritéria:Neh» (an) je monotonní omezená posloupnost a neh» øada1Pn=1 bn konverguje, pak øada 1Pn=1 anbn také konverguje.Nejprve doká¾eme, ¾e posloupnost (an) ze sumy T (x) = 1Pn=1 ang(2n�1)(x) splòujepodmínky Abelova kritéria: Víme, ¾e platían = 2�2n�122n � 1(2n)! jB2nj = 4� (1� 2�2n)�(2n); (149)kde �(2n) = (2�)2n2(2n)! jB2nj. Pro n = 1 platí �(2) = (2�)24 � 16 = �26 := 1; 64. Pøitom je námznámo, ¾e �26 = 1Pn=1 1n2 ; o¾ napovídá, ¾e pro x > 2 platí �(x) = 1Pn=1n�x. Mù¾emetedy s urèitostí øít, ¾e 1 < �(2n) < 1; 64 a �(2n) je omezenou posloupností. Provysoká n pak mù¾eme psátan � 4� (1�2�2n)(1+2�2n+3�2n+4�2n+O(5�2n)) = 4� (1+3�2n+O(5�2n)): (150)Tato posloupnost je pøi dostateènì vysokém n klesajíí a tudí¾ monotonní.Pøedpokládejme nyní, ¾e øada D(x) konverguje. Pak vzhledem k vlastnostemposloupnosti (an) musí podle Abelova kritéria konvergovat také øada T (x).47



Pøedpokládejme naopak, ¾e konverguje øada T (x). Výraz D(x) mù¾eme rozepsatjako D(x) = 1Pn=1 1anang(2n�1)(x). V Abelovì kritériu teï úlohu posloupností an a bnhrají posloupnosti ( 1an ) a (ang(2n�1)(x)) které, jak se lze snadno pøesvìdèit, splòujídané po¾adavky a øada D(x) tedy konverguje. �Tyto výsledky ukazují mimoøádnì omezenou platnost DAR pro koneènou energii:znamená to, ¾e T (x) je konvergentní v intervalu energií I � R1, pouze kdy¾ g(x) jeelistvá funke komplexního x a pokud dvì sumy, D(x) a E(x) = 1Pn=0 g(2n)(x), takékonvergují.
C Dùkaz vlastnosti (vii) pro funke tøíd E a E 0Výrazy v integrandeh upravíme pro pøípad E !1 a K4 !1:F abS (E) = Eae�ia�2 �lnE � i�2�b = Eae�ia�2 lnbE �1� i �2 lnE�b �� Eae�ia�2 lnbE  1� i �b2 lnE! � Ea lnbEe�i�2 (a+ blnE )) ReF abS (E) � Ea lnbE os "�2  a+ blnE!# ;ImF abS (E) � �Ea lnbE sin "�2  a + blnE!#F abS (K4ei') = K4aeia('��2 ) lnbK4  1 + i'� �2lnK4 !b �� K4a lnbK4ei('��2 )(a+ blnK4 )) ReF abS (K4ei') � K4a lnbK4 os�'� �2� a+ blnK4! ;ImF abS (K4ei') � K4a lnbK4 sin�'� �2� a+ blnK4!
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Dosazením do nerovnosti dostáváme� 1ZK4 Ea�1 lnbE sin "�2  a + blnE!# dE >> 12 �Z0 K4a lnbK4 os "�'� �2� a + blnK4!# d'Vìnujme se nyní otáze, za jakýh okolností diverguje integrál1ZK4 Ea�1 lnbEdE:Pokud má toti¾ zároveò multiplikaèní konstanta na levé stranì nerovnie zápornéznaménko, pak nerovnie evidentnì platí.Je zøejmé, ¾e limE!1Ea�1 lnbE =1pro a � 1^ b � 0^ (a 6= 1_ b 6= 0) a pro tyto hodnoty bude tedy také integrál urèitìdivergovat. Bude také divergovat pro a = 1 ^ b = 0, proto¾e v tomto pøípadì jepøíslu¹ná limita rovna jedné, tedy konstantì rùzné od nuly. Zavedeme-li substituilnE = t, ihned po dosazení do integrálu vidíme, ¾e pøi stejnýh hodnotáh b integráldiverguje také pro a 2 h0; 1). Pou¾itím l'Hospitalova pravidla pøi výpoètu limity proE ! 1 lze dokázat, ¾e je-li a > 1, integrál diverguje nejen pro nezáporná, ale prolibovolná b. To platí i pro a 2 (0; 1i, o¾ doká¾eme pomoí pøede¹lé substitue a podosazení do integrálu nìkolikolikanásobným u¾itímmetody per partes. Jednoduhýmvýpoètem se pøesvìdèíme, ¾e v pøípadì, kdy a = 0, integrál diverguje jen pro b � �1.V ostatníh pøípadeh, tj. pokud a < 0, integrál konverguje. O tom se mù¾emepøesvìdèit na základì úvahy, ¾e ke ka¾dému kladnému q < �a lze zvolit E0 takové,¾e pro E > E0 platí Eq > lnbE. Potom platí1ZK4 Ea�1 lnbEdE = E0ZK4 + 1ZE0 < I + 1ZE0 Ea�1+qdE = I + "Ea+qa + q#1E0 = I � Ea+q0a+ q ;kde I je nìjaké koneèné kladné èíslo.Nyní budeme vy¹etøovat pøípad, kdy a = 0. Pak dostaneme ze zkoumané nerov-nosti � 1ZK4 E�1 lnbE sin �b2 lnEdE � ��b2 1ZK4 E�1 lnb�1EdE >49



> 2 lnbK4 �Z0 os " blnK4 �'� �2�# d':Pokud je dále b = 0, nerovnie se zredukuje na tvar0 > �2 ;z èeho¾ plyne, ¾e musí platit  < 0. Je-li b > 0, bude levá strana nerovnie divergovat.Platnost nerovnosti pak závisí pouze na znaménku konstanty , nebo» výraz vpravonikdy nedosahuje nekoneèna. Aby tedy nerovnie platila, musí být  záporné.Pokud je b < 0, zmìní se tvar nerovnie po jednoduhýh úpraváh na�2 > b lnK4 sin �b2 lnK4 :Potom musíme rozli¹it pøípady, kdy podíl b má kladné a záporné znaménko. Je-likladné, pak dostaneme �b2 lnK4 > sin �b2 lnK4 ;o¾ se s pøedpokladem b < 0 vzájemnì vyluèuje. Je-li b < 0, dostaneme�b2 lnK4 < sin �b2 lnK4 ;o¾ platí pro b < 0 platí v¾dy, tak¾e musí být zároveò  > 0.Pro a = 2k 6= 0; k 2 Z provedeme úpravu funke sinus v integrandu na levéstranì nerovnie a upravíme:sin "�2  2k + blnE!# = sin�k os �b2 lnE + os �k sin �b2 lnE � (�1)k �b2 lnE ;� 1ZK4 E2k�1 lnbE sin "�2  2k + blnE!# dE � �(�1)k�b2 1ZK4 E2k�1 lnb�1EdE:Na pravé stranì nerovnie vznikne po zintegrování a obdobnýh úpraváh, ve kterýhnaví vyu¾ijeme vzore pro souèet 2 funkí sinus, výraz(�1)kK2k4 lnbK42k + blnK4 sin �b2 lnK4 � (�1)k�b2 K2k4 lnb�1K42k :50



Vidíme, ¾e nerovnii mù¾eme vykrátit zlomkem �2 . Dále rozli¹íme pøípady pro rùznáznaménka výrazu (�1)k+1b. Je-li toto znaménko kladné, dostaneme1ZK4 E2k�1 lnb�1EdE > �K2k4 lnb�1K42k :Tato nerovnie je bezpohyby splnìna, pokud k > 0, proto¾e integrál vlevo po-tom diverguje. Je-li k záporné, tento integrál konverguje, tedy vy¹etøování platnostinerovnie bude komplikovanìj¹í. Pokud naví b � 1, platnost nerovnie ovìøímeodhadem: 1ZK4 E2k�1 lnb�1EdE � lnb�1K4 1ZK4 E2k�1dE = �K2k4 lnb�1K42k ;tedy levá strana nerovnosti má být vìt¹í a zároveò men¹í nebo rovna ne¾ výraz napravé stranì. Taková situae nemù¾e nikdy nastat. Pro b > 1 pou¾ijeme k odhaduintegrálu metodu per partes. Zároveò bez újmy na obenosti budeme pøedpokládatb 2 (1; 2). Platí1ZK4 E2k�1 lnb�1EdE = "E2k2k lnb�1E#1K4 � b� 12k 1ZK4 E2k�1 lnb�2EdE =
= � 12kK2k4 lnb�1K4 + b� 1(2k)2K2k4 lnb�2K4 + (b� 1)(b� 2)(2k)2 1ZK4 E2k�1 lnb�3EdE >> � 12kK2k4 lnb�1K4 + b� 1(2k)2K2k4 lnb�2K4 � (b� 1)(b� 2)(2k)3 K2k4 lnb�3K4:Poslední nerovnost je platná, proto¾e exponent logaritmu b � 3 v integrálu pøedznaménkem nerovnosti je záporný, tudí¾ integrál splòuje pøedpoklady pøedhozíhopøípadu, má v¹ak opaèné znaménko, a proto také volíme opaèné znaménko nerov-nosti. Evidentnì potøebujeme, aby výraz (b�1)(b�2)(2k)3 K2k4 lnb�3K4 byl v absolutní hod-notì men¹í ne¾ výraz b�1(2k)2K2k4 lnb�2K4. Podíl obou výrazù je roven b�22k lnK4 , o¾ je zadanýh pøedpokladù men¹í ne¾ 1 a tedy skuteènì platí(b� 1)(b� 2)(2k)3 K2k4 lnb�3K4 < b� 1(2k)2K2k4 lnb�2K4:Tím je vy¹etøovaná nerovnost dokázána.51



Neh» platí (�1)k+1b < 0. Pak má platit1ZK4 E2k�1 lnb�1EdE < �K2k4 lnb�1K42k ;tedy opaèná nerovnost. Dostaneme tedy také pøesnì opaèný výsledek ne¾ v pøed-hozím pøípadì, tj. musí být k < 0 a b < 1.Pøejdìme k pøípadu, kdy a 6= 2k; k 2 Z. Potom mù¾eme logaritmy v argumen-teh goniometrikýh funkí pùvodní nerovnie pova¾ovat za nekoneèné, tedy budoupøíslu¹né zlomky nulové a po vytknutí nám vyjde:� sin �2a 1ZK4 Ea�1 lnbEdE > 12K4a lnbK4 �Z0 os �a�'� �2�� d'Výraz na pravé stranì mù¾eme upravit naaK4a lnbK4 sin �2a:V dal¹ím budeme rozli¹ovat situae  sin �2a < 0 a  sin �2a > 0, proto¾e na tomto vý-razu závisí znaménko nerovnosti. Z konvergenèníh vlastností výrazu 1RK4 Ea�1 lnbEdEplyne, ¾e pokud  sin �2a < 0, zkoumaná nerovnost urèitì platí pro a > 0 (pøípada = 0^b � �1 do toho zahrnovat nebudeme, proto¾e podmínky platnosti nerovnostipøi a = 0 jsme ji¾ zkoumali døíve). Naopak, je-li  sin �2a > 0^ a > 0, pak nerovnosturèitì neplatí.Pøedpokládejme nyní, ¾e 2k 6= a < 0 ^ b � 0. Pak snadno nahlédneme, ¾e vintervalu hodnot (K4;1) platí 0 < lnbE � lnbK4. Z toho ji¾ mù¾eme odvodit, ¾e1ZK4 Ea�1 lnbEdE < lnbK4 1ZK4 Ea�1dE = lnbK4 �Eaa �1K4 = �1aKa4 lnbK4:Srovnáme-li získaný výraz s výrazem na pravé stranì na¹í nerovnosti spoèteným propøípad a 6= 2k, vidíme, ¾e jsou a¾ na znaménko shodné. To vyluèuje volbu b = 0,nebo» pro tento pøípad by se z nerovnosti stala rovnost. Jinak rozli¹íme pøípady sin �2a < 0 a  sin �2a > 0. V prvním pøípadì z pùvodní nerovnie odvodíme nerov-nost, která je v rozporu s tím, o jsme právì odvodili, a tedy za danýh podmíneknemù¾e nerovnie nikdy platit. V druhém pøípadì naopak dospìjeme k závìru, ¾epøi dané volbì konstant platí nerovnost v¾dy.Neh» 2k 6= a < 0 ^ b > 0. Postupem obdobným ovìøování pøípadu, kdy zastejnýh podmínek bylo a = 2k a s vyu¾itím pøedhozího pøípadu dojdeme k tomu,52



¾e je-li b 2 (0; 1) , bezpohyby platí1ZK4 Ea�1 lnbEdE > �1aKa4 lnbK4 + ba2Ka4 lnb�1K4 � b(b� 1)a3 Ka4 lnb�2K4 >> �1aKa4 lnbK4:Stejným postupem dostaneme podobný výsledek i pro vy¹¹í hodnoty b.To vyluèuje platnost zkoumané nerovnie pro pøípad  sin �2a > 0, ve kterémmusí platit pøesnì opaèná rovnost. Naopak v pøípadì  sin �2a < 0 je nerovnostautomatiky splnìna. �
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