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2 PETR LUFT

1. Úvod

V této rešeršńı práci se budu nejdř́ıve zabývat pro jednoduchost problematikou
standardńıch koherenrtńıch stav̊u, včetně jejich úplných podsystémů. Dále se
zmı́ńım o obecné definici koherentńıch stav̊u a o některých jiných př́ıkladech systémú
koherentńıch stav̊u.

2. Standardńı Koherentńı Stavy na L2(R)

Standardńı koherentńı stavy na Hilbertově prostoru L2(R, dx) (dále již jen L2)
tvoř́ı množinu stav̊u se spoustou specifických vlastnost́ı. Proto je můžeme definovat
v́ıce zp̊usoby. Zřejmě nejsnazš́ı se zdá defiovat koherentńı stavy jako vlastńı vek-
tory anihilačńıho operátoru a. Komplikovaněǰśı, avšak vzhledem k obecné definici
mnohem užitečněǰśı, je konstrukce koherentńıch stav̊u pomoćı reprezentace Heisen-
bergovy - Weylovy grupy. Tato konstrukce tedy následuje.

2.1. Heisenberg - Weylova grupa a jej́ı reprezentace na L2. Na Hilbertově
prostoru L2(R) máme definovaný operátor polohy Q̂, který p̊usob́ı jako operátor
násobeńı nezávislou proměnnou, dále operátor hybnosti P̂, který definujeme jako
derivaci P̂ := - i~ d

dx a identický operátor Î. Pomoćı operátor̊u polohy a hybnosti

definujeme nové operátory. Anihilačńı operátor a :=
bQ+ibP√

2~
a k němu sdružený

kreačńı operátor a+ =
bQ−ibP√

2~
. Snadno se přesvědč́ıme, že plat́ı následuj́ıćı komutačńı

relace:

[Q̂, P̂] = i~Î, [P̂, Î] = [Q̂, Î] = 0,(2.1)

dále také

[a,a+] = Î, [a+, Î] = [̂I,a] = 0.(2.2)

Komutačńı relace (2.1), respekive (2.2), definuj́ı trojrozměrnou reálnou Lieovu al-
gebru, kterou nazýváme Heisenberg - Weylova algebra a znač́ıme W. Bázi této
algebry jsou operátory

i√
~

Q̂,
i√
~

P̂ a îI.(2.3)

Uvažujme nyńı obecný prvek algebry W ve tvaru

X̂ = ξ1
i√
~

Q̂ + ξ2
i√
~

P̂ + ξ3îI,(2.4)

kde (ξ1, ξ2, ξ3) jsou souřadnice v bázi (2.3). Z definice operátor̊u a a a+ vyplývá,
že operátory polohy a hybnosti můžeme psát ve tvaru

Q̂ =

√
~

2
(a + a+), P̂ = −i

√
~

2
(a− a+).(2.5)

Pokud tento tvar operátor̊u P̂ a Q̂ dosad́ıme do (2.4), obdrž́ıme obecný prvek
algebry W ve tvaru

X̂ = a(
ξ2 + iξ1√

2
) + a+(

−ξ2 + iξ1√
2

) + ξ3îI = αa+ − ᾱa + ξ3îI,(2.6)

kde α = −ξ2+iξ1√
2

. Nyńı můžeme přej́ıt ke konstrukci př́ıslušné Heisenberg - Weylovy
grupy W. Předt́ım ovšem připomeňme jedno užitečné tvrzeńı (Baker, Campbell,
Hausdorff):
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Necht̀ operátory Â a B̂ komutuj́ı se svým komutátorem, tj.

[[Â, B̂], Â] = [[Â, B̂], B̂] = 0,(2.7)

potom plat́ı

exp(Â + B̂) = exp(−1
2

[Â, B̂])exp(Â)exp(B̂).(2.8)

Důkaz tohoto tvrzuńı je velmi snadný (viz. např. [6]). Z tohoto tvrzeńı nav́ıc
vyplývá, že za stejných předpoklad̊u plat́ı pro operátory Â a B̂ vztah:

exp(Â)exp(B̂) = exp([Â, B̂])exp(B̂)exp(Â).(2.9)

Tř́ıparametrickou grupu W zkonstruujeme dosazeńım algebry W do exponenciely:
ρ((ξ1, ξ2, ξ3)) = exp(ξ1 i√

~
Q̂+ξ2

i√
~
P̂+ξ3îI) = exp(αa+− ᾱa+ξ3îI), kde ξ1, ξ2 a ξ3

jsou libovoná reálná č́ısla. Tato exponenciela definuje operátor unitárńı irreducibilńı
reprezentace ρ grupy W . Reprezentace ρ je podrobně popsána a rozebrána ńıže.
Obecný element grupy W zapisujeme ve tvaru (ξ1, ξ2, ξ3) ∈W .

Jelikož dvojice operátor̊u P̂ a Q̂ (stejně tak a a a+) splňuj́ı podmı́nku (2.7),
můžeme uplatnit vztah (2.8) a psát

ρ((ξ1, ξ2, ξ3)) = exp(iξ3Î)exp(ξ1
i√
~

Q̂ + ξ2
i√
~

P̂) =(2.10)

= exp(i(ξ3 +
ξ1ξ2

2
)̂I)exp(ξ1

i√
~

Q̂)exp(ξ2
i√
~

P̂)(2.11)

(prvńı rovnost je opět triviálńı d̊usledek relaćı (2.1) a vztahu (2.9)). Užit́ım vztahu
(2.6) můžeme ještě vyjádřit prvek grupy W takto:

ρ((ξ1, ξ2, ξ3)) = exp(iξ3Î)D(α),(2.12)

kde operátor D(α) je definován takto:

D(α) = exp(αa+ − ᾱa).(2.13)

Nyńı pomoćı (2.9), (2.10) a (2.11) snadno odvod́ıme následuj́ıćı vztah pro grupové
násobeńı ve W:

(ξ1, ξ2, ξ3) · (ζ1, ζ2, ζ3) = (ξ1 + ζ1, ξ2 + ζ2, ξ3 + ζ3 +
ξ2ζ1 − ξ1ζ2

2
).(2.14)

Ze vztahu (2.14) je vidět, že v grupě W existuje podgrupa H, tvořená prvky
ρ((0, 0, ξ3)) = exp(iξ3Î). Prvky této podgrupy komutuj́ı se všemi ostatńımi prvky
grupy W, grupa H tedy tvoř́ı centrum W. Ze vztahu (2.14) se snadno ukáže, že H je
největš́ı komutativńı podgrupa ve W. Při zkoumáńı Heisenberg - Weylovy algebry
a grupy již byla několikrát použita jej́ı konkrétńı reprezentace v Hilbertově prostoru
L2(R, dx) popsaná vztahem (2.10). Nyńı se pod́ıvejme na obecný tvar unitárńı ir-
reducibilńı reprezentace grupy W na L2. Nejdř́ıve poznamenejme, že reprezentace
podgrupy H muśı být vždy tvaru

ρ((0, 0, ξ3)) = exp(iλξ3)Î ,(2.15)

kde λ ∈ 〈0, 2π). Toto tvrzeńı vyplývá ze Shurova lemmatu (viz. [9]) následuj́ıćım
zp̊usobem. Jelikož každý prvek H komutuje s libovolným prvkem W, plat́ı totéž pro
jeho reprezentaci, tj. ρ((0, 0, ξ3)) komutuje s libovolným operátorem dané reprezen-
tace. Protože ρ je irreducibilńı, pak lze použ́ıt Schurovo lemma, jehož d̊usledkem
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je ρ((0, 0, ξ3)) = γÎ, kde γ ∈ C. Z unitarity pak již snadno vyplývá tvrzeńı. Nechť
ρ je tedy unitárńı irreducibilńı reprezentace grupy W. Pak reprezentace podgrupy
H lze parametrizovat parametrem λ tak, že plat́ı (2.15). Otázku všech unitárńıch
irreducibilńıch reprezentaćı W na L2 pak řeš́ı následuj́ıćı věta (von Neumannn):

Nechť λ 6= 0 je pevné. Potom libovolné dvě unitárńı irreducibilńı reprezentace W
jsou unitárně ekvivalentńı.

Všimněme si nyńı operátoru D(α), definovaného v (2.13). Z (2.10) je zřejmé,
že reprezentace H (parametr ξ3) měńı pouze fázi vektor̊u, nikoliv však paprsek.
Pro změnu paprsku je relevantńı pouze část reprezentace daná operátorem D(α).
Vzniká tedy otázka, jestli by nešlo operátor D(α) definovat jako reprezentaci menš́ı,
tedy dvouparametrické, grupy W̃, kde grupové násobeńı je definováno

(ξ1, ξ2) · (ζ1, ζ2) = (ξ1 + ζ1, ξ2 + ζ2).(2.16)

Bohužel, vztah

ρ̃((ξ1, ξ2)) = exp(ξ1
i√
~

Q̂ + ξ2
i√
~

P̂),(2.17)

nedefinuje reprezentaci, neboť se nejedná o homomorfizmus. Zobrazeńı ρ̃ je pouze
projektivńı reprezentace grupy W̃, protože zřejmě plat́ı

ρ̃((ξ1, ξ2)ρ̃(ζ1, ζ2)) = exp(i
ξ2ζ1 − ξ1ζ2

2
)ρ̃((ξ1, ξ2) · (ζ1, ζ2)).(2.18)

Grupu W̃ je tedy třeba centrálně rozš́ı̌rit na grupu W. Ze vztah̊u (2.13) a (2.17)
vyplývá

ρ̃((ξ1, ξ2)) = D(α).(2.19)

Ze vztahu (2.18) a z definice č́ısla α dále vyplývá vztah

D(α)D(β) = exp(iIm(αβ̄))D(α+ β)(2.20)

a také

D(α)D(β) = exp(2iIm(αβ̄))D(β)D(α).(2.21)

Zde stoj́ı za zmı́nku ten fakt, že výraz |Im(αβ̄)|, který se nacháźı v argumentu expo-
nenciely výrazu (2.21), má geometrický význam dvojnásobku plochy trojúhelńıku v
komplexńı rovině, který je ohraničen body (0, α, β). Na závěr ještě zbývá uvést ex-
plicitńı tvar operátoru D(α) na L2. Buď f(x) ∈ L2. Použijeme-li definici operátor̊u
Q̂ a P̂, pak dostaneme

exp(ξ1
i√
~

Q̂)f(x) =
∑ (xiξ1)k√

~k!
f(x) = exp(

iξ1x√
~

)f(x),(2.22)

pro hybnost máme

exp(ξ2
i√
~

P̂)f(x) =
∑ (ξ2

√
~)k

k!
(f (k))(x) = f(x−

√
~ξ2).(2.23)

Použit́ım vztah̊u (2.8), (2.22) a (2.23) dostaneme výsledný vztah

D(α)f(x) = exp(
iξ1ξ2

2
)exp(

iξ1x√
~

)f(x−
√
~ξ2).(2.24)
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2.2. Konstrukce Standardńıch koherentńıch Stav̊u na L2 a jejich vlast-
nosti. Nyńı je již vše připraveno k definici koherentńıch stav̊u:

Buď |ψ0〉 libovolný nenulový vektor z prostoru L2. Potom množinu stav̊u |ψα〉 =
D(α)|ψ0〉, kde α ∈ C, nazveme koherentńımi stavy na L2. Je-li speciálně |ψ0〉 =
|0〉, kde |0〉 je základńı stav harmonického oscilátoru, pak hovoř́ıme o standardńıch
koherentńıch stavech.

Jako prvńı vlastnost koherentńıch stav̊u uveďme, že aplikujeme-li operátor D(α)
na libovolný jiný koherentńı stav, pak výsledný stav je opět koherentńı stav ze
stejného systému, plat́ı tedy

D(β)|ψα〉 = exp(iIm(βᾱ))|ψβ+α〉,(2.25)

což př́ımo vyplývá ze vztahu (2.20). Dále plat́ı, zě libovolné dva r̊uzné koher-
entńı stavy (stejného systému) nemohou lezět ve stejném paprsku. Toto dokáěme
následovně: Buď β 6= α. Z (2.25) vyplývá |ψβ〉 = exp(−iIm(βα))D(β − α)|ψα〉.
Stač́ı tedy ukázat, že pro libovolnou funkci f ∈ L2 nemůže operátor D(α) p̊usobit
jako operátor změny fáze pro α 6= 0. To ukážeme sporem: Nechť plat́ı opak, tedy
existuje dvojice reálných č́ısel (ξ1, ξ2) 6= (0, 0) tak, že plat́ı

D(α)f(x) = exp(
iξ1ξ2

2
)exp(

iξ1x√
~

)f(x−
√
~ξ2) = exp(iλ)f(x),(2.26)

kde λ ∈ 〈0, 2π). Potom pro modul zřejmě plat́ı |f(x)| = |f(x −
√
~ξ2)|. Modul

funkce f je tedu periodický s periodou ξ2. Aby ale funkce f byla z L2, pak muśı být
ξ2 = 0. (Předpokládáme, že f 6= 0. ) Pak ovšem z (2.26) vaplývá

exp(
iξ1x√
~

)f(x) = exp(iλ)f(x).(2.27)

Muśı tedy existovat množina I ⊂ R, která má mı́ru µ(I) > 0 taková, že ∀x ∈ I
plat́ı ξ1x−λ = 2kπ, kde k ∈ Z. Odtud vyplývá ξ1 = 0, což je spor s předpokladem.
Daľśı vlastnost koherentńıch stav̊u se týká jejich skalárńıho součinu. Pro součin
dvou koherentńıch stav̊u plat́ı 〈ψα|ψβ〉 = 〈ψ0|D(α)+D(β)|ψ0〉. Jelikož zřejmě plat́ı

D(α)+ = D(−α),(2.28)

pak s použit́ım (2.20) dostaneme

〈ψα|ψβ〉 = exp(iIm(βᾱ))〈ψ0|D(β − α)|ψ0〉.(2.29)

Pod́ıvejme se, jak bude vypadat skalárńı součin (překryv) dvou standardńıch ko-
herentńıch stav̊u. Proto je třeba si připomenout několik základńıch vztah̊u pro
anihilačńı a kreačńı operátory. Nechť |n〉, n ∈ N ∪ 0, jsou vlastńı stavy harmon-
ického oscilátoru, které tvoř́ı ortonormálńı bázi L2. Pak z definice operátor̊u a a
a+ lze snadno odvodit následuj́ıćı vztahy:

a|n〉 =
√
n|n− 1〉 , a+|n〉 =

√
n+ 1|n+ 1〉,(2.30)

dále

|n〉 =
1√
n!

(a+)n|0〉,(2.31)

konečně

a|0〉 = 0 a 〈n|n′〉 = δn,n′ ,(2.32)

kde |0〉 je základńı stav harmonického osciátoru.
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Stav |α〉 lze vyjádřit následovně:

|α〉 = D(α)|0〉 = exp(αa+ − ᾱa)|0〉 = exp(−1
2
|α|2)exp(αa+)exp(−ᾱa)|0〉,(2.33)

kde druhá rovnost plyne z (2.13) a třet́ı z (2.2) a (2.8). Rozvineme-li posledńı
exponencielu v (2.33) do řady, pak pomoćı (2.32) a (2.31) dostaneme vyjádřeńı
stavu |α〉 v bázi |n〉∞n=0:

|α〉 = exp(−1
2
|α|2)exp(αa+)|0〉 = exp(−1

2
|α|2)

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉.(2.34)

Pro standardńı koherentńı stavy bude jejich skalárńı součin vypadat následovně:

〈β|α〉 = exp(−1
2

(|α|2 + |β|2))
∞∑

n,m=0

β̄mαn√
m!n!

〈m|n〉 = exp(−|α|
2

2
− |β|

2

2
+ β̄α),

(2.35)

kde jsme při výpočtu využili ortonormality báze. Pro absolutńı hodnotu překryvu
pak snadno dostaneme

|〈β|α〉| = exp(−1
2
|α− β|2),(2.36)

odkud plyne, že libovlné dva standardńı koherentńı stavy nemohou být ortogonálńı.
V úvodu bylo řečeno, že standardńı koherentńı stavy lze definovat také jako

vlastńı vektory anihilačńıho operátoru a. (Jako obecnou definici však toto použ́ıt
nelze.) Nyńı ukážeme, že zde definované koherentńı stavy jsou skutečně vlastńı
stavy anihilačńıho operátoru s vlastńımi č́ısly α, tedy že plat́ı

a|α〉 = α|α〉.(2.37)

K tomu nejdř́ıve ukážeme vztah

D+(α)aD(α) = a + αÎ.(2.38)

Rozvineme-li třet́ı člen výrazu nalevo do řady, obdrž́ıme

D+(α)aD(α) = exp(−1
2
|α|2)D+(α)aexp(αa+)exp(−ᾱa)(2.39)

Indukćı a pomoćı komutačńıch relaćı (2.2) snadno odvod́ıme

a(a+)k = k(a+)k−1 + (a+)ka.(2.40)

Rozvineme-li nyńı předposledńı člen v (2.39) do řady a použijeme-li vztah (2.40),
pak obdrž́ıme (2.38). Pokud do vztahu (2.38) dosad́ıme −α, pak s použit́ım (2.28)
obdrž́ıme

D(α)aD(−α) = a− αÎ.(2.41)

Z (2.32) vyplývá

D(α)aD(−α)|α〉 = 0,(2.42)

což je podle (2.41) ekvivalentńı (2.37), tedy stav |α〉 je vlastńı stav operátoru a s
vlastńı hodnotou α.

Nyńı ověř́ıme daľśı vlastnost, totiž rozklad jednotky:

Î =
1
π

∫
C

d2α|α〉〈α|.(2.43)
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Vlastnost (2.43) nám tedy dává vyjádřeńı jednotkového operátoru pomoćı (ne-
spočetného) počtu vektor̊u, což se podobá klasickému rozkladu jednotky pomoćı
spočetného počtu vektor̊u ortonormálńı báze

Î =
∞∑
n=0

|n〉〈n|,(2.44)

kde vektory |n〉 jsou vektory libovolné ortonormálńı báze, např́ıklad tedy vlastńı
stavy harmonického oscilátoru v L2. Výraz |n〉〈n| maj́ı smysl ortogonálńıch pro-
jektor̊u na jednorozměrné podprostory generované stavy |n〉. Obdobná situace je
i u stav̊u |ψα〉. Výraz (2.43) nám tedy dává rozklad jednotky pomćı nespočetné
množiny stav̊u, která neńı ortogonálńı (viz. (2.36)).

K odvozeńı vztahu (2.43) uvažujme nejdř́ıve obecně translačně invariantńı mı́ru
dµ(α), definovanou na komplexńı rovině C, dále operátor

Â =
∫
C

dµ(α)|ψα〉〈ψα|,(2.45)

kde |ψα〉 jsou koherentńı stavy. Zde pracujeme s obecněǰśımi koherentńımi stavy
definovanými na počátku kapitoly 2.2, nikoliv pouze se standardńımi koherentńımi
stavy. Vztah (2.43) ovšem plat́ı pouze pro standardńı koherentńı stavy. Dokážeme
nyńı, že operátor Â komutuje s operátorem D(α), tedy

[Â,D(α)] = 0 ∀α ∈ C.(2.46)

S využit́ım (2.25) obdrž́ıme D(α)Â =
∫
C
dµ(β)exp(iIm(αβ̄))|ψα+β〉〈ψβ |. Nyńı

tedy provedeme substitici γ = α + β. Dı́ky požadované translačńı invarianci mı́ry
µ obdrž́ıme dµ(β) = dµ(γ). Můžeme tedy pokračovat ve výpočtu a psát D(α)Â =∫
C
dµ(γ)exp(iIm(α(γ − α)))|ψγ〉〈ψγ−α|. Jeliož plat́ı
exp(iIm(α(γ − α))) = exp(iIm(αγ̄)), je snadné ověřit vztah

〈ψγ−α|exp(iIm(α(γ − α))) = 〈ψγ |D+(−α)(2.47)

Pomoćı (2.28) a (2.47) již snadno obdrž́ıme (2.46). Protože operátory D(α) tvoř́ı
irreducibilńı reprezentaci, pak podle Schurova lematu muśı být

Â = cÎ,(2.48)

kde c je libovolná konstanta. Předpokládejme mı́ru µ ve tvaru d2µ(α) = 1
cd

2α.
Urč́ıme tedy konstantu c. Pomoćı (2.34) a ortogonality báze |n〉 obdrž́ıme∫

C

d2α|α〉〈α| =
∞∑
n=0

|n〉〈n|
n!

∫
C

d2αexp(−|α|2)|α|2n.(2.49)

Pomoćı substituce α = ρ exp(iϕ); d2α = ρdρdϕ dostaneme∫
C
d2α|α〉〈α| =

∑∞
n=0

|n〉〈n|
n!

∫∞
0
exp(−ρ2)ρ2n+1dρ

∫ 2π

0
dϕ =

=
∞∑
n=0

|n〉〈n|
n!

(πΓ(n+ 1)) = πÎ,(2.50)

kde posledńı rovnost plyne z (2.44). Zvoĺıme-li c = π, pak je rovnost (2.43)
dokázána.



8 PETR LUFT

Pokud vyjádř́ıme základńı stav harmonického oscilátoru explicitně v souřadnicové
reprezentaci

〈x|0〉 =
1

4
√
π~
exp(−x

2

2~
),(2.51)

Potom pomoćı (2.24) obdrž́ıme explicitńı tvar pro standardńı koherentńı stavy (tedy
jejich tvar v souřsdnicové reprezentaci)

ϕα(x) = 〈x|α〉 = exp(−iRe(α)Im(α)) exp(i

√
2
~

Im(α)x) exp(− (x−
√

2~Re(α))2

~

).

(2.52)

Pomoćı př́ımého výpočtu ze vztahu (2.52) snadno ukážeme, že standardńı koher-
entńı stavy minimalizuj́ı Heisenbergovy relace neurčitosti, tj.

4αQ̂4αP̂ =
~

2
∀α ∈ C.(2.53)

Kromě toho také plat́ı, že středńı kvadratická odchylka obou operátor̊u pro stav
|α〉 je stejná pro všechna α ∈ C.

3. Úplné podsystémy množiny standardnch koherentńıch stav̊u

Ze vztahu (2.43) bezprostředně vyplývá

|α〉 =
∫
C

dµ(β)|β〉〈β|α〉.(3.1)

Vztah (3.1) nám tedy udává lineárńı závislost mezi standardńımi koherentńımi
stavy. Systém standardńıch koherentńıch stav̊u je tedy nejen úplný (což vyplývá
z (2.43)), ale obsahuje dokonce mnohem v́ıce vektor̊u, než je pro úplnost třeba.
Vzniká tedy otázka, zda můžeme nalézt podsystémy standardńıch koherentńıch
stav̊u (tedy nějakou podmnožinu v C), který by byl také úplný a určit jeho tvar.
Vzhledem k separabilitě L2 lze očekávat, že tento podsystḿ bude spučetný.

V této kapitole se tedy budu zabývat jedńım konrétńım podsystémem, totiž
mř́ıžkou v C. K tomu je ovsem nejdř́ıve připomenout pojem Fock - Bargmannovy
reprezentace ( = Hilbert̊uv prostor analytických funkćı) a jej́ı souvislosti s L2.

3.1. Hilbert̊uv prostor analytických funkćı. Definujme na komplexńı rovině
C komplexńı mı́ru µ̃ vztahem

dµ̃(z) =
1
π
exp(−|z|2)d2z.(3.2)

Symbolem A označme množinu všech celistvých funkćı kvadraticky integrabilńıch
s mı́rou µ̃. Na vektorovém prostoru A zavedeme skalárńı součin vztahem

〈f(z)|g(z)〉A =
∫
C

f(z)g(z)dµ̃(z).(3.3)

Lze ukázat (viz. [2]), že A je separabilńı Hilbert̊uv prostor nekonečné dimenze.
Ortonormálńı bázi tohoto prostoru tvoř́ı funkce

en(z) =
zn√
n!
.(3.4)

Uvažujme nyńı množinu celistvých funkćı parametrizovaných komplexńımi č́ısly

χα(z) := exp(zᾱ) α ∈ C.(3.5)
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Jelikož snadno pomoćı př́ımého výpočtu integrálu ukážeme

‖χα‖A = exp(|α|2),(3.6)

pak je zřejmé, že χα ∈ A. Důležitou vlastnost́ı funkćı (3.6) je následuj́ıćı rovnost

f(y) =
∫
C

f(z)χy(z)dµ̃(z) = 〈χy|f〉A ∀y ∈ C(3.7)

d̊ukaz této rovnosti je možno nalézt v [2]. Pokud použijeme (3.7) ještě jednou, pak
obdrž́ıme

f(y) =
∫
C

〈χz|f〉Aχz(y)dµ̃(z).(3.8)

Zde je třeba využ́ıt vztahu χy(z) = χz(y), který je zřejmý z (3.5). Dostáváme tedy
vztah analogický (3.1), což již dává tušit souvislost s koherentńımi stavy.

Vzhledem k tomu, že A je separabilńı, pak muśı být izomorfńı L2 (viz. [2]).
Definujme tedy izomorfismus A a L2 následovně: Nechť

|ψ〉 =
∞∑
k=0

ck|k〉 ∈ L2, kde ck ∈ C a
∞∑
k=0

|ck|2 <∞,(3.9)

pak definujeme izomorfizmus U

U : L2 → A : |ψ〉 =
∞∑
k=0

ck|k〉 7→
∞∑
k=0

ckek(z) = ψ̃(z) ∈ A.(3.10)

Za povšimnut́ı stoj́ı fakt, že když spoč́ıtáme skalárńı součin libovolného stan-
dardńıho koherentńıho stavu |α〉 s libovolným prvkem L2, pak snadno obdrž́ıme
pomoćı (2.34)

〈α|ψ〉 = exp(−|α|
2

2
)
∞∑
k=0

ck
ᾱk√
k!

= exp(−|α|
2

2
)ψ̃(ᾱ).(3.11)

Vztah (3.11) nám tedy vyjadřuje funkci z A v bodě z jako skalárńı součin jej́ıho
obrazu z L2 se stavem |z〉. Ze vztah̊u (2.34) a (3.11) př́ımo vyplývá, že obraz
koherentńıho stavu |α〉 má v A tvar

U(|α〉) = exp(−|α|
2

2
+ αz) = exp(−|α|

2

2
)χᾱ(z).(3.12)

Toto lze také ověřit použit́ım (2.35).
Explicitńı tvar izomorfizmu U je dán vztahem

ψ̃(z) =
∫
R

〈x|z〉ψ(x)dx,(3.13)

kde výrazem 〈x|z〉 rozumı́me explicitńı tvar koherentńıho stavu |z〉 v souřadnicové
reprezentaci (tj. v L2), který je dán pomoćı (2.52). Vztah (3.13) dokážeme tak, že
si pomoćı (2.34) vyjádř́ıme

〈x|z〉 = exp(−|z|
2

2
)
∞∑
n=0

zn√
n!
ϕn(x),(3.14)
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kde ϕn(x) je explicitńı tvar vlastńıch stav̊u harmonického oscilátoru (tj. ϕn(x) =
〈x|n〉). Funkce ϕn(x) maj́ı tvar

ϕn(x) =
1

4
√
π~

Hn( x√
~

)

2
n
2

exp(−x
2

2~
),(3.15)

kde Hn jsou Hermitovy polynomy. k d̊ukazu (3.13) stač́ı již jen dosadit (3.14) a
využ́ıt ortonormality funkćı ϕn(x). Inverzńı transformace U−1 má tvar

ψ(x) =
∫
C

〈x|z〉ψ̃(z)dµ̃(z).(3.16)

Zobrazeńı U je zřejmě unitárńı.
Anihilačńı a kreačńı operátory maj́ı v A tvar

aA =
d

dz
; a+
A = z.(3.17)

Jedná se tedy o operátory derivace a násobeńı nezávislou proměnnou, což je analog-
ická operátor̊um hybnosti a polohy v L2. Vlastnosti (2.30), (2.31) a (2.32) snadno
ověř́ıme př́ımým výpočtem. Stejně snadno ověř́ıme i tvar operátoru D(α) v A

D(α)ψ̃(z) = exp(−|α|
2

2
)exp(αz)ψ̃(z − ᾱ).(3.18)

3.2. Př́ıklady úplných podsystémů množiny standardńıch koherentńıch
stav̊u. Kĺıčová úvaha pro následuj́ıćı část spoč́ıvá ve výpočtu skalárńıho součinu
prvk̊u L2 s koherentńımi stavy. Ze vztahu (3.11) vyplývá, že skalárńı součin 〈α|ψ〉 je
roven nule, právě když obraz vektoru |ψ〉 v prostoru A, tj. funkce ψ̃(z), má v bodě
z = ᾱ nulový bod, tj. ψ̃(ᾱ) = 0. Pokud tedy podsystém standardńıch koherentńıch
stav̊u neńı úplný, pak muśı existovat nenulová funkce ψ̃(z) ∈ A taková, že plat́ı
ψ̃(αI) = 0, pro všechna αI z daného podsystému. Opačné tvrzeńı zřejmě také plat́ı.
Funkce ψ̃(z) by tedy byla nenulová a kolmá ke všem koherentńım stav̊um z daného
podsystému.

Jeden z nejjednodušš́ıch př́ıklad̊u netriviálńıho úplného podsystému množiny
standardńıch koherentńıch stav̊u je libovolná podmnožina, která je parametrizována
množinou komplexńıch č́ısel s alespoň jedńım hromadným bodem. Takovýto stav
by totiž ve Fock - Bargmannově reprezentaci byl reprezentován celistvou funkćı,
jej́ıž nulové body by měli hromadný bod, podle [8], str. 232, však tato funkce muśı
být nulová.

Daľśım př́ıkladem úplného podsystému koherentńıch stav̊u je libovolná nekonečná
podmnožina, která neobsahuje |0〉 a splňuje podmı́nku∑

n

1
|αn|2+ε

=∞(3.19)

pro nějaké ε > 0. Důkaz úplnosti takového podsystému je možno naj́ıt např. v [7].
Podmı́nkou k tomu, aby byla celistvá funkce ψ̃(z) prvkem prostoru A je∫

C

|ψ̃(z)|2exp(−|z|2)dµ̃(z) <∞.(3.20)

Najdeme-li tedy celistvou funkci ψ̃(z) takovou, která je kolmá ke všem koherentńım
stav̊um (respektive k jejich obraz̊um vA), pak ještě muśıme ověřit podmı́nku (3.20).

Daľśım a velmi d̊uležitým př́ıkladem úplného podsystému standardńıch koher-
entńıch stav̊u je regulárńı mř́ıžka v C. Regulárńı mř́ıžkou generovanou dvojićı
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komplexńıch č́ısel (ω, ω′) v C rozumı́me množinu vsech komlexńıch č́ısel, které je
možno psát ve tvaru

αm,n = mω + nω′, kde m, n ∈ Z.(3.21)

K regularitě je ještě zapotřeb́ı podmı́nky

Im(ωω̄′) 6= 0.(3.22)

Tento výraz má geometrický význam dvojnásobku plochy trojúhelńıku vymezeného
body (0, ω, ω′) (viz. kapitola 2.1). Podmı́nka (3.22) vlastně ř́ıká, že elementárńı
buňka mř́ıžky má nenulový obsah. Uvažujme tedy takovouto podmnožinu stan-
dardńıch koherentńıch stav̊u |αm,n〉 definovanou pomoćı (3.21) a ptejme se jestli
a za jakých podmı́nek je tato podmnožina úplná. Odpověď na tuto otázku nám
vyčerpávaj́ıćım zp̊usobem dává následuj́ıćı věta (viz. [7]):

Nechť |αm,n〉 je podmnožina standardńıch koherentńıch stav̊u, která odpov́ıdá
mř́ı̌zce definované v (3.21). Označme S = Im(ωω̄′) obsah elementárńı buňky této
mř́ı̌zky. Potom plat́ı:

1) Je-li S < π, potom daná podmnožina je úplná a z̊ustává úplná i po odstraněńı
konečného počtu stav̊u.

2) Je-li S > π, potom podsystém neńı úplný.
3) Je-li S = π, potom podsystém koherentńıch stav̊u je také úplný a z̊ustává úplný

po odstraněńı jednoho libovolného stavu. Odstrańıme-li však jǐz dva r̊uzné libovolné
stavy, tak potom jǐz podsystém nebude úplný.

Pokud tedy budeme mı́t mř́ıžku o obsahu elementárńı buňky přesně S = π a
odstrańıme-li jeden stav (např. |0〉), pak budeme mı́t podsystém standardńıch ko-
herentńıch stav̊u, který je úplný a neobsahuje již žádné ”přebytečné” stavy. Jinými
slovy řečeno, obdrž́ıme lineárně nezávislou úplnou ( tj. totálńı) množinu v L2, která
ovšem neńı ortogonálńı.

K d̊ukazu této věty je třeba nejdř́ıve určit celistvou funkci ψ̃(z), která splňuje
podmı́nku

ψ̃(αm,n) = 0 ∀m,n ∈ Z.(3.23)

Takováto funkce je pro danou mř́ıžku určena jednoznačně až na multiplikativńı
konstantu, jedná se o známou funkci σ:

σ(z) = z
∏
m,n

(1− z

ᾱm,n
)exp(

z

ᾱm,n
+

1
2

z2

(ᾱm,n)2
); (m,n) 6= (0, 0).(3.24)

Tato funkce zřejmě záviśı na volbě mř́ıžky. Nyńı je tedy třeba ověřit, za jakých
podmı́nek vyhovuje funkce σ(z) podmı́nce (3.20). Výpočet je podrobně provedený v
[7]. Ukazuje se, že skutečně pro pro př́ıpad S ≤ π nevyhovuje funkce σ(z) podmı́nce
(3.20), podsystém je tedy úplný. Pro př́ıpad S > π je tomu naopak. V př́ıpadě,
že z mř́ıžky odstrańıme vektor |αk,l〉, pak se funkce, odpov́ıdaj́ıćı této redukované
mř́ıžce, změńı na funkci σ(z)

z−αk,l . Pokud odstrańıme daľśı body mř́ıžky, pak tuto
funkci opět vyděĺıme př́ıslušným rozd́ılem.

Uvažujme nyńı tedy minimálńı úplný podsystém standardńıch koherentńıch stav̊u
takový, že z regulárńı mř́ıžky o elementárńı ploše π odstrańıme vektor |0〉. Ukažme,
jak bude vypadat liovolný vektor L2 vyjádřený pomoćı tohoto úplného podsystému.
Podle [7] existuje úplný systém stav̊u |βm,n〉, kde (m,n) 6= (0, 0) takový, že plat́ı
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podmı́nka

〈αkl|βmn〉 = δkmδln.(3.25)

Množina {βm,n} je sice úplná a minimálńı (tzn. pokud vypust́ıme jeden stav, už tato
množina nebude úplná), ale nemůže být podsystémem zde popisovaného systému
koherentńıch stav̊u {|α〉}, nemůže být dokonce ani normovaná.

Pomoćı vztahu (3.11) obdrž́ıme vyjádřeńı pro systém |β〉 ve Fock - Bargmannově
reprezentaci:

ψβkl(z̄) = exp(
|αkl|2

2
)

αkl
σ′(β)(αkl)

σ(β)(z̄)
z̄(z̄ − αkl)

,(3.26)

kde σ′(β)(αkl) je derivace funkce σ př́ıslušej́ıćı mř́ıžce |βmn〉 v bodě αkl. Podle (3.11)
je tedy zřejmě

〈α|βkl〉 =
αkl

σ′(β)(αkl)
σ(β)(z̄)

z̄(z̄ − αkl)
.(3.27)

Předpokládejme nyńı libovolný vektor z L2 ve tvaru

|ψ〉 =
∑
m,n∈Z

γmn|αmn〉, (m,n) 6= 0.(3.28)

Potom podle (3.25) plat́ı

〈βkl|ψ〉 =
∑
m,n∈Z

γmn〈βkl|αmn〉 = γmn.(3.29)

T́ım máme určeny koeficienty γmn. Nyńı urč́ıme rozvoj vakuového stavu |0〉 pomoćı
našeho minimálńıho úplného podsystému. Hledejme tedy komplexńı koeficienty cmn
tak, že

|0〉 =
∑
m,n

cmn|αmn〉; (m,n) 6= (0, 0).(3.30)

Podle (3.27) a (3.29) je

cmn = 〈βmn|0〉 = −(−1)mn+m+n,(3.31)

odkud vyplývá ∑
m,n

(−1)mn+m+n|αmn〉 = 0.(3.32)

Přesný výpočet je proveden v [7]. Je třeba připomenout, že uvažujeme pouze mř́ıžku
o elementárńı ploše π.

4. Obecná definice koherentńıch stav̊u

Přejdeme nyńı k problému, jak definovat (pokud možno co nejobecněji) množinu
koherentńıch stav̊u na libovolném (separabilńım) komplexńım Hilbertově prostoru.
Těchto definic existuje hned několik. Lǐśı se od sebe ovšem jen velmi málo, většinou
je jedna zobecněńım druhé a zálež́ı na každém autorovi, kterou definici pojme za
svou.

Nejdř́ıve uveďme definici koherentńıch stav̊u podle Klaudra, kterou lze naj́ıt
např. v [4]. Mějme separabilńı Hilbert̊uv prostor H. K tomu, aby nějaká množina
stav̊u z H mohla být označena za koherentńı stavy, je třeba splněńı následuj́ıćıch
dvou podmı́nek
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1) Množina koherentńıch stav̊u muśı být parametrizována nějakým parametrem
x, kde x ∈ X , X je libovolný topologický prostor. Množina koherentńıch stav̊u pak
muśı být silně spojitá v této parametrizaci.

Ekvivalentně lze tuto vlastnost zapsat následovně:

lim
n→∞

xn = x vX ⇒ ‖ |xn〉 − |x〉‖ → 0 vH.(4.1)

Zde je |x〉 vektor z H parametrizovaný prvkem x z X . Pokud se v této vlastnosti
omeźıme na topologické prostory X , které by byly vektorové prostory s Eukli-
dovskou topologíı, pak nám již tato vlastost vylučuje ortogonálńı systémy stav̊u z
H, jako např́ıklad vlastńı vektory Hermitovských operátor̊u na H. Systémy, které
by splňovaly vlastnost

〈x|x′〉 = δx,x′ ∀x, x′ ∈ X(4.2)

by totiž zřejmě nemohly být spojitě parametrizované. Druhou požadovanou vlast-
nost́ı je rozklad jednotky, se kterým jsem již pracoval v druhé kapitole:

2) Na prostoru X existuje pozitivńı mı́ra dµ(x) taková, že plat́ı

Î =
∫
X
|x〉〈x|dµ(x).(4.3)

Důležitý pojem jsou tzv. koherentńı stavy parametrizované grupou. V knize [4]
je tento pojem defiován takto:

Buď G souvislá (Lieovská) grupa a U(g), g ∈ G, jej́ı silně spojitá unitárńı ir-
reducibilńı reprezentace na Hilbertově prostoru H. Nechť |ψ0〉 označuje libovolný
normalizovaný vektor z H. Potom množinou koherentńıch stav̊u nazveme množinu
vektor̊u |ψg〉, pro které plat́ı

|ψg〉 = U(g)|ψ0〉; g ∈ G.(4.4)

Skalárńı součin dvou koherentńıch stav̊u je zřejmě roven

〈ψg|ψg′〉 = 〈ψ0|U+(g)U(g′)|ψ0〉 = 〈ψ0|U(g−1g′)|ψ0〉.(4.5)

Druhá rovnost vyplývá z unitarity U . Pod́ıvejme se nyńı, jak souviśı tato definice s
definićı předchoźı. Prvńı podmı́nka, tj. silná spojitost, je zřejmě splněna, neboť je
explicitně obsažena v definici. K tomu, aby platila i druhá podmı́nka, totiž rozklad
jednotky, je ještě třeba stanoviti daľśı dvě podmı́nky:

1) Na grupě G muśı existovat levoinvariantńı mı́ra dµ(g), tj. muśı platit

dµ(g0 · g) = dµ(g) ∀g0 ∈ G.(4.6)

Pro kompaktńı grupy je levoinvariantńı mı́ra vždy totožná s pravoinvariantńı mı́rou,
na nekompaktńıch grupách toto neplat́ı. Teorie se ovšem nezměńı, pokud mı́sto
levoinvariantńı mı́ry budeme požadovat pravoinvariantńı mı́ru.

2) Druhá podmı́nka ř́ıká, že daná reprezentace muśı být kvadraticky integrabilńı:∫
G
|〈ψ0|U(g)|ψ0〉|2dµ(g) <∞.(4.7)

Tatoto vlastnost je automaticky splňena pro grupy, které splňuj́ı podmı́nku

µ(G) =
∫
G
dµ(g) <∞,(4.8)
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tedy pro konečnoměrné grupy. Mezi grupy, které splňuj́ı tuto podmı́nku patř́ı
např́ıklad kompaktńı grupy. To, že z podmı́nky (4.8) vyplývá kvadratická integra-
bilita reprezentace U snadno dokážeme: Z unitarity reprezentace U a z předpokladu,
že vektor |ψ0〉 je normovaný, vyplývá

|〈ψ0|U(g)|ψ0〉|2 = |〈ψ0|ψg〉|2 ≤ ‖ψ0‖2 · ‖ψg‖2 = 1.(4.9)

Zde byla při výpočtu použita Schwartzova nerovnost. Pokud dosad́ıme výsledek
(4.9) do (4.7), pak obdrž́ıme∫

G
|〈ψ0|U(g)|ψ0〉|2dµ(g) ≤

∫
G
dµ(g) <∞.(4.10)

Unitárńı reprezentace konečnoměrné grupy je tedy kvadraticky integrabilńı.
Pokud tedy máme kvadraticky integrabilńı reprezentaci, pak můžeme pomoćı

vhodné konstanty přeškálovat mı́ru dµ tak, aby platilo∫
G
|〈ψ0|U(g)|ψ0〉|2dµ(g) = 1.(4.11)

Použijeme-li předpokládanou invarianci mı́ry dµ, pak obdrž́ıme∫
G |〈ψg′ |ψg〉|

2dµ(g) =
∫
G |〈ψ0|U((g′)−1 · g)|ψ0〉|2dµ(g′ · ((g′)−1 · g)) =

=
∫
G
|〈ψ0|U(g′′)|ψ0〉|2dµ(g′′) = 1.(4.12)

Vztah (4.11) plat́ı pro všechna g ∈ G. Zde byla použita substituce g′′ = (g′)−1 · g.
Nyńı uvažujme operátor Â definovaný vztahem

Â :=
∫
G
|ψg〉〈ψg|dµ(g).(4.13)

Ze Schurova lemmatu d́ıky irreducibilitě reprezentace U obdobně jako v kapitoe 2.2
(viz. (2.48)) plyne vztah

Â = cÎ.(4.14)

Pomoćı vztahu (4.12) obdrž́ıme vztah pro středńı hodnotu operátoru Â ve stavu
|ψg〉:

〈ψg|Â|ψg〉 =
∫
G
|〈ψg|ψg′〉|2dµ(g′) = 1.(4.15)

Tuto středńı hodnotu však také můžeme vypoč́ıtat pomoćı pomoćı vztahu (4.14) a
předpokladu normovanosti vektor̊u |ψg〉, dostaneme tak c = 1, tedy Â = Î. Odtud
tedy

Î =
∫
G
|ψg〉〈ψg|dµ(g).(4.16)

Rozklad jednotky tedy plat́ı, pokud existuje levoinvariantńı mı́ra na G a pokud je
reprezentace U irreducibilńı a kvadraticky integrabilńı.

V kapitole 2.1 jsme již narazili na jev, že v grupě G můžou existovat prvky
r̊uzné od jednotky takové, že k nim př́ıslušné operátory v reprezentaci U p̊usob́ı na
základńı stav (tj. na stav |ψ0〉) pouze jako operátory změny fáze, jinak řečeno v G
mohou existovat prvky, pro které plat́ı

|ψh〉 = U(h)|ψ0〉 = exp(iϕ(h))|ψ0〉, h ∈ G, h 6= e.(4.17)
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Funkce ϕ(h) je fázový faktor, který záviśı na grupovém prvku h. Označme si H
jako množinu všech prvk̊u z G, které vyhovuj́ı podmı́nce (4.16). Množina H je
zřejmě podgrupou G a nazývá se izotropńı podgrupou prvku |ψ0〉. Definujme nyńı
množinu M vztahem

M := G/H.(4.18)

Jelikož H je normálńı podgrupou grupy G, což vyplývá z toho, že H je centrum
grupy G a jej́ı prvky tedy komutuj́ı s každým prvkem z G, pak je zřejmé (viz. [5]),
že M je také grupa. Prvky grupy M jsou tř́ıdy prvk̊u z G. Prvky každé této
tř́ıdy maj́ı tu společnou vlastnost, že k nim př́ıslušné koherentńı stavy se lǐśı jen
o fázi. Neńı tedy třeba mezi nimi rozlǐsovat a daný systém koherentńıch stav̊u lze
parametrizovat pouze prvky m ∈ M . Podle [4] pak existuje mı́ra dν(m) na M ,
která je indukovaná mı́rou dµ(g) na G a je levoinvariantńı. Splňuje též požadavek

Î =
∫
M

|ψm〉〈ψm|dν(m).(4.19)

Je logické, že ke splněńı požadavku silné spojitost je všude třeba předpokládat,
že uvažovaná grupa je alespoň topologická. Pokud nav́ıc přidáme požadavek, aby
grupa G byla Lieova a podgrupa H byla uzavřená, potom z teorie Lieových grup
vyplývá, že H je Lieova podgrupa grupy G a faktorgrupa M = G/H je také Lieova.
(M je tedy také varieta.) Grupu G pak můžeme chápat jako fibrovaný prostor

G = (G,M, π,H).(4.20)

Pokud dále nechceme pod pojmem koherentńı stav chápat celou tř́ıdu koherentńıch
stav̊u, lǐśıćı se pouze o konstantu, ale chceme si zvolit z každé tř́ıdy jen jeden stav,
který by tuto tř́ıdu charakterizoval, pak můžeme ve fibrovaném prostoru G zvolit
hladký řez σ(m). Systémem koherentńıch stav̊u pak budeme rozumět množinu
stav̊u

|ψm〉 := |ψσ(m)〉, kde m ∈M, σ(m) ∈ G.(4.21)

Volbou řezu σ vlastně provád́ıme fázovou konvenci.
Daľśı možný zp̊usob, jak definovat koherentńı stavy nám nab́ıźı Perelomov, jehož

definice tak, jak je uvaděná v [6], vypadá takto:
Buď H Hilbert̊uv prostor, G grupa, T(g) libovolná reprezentace grupy G na H a

|ψ0〉 libovolný normalizovaný vektor z H. Potom množinu stav̊u, definovanou

|ψg〉 = T (g)|ψ0〉, kde g ∈ G ;(4.22)

nazveme systémem koherentńıch stav̊u náležej́ıćı k repezentaci T a počátečńımu
stavu |ψ0〉.

Tuto definici lze ještě pozměnit tak, že na reprezentaci T polož́ıme podmı́nku uni-
tarity a irreducibility, na grupu G pak můžeme klást požadavek, aby byla Lieovská,
či alespoň topologická.

Jak je vidět, výše uvedená Perelomova definice neńı ekvivalentńı s Klauderovou
definićı uvedenou na předchoźıch stránkách, neplat́ı ani, že by jedna definice byla
speciálńı př́ıpad té druhé. Zat́ımco Klauder požaduje ve své definici silně spojité
zobrazeńı z indexové množiny do Hilbertava prostoru společně s platnost́ı rozkladu
jednotky (4.3), Perelomov ve své definici požaduje, aby indexová množina byla
grupou. (Což umožňuje obdobnou úvahu o parametrizaci grupy G podle izotropńı
podgrupy H, jaká již v této kapitole byla učiněna. ) Konstrukci koherentńıch stav̊u
pak provád́ı pomoćı reprezentace dané grupy. Perelomova definice ale nevyžaduje,
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aby grupa G byla topologická, což je pro Klauderovu definici nezbytné, aby v̊ubec
mělo smysl uvažovat o silné spojitosti. Perelomova definice dokonce ani neimplikuje
platnost rozkladu jednotky. Pokud ovšem v Perelomově definici předpokládáme,
že grupa G je topologická, tedy grupové operace inverze a grupové násobeńı jsou
spojité, předpokládáme-li také, že reprezentace T je unitárńı, pak zjist́ıme, že z
tohoto vyplývá, že daná množina koherentńıch stav̊u je silně spojitá v parametrizaci
dané grupou G, tedy že plat́ı prvńı předpoklad Klauderovy definice. K d̊ukazu
tohoto snadného tvrzeńı ukažme platnost výroku (4.1):

Nechť gn → g v G. Potom pomoćı unitarity T(g) a spojitosti operace inverze
dostaneme
‖ |gn〉 − |g〉‖ = ‖T (gn)|ψ0〉 − T (g)|ψ0〉‖ ≤ ‖T (gn)− T (g)‖ · ‖ |ψ0〉‖ ≤

≤ ‖T (gng−1)− Î‖ · ‖T (g)‖ · ‖ |ψ0〉‖.(4.23)

Jelikož gn → g, pak gng−1 → e, odkud plyne

‖T (gng−1)− Î‖ → 0.(4.24)

Vztah (4.1) tedy plat́ı a parametrizace je silně spojitá.
Budeme-li dále v Perelomově definici požadovat irreducibilitu reprezentace T ,

pak odvod́ıme platnost rozkladu jednotky. K tomu je třeba předpokládat existenci
levoinvariantńı mı́ry na grupě G a konvergenci integrálu

∫
G |ψg〉〈ψg|dµ(g). Potom

pomoćı Schurova lemmatu odvod́ıme (viz. výše) platnost rozkladu jednotky, tedy
vztahu (4.16). Budeme-li konečne predpokládat, že grupa G je Lieovská a izotropńı
podgrupa H je uzavřená, pak źıskáme strukturu fibrovaného prostoru (4.20), což
již také bylo rozebráno výše.

Na závěr této kapitoly bych ještě zmı́nil jednu definici koherentńıch stav̊u, kterou
je možné nalézt v publikaci [1]:

Buď H komplexńı Hilbert̊uv prostor, X lokálně kompaktńı topologický prostor
opatřený regulárńı mı́rou dµ. Buď dále x 7→ F (x) měřitelná, pozitivńı operátorová
funkce z X do H, x ∈ X . Předpokládejme, že operátory F (x) majt́ı konečnou
dimenzi a že plat́ı

dimRanF (x) = n ∀x ∈ X , kde n ∈ N.(4.25)

Dále je třeba předpokládat konvergenci integrálu

Â =
∫
X
F (x)dµ(x),(4.26)

kde Â je omezený a pozitivńı operátor takový, že existuje Â−1, který má hustý
definičńı obor v H. Jelikož F(x) má obor hodnot dimenze n pro všechna x ∈ X , pak
v H existuje systém vektor̊u

{|ηix〉|i ∈ n̂; x ∈ X},(4.27)

který splňuje

F (x) =
n∑
i=1

|ηix〉〈ηix|.(4.28)

Potom tento systém nazveme systémem koherentńıch stav̊u na H.
Tato definice opět neńı ekvivalentńı ani s jednou z předchoźıch definic, vyžaduje

lokálńı kompaktnost prostoru X . Nevyžaduje ovšem ani silnou spojitost, ale ani
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grupové vlastnosti prostoru X . Je snadno vidět, že rozklad jednotky je speciálńı
př́ıpad vlastnosti (4.26). Jedná se totiž o následuj́ıćı př́ıpad:

Â = Î; F (x) = |ψx〉〈ψx|; n = 1.(4.29)

Operátory F (x) jsou tedy jednorozměrné projektory na podprostory generované
vektorem |ψx〉. Požadavek, aby topologický prostor X byl lokálně kompaktńı, spolu
s předpokladem, že prostor X je grupou, nám zajǐsťuje existenci levoinvariantńı
mı́ry na X . Toto tvrzeńı je obsahem tzv. Haarovy věty , která ř́ıká, že na lokálně
kompaktńı grupě vždy existuje levoinvariantńı i pravoinvariantńı mı́ra. Pokud je
grupa nav́ıc kompaktńı, pak tyto mı́ry splývaj́ı.

5. Některé př́ıklady systémů koherentńıch stav̊u

Nyńı je tedy vše připraveno k tomu, abych uvedl některé daľśı př́ıklady systémů
koherentńıch stav̊u v duchu předchoźıch definic. Nejdř́ıve se ovšem ještě stručně
vrát́ım ke standardńım koherentńım stav̊um a objasńım je z hlediska výše uve-
dených obecných definic.

5.1. Standardńı koherentńı stavy. Vraťme se tedy ke standardńım koherentńım
stav̊um popsaným podrobně v kapitole 2. Indexová množina X je v tomto př́ıpadě
Heisenberg - Weylova grupa W , která je Lieovská. Izotropńı podgrupa je, jak je
odvozeno v kapitole 2.1, jednoparametrická podgrupa S1, což je patrné z (2.15).
Odtud př́ımo vyplývá vztah pro faktorgrupu

X = G/H = W/S1 ∼= R
2 ∼= C.(5.1)

Toto plně souhlaśı s obsahem druhé kapitoly, kde jsou prvky podgrupy S1 parametri-
zovány parametrem ξ3 a prvky faktorgrupy jsou parametrizovány pomoćı reálných
parametr̊u ξ1 a ξ2, respektive komplexńıho parametru α. Reprezentace grupy W
tvoř́ı operátory exp(iξ3)D(α). Tato reprezentace je, jak bylo zmı́něno, unitárńı a ir-
reducibilńı. Parametrizace standardńıch koherentńıch stav̊u je tedy podle předchoźı
kapitoly silně spojitá.

Standardńı koherentńı stavy tedy vyhovuj́ı všem obecný definićım uvedeným v
kapitole 4. Toto je ale zcela logické, neboť tyto stavy stály na počátku této teorie
a veškeré definice je tedy musely zohledňovat.

5.2. Standardńı koherentńı stavy pro v́ıce stupň̊u volnosti. Zde uvažujeme
Hilbert̊uv prostor kvantového systému pro částici (částice) s větš́ım (ale konečným)
počtem stupň̊u volnosti. Necht́ počet stupň̊u volnosti je roven N . Potom Hilbert̊uv
prostor daného systému má tvar

HN = L2(R)⊗ L2(R)⊗ ... ⊗ L2(R) = L2(RN ).(5.2)

Druhý výraz obsahuje pochopitelně celkem N součinitel̊u. Jak je rozebráno v kapi-
tole 2, ortonormálńı báźı v L2 jsou např́ıklad vlastńı stavy hamiltoniánu volného
harmonického oscilátoru, značeno |n〉; n ∈ N0 = N ∪ {0}. Z teorie tenzorového
součinu Hilbertových prostor̊u je známo, že ortonolmálńı báze v HN může mı́t
např́ıklad tvar

{|n1〉|n2〉...|nN 〉 | (n1, n2, ... , nN ) ∈ NN0 }.(5.3)
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Na prostoru HN můžeme definovat sady operátor̊u polohy a hybnosti:

Q̂j := Î⊗ Î⊗ ... ⊗ Q̂⊗ ... ⊗ Î; P̂k := Î⊗ Î⊗ ... ⊗ P̂⊗ ... ⊗ Î, j, k ∈ N̂ .
(5.4)

Operátory Î, Q̂ a P̂ jsou známé operátory na L2. Ve várayu (5.4) stoj́ı operátory
polohy (resp. hybnosti) na j-tém (resp, k-tém) mı́stě. Pomoćı těchto sad operátor̊u
polohy a hybnosti na HN se definuj́ı analogicky podle kapitoly 2.1 sady operátor̊u
anihilačńıch a kreačńıch:

aj :=
Q̂j − iP̂j√

2~
; a+

k :=
Q̂k + iP̂k√

2~
; j, k ∈ N̂ .(5.5)

Pro anihilačńı a kreačńı operátory plat́ı vztahy analogické (2.2), neboť jsou také
jejich př́ımým d̊usledkem:

[aj ,a+
k ] = δj,kÎ; [aj , Î] = [a+

j , Î] = 0.(5.6)

Pro operátory polohy a hybnosti plat́ı komutačńı relace vyplývaj́ıćı z (2.1):

[Q̂j , P̂k] = i~δj,kÎ; [Q̂j , Î] = [P̂j , Î] = 0.(5.7)

Tyto komutačńı relace definuj́ı 2N + 1 dimenzionálńı lieovskou Heisenberg -
Weylovu algebru označovanouWN . Př́ıslušná 2N+1 parametrická lieovská Heisen-
berg - Weylova grupa má definváno grupové násobeńı takto:

(ξ1, ζ1; ξ2, ζ2; ... ; ξN , ζN ; s) · (µ1, ν1;µ1, ν2; ... ;µN , νN ; t) =

= (µ1 + ξ1, ν1 + ζ1; ... ;µN + ξN , νN + ζN ; s+ t+
1
2

N∑
j=1

(ζjµj − ξjνj)).(5.8)

Centrum této grupy, která se znač́ı WN tvoř́ı, stejně jako v předchoźım př́ıpadě,
jedoparametrická sféra S1. Unitárńı irreducibilńı reprezentace grupy WN na HN
má tvar

ρN ((ξ1, ζ1; ξ2, ζ2; ... ; ξN , ζN ; s)) = exp(isÎ) exp(
i√
~

N∑
j=1

(ξjQ̂j + ζjP̂j)).(5.9)

Pomoćı vztahu (2.11) a komutačńıch relaćı (5.7) dostaneme
ρN ((ξ1, ζ1; ξ2, ζ2; ... ; ξN , ζN ; s)) =

= exp(i(s+
1
2

N∑
j=1

(ξjζj)))
N∏
k=1

exp(ξk
i√
~

Q̂k)
N∏
l=1

exp(ζl
i√
~

P̂l).(5.10)

pro konstrukci koherentńıch stav̊u zde tedy uvažujeme grupu WN a jej́ı unitárńı
irreducibilńı reprezentaci ρN . Pokud budeme faktorizovat grupu WN podle jej́ıho
centra S1, pak dostaneme :

G/H = WN /S
1 ∼= C

N .(5.11)

Koherentńı stavy na prostoru L2(RN ) pro grupu WN a reprzentaci ρN tedy budeme
parametrizovat N -tićı komplexńıch č́ısel.

Zvolme nyńı jako základńı stav pro standardńı koherentńı stavy na L2(RN ) stav

|(0, 0, ... , 0)〉 := |0〉|0〉 ... |0〉.(5.12)
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Definujme nyńı, analogicky k (2.13), operátor DN ((α1, α2, ... , αN )):

DN ((α1, α2, ... , αN )) := exp(
N∑
j=1

(αja+
j − ᾱ)jaj),(5.13)

což lze ekvivalentně zapsat

DN ((α1, ... , αN )) = exp(i(s+
1
2

N∑
j=1

(ξjζj)))
N∏
k=1

exp(ξk
i√
~

Q̂k)
N∏
l=1

exp(ζl
i√
~

P̂l),

(5.14)

kde jsme definovali

αj :=
−ζj + iξj√

2
; j ∈ N̂ .(5.15)

Standardńı koherentńı stavy na L2(RN ) pak maj́ı tvar

|(α1, α2, ... αN )〉 = DN (α1α2, ... , αN )|(0, 0, ... , 0)〉.(5.16)

Pro vektory ortonormálńı báze prostoru L2(RN ) plat́ı evidentně vztah obdobný
k (2.31) :

|(n1, n2, ... , nN )〉 =
1√∏N
j=1 nj !

N∏
j=1

(a+
j)nj |(0, 0, ... , 0)〉,(5.17)

pro vztahy (2.30) máme analogické vztahy

aj |(n1, ... , nj , ... , nN )〉 =
√
nj |(n1, ... , nj − 1, ... , nN )〉;(5.18)

a+
j |(n1, ... , nj , ... , nN )〉 =

√
nj + 1|(n1, ... , nj + 1, ... , nN )〉.(5.19)

Pro skalárńı součin dvou koherentńıch stav̊u plat́ı d́ıky (2.35)

〈(α1, α2, ... , αN )|(β1, β2, ... , βN )〉 = exp(−1
2

(
N∑
j=1

(|αj |2 − |βj |2)) +
N∑
k=1

β̄kαk).

(5.20)

Koherentńı stavy na L2(RN ) lze také zapisovat jako tenzorový součin koher-
entńıch stav̊u na L2(R):

|(α1, α2, ... , αN )〉 = |α1〉|α2〉 ... |αN 〉.(5.21)

Ze vztahu (2.34) ještě můžeme snadno odvodit

|(α1, α2, ... , αN )〉 = exp(−1
2

N∑
j=1

|αj |2) ·
∑

(n1,...,nN )

αn1
1 ... αnNN√∏N

k=1 nk!
|(n1, n2, ... , nN )〉.

(5.22)

Rozklad jednotky, tedy vztah

Î =
∫
CN
|(α1, α2, ... , αN )〉〈(α1, α2, ... , αN )|d2Nµ(α1, α2, ... , αN ),(5.23)
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zřejmě také plat́ı, pokud použijeme mı́ru

d2Nµ(α1, α2, ... , αN ) :=
1
πN

N∏
j=1

d2αj .(5.24)

5.3. Koherentńı stavy na konečnědimenzionálńım Hilbertově prostoru
nad konečnou grupou ZM ×ZM . V této kapitole se budu zabývat koherentńımi
stavy na libovolném komplexńım Hilbertově prostoru konečné dimenze M . Tento
prostor budu značit HM . Jako grupu budu uvažovat ZM × ZM .

Nejdř́ıve zvoĺım libovolnou ortonormı́lńı bázi na HM , kterou si označ́ım

J = {|j〉 | j = 1, 2, ... ,M − 1}.(5.25)

Dále definuji operátor polohy na HM

Q̂ :=
M−1∑
j=0

j|j〉〈j|.(5.26)

Vektory báze J jsou tedy vlastńımi vektory operátoru Q̂, k vlastńımu vektoru |j〉
př́ısluš́ı vlastńı č́ıslo j. Operátor Q̂ je evidentně samosdružený.

Definice operátoru impulzu P̂ již ovšem neńı tak snadná jako u operátoru polohy.
Nejdř́ıve je třeba definovat unitárńı operátor posunut́ı

Û : |j〉 7→ |j +M 1〉, |j〉 ∈ J .(5.27)

Operátor Û je vztahem (5.27) jednoznačně definován, operace +M je sč́ıtáńı modulo
M , tedy grupové sč́ıtáńı v grupě ZM . Pro operátor Û zřejmě plat́ı relace

Ûk|j〉 = |j +M k〉; ÛM = Î.(5.28)

Pokud si označ́ıme Û(k) := Ûk, pak množina operátor̊u

Û(k); k = 0, 1, ... ,M − 1(5.29)

tvoř́ı unitárńı reprezentaci grupy ZM . Podle [10] existuje samosdružený operátor
P̂ takový, že plat́ı

Û(k) = exp(
−2πik
M

P̂).(5.30)

Takto tedy definujeme operátor P̂. Operátor P má shodné spektrum jako operátor
Q̂, tedy množinu {0, 1, ... ,M − 1}. Vlastńı vektor operátoru P̂ má podle [10] v
bázi J tvar

|k〉 =
1√
M

M−1∑
j=0

exp(
2πi
M

kj)|j〉.(5.31)

Přechod od operátoru Q̂ k operátoru P̂ (respektive od vlastńıch vektor̊u prvńıho
operátoru k vlastńım vektor̊um druhého operátoru) je zajǐstěn diskrétńı Fourierovou
transformaćı, což je analogické přechodu od operátoru polohy k operátoru hybnosti
na prostoru L2(R).
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Maticový element operátoru P̂ v bázi J má tvar

〈m|P̂|n〉 =
1
M

M−1∑
k=0

k exp(
2πi
M

k(m− n)) =
1

exp( 2πi
M (m− n))− 1

prom 6= n,

(5.32)

diagonálńı prvky matice operátoru P̂ v bázi J pak maj́ı tvar

〈m|P̂|m〉 =
M − 1

2
∀m = 0, 1, ... ,M − 1.(5.33)

Jelikož operátor Q̂ má v bázi J diagonálńı tvar, je snadné odvodit vztah pro
maticový element komutátoru operátor̊u polohy a hybnosti :

〈m|[Q̂, P̂]|n〉 = (m− n)〈m|P̂|n〉.(5.34)

Tato komutačńı relace se ovšem lǐśı od relace (2.1) platné na L2(R), přesto ale podle
[10] plat́ı relace

exp(
2πi
M

tQ̂) exp(
2πi
M

sP̂) = exp(−2πi
M

ts) exp(
2πi
M

sP̂) exp(
2πi
M

tQ̂).(5.35)

Uvažujme nyńı grupu ZM × ZM a definujme zobrazeńı

W̃ : ZM × ZM → B(HM ) : (m,a) 7→ exp(−2πi
M

mP̂) exp(
2πi
M

aQ̂).(5.36)

Pokud zde použijeme vztah (5.35), pak obdrž́ıme následuj́ıćı relaci pro součin :

W̃ (m,a) · W̃ (n, b) = exp(
2πi
M

an)W̃ (m+ n, a+ b).(5.37)

Nejedná se tedy o reprezentaci grupy ZM ×ZM , ale o jej́ı projektivńı reprezentaci.
Grupu ZM × ZM je tedy třeba centrálně rozš́ı̌rit. Jak centrum rozš́ı̌rené grupy
můžeme použ́ıt opět grupu S1. Vzledem k tomu, že č́ısla a a n jsou celá, stač́ı jako
centrum použ́ıt grupu M

√
1, která je podgrupou S1 a je definována takto:

M
√

1 := {e 2πi
M k | k = 0, 1, ... ,M − 1}; e

2πi
M j · e 2πi

M k := e
2πi
M (j+k).(5.38)

Máme tedy grupu G = M
√

1× ZM × ZM s grupovým násobeńım definovaným

(j;m,a) · (k;n, b) := (j + k + an;m+ n, a+ b).(5.39)

Reprezentace grupy G na prostoru HM je pak definovaná takto :

ρ(j;m,a) := exp(
2πi
M

j) exp(−2πi
M

mP̂) exp(
2πi
M

aQ̂).(5.40)

Reprezentace ρ je unitárńı a irreducibilńı. Centrum grupy G je, jak již bylo zmı́něno,
grupa M

√
1. Po faktorizaci obdrž́ıme zpátky grupu ZM × ZM :

G/ M
√

1 ∼= ZM × ZM .(5.41)

Máme tedy definovanou grupu ZM ×ZM a jej́ı unitárńı irreducibilńı projektivńı
reprezentaci na HM . Nyńı zbývá pro kompletńı definici koherentńıch stav̊u už jen
určit počátečńı stav |0, 0〉. V [10] je provedena volba počátečńıho stavu následovně:

|0, 0〉 = AM

M−1∑
j=0

fj |j〉, kde fj := exp(− π

M
j2).(5.42)
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Koeficient AM má význam normalizačńı konstanty, plat́ı pro něj tedy

1
AM

=

√√√√M−1∑
j=0

f2
j .(5.43)

Koherentńı stavy na HM pak maj́ı tavar

|m,a〉 := W̃ (m,n)|0, 0〉 = AM

M−1∑
j=0

exp(− π

M
j2) exp(

2πi
M

aj)|j +m〉.(5.44)

Př́ımo z (5.44) a z ortonormality báze J dostaneme vztah pro skalárńı součin dvou
koherentńıch stav̊u :

〈n, b|m,a〉 = A2
M exp(

2πi
M

(an− bm))
M−1∑
j=0

fj+nfj+m exp(
2πi
M

j(a− b)).(5.45)

Pomoćı tohoto vztahu pak dále održ́ıme
M−1∑
n=0

M−1∑
b=0

|n, b〉〈n, b|m,a〉 = M |m,a〉,(5.46)

odkud pomoćı irreducibility reprezentace ρ již vyplývá

1
M

M−1∑
b=0

M−1∑
n=0

|n, b〉〈n, b| = Î.(5.47)

Systém tedy je úplný a vyhovuje rozkladu jednotky (4.16), kde uvažujeme diskrétńı
mı́ru na ZM × ZM násobenou faktorem 1

M .
Tento systém tedy zřejmě vyhovuje Perelomově definici koherentńıch stav̊u tak,

jak je zavedena v kapitole 4. Pokud bychom chtěli, aby systém vyhovoval také
Klauderově definici, pak bychom museli na grupě ZM × ZM definovat topologii,
ve které by byla parametrizace koherentńıch stav̊u silně spojitá. To ovšem lze
snadno vyřešit zavedeńım diskrétńı topologie, tedy stanovit, že každá podmnožina
ZM ×ZM je otevřená. Máme-li potom zobrazeńı definované na prostoru s diskrétńı
topologíı, pak je evidentně každé zobrazeńı spojité.

5.4. Koherentńı stavy na L2(S1). Na závěr této kapitoly bych chtěl uvést př́ıklad
množiny koherentńıch stav̊u, jej́ıž konstrukce se nezakládá na definićıch popsané v
kapitole 4. Jedná se o množinu koherentńıch stav̊u na kružnici, která je popsaná
v [3]. Koherentńı stavy jsou zde konstruovány na základě konkrétńıho izomor-
fizmu dvou separabilńıch Hilbertových prostor̊u, v tomto př́ıpadě prostor̊u L2(R) a
L2(S1 × (S1)∗), kde definujeme

S1 := 〈0, a); (S1)∗ := 〈0, 2π
a

); a > 0.(5.48)

Koherentńı stavy definujeme tak, že nejdř́ıve přeneseme standardńı koherentńı
stavy z L2(R) do prostoru L2(S1 × (S1)∗) pomoćı Weylovy - Zakovy - Berezinovy
transformace, která je unitárńım zobrazeńım z prvńıho prostoru na druhý. Tato
transformace je definovaná následovně :

T : L2(R)→ L2(S1 × (S1)∗) : ψ(x) 7→ (Tψ)(y, k) =
∞∑

n=−∞
exp(iank)ψ(y − na),

(5.49)
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kde ψ ∈ L2(R), y ∈ S1 a k ∈ (S1)∗. Funkce (Tψ)(y, k) je podle [3] periodická v
argumentu k a kvaziperiodická v argumentu q, tj. plat́ı

(Tψ)(y + na, k +m
2π
a

) = exp(inak) (Tψ)(y, k).(5.50)

Pokud zaṕı̌seme prostor L2(S1 × (S1)∗) ve tvaru

L2(S1 × (S1)∗) = L2(S1)⊗ L2((S1)∗),(5.51)

pak pomoćı fixace proměnné k obdrž́ıme funkci z L2(S1) :

ψ(k)(y) = (T (k)ψ)(y) := (Tψ)(·, k).(5.52)

Nyńı vezměme standardńı koherenrńı stavy na L2(R), které maj́ı explicitńı tvar

ϕq,p(x) =
1

4
√
π~

exp(
i

~

p(x− q

2
)) exp(−x

2

2~
).(5.53)

Aplikaćı (5.49) pak obdrž́ıme

|q, p; k〉 := η(k)
q,p(y) = T (k)ϕq,p.(5.54)

Podle [3] má funkce η(k)
q,p(y) tvar

η(k)
q,p(y) =

1
4
√
π~

exp(
i

2~
pα) exp(− 1

2~
(α− y)2) · θ(i a

2~
(α− y − ik~); ρ),(5.55)

kde definujeme

α := q + ip; ρ := exp(−a
2

2~
) a θ(z, ρ) =

∞∑
n=−∞

ρn
2
e2inz; |ρ| < 1.(5.56)

Ke dvoum reálným parametr̊um q a p (respektive jednomu komplexńımu α) nám
zde ještě přibývá třet́ı parametr k.
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