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2 PETR LUFT

1. Uvobp

V této resersni praci se budu nejdiive zabyvat pro jednoduchost problematikou
standardnich koherenrtnich stavu, véetné jejich tplnych podsystému. Déle se
zminim o obecné definici koherentnich stavu a o nékterych jinych piikladech systému
koherentnich stavi.

2. STANDARDN{ KOHERENTNI STAVY NA L?(R)

Standardn{ koherentn{ stavy na Hilbertové prostoru L*(R, dz) (ddle jiz jen L?)
tvofl mnozinu stavu se spoustou specifickych vlastnosti. Proto je muzeme definovat
vice zpusoby. Zrejmeé nejsnazsi se zda defiovat koherentni stavy jako vlastni vek-
tory anihila¢niho operdtoru a. Komplikovanéjsi, avsak vzhledem k obecné definici
mnohem uziteénéjsi, je konstrukce koherentnich stavii pomoci reprezentace Heisen-
bergovy - Weylovy grupy. Tato konstrukce tedy nésleduje.

2.1. Heisenberg - Weylova grupa a jeji reprezentace na L?. Na Hilbertové
prostoru L?(R) mdme definovany operdtor polohy Q, kter}’f pusobi jako operator
nasobeni _nezavislou proménnou, dale operator hybnosti P ktery definujeme jako

derivaci P := - ih- d a identicky operator I. Pomoci operatoru polohy a hybnosti
definujeme nové operétory. Anihila¢ni operdtor a := QL\/QL}? a k nému sdruzeny
kreaéni operator at = Q;\/Qi:) Snadno se presvédcime, ze plati nasledujici komutaéni
relace:

(2.1) Q.B] i, B.T = [Q.1] =

dale také

(2.2) [a,at] =1, [at,T] = [I,a] = 0.

Komutacni relace (2.1), respekive (2.2), definuji trojrozmérnou redlnou Lieovu al-
gebru, kterou nazyvame Heisenberg - Weylova algebra a znacime W. Baézi této
algebry jsou operatory
N RPN ~
(2.3) —Q, =Pa il
\/_ \/_
Uvazujme nyni obecny prvek algebry W ve tvaru

(2.4) X =6-—=Q+&—=P + &l

VR

kde (&1,&2,&3) jsou souradnice v bazi (2.3). Z definice operdtort a a a™ vyplyva,
ze operatory polohy a hybnosti muzeme psat ve tvaru

(2.5) Q—\/E(a+a+), ﬁ—i\/z(aaﬂ.

Pokud tento tvar operitori P a Q dosadime do (2.4), obdrzime obecny prvek
algebry W ve tvaru

(2.6) X:a(%)+a+(%)+§3ﬁ:aa+ ~Gat &l
kde a = *52—\/%151 Nyni muzeme piejit ke konstrukei piislusné Heisenberg - Weylovy

grupy W. Pfedtim ovSem pfipomenme jedno uziteéné tvrzeni (Baker, Campbell,
Hausdorf}):
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Nechi operdtory AaoB komutuji se svym komutdtorem, tj.
(2.7) [A,B],A] = [[A,B],B] =0,
potom plati

o~ ~

(2.8) exp(A + B) = exp(—

~

[A, B])exp(A)exp(B).

N | =

Dukaz tohoto tvrzuni je velmi snadny (viz. napf. [6]). Z tohoto tvrzeni navic
vyplyvé, Ze za stejnych piedpokladu plati pro operatory A a B vztah:
(2.9) cap(A)eap(B) = cap((A, B))erp(B)eap(A).
Triparametrickou grupu W zkonstruujeme dosazenim algebry W do exponenciely:
p((61,6,8)) = eap(&1 - Q+ & 7P +&3il) = exp(oa’ —aa+&il), kde &1, 62 2 &
jsou libovona realnd ¢isla. Tato exponenciela definuje operator unitarni irreducibilni
reprezentace p grupy W. Reprezentace p je podrobné popsana a rozebrana nize.
Obecny element grupy W zapisujeme ve tvaru (&1, &2,&3) € W.

Jelikoz dvojice operatoru Pa Q (stejné tak a a a™) splituji podminku (2.7),
muzeme uplatnit vztah (2.8) a psat

(2.10) P(€1,60.65)) = ewp(iésf)exp(&%ﬁ + @%ﬁ) _
(21) = caplites + 52 Deap(s - Qean(eo=P)

(prvni rovnost je opét trividlni dusledek relaci (2.1) a vztahu (2.9)). Uzitim vztahu
(2.6) muzeme jesté vyjadiit prvek grupy W takto:

-~

(2.12) p((&1,€2,€3)) = exp(igsI)D(a),
kde operdtor D(«) je definovén takto:
(2.13) D(a) = ezp(aa™ — aa).

Nyni pomoci (2.9), (2.10) a (2.11) snadno odvodime nésledujici vztah pro grupové
nasobeni ve W:
£ — &6

(2.14) (£1,62,83) - (C1,62,¢3) = (&1 + G, &2 + (2,63 + (3 + 5 )

Ze vztahu (2.14) je vidét, ze v grupé W existuje podgrupa H, tvofend prvky
p((0,0,&3)) = exp(iégf). Prvky této podgrupy komutuji se vSemi ostatnimi prvky
grupy W, grupa H tedy tvoif centrum W. Ze vztahu (2.14) se snadno ukéze, ze H je
nejveétsi komutativni podgrupa ve W. Pti zkouméni Heisenberg - Weylovy algebry
a grupy jiz byla nékolikrat pouzita jeji konkrétni reprezentace v Hilbertové prostoru
L?(R,dxr) popsané vztahem (2.10). Nynf se podivejme na obecny tvar unitérni ir-
reducibilni reprezentace grupy W na L2. Nejdifve poznamenejme, Ze reprezentace
podgrupy H musi byt vzdy tvaru

(2.15) p((0,0,3)) = exp(ir&s)],

kde X\ € (0,2m). Toto tvrzeni vyplyva ze Shurova lemmatu (viz. [9]) ndsledujicim
zpusobem. Jelikoz kazdy prvek H komutuje s libovolnym prvkem W, plati totéz pro
jeho reprezentaci, tj. p((0,0,&3)) komutuje s libovolnym operdtorem dané reprezen-
tace. Protoze p je irreducibilni, pak lze pouzit Schurovo lemma, jehoz dusledkem
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je p((0,0,&3)) = vf, kde v € C. Z unitarity pak jiz snadno vyplyvé tvrzeni. Necht
p je tedy unitarni irreducibilni reprezentace grupy W. Pak reprezentace podgrupy
H lze parametrizovat parametrem A tak, ze plati (2.15). Otdzku vSech unitdrnich
irreducibilnich reprezentacif W na L? pak fesf nésledujici véta (von Neumannn):

Necht X # 0 je pevné. Potom libovolné dvé unitdrni irreducibilni reprezentace W
jsou unitdrné ekvivalentny.

Vsimnéme si nyni operdtoru D(«), definovaného v (2.13). Z (2.10) je ziejmé,
7e reprezentace H (parametr &3) méni pouze fazi vektort, nikoliv vsak paprsek.
Pro zménu paprsku je relevantni{ pouze ¢dst reprezentace dand operdtorem D(a).
Vznikd tedy otdzka, jestli by neslo operdtor D(«) definovat jako reprezentaci mensi,
tedy dvouparametrické, grupy W, kde grupové néasobeni je definovano

(2.16) (€1,€2) - (C1,C2) = (&1 + 1,62 + C2)-
Bohuzel, vztah

(2.17) p((&1,&2)) = €lﬂp(§1\/—Q+§2\/— P),

nedefinuje reprezentaci, nebot se nejednd o homomorfizmus. Zobrazeni p je pouze
projektivni reprezentace grupy W, protoze ziejmé plati

§2C1 — §1C2) 5((&1,&) - (C1,G2)).

(2.18) p((&1,&2)p(C1,C2)) = exp(i 5

Grupu W je tedy tieba centrdlné rozsffit na grupu W. Ze vztaht (2.13) a (2.17)
vyplyva

(2.19) p((§1,62)) = D(a).

Ze vztahu (2.18) a z definice ¢isla a ddle vyplyva vztah
(2.20) D()D(8) = eap(ilm(aB))D(a + )
a také

(2.21) D()D(8) = exp(2iTm(a))D(H)D(a).

Zde stoji za zminku ten fakt, ze vyraz |[Im(af)|, ktery se nachdzi v argumentu expo-
nenciely vyrazu (2.21), mé& geometricky vyznam dvojndsobku plochy trojihelniku v
komplexn{ roving, ktery je ohrani¢en body (0, , 3). Na zdveér jesté zbyvd uvést ex-
ph(ntnl tvar operatoru D(a) na L2. Bud f(z) € L?. Pouzijeme-li definici operatort
Q a P, pak dostaneme

A _ (wi&1)* _ 157195
(2.22) exp(flﬁQ)f(z)—Z e @) = ean(E)f (@),

pro hybnost mame
(2.23) exp(s %ﬁm B) = (Qﬂ (f®)(z) = f(z — Vh&).

Pouzitim vztahu (2.8), (2.22) a (2.23) dostaneme vysledny vztah

(2.24) D(0)f(a) = cap(S52)eap( S5 (o~ Vi)
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2.2. Konstrukce Standardnich koherentnich Stavii na L? a jejich vlast-
nosti. Nyni je jiz vSe pfipraveno k definici koherentnich stavi:

Bud |1)o) libovolng nenulovyj vektor z prostoru L?. Potom mmnoZinu stavi |1)) =
D(a)|vg), kde o € C, nazveme koherentnimi stavy na L?. Je-li specidlné |1o) =
|0), kde |0) je zdkladni stav harmonického oscildtoru, pak hovorime o standardnich
koherentnich stavech.

Jako prvni vlastnost koherentnich stavii uvedme, Ze aplikujeme-li operdtor D(a)
na libovolny jiny koherentni stav, pak vysledny stav je opét koherentni stav ze
stejného systému, plati tedy

(2.25) D(0)[¢a) = exp(ilm(Ba))|p1a),

coz pifmo vyplyva ze vztahu (2.20). Déle plati, zé libovolné dva ruzné koher-
entn{ stavy (stejného systému) nemohou lezét ve stejném paprsku. Toto dokdéme
nésledovné: Bud 8 # a. Z (2.25) vyplyvé [¢g) = exp(—ilm(Ba))D(8 — a)[va).
Staci tedy ukazat, Ze pro libovolnou funkei f € L? nemtize operator D(«) pusobit
jako operator zmény fize pro a # 0. To ukazeme sporem: Necht plati opak, tedy
existuje dvojice redlnych ¢isel (€1, &) # (0,0) tak, ze plati

1£1& i&x .
(226 D(@)f(@) = eap(=3)eap(~7=)f(z = Vhe:) = explid) f(a),
kde A € (0,27). Potom pro modul ziejmé plati |f(x)| = |f(z — VA&)|. Modul
funkce f je tedu periodicky s periodou &. Aby ale funkce f byla z L2, pak musi byt
& = 0. (Pfedpokldddme, ze f # 0. ) Pak ovSem z (2.26) vaplyvd

’LleC

(2.27) exp(ﬁ)f(as) = exp(iA) f ().

Musi tedy existovat mnozina I C R, kterd ma miru p(Il) > 0 takovd, ze Vo € I
plati &1 — A = 2kw, kde k € Z. Odtud vyplyva & = 0, coz je spor s predpokladem.
Dalsi vlastnost koherentnich stavu se tyka jejich skaldrniho sou¢inu. Pro soucin
dvou koherentnich stavii plati (¢, [1g) = (¢o|D(a)TD(8B)|1ho). Jelikoz ziejmé plati

(2.28) D(a)" = D(~a),

pak s pouzitim (2.20) dostaneme

(2.29) (Yalthp) = exp(iIm(Ba)) (Yo D(B — @)lto).

Podivejme se, jak bude vypadat skaldrni soucin (piekryv) dvou standardnich ko-
herentnich stavi. Proto je tieba si pfipomenout nékolik zékladnich vztahu pro
anihila¢n{ a kreaéni operdtory. Necht |n), n € NU 0, jsou vlastni stavy harmon-
ického oscildtoru, které tvoif ortonormdlni bazi L?. Pak z definice operitori a a
a™ lze snadno odvodit nasledujici vztahy:

(2.30) aln) = v/nln — 1), a™|n) = vVn+1|jn+ 1),

dale

1
2.31 ny = —(a™)"|0),
(2.31) n) \/H( )"'(0)
konecéné
(2.32) al0) =0a (n|n') = by,

kde |0) je zdkladni stav harmonického oscidtoru.
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Stav |a) lze vyjadrit ndsledovne:
1
(2.33) |a) = D(a)|0) = exp(aa’ — aa)|0) = exp(—3|af*)ezp(aa’)exp(-aa)|0),

kde druhd rovnost plyne z (2.13) a tfet{ z (2.2) a (2.8). Rozvineme-li posledn{
exponencielu v (2.33) do fady, pak pomoci (2.32) a (2.31) dostaneme vyjddien{
stavu |a) v bdzi [n)22

1 1 = an
(2.34) o) = 6scp(ﬁIOé|2)eftp(%l+)|0> = exp(*ilalz) nz:% ﬁln%

Pro standardni koherentni stavy bude jejich skaldrni sou¢in vypadat nasledovné:
(2.35)

2 2
(Bla) = exp( ﬂ B @ _

(o +18%) 3 Z=mmln) = exp(—5- = 5=+ fa)

n,m=0

1

2
kde jsme pii vypoctu vyuzili ortonormality baze. Pro absolutni hodnotu prekryvu
pak snadno dostaneme

(2.36) [(Bl)] = exp(~la — BP),

odkud plyne, ze libovlné dva standardni koherentni stavy nemohou byt ortogonalni.

V 1vodu bylo feteno, ze standardni koherentni stavy lze definovat také jako
vlastni vektory anihila¢niho operdtoru a. (Jako obecnou definici vak toto pouzit
nelze.) Nyni ukézeme, ze zde definované koherentni stavy jsou skute¢né vlastn{
stavy anihila¢niho operatoru s vlastnimi ¢isly «, tedy ze plati

(2.37) ala) = ala).

K tomu nejdiive ukazeme vztah

(2.38) D*(a)aD(a) = a+ ol.

Rozvineme-li teti ¢len vyrazu nalevo do fady, obdrzime

(2.39) DT (a)aD(a) = eacp(—%\a|2)D+(a)aexp(aaﬂexp(—o?a)
Indukef a pomoci komutaénich relaci (2.2) snadno odvodime

(2.40) a(@ah)f = k(a)" ! + (a")Fa.

Rozvineme-li nyni pfedposledni ¢len v (2.39) do fady a pouzijeme-li vztah (2.40),
pak obdrzime (2.38). Pokud do vztahu (2.38) dosadime —a, pak s pouzitim (2.28)
obdrzime

(2.41) D(a)aD(—a) =a — ol.
Z (2.32) vyplyvé
(2.42) D(a)aD(—a)|a) =0,

coz je podle (2.41) ekvivalentn{ (2.37), tedy stav |a) je vlastni stav operdtoru a s
vlastni hodnotou a.
Nyni ovérime dalsi vlastnost, totiz rozklad jednotky:

(2.43) I= l/@dzoda)(a\.

™
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Vlastnost (2.43) ndm tedy déva vyjddieni jednotkového operdtoru pomoci (ne-
spocetného) poctu vektort, coz se podobd klasickému rozkladu jednotky pomoct
spocetného poctu vektoru ortonormadlni baze

(2.44) 1= |n)nl,

kde vektory |n) jsou vektory libovolné ortonormalni béze, napiiklad tedy vlastnf
stavy harmonického oscildtoru v L2. Vyraz |n)(n| maji smysl ortogondlnich pro-
jektoru na jednorozmérné podprostory generované stavy |n). Obdobnd situace je
iustavl |¢e). Vyraz (2.43) ndm tedy davé rozklad jednotky pomci nespocetné
mnoziny stavu, kterd neni ortogonalni (viz. (2.36)).

K odvozeni vztahu (2.43) uvazujme nejdiive obecné translacné invariantni miru
dp(a), definovanou na komplexni roviné C, ddle operator

(2.45) A- /C () Yo (tbal,

kde [1,) jsou koherentni stavy. Zde pracujeme s obecnéjsimi koherentnimi stavy
definovanymi na poc¢atku kapitoly 2.2, nikoliv pouze se standardnimi koherentnimi
stavy. Vztah (2.43) ovSem plati pouze pro standardni koherentni stavy. Dokdzeme
nyni, ze operator A komutuje s operdtorem D(«), tedy

(2.46) [A,D(a)] =0 VaeC.

S vywzitim (2.25) obdrzime D(a)A = Jo du(B)exp(iIm(af))asp) (sl Nyni
tedy provedeme substitici v = a + 8. Diky pozadované transla¢ni invarianci miry
w obdrzime du(8) = du(y). Mizeme tedy pokracovat ve vypoctu a psét D(a)fA =
Je du(y)ep(Im(aly — @)l (ol Jelioz plati

exp(iIm(a(y — «))) = exp(iIm(ay)), je snadné ovéfit vztah

(2.47) (Yy—alezp(iIm(a(y — a))) = (¥4|D*(~a)

Pomoci (2.28) a (2.47) jiz snadno obdrzime (2.46). Protoze operatory D(«) tvoif
irreducibiln{ reprezentaci, pak podle Schurova lematu musi byt

(2.48) A=d,

kde ¢ je libovolna konstanta. Piedpoklddejme miru u ve tvaru d?u(a) = %d2a.

Uréime tedy konstantu ¢. Pomoci (2.34) a ortogonality béze |n) obdrzime

(2.49) /Cd2a|a>(a\ -3 '”:f,”‘ /Cd2aezp(—|a\2)|a|2n.
n=0 ’

Pomoci substituce a = pexp(iy); d?a = pdpdp dostaneme
o] n)(n oo n 2w
Jed?ala)(a] = 02y L [ eap(—p?) p? *dp [)7 dip =

(2.50) => |”7>1<'”| (7T(n +1)) = 71,
n=0 :

kde posledni rovnost plyne z (2.44). Zvolime-li ¢ = 7, pak je rovnost (2.43)
dokéazana.
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Pokud vyjadiime zédkladni stav harmonického oscilatoru explicitné v soufadnicové
reprezentaci

(2.51) (z|0) = é/%earp(—%),

Potom pomoci (2.24) obdrzime explicitni tvar pro standardni koherentni stavy (tedy
jejich tvar v soufsdnicové reprezentaci)

(2.52)
x — e(a))?
Palr) = <95|04>exp(iRe(a)Im(a))exp(z‘\/gjm(a)x) exp(f( \/TZR( ) )

Pomoci piimého vypoctu ze vztahu (2.52) snadno ukdzeme, ze standardni koher-
entni stavy minimalizuji Heisenbergovy relace neurcitosti, tj.

-~ R
(2.53) £aQA.P =3 VaeC.

Kromeé toho také plati, ze stiedni kvadratickd odchylka obou operdtoru pro stav
|a) je stejnd pro vechna « € C.

3. UPLNE PODSYSTEMY MNOZINY STANDARDNCH KOHERENTNICH STAVU

Ze vztahu (2.43) bezprostiedné vyplyvéa

(3.1) ja) = /C d(8)18)(Bla).

Vztah (3.1) ndm tedy udévé linedrni zdvislost mezi standardnimi koherentnimi
stavy. Systém standardnich koherentnich stavu je tedy nejen dplny (coz vyplyva
z (2.43)), ale obsahuje dokonce mnohem vice vektoriu, nez je pro tplnost tieba.
Vznikd tedy otdzka, zda muZeme nalézt podsystémy standardnich koherentnich
stava (tedy néjakou podmnozinu v C), ktery by byl také tplny a urcit jeho tvar.
Vzhledem k separabilité L? lze ocekdvat, Ze tento podsysti bude spucetny.

V této kapitole se tedy budu zabyvat jednim konrétnim podsystémem, totiz
miizkou v C. K tomu je ovsem nejdiive pfipomenout pojem Fock - Bargmannovy
reprezentace ( = Hilbertiiv prostor analytickych funkei) a jeji souvislosti s L2.

3.1. Hilbertuv prostor analytickych funkci. Definujme na komplexni roviné
C komplexni miru i vztahem

(3.2) din(z) = %emp(—|z|2)d22.

Symbolem A ozna¢me mnozinu vSech celistvych funkei kvadraticky integrabilnich
s mirou fi. Na vektorovém prostoru A zavedeme skalarni sou¢in vztahem

(3.3) g2 = /C F@e(2)dii().

Lze ukédzat (viz. [2]), ze A je separabilni Hilbertuv prostor nekoneéné dimenze.
Ortonormalni bazi tohoto prostoru tvori funkce

(3.4) en(z) = NG

Uvazujme nyni mnozinu celistvych funkci parametrizovanych komplexnimi ¢isly

(3.5) Xa(2) == exp(za) aeC.
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Jelikoz snadno pomoci pfimého vypoctu integralu ukazeme

(3.6) IXalla = exp(jal?),

pak je zfejmé, ze xo € A. Dilezitou vlastnosti funkei (3.6) je nésledujici rovnost

(3.7) fly) = /C FExe@di(z) = (x| f)a Yy € C

dukaz této rovnosti je mozno nalézt v [2]. Pokud pouzijeme (3.7) jesté jednou, pak
obdrzime

(3.8) fly) = /C (el F)ax () dic2).

Zde je tfeba vyuzit vztahu x,(2) = x:(y), ktery je zfejmy z (3.5). Dostdvame tedy
vztah analogicky (3.1), coz jiz ddva tusit souvislost s koherentnimi stavy.

Vzhledem k tomu, Ze A je separabilni, pak musi byt izomorfn{ L? (viz. [2]).
Definujme tedy izomorfismus A a L? nésledovné: Necht

(3.9) [) = ch|k’> €L? kdec,eCa Z lex|? < oo,
k=0 k=0

pak definujeme izomorfizmus U

(3.10) U: L — A |) =D cilk) =Y erer(z) = ¥(2) € A.
k=0 k=0

Za povsimnuti stoji fakt, ze kdyz spoc¢itame skaldrni soucin libovolného stan-
dardniho koherentniho stavu |a) s libovolnym prvkem L2, pak snadno obdrzime
pomoci (2.34)

.- o

_ af? ak T
(3.11) (aly) = 6991?(—7) I;)Ckﬁ = eiﬂp(—TW(a)-

Vztah (3.11) ndm tedy vyjadfuje funkci z A v bodé z jako skaldrni soucin jejiho
obrazu z L? se stavem |z). Ze vztaht (2.34) a (3.11) pifmo vyplyva, Ze obraz
koherentniho stavu |a) mé v A tvar

|of? |of?

(3.12) U(la)) = exp(=—~ + az) = exp(——-)xa(2).

Toto 1ze také ovérit pouzitim (2.35).
Explicitni tvar izomorfizmu U je ddn vztahem

(3.13) d(z) = /}R (z]2)y(@)dz,

kde vyrazem (z|z) rozumime explicitn{ tvar koherentniho stavu |z) v soufadnicové
reprezentaci (tj. v L?), ktery je ddn pomoci (2.52). Vztah (3.13) dokdzeme tak, ze
si pomoci (2.34) vyjadifme

|Z|2 e n

(3.14) (x]2) = exp(——=-) Z :

—F—¥nlT),
5 nzomw()
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kde ¢, (z) je explicitni tvar vlastnich stavi harmonického oscilatoru (tj. ¢n(z) =
(x|n)). Funkce ¢, () maji tvar
1 Hn(%) x?

(3~15) <Pn($) = 4—77712—%%10(—%)7

kde H,, jsou Hermitovy polynomy. k dukazu (3.13) staci jiz jen dosadit (3.14) a
vyuzit ortonormality funkci ¢, (x). Inverzni transformace &~ m4 tvar

(3.16) (z) = /C (2l2)P(2)di(2).

Zobrazeni U je zFejmé unitarni.
Anihilaéni{ a krea¢ni operatory maji v A tvar
(3.17) ay = 4t =2
dz’ “A
Jedna se tedy o operdtory derivace a nasobeni nezavislou proménnou, coz je analog-
icka operdtortim hybnosti a polohy v L?. Vlastnosti (2.30), (2.31) a (2.32) snadno
ovéiime primym vypoctem. Stejné snadno ovérime i tvar operdtoru D(a) v A

(3.18) D(a)i(z) = eap(~ 2 Jeap(02)i(: - ).

3.2. Piiklady tuplnych podsystémii mnoziny standardnich koherentnich
stavia. Klicova tvaha pro nasledujici ¢ast spociva ve vypoctu skalarniho sou¢inu
prvki L2 s koherentnimi stavy. Ze vztahu (3.11) vyplyvé, ze skalarni soucin (av) je
roven nule, pravé kdyz obraz vektoru |1)) v prostoru A4, tj. funkce z/;(z), mé v bodé
z = @ nulovy bod, tj. zﬁ(@) = 0. Pokud tedy podsystém standardnich koherentnich

stavi nen{ Uplny, pak musi existovat nenulovd funkce 1(z) € A takovd, ze plati
1/;(04[) = 0, pro vSechna «a z daného podsystému. Opac¢né tvrzeni ziejmé také plati.
Funkce Q/NJ(Z) by tedy byla nenulovéd a kolma ke viem koherentnim stavim z daného
podsystému.

Jeden z nejjednodussich priklada netrividlniho uplného podsystému mnoziny
standardnich koherentnich stavu je libovolnd podmnozina, kterd je parametrizovéna
mnozinou komplexnich ¢isel s alesponi jednim hromadnym bodem. Takovyto stav
by totiz ve Fock - Bargmannové reprezentaci byl reprezentovan celistvou funkei,
jejiz nulové body by méli hromadny bod, podle [8], str. 232, v8ak tato funkce mus{
byt nulova.

Dalsim ptikladem tplného podsystému koherentnich stavu je libovolna nekoneéna
podmnozina, kterd neobsahuje |0) a splituje podminku

1

pro néjaké € > 0. Dukaz uplnosti takového podsystému je mozno najit napi. v [7].
Podminkou k tomu, aby byla celistvé funkce 1(z) prvkem prostoru A je

(3.20) /C [0(2) Pep(~|2[2)dfi(2) < ox.

Najdeme-li tedy celistvou funkci 1/;(2) takovou, kterd je kolma ke vSem koherentnim
stavam (respektive k jejich obraztim v A), pak jesté musime ovéfit podminku (3.20).

Dalsim a velmi dulezitym piikladem uplného podsystému standardnich koher-
entnich stavu je reguldrni miizka v C. Reguldrni mfizkou generovanou dvojici
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komplexnich &fsel (w,w’) v C rozumime mnozinu vsech komlexnich ¢isel, které je
mozno psat ve tvaru

(3.21) Qo = mw + nw', kde m,n € Z.
K regularité je jesté zapotiebi podminky
(3.22) Im(ww') # 0.

Tento vyraz ma geometricky vyznam dvojnasobku plochy trojihelniku vymezeného
body (0,w,w’) (viz. kapitola 2.1). Podminka (3.22) vlastné iikd, ze elementdrnf
butnika mfizky ma nenulovy obsah. Uvazujme tedy takovouto podmnozinu stan-
dardnich koherentnich stavi |, ,) definovanou pomoci (3.21) a ptejme se jestli
a za jakych podminek je tato podmnozina tplnd. Odpovéd na tuto otdzku ndm
vyCerpdvajicim zpusobem dévé nasledujici véta (viz. [7]):

Necht |am ) je podmnoZina standardnich koherentnich stavi, kterd odpovidd
miizce definované v (3.21). Oznaéme S = Im(ww’) obsah elementdrni buriky této
mrizky. Potom plati:

1) Je-li S < 7w, potom dand podmnozina je uplnd a zistdvd uplnd i po odstranéni
konecéného poétu stavii.

2) Je-li S > 7, potom podsystém neni iplny.

3) Je-li S = m, potom podsystém koherentnich stavi je také uplny a zustdvd uplng
po odstranéni jednoho libovolného stavu. Odstranime-li vSak jiZ dva ruzné libovolné
stavy, tak potom jiZ podsystém nebude uplny.

Pokud tedy budeme mit miizku o obsahu elementarni buiiky piesné S = 7 a
odstranime-li jeden stav (napf. |0)), pak budeme mit podsystém standardnich ko-
herentnich stavi, ktery je tplny a neobsahuje jiz zddné ”prebytetné” stavy. Jinymi
slovy fe¢eno, obdrzime linedrné nezavislou tiplnou ( tj. totaln{) mnozinu v L?, ktera
ovSem neni ortogonalni.

K dukazu této véty je tieba nejdiive uréit celistvou funkci z/NJ(z)7 ktera spliiuje
podminku

(3.23) V(@mn) =0  Ym,n e Z
Takovato funkce je pro danou miizku urcena jednoznacné az na multiplikativni

konstantu, jedna se o zndmou funkci o:

22

&m,n)

(3.24) o(z) == - @:L “ean( S %(

Qm.n

5); (m,n) #(0,0).

Tato funkce ziejmé zavisi na volbé miizky. Nyni je tedy tieba ovérit, za jakych
podminek vyhovuje funkce o(z) podmince (3.20). Vypocet je podrobné provedeny v
[7]. Ukazuje se, ze skuteéné pro pro piipad S < 7 nevyhovuje funkece o(z) podmince
(3.20), podsystém je tedy tplny. Pro piipad S > 7 je tomu naopak. V piipadé,
ze z mifzky odstranime vektor |ay ), pak se funkce, odpovidajici této redukované

a(z)
Z—Q ] :

miizce, zméni na funkci Pokud odstranime dalsi body miizky, pak tuto
funkci opét vydélime piislusnym rozdilem.

Uvazujme nyni tedy minimélni iplny podsystém standardnich koherentnich stavu
takovy, ze z reguldrni miizky o elementdrni plose 7 odstranime vektor |0). Ukazme,
jak bude vypadat liovolny vektor L? vyjadfeny pomoci tohoto tiplného podsystému.

Podle [7] existuje uplny systém stavi |Gp,.n), kde (m,n) # (0,0) takovy, ze plati
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podminka
(3.25) (k1] Bmn) = SkmOin.

Mnozina { B, » } je sice iplna a minimdlni (tzn. pokud vypustime jeden stav, uz tato
mnozina nebude tplnd), ale nemuze byt podsystémem zde popisovaného systému
koherentnich stavi {|a)}, nemuze byt dokonce ani normovana.

Pomoci vztahu (3.11) obdrzime vyjddfeni pro systém |3) ve Fock - Bargmannové
reprezentaci:

|akl|2) a0 (2)
!

(3.26) O R N s E

kde (5 (@) je derivace funkce o prislusejici mifzce |3pn) v bodé ay. Podle (3.11)
je tedy ziejmé

QL] 0(B) (2)
o) (1) Z(Z — Or)

(3.27) (| Bri) =

Ptedpokladejme nyni libovolny vektor z L? ve tvaru
(3.28) [v) = Z Ymn|Cmn),  (m,n) # 0.
m,n€Z
Potom podle (3.25) plati
(329) </8kl|¢> = Z 7mn<ﬂkl|amn> = Ymn-
m,n€”Z

Tim mdme urceny koeficienty v,,,. Nyni uréime rozvoj vakuového stavu |0) pomoct
naseho minimalniho iplného podsystému. Hledejme tedy komplexni koeficienty ¢,y
tak, ze

(3.30) 10) = > connltmn); (m,n) # (0,0).
mon

Podle (3.27) a (3.29) je

(3.31) Cmn = (Bn|0) = —(=1)mmHmin,

odkud vyplyva

(3.32) D (=0T ) = 0.

Piesny vypocet je proveden v [7]. Je tieba piipomenout, Ze uvazujeme pouze miizku
o elementarni plose 7.

4. OBECNA DEFINICE KOHERENTNICH STAVU

Piejdeme nyni k problému, jak definovat (pokud mozno co nejobecnéji) mnozinu
koherentnich stavi na libovolném (separabilnim) komplexnim Hilbertové prostoru.
Téchto definic existuje hned nékolik. Lisi se od sebe ovSem jen velmi mélo, vétsinou
je jedna zobecnénim druhé a zalezi na kazdém autorovi, kterou definici pojme za
svou.

Nejdifve uvedme definici koherentnich stavit podle Klaudra, kterou lze najit
napf. v [4]. Méjme separabilni Hilbertuv prostor H. K tomu, aby néjakd mnozina
stavu z H mohla byt oznaena za koherentni stavy, je tFeba splnéni nasledujicich
dvou podminek
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1) Mnozina koherentnich stavi musi byt parametrizovdna néjakym parametrem
x, kde x € X, X je libovolny topologicky prostor. Mmnozina koherentnich stavi pak
must byt silné spojitd v této parametrizaci.

Ekvivalentné lze tuto vlastnost zapsat nasledovné:

(4.1) lim z, =2vX = ||z, —|z)|]| — OvH.

Zde je |z} vektor z H parametrizovany prvkem z z X. Pokud se v této vlastnosti
omezime na topologické prostory X, které by byly vektorové prostory s Eukli-
dovskou topologii, pak nam jiz tato vlastost vylucuje ortogonalni systémy stavu z
H, jako napiiklad vlastni vektory Hermitovskych operdtoru na H. Systémy, které
by spliovaly vlastnost

(4.2) (z|2) = by Vz,2’' €X

by totiz zfejmé nemohly byt spojité parametrizované. Druhou pozadovanou vlast-
nosti je rozklad jednotky, se kterym jsem jiz pracoval v druhé kapitole:
2) Na prostoru X existuje pozitivni mira du(z) takovd, Ze plati

(4.3) 7= [ le)aldnto)

Dulezity pojem jsou tzv. koherentni stavy parametrizované grupou. V knize [4]
je tento pojem defiovan takto:

Bud G sowvisld (Lieovskd) grupa a U(g), g € G, jeji silné spojitd unitdrni ir-
reducibilni reprezentace na Hilbertové prostoru H. Nechi |1o) oznacuje libovolny
normalizovany vektor z H. Potom mnoZinou koherentnich stavu nazveme mnozinu
vektori |g), pro které plati

(4.4) [Yg) = U(g)lto); 9 €G-
Skalarni souc¢in dvou koherentnich stavi je ziejmé roven
(4.5) (Wglog) = (WolUT(9)U (")) = (¥0|U (g™ 9" o)

Druhé rovnost vyplyva z unitarity U. Podivejme se nyni, jak souvisi tato definice s
definici pfedchozi. Prvni podminka, tj. silnd spojitost, je ziejmé splnéna, nebot je
explicitné obsazena v definici. K tomu, aby platila i druha podminka, totiz rozklad
jednotky, je jesté tfeba stanoviti dalsi dvé podminky:

1) Na grupé G musi existovat levoinvariantni mira du(g), tj. must platit

(4.6) du(go - 9) = du(g) Vg0 € G.

Pro kompaktni grupy je levoinvariantni mira vzdy totoznd s pravoinvariantni mirou,
na nekompaktnich grupach toto neplati. Teorie se ovSem nezméni, pokud misto
levoinvariantni miry budeme pozadovat pravoinvariantni miru.

2) Druhd podminka ikd, Ze dand reprezentace musi byt kvadraticky integrabilni:

(4.7) (@WW@MV@@<%

Tatoto vlastnost je automaticky spliena pro grupy, které splnuji podminku

(48) M®=4W@<w
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tedy pro koneénomérné grupy. Mezi grupy, které splnuji tuto podminku patii
napiiklad kompaktni grupy. To, ze z podminky (4.8) vyplyvé kvadratickd integra-
bilita reprezentace U snadno dokazeme: Z unitarity reprezentace U a z predpokladu,
ze vektor |1¢g) je normovany, vyplyva

(4.9) [(olU(9)[w0)* = [(woltg)[* < Itholl? - [l * = 1.

Zde byla pii vypocétu pouzita Schwartzova nerovnost. Pokud dosadime vysledek
(4.9) do (4.7), pak obdrzime

(4.10) /g |WolU(9)labo) [Pdug) < /g dpu(g) < .

Unitarni reprezentace kone¢nomérné grupy je tedy kvadraticky integrabilni.
Pokud tedy mame kvadraticky integrabilni reprezentaci, pak muzeme pomoci
vhodné konstanty preskalovat miru du tak, aby platilo

(4.11) /g |WolU(9) o) Pdu(g) = 1.

Pouzijeme-li pfedpoklddanou invarianci miry du, pak obdrzime

Jo Kbg [0g)Pdulg) = J5 1{olU(g") ™" - 9)lvo)Pdulg’ - ((¢') " - 9)) =
(4.12) - / o U (gl Pdpu(g”) = 1.
g

Vztah (4.11) plati pro véechna g € G. Zde byla pouzita substituce g” = (¢')~! - g.
Nyni uvazujme operator A definovany vztahem

(4.13) A= /g ) i6 ().

Ze Schurova lemmatu diky irreducibilité reprezentace U obdobné jako v kapitoe 2.2
(viz. (2.48)) plyne vztah

o~

(4.14) A =L

Pomoci vztahu (4.12) obdrzime vztah pro stfedni hodnotu operédtoru A ve stavu

[0y):
(4.15) (| Aly) = / (Wl ) Pdulg) = 1.
g

Tuto stredn{ hodnotu vsak také muzeme vypocitat pomoci pomoci vztahu (4.14) a
pfedpokladu normovanosti vektoru |t,), dostaneme tak ¢ = 1, tedy A =I. Odtud
tedy

(4.16) iz /g )26, ldpa()-

Rozklad jednotky tedy plati, pokud existuje levoinvariantni mira na G a pokud je
reprezentace U irreducibilni a kvadraticky integrabilni.

V kapitole 2.1 jsme jiz narazili na jev, ze v grupé G muzou existovat prvky
ruzné od jednotky takové, Ze k nim piislusné operétory v reprezentaci U pusobi na
zdkladn{ stav (tj. na stav |[¢)g)) pouze jako operdtory zmény fize, jinak feceno v G
mohou existovat prvky, pro které plati

(4.17) [vn) = U(h)|o) = exp(ip(h))to), h € G, h# e.
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Funkce @(h) je fazovy faktor, ktery zdvisi na grupovém prvku h. Oznacme si H
jako mmnozinu vSech prvka z G, které vyhovuji podmince (4.16). Mnozina H je
zfejmé podgrupou G a nazyvé se izotropni podgrupou prvku [ig). Definujme nyn{
mnozinu M vztahem

(4.18) M :=G/H.

Jelikoz H je normélni podgrupou grupy G, coz vyplyvé z toho, ze H je centrum
grupy G a jeji prvky tedy komutuji s kazdym prvkem z G, pak je zfejmé (viz. [5]),
7ze M je také grupa. Prvky grupy M jsou tiidy prvku z G. Prvky kazdé této
ttidy maji tu spole¢nou vlastnost, ze k nim piislusné koherentni stavy se lis{ jen
o fazi. Neni tedy tifeba mezi nimi rozliSovat a dany systém koherentnich stavu lze
parametrizovat pouze prvky m € M. Podle [4] pak existuje mira dv(m) na M,
kterd je indukovand mirou du(g) na G a je levoinvariantni. Splituje téz pozadavek

(4.19) - /M o) ().

Je logické, ze ke splnéni pozadavku silné spojitost je vsude tieba predpokladat,
ze uvazovana grupa je alespon topologicka. Pokud navic pridame pozadavek, aby
grupa G byla Lieova a podgrupa H byla uzaviend, potom z teorie Lieovych grup
vyplyvé, ze H je Lieova podgrupa grupy G a faktorgrupa M = G/H je také Lieova.
(M je tedy také varieta.) Grupu G pak muzeme chdpat jako fibrovany prostor

(4.20) G = (G, M, H).

Pokud déle nechceme pod pojmem koherentni stav chapat celou tiidu koherentnich
stavu, lisici se pouze o konstantu, ale chceme si zvolit z kazdé tiidy jen jeden stav,
ktery by tuto tiidu charakterizoval, pak muzeme ve fibrovaném prostoru G zvolit
hladky fez o(m). Systémem koherentnich stavi pak budeme rozumét mnozinu
stavu

(4.21) ) = [Yo(m), kde m € M, o(m) € G.

Volbou fezu ¢ vlastné provadime fdzovou konvenci.

Dalsi mozny zpusob, jak definovat koherentni stavy nam nabizi Perelomov, jehoz
definice tak, jak je uvadénd v [6], vypadd takto:

Bud H Hilbertiv prostor, G grupa, T(g) libovolnd reprezentace grupy G na H a
[tho) libovolny normalizovany vektor z H. Potom mnoZinu stavi, definovanou

(4.22) thg) =T(9)|t0), kde g€ G
nazveme systémem koherentnich stavi ndleZejici k repezentaci T a pocdtecnimu
stavu |tg).

Tuto definici Ize jesté pozmeénit tak, Ze na reprezentaci T polozime podminku uni-
tarity a irreducibility, na grupu G pak muzeme klast pozadavek, aby byla Lieovska,
¢i alespon topologicka.

Jak je vidét, vyse uvedend Perelomova definice neni ekvivalentni s Klauderovou
definici uvedenou na predchozich strankach, neplati ani, ze by jedna definice byla
specidlni piipad té druhé. Zatimco Klauder pozaduje ve své definici silné spojité
zobrazeni z indexové mnoziny do Hilbertava prostoru spolec¢né s platnosti rozkladu
jednotky (4.3), Perelomov ve své definici pozaduje, aby indexovd mnozina byla
grupou. (Coz umoziuje obdobnou tvahu o parametrizaci grupy G podle izotropnf
podgrupy H, jakd jiz v této kapitole byla u¢inéna. ) Konstrukei koherentnich stavi
pak provadi pomoci reprezentace dané grupy. Perelomova definice ale nevyzaduje,
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aby grupa G byla topologickd, coz je pro Klauderovu definici nezbytné, aby vubec
mélo smysl uvazovat o silné spojitosti. Perelomova definice dokonce ani neimplikuje
platnost rozkladu jednotky. Pokud ovSem v Perelomové definici predpokldadame,
ze grupa G je topologickd, tedy grupové operace inverze a grupové nasobeni jsou
spojité, predpokladame-li také, ze reprezentace T je unitarni, pak zjistime, ze z
tohoto vyplyvd, ze dand mnozina koherentnich stavu je silné spojitd v parametrizaci
dané grupou G, tedy ze plati prvni predpoklad Klauderovy definice. K dukazu
tohoto snadného tvrzeni ukazme platnost vyroku (4.1):

Necht g, — g v G. Potom pomoci unitarity T(g) a spojitosti operace inverze
dostaneme

Hgn) = (9l = [T (gn)ltb0) = T(9)|o) | < T (gn) = Tl - [l Y0} <

(4.23) < T(gng™") =TI - IT ()1l - I [0} -

1

Jelikoz g, — g, pak g,g~ — e, odkud plyne

(4.24) 1T (g9~ ") — I|| — 0.

Vztah (4.1) tedy plati a parametrizace je silné spojita.

Budeme-li dile v Perelomové definici pozadovat irreducibilitu reprezentace T,
pak odvodime platnost rozkladu jednotky. K tomu je tieba predpokladat existenci
levoinvariantn{ miry na grupé G a konvergenci integralu [ [t)4)(4|dp(g). Potom
pomoci Schurova lemmatu odvodime (viz. vySe) platnost rozkladu jednotky, tedy
vztahu (4.16). Budeme-li kone¢ne predpoklddat, ze grupa G je Lieovskd a izotropnf
podgrupa H je uzaviend, pak ziskdme strukturu fibrovaného prostoru (4.20), coz
jiz také bylo rozebrano vyse.

Na zavér této kapitoly bych jesté zminil jednu definici koherentnich stavii, kterou
je mozné nalézt v publikaci [1]:

Bud H komplexni Hilbertiw prostor, X lokdlné kompaktni topologickyj prostor
opatreny reguldrni mirou du. Bud ddle x — F(z) meéritelnd, pozitivnd operdtorovd
funkce z X do H, x € X. Predpoklidejme, Ze operdtory F(x) majti konecnou
dimenzi a Ze plati

(4.25) dim Ran F(z) =n Ve € X, kden € N.

Dadle je treba predpoklidat konvergenci integrdlu
(4.26) i- / F(2)du(z),
x

kde A je omezeny a pozitivni operdtor takovy, Ze existuje ijl, ktery md husty
definicnd obor v H. Jelikoz F(xz) md obor hodnot dimenze n pro vSechna x € X, pak
v H existuje systém vektori

(4.27) {Inz)li € 73 @ € X},

ktery splnuje
n
(4.28) Fa) =Y [n%) (.
i=1
Potom tento systém nazveme systémem koherentnich stavi na H.

Tato definice opét neni ekvivalentni ani s jednou z predchozich definic, vyzaduje
lokalni kompaktnost prostoru X'. Nevyzaduje ovSem ani silnou spojitost, ale ani
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grupové vlastnosti prostoru X. Je snadno vidét, ze rozklad jednotky je specialni
piipad vlastnosti (4.26). Jednd se totiz o nésledujici ptipad:

(4.29) A=T  Flo)=[d) Wl n=1

Operdtory F(x) jsou tedy jednorozmérné projektory na podprostory generované
vektorem |i,). Pozadavek, aby topologicky prostor X’ byl lokdlné kompaktni, spolu
s piedpokladem, Ze prostor X je grupou, ndm zajistuje existenci levoinvariantni
miry na X. Toto tvrzeni je obsahem tzv. Haarovy véty , kterd ¥ika, ze na lokalné
kompaktni grupé vzdy existuje levoinvariantni i pravoinvariantni mira. Pokud je
grupa navic kompaktni, pak tyto miry splyvaji.

5. NEKTERE PRIKLADY SYSTEMU KOHERENTNICH STAVU

Nyni je tedy vse pripraveno k tomu, abych uvedl nékteré dalsi priklady systému
koherentnich stavia v duchu ptedchozich definic. Nejdiive se ovSem jesté strucné
vratim ke standardnim koherentnim stavum a objasnim je z hlediska vyse uve-
denych obecnych definic.

5.1. Standardni koherentni stavy. Vratme se tedy ke standardnim koherentnim
staviim popsanym podrobné v kapitole 2. Indexovd mnozina X je v tomto piipadé
Heisenberg - Weylova grupa W, kterd je Lieovskd. Izotropni podgrupa je, jak je
odvozeno v kapitole 2.1, jednoparametrickd podgrupa S*, coz je patrné z (2.15).
Odtud piimo vyplyva vztah pro faktorgrupu

(5.1) X=G/H=W/S'=R?=C.

Toto plné souhlasi s obsahem druhé kapitoly, kde jsou prvky podgrupy S' parametri-
zovany parametrem &3 a prvky faktorgrupy jsou parametrizovany pomoci realnych
parametru &; a &, respektive komplexniho parametru «. Reprezentace grupy W
tvoii operdtory exp(i€s)D(«). Tato reprezentace je, jak bylo zminéno, unitarn{ a ir-
reducibilni. Parametrizace standardnich koherentnich stavu je tedy podle predchozi
kapitoly silné spojita.

Standardni koherentni stavy tedy vyhovuji vSem obecny definicim uvedenym v
kapitole 4. Toto je ale zcela logické, nebot tyto stavy staly na pocatku této teorie
a veSkeré definice je tedy musely zohlediovat.

5.2. Standardni koherentni stavy pro vice stupnti volnosti. Zde uvazujeme
Hilbertuv prostor kvantového systému pro ¢astici (¢dstice) s vétsim (ale koneénym)
poctem stupiti volnosti. Nechf pocet stupiiti volnosti je roven A/. Potom Hilbertiv
prostor daného systému maé tvar

(5.2) Hy = L*(R)® L*(R) ® ... ® L*(R) = L*(RV).

Druhy vyraz obsahuje pochopitelné celkem N souéiniteli. Jak je rozebrano v kapi-
tole 2, ortonormalni bazi v L? jsou napiiklad vlastni stavy hamiltonidnu volného
harmonického oscildtoru, znaceno |n); n € Ng = NU {0}. Z teorie tenzorového
sou¢inu Hilbertovych prostoru je zndmo, Ze ortonolmdlni baze v Hy muze mit
napiiklad tvar

(5.3) {In1)|n2)...|nar) | (n1,n2, ... ,npr) € Név}.
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Na prostoru Har muzeme definovat sady operatoru polohy a hybnosti:
(5:4)

QJ =I0I® ..Q® ..®L; P,=1Icl®..0P®..1, jkeN.
Operétory i Q aP jsou zndmé operatory na L?. Ve varayu (5.4) stoji operatory
polohy (resp. hybnosti) na j-tém (resp, k-tém) misté. Pomoci téchto sad operdtori
polohy a hybnosti na Ha se definuji analogicky podle kapitoly 2.1 sady operatoru
anihila¢nich a krea¢nich:

_Q-iP; . QutiPy
aj = ——; a'p = ———;

V2h V2h

Pro anihilaén{ a kreaén{ operdtory plati vztahy analogické (2.2), nebot jsou také
jejich primym dusledkem:

(5.5) jkeN.

(5.6) [aj 2] = 051 [ay, 1) = [a;, 1] =0.
Pro operatory polohy a hybnosti plat{ komutaé¢ni relace vyplyvajici z (2.1):
(5.7) Q). Pu] = ihd;T; [Q;.T) = [P T =0.
Tyto komutacni relace definuji 2N + 1 dimenziondlni lieovskou Heisenberg -

Weylovu algebru oznacovanou Wys. Pifslusnd 2N +1 parametrickd lieovskd Heisen-
berg - Weylova grupa ma definvano grupové nasobeni takto:

(815 €15 82, G -5 6N, G 8) - (s a5 i, V23 oo i, VNS E) =
N
1
(58) = (m +&v+ Qs s HEv v H Qs T S D (G = &vy)-
j=1
Centrum této grupy, kterd se znaci Wys tvori, stejné jako v predchozim piipadé,
jedoparametrickd sféra S'. Unitdrn{ irreducibilni reprezentace grupy Wy na Ha
mé tvar

N
(5.9)  pn((€1. G2, Coi i En Cavs 8)) = expl(isl) exp % Z (&Q; + GP)))-

Pomoci vztahu (2.11) a komuta¢nich relaci (5.7) dostaneme

P/\/’((§17C1§€27C2; ag./\/.aCN?S)) =
N
(510)  =explils + 5 D 6G)) Hexp 6—=Qu) Hexp G=P).
Jj=1

pro konstrukci koherentnich stavu zde tedy uvazujeme grupu Wy a jeji unitarni
irreducibilni reprezentaci par. Pokud budeme faktorizovat grupu Wy, podle jejiho
centra S', pak dostaneme :

(5.11) G/H =Wy /St = V.

Koherentni stavy na prostoru Lz(RN ) pro grupu Wy a reprzentaci py tedy budeme
parametrizovat A-tici komplexnich ¢isel.
Zvolme nynf jako zakladn{ stav pro standardni koherentn{ stavy na L2 (RN ) stav

(5.12) 10,0, ...,0)) := 0)]0) .. |0).
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Definujme nyni, analogicky k (2.13), operator Dar((a1, @z, ..., an)):
N

(5.13) Dy (a1, a2, ..yan)) = exp(Z(aja;' —a)ja;),

coz lze ekvivalentné zapsat

(5.14)

Qk H exp(Q

[Texn(G 7P

N
Dy ((ai, ..., an)) = exp(i(s + %; &¢)) 1;[ exp(&p—=

g

kde jsme definovali

(5.15) ;= _CJ\@Z@, jeN.

Standardni koherentni stavy na L? (RN ) pak maji tvar
(5.16) [(a1, a9, ...an)) = Da(aras, ..., an)|(0,0, ...,0)).
Pro vektory ortonorméln{ béze prostoru L?(RV) plati evidentné vztah obdobny

k (2.31) :

N
(5.17) [(n1,n2, ..., np7)) = H 0, ..., 0)),
A/ H] 115l g=1

pro vztahy (2.30) mame analogické vztahy

(5.18) ajl(ni, ...,nj, ..,nn)) = ynj|(n1, ..,n; — 1, ..., nN));
(5.19) at (i, o ynj, o ynn)) = /ng + 1(na, o ng + 1, o ).

Pro skaldrni sou¢in dvou koherentnich stavu plat{ diky (2.35)
(5.20)

l\D|’—‘

<(0417062, "'aa/\/)‘(ﬁhﬁQ) aﬁ/\/ —exp

N N

O (o = 18) Z Ok ).

j=1 k=1
Koherentni stavy na L? (RN ) lze také zapisovat jako tenzorovy soucin koher-

entnich stavii na L?(R):

(5.21) [(a1, g, ..,an)) = |a1)|ag) ... Jaar).

Ze vztahu (2.34) jesté muzeme snadno odvodit

(5.22)

1 ot oY
|(O{1,OLQ7 ,OZN)>:eXp(*§Z|OZJ‘2) Z 1]\/’7./\/.“”1’”2’ ,TLN)>
Jj=1 (n1,.mn) A/ Hk:l ng!
Rozklad jednotky, tedy vztah

~

(523) I= //\/ |(O[17012, ...,Oé/\[)><(0[1,0{2, ...,O[./\[)|d2N,UJ(O[1,042, ...,Oé/\/’)7
C
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ziejmeé také plati, pokud pouzijeme miru
1 N
(5.24) d*N (o, g, . an) = N H d*a;.
j=1

5.3. Koherentni stavy na koneénédimenzionilnim Hilbertové prostoru
nad koneénou grupou Z,; x Z,;. V této kapitole se budu zabyvat koherentnimi
stavy na libovolném komplexnim Hilbertové prostoru kone¢né dimenze M. Tento
prostor budu znacit Hys. Jako grupu budu uvazovat Zjy; x Zjy.

Nejdiive zvolim libovolnou ortonormilni bazi na H,;, kterou si ozna¢im

(5.25) T={lj)j=12 ..,M—1}.

Déle definuji operator polohy na H s

M—-1

(5.26) Q=Y jlil-
j=0

Vektory baze J jsou tedy vlastnimi vektory operatoru Q, k vlastnimu vektoru |j)
prislusi vlastni ¢islo j. Operator Q je evidentné samosdruzeny.

Definice operatoru impulzu P jiz ovSem neni tak snadna jako u operatoru polohy.
Nejdrive je tfeba definovat unitarni operdtor posunuti

(5.27) U:lj)—li+u 1), ) ed.

Operétor U je vztahem (5.27) jednoznacéné definovan, operace +z je s¢itani modulo
M, tedy grupové scitani v grupé Zp,;. Pro operdtor U ziejmé plati relace

(5.28) Uk|j) = |j +ar k); UM =T.

Pokud si oznacime ﬁ(kz) = 6’“, pak mnozina operatoru

(5.29) Uk); k=0,1, ..., M —1

tvori unitarni reprezentaci grupy Z;. Podle [10] existuje samosdruzeny operator
P takovy, ze plati

~ —2mik

(5.30) U(k) = exp( P).

Takto tedy definujeme operator P. Operétor P m4 shodné spektrum jako operator
Q, tedy mnozinu {0,1, ..., M — 1}. Vlastni vektor operdtoru P m4 podle [10] v
bazi J tvar

1 N o
(5.31) k) = == > exp(S ki)l
j=0

Piechod od operatoru Q k operatoru P (respektive od vlastnich vektortu prvniho
operdtoru k vlastnim vektorum druhého operdtoru) je zajistén diskrétn{ Fourierovou
transformaci, coz je analogické prechodu od operatoru polohy k operatoru hybnosti
na prostoru L?(R).
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Maticovy element operatoru P v bézi J ma tvar
(5.32)
M—1 )
~ 1 2mi 1
(uiPlo) = 57 3 b expl(b(m =) =

exp(F (m —n)) —

prom # n,

diagondlni prvky matice operdtoru P v bézi J pak maji tvar
M-1

(5.33) (m|P|m) = VYm=0,1, ...,M — 1.
Jelikoz operéator Q mé v bazi J diagondalni tvar, je snadné odvodit vztah pro
maticovy element komutdtoru operdtoru polohy a hybnosti :

(5.34) (m[[Q, P]n) = (m — n)(m[Pn).

Tato komutaéni relace se ovéem lisi od relace (2.1) platné na L?(R), presto ale podle
[10] plati relace

2T~ 2T~ 21 2Tt ~ 2T~
: il TP = exp(— 2 TP exp(224Q).
(5.35) exp( i tQ) exp( 7 sP) = exp( i ts) exp( i sP) exp( i tQ)

Uvazujme nyni grupu Zj; X Zys a definujme zobrazeni
. i~ oIri ~
(5.36) W 2 Zpy X Zpyg — B(Hyr) - (mya) — exp(—%mP) exp(%aQ).

Pokud zde pouzijeme vztah (5.35), pak obdrzime néasledujici relaci pro souéin :

(5.37) W(m,a)-W(n,b) = exp(%an)W(m +n,a+0).

Nejedna se tedy o reprezentaci grupy Zns X Zys, ale o jeji projektivni reprezentaci.
Grupu Zp; X Zys je tedy tieba centralné rozsitit. Jak centrum rozsitené grupy
miizeme pouzit opét grupu S*. Vzledem k tomu, ze éisla a a n jsou celd, staéf jako
centrum pouzit grupu V1, kterd je podgrupou S' a je definovéna takto:

(5.38) V= {7k | k=0,1,..,M—1}; eF7 .5k = A7 UHH),

Méame tedy grupu G = N1 x Zyr x Zys s grupovym nasobenim definovanym
(5.39) (j;m,a) - (k;n,b) :=(j +k+an;m+n,a+b).

Reprezentace grupy G na prostoru Hy, je pak definovand takto :
21
v

(5.40) (G m,a) = exp( L) exp(~ o mP) exp( Q).

Reprezentace p je unitérni a irreducibilni. Centrum grupy G je, jak jiz bylo zminéno,
grupa /1. Po faktorizaci obdrzime zpétky grupu Zys x Zs:

(5.41) G/ N1 Zy x Zyy.

Mame tedy definovanou grupu Zys x Zs a jeji unitarni irreducibilni projektivni
reprezentaci na Hys. Nyni zbyvéd pro kompletni definici koherentnich stavu uz jen
urc¢it pocdtecni stav |0,0). V [10] je provedena volba pocdtecniho stavu nasledovné:

M—1

(5.42) 0,0) = Aur Y fils) kde f; = exp(=725%):
7=0
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Koeficient Ap; mé vyznam normalizacni konstanty, plati pro néj tedy

(5.43) — =

Koherentni stavy na Hjy; pak maji tavar

~ 27
(5.44) |m,a) := W(m,n)|0,0) = Ay Z exp(— exp(ﬁaj)b +m).

Piimo z (5.44) a z ortonormality béze J dostaneme vztah pro skaldrni sou¢in dvou
koherentnich stavii :

. M-1 .
27r 2 .
(5.45)  (n,blm,a) = A3, exp(=— 7 (an —bm)) g fi+nfitm eXp(ﬁj(a -b)).
Jj=0

Pomoci tohoto vztahu pak dédle odrzime
M—1M-1
(5.46) Z Z [n, b)(n,blm,a) = M|m,a),
n=0 b=0
odkud pomoci irreducibility reprezentace p jiz vyplyva
M—1M-1

(5.47) MZZ\nbanI

b=0 n=0

Systém tedy je tiplny a vyhovuje rozkladu jednotky (4.16), kde uvazujeme diskrétni
miru na Zj; X Zy; nasobenou faktorem ﬁ

Tento systém tedy ziejmé vyhovuje Perelomové definici koherentnich stavu tak,
jak je zavedena v kapitole 4. Pokud bychom chtéli, aby systém vyhovoval také
Klauderové definici, pak bychom museli na grupé Z,; x Zj; definovat topologii,
ve které by byla parametrizace koherentnich stavu silné spojitd. To ovSem lze
snadno vyftesit zavedenim diskrétni topologie, tedy stanovit, ze kazdd podmnozina
Z; X Zyy je oteviend. Mame-li potom zobrazeni definované na prostoru s diskrétni
topologii, pak je evidentné kazdé zobrazeni spojité.

5.4. Koherentni stavy na L?(S'). Na zévér této kapitoly bych chtél uvést pifklad
mnoziny koherentnich stavi, jejiz konstrukce se nezakldda na definicich popsané v
kapitole 4. Jedna se o mnozinu koherentnich stavii na kruznici, kterd je popsana
v [3]. Koherentni stavy jsou zde konstruovdny na zdkladé konkrétniho izomor-
fizmu dvou separabilnich Hilbertovych prostorti, v tomto pifpadé prostortt L?(R) a
L2(S* x (S1)*), kde definujeme

(5.48) SUi=(0,0); (SY) = <o,%ﬁ); a>0.

Koherentni stavy definujeme tak, ze nejdiive pfeneseme standardni koherentni
stavy z L2(R) do prostoru L?(S* x (S1)*) pomoci Weylovy - Zakovy - Berezinovy
transformace, ktera je unitdrnim zobrazenim z prvniho prostoru na druhy. Tato
transformace je definovand néasledovné :

(5.49)

oo

T:L*(R) — L*(S" x (§)") : ¥(z) > (TY)(y, k) = > exp(iank)v(y — na),

n=—oo
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kde ¢ € L?(R), y € S a k € (S')*. Funkce (T9)(y, k) je podle [3] periodickd v
argumentu k a kvaziperiodickd v argumentu ¢, tj. plati

(5.50) (TY)(y + na, k + m%r) = exp(inak) (TV)(y, k).

Pokud zapf§eme prostor L(S* x (S1)*) ve tvaru

(5.51) LS x (81)%) = L*(S") ® L*((S)"),
pak pomoci fixace proménné k obdrzime funkci z L?(S?!) :
(5.52) v (y) = (TVP)(y) = (TY)(, k).
Nyn{ vezméme standardni koherenrn{ stavy na L?(R), které maji explicitn{ tvar
1 q z?
(55) Punle) = = exp(zp(o — D) exp(- 3.
Aplikacf (5.49) pak obdrzime
(5.54) lg,p; k) = 7751],2( ) =T® .

Podle [3] mé funkce 775]2 (y) tvar

(5:55) ) = 5= explgppe) expl— gz —0)) - Bli(o —y = ikh): ),

kde definujeme

2
. S _ _ n? 2inz,
(5.56) a:=q+ip; pi=exp(— 2h) af(z,p)= > p" e |pl < 1.

n=—oo

Ke dvoum redlnym parametrum ¢ a p (respektive jednomu komplexnimu «) ndm
zde jesté pribyva treti parametr k.
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