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5. Koherentńı stavy na S2 19
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2 PETR LUFT

1. Úvod

Ćılem této práce je zkonstruovat systém koherentńıch stav̊u nad grupami S×Z
a S2 × Z2. Jako fázové prostory zde budu uvažovat variety S1, respektive S2.
Při konstrukci př́ıslušných Hilbertových prostor̊u pak budu postupovat, stejně
jako při konstrukci ireducibilńıch reprezentaćı daných grup symetrie, podle pos-
tupu Mackeyho kvantováńı, které je popsané např. v [3] nebo v [4]. Budu tedy
využ́ıvat ireducibilńıch systémů imprimitivity, které jsou jak pro varietu S1, tak
pro S2, zkonstruované v [4]. Než ale přistouṕım k sestavováńı daných systémů
koherentńıch stav̊u, tak nejprve stručně připomenu co je to Mackeyho kvantováńı
a jak se při něm postupuje. Zopakuji také základńı definici koherentńıch stav̊u.
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2. Mackeyho kvantováńı a systémy imprimitivity.

V této kapitole bych chtěl pro začátek shrnout Mackeyho metodu kvantováńı a
jej́ı formalizmus, neboť j́ı budu využ́ıvat při sestavováńı př́ıslušných Hilbertových
prostr̊u a na nich definovaných operátor̊u polohy a hybnosti.

2.1. Konfiguračńı varieta a grupa symetrie. Uvažujme hladkou konfiguračńı
varietu M a jej́ı Lieovu konečnědimenzionálńı grupu symetrie G, která na varietě
M p̊usob́ı tranzitivně. Zvolme pevně libovolný bod m z variety M a označme H
grupu stability prvku m. H je podle definice podgrupa grupy G, která svou akćı
na varietě M ponechává bod m beze změny. Grupa H je také Lieova a nezáviśı na
volbě bodu m, neboť lze snadno ukázat, že d́ıky tranzitivitě grupy G jsou si pod-
grupy stability všech prvk̊u z varity M vzájemně izomorfńı. Faktorprostor G/H je
difeomorfńı s konfiguračńı varietou M . Projektivńı ireducibilńı reprezentace pod-
grupy stability jsou pak rozhoduj́ıćı pro klasifikaci všech ireducibilńıch systému
imprimitivity na M, respektive pro klasifikaci všech kvantových mechanik.

2.2. Projekčńı mı́ra a systémy imprimitivity. Pod pojmem projekčńı mı́ra
ne varietě M rozumı́me zobrazeńı ze systému všech Borelovských množin B(M)
na varietě M do množiny omezených operátor̊u na nějakém Hilbertově prostoru
H, které každé Borelovské množině na M přǐrad́ı projektor na H.

E : B(M)→ B(H)(2.1)

Přitom ale muśı být splněny následuj́ıćı tři podmı́nky:

E(M) = Î,(2.2)

E(S1 ∩ S2) = E(S1)E(S2)(2.3)

pro všechna S1, S2 ∈ B(M),

E(S1 ∪ S2) = E(S1) + E(S2)−E(S1 ∩ S2)(2.4)

opět pro všechna S1, S2 ∈ B(M).
Mějme nyńı Hilbert̊uv prostor H, konfiguračńı varietu M s projekčńı mı́rou na

H, dále mějme grupu G, což je grupa symetrie variety M, která p̊usob́ı tranzi-
tivně. Uvažujme dále projektivńı unitárńı reprezentaci V grupy G na Hilbertově
prostoru H. Dvojice (E,V) se nazývá projektivńı systém imprimitivity grupy G,
pokud je nav́ıc splněna tzv. podmı́nka imprimitivity, která propojuje projekčńı
mı́ru E s projektivńı reprezentaćı V grupy G:

E(g · S) = V(g)E(S)V(g)−1,(2.5)

což muśı platit pro všechna g ∈ G a S ∈ B(M).
Projektivńı systém imprimitivity se nazývá ireducibilńı, pokud okruh C(V,E)

je tvořen pouze násobky jednotkového operátoru. Okruh C(V,E) je podle definice
tvořen všemi omezenými operátory prostoru H komutuj́ıćımi se všemi operátory
unitárńı reprezentace V i projektivńı mı́ry E.
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2.3. Kanonická konstrukce ireducibilńıch systémů imprimitivity. Jak ukázal
G.W. Mackey, systémy imprimitivity lze kanonickým zp̊usobem konstruovat čistě
na základě znalosti konfiguračńı variety, jej́ı grupy stability a př́ıslušné tranzi-
tivńı akce. Jak jsem již dř́ıve zmı́nil, nejen pro konstrukci ireducibilńıch systémů
imprimitivity, ale také pro jejich klasifikaci, je rozhoduj́ıćı znalost podgrupy sta-
bility H grupy G. Plat́ı totiž Mackeyho věta, která ř́ıká, že ke kaďé projek-
tivńı ireducibilńı reprezentaci podgrupy stability nálež́ı právě jeden projektivńı
ireducibilńı systém imprimitivity. Plat́ı ale také opačné tvrzeńı, každému pro-
jektivńımu ireducibilńımu systému imprimitivity nálež́ı projektivńı ireducibilńı
reprezentace podgrupy stability H, na jej́ımž základě lze daný systém imprimi-
tivity zpětně zkonstruovat kanonickým zp̊usobem. Pro přesnost je nezbytné do-
dat, že klasifikaci systémů imprimitivity neńı třeba uvažovat všechny projektivńı
reprezentace (resp. jejich multiplikátory), ale pouze tř́ıdy ekvivalence multip-
likátor̊u, ktré tvoř́ı tzv. grupu multiplikátor̊u. Zmı́něná relace ekvivalence na
množině všech multiplikátor̊u je zavedena např. v [4].

Buď tedy G lokálně kompaktńı Lieova grupa symetrie konfiguračńı variety M,
H jej́ı uzavřená podgrupa stability. Na faktorprostoru G/H uvažujme Borelovskou
strukturu indukovanou faktortopologíı. Na faktorprostoru G/H existuje kvaziin-
variantńı mı́ra µ. Je-li mı́ra µ σ-konečná, pak všechny daľśı takové mı́ry jsou
s ńı absolutně spojité. Volme tedy pevně takovou mı́ru µ. Dále zvolme jednu
projektivńı ireducibilńı reprezentaci L podgrupy stability H s multiplikátorem
m. Nosič této reprezentace označme HL. Projektivńı reprezentaci grupy G a
projekčńı mı́ru na varietě M zkonstruujeme následuj́ıćım zp̊usobem: Nejdř́ıve
zkonstruujeme nosič dané reprezentace a projekčńı mı́ry, tj. Hilbert̊uv prostor
H. Prostor H tvoř́ı vektorové funkce z G do HL, které splňuj́ı následuj́ıćı tři
podmı́nky:

a 7→ 〈ψ(a), f〉(2.6)

je Brelovské zobrazeńı pro ∀f ∈ HL

ψ(ah) = m(a, h)L−1(h)ψ(a), ∀h ∈ H,(2.7)

‖ψ‖ <∞,(2.8)

kde norma ‖ · ‖ je indukována skalárńım součinem na HL:

(ψ,ϕ) :=
∫

G/H
< ψ(a), ϕ(a) > dµ(a).(2.9)

Integrál je dobře definován, neboť lze snadno ukázat, že integrand je konstantńı
na všech levých tř́ıdách rozkladu.

Projekčńı mı́ra se definuje pomoćı charakteristických funkćı daných Borelovských
množin:

[EL(S)ψ](a) := χ̃S(a)ψ(a),(2.10)

kde χ̃S(a) je charakteristická funkce množiny S. Je třeba připomenout, že varieta
M je difeomorfńı s faktorprostorem G/H, funkce χ̃S(a) je tedy rovna jedné, právě
když aH ∈ S. Jinak je funkce χ̃S(a) nulová.
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Projektivńı unitárńı reprezentace grupy G je pak definována takto:

[VL(g)ψ](a) :=

√
dµ

dµ ◦ g
(g−1aH) ·m(a−1, g) · ψ(g−1a),(2.11)

kde dµ
dµ◦g znač́ı Radon - Nikodymovu derivaci. Dvojice (VL,EL) splňuje všechny

podmı́nky kladené na systém imprimitivity, jedná se tedy o projektivńı ireducibilńı
systém imprimitivity kanonicky zkonstruovaný na základě projektivńı reprezen-
tace L podgrupy stability.

2.4. Zavedeńı operátor̊u polohy a hybnosti. Operátor polohy se zavád́ı po-
moćı projekčńı mı́ry E. Máme-li nějakou klasickou pozorovatelnou f , f je tedy
zobrazeńı TM→ R, pak f je pozorovatelná polohy, pokud je konstantńı na všech
vláknech TmM ∀m ∈M. Zobrazeńı f pak lze psát ve tvaru f = f̃◦π, kde π je pro-
jekce daného tečného fibrovaného prostoru a f̃ je zobrazeńı f̃ : M→ R. Funkce f̃
plně nahrazuje funkci f . Př́ıslušný operátor polohy je pak určen spektrálńı funkćı
Ef :

Ef (S) := E(f−1(s)),(2.12)

kde E je projektivńı mı́ra daného systému imprimitivity. Samosdružený operátor
polohy Q̂f ze zavád́ı takto:

Q̂fψ :=
∫
R
λdEf

λψ(2.13)

Definičńı obor operátoru Q̂f jsou takové vektory ψ, které vyhovuj́ı podmı́nce

‖Q̂fψ‖ =
∫
R
λ2d(ψ,Ef

λψ) <∞.(2.14)

Operátory hybnosti se definuj́ı na základě unitárńı ireducibilńı reprezentace
V. Z Lieovy algebry G vybereme pevně prvek X ∈ G. K tomuto prvku pak
jednoznačně př́ısluš́ı jednoparametrická podgrupa γX(t) grupy G (t ∈ R). Tedy
lze psát

γX(t) = exp(tX).(2.15)

Podle Stoneovy věty pak ale existuje samosdružený operátor P̂ (X) na Hilbertově
prostoru H, ktrý splňuje

V(γX(t)) = exp(−itP̂ (X)).(2.16)

T́ım je zaveden samosdružený operátor polohy P̂ (X).
Komutačńı relace obou operátor̊u lze odvodit na základě podmı́nky imprimi-

tivity 2.5. Označ́ıme-li q̇X vektorové pole na M, které je pomoćı akce grupy G
indukováno prvkem X Lieovy algebry G, pok komutačńı relace maj́ı tvar

[P̂ (X), Q̂f ] = −iQ̂q̇Xf .(2.17)

Je třeba předpokládat, že oba operátory maj́ı společný definičb́ı obor, který je v
H hustý.
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2.5. Hilbert̊uv prostor jako prostor ekvivariantńıch funkćı. Hilbert̊uv pros-
tor pro daný systém imprimitivity jsme v předchoźım konstruovali jako prostor
vektorových funkćı na grupě symetrie. Ukazuje se, že často je výhodněǰśı na
tento Hilbert̊uv prostor pohĺıžet jako na prostor řez̊u v přidruženém fibrovaném
prostoru.

Uvažujme tedy hlavńı fibrovaný prostor (G, π,M; H), kde G je grupa symetrie
konfiguračńıho prostoru M, H je podgrupa stability a π je projekce definovaná

π : G→ H : g 7→ gH; g ∈ G.(2.18)

Tento zápis je moňý d́ıky platnosti vztahu G/H ∼= M, který jsem již dř́ıve odvodil
na základě tranzitivity akce grupy G. Na základě hlavńıho fibrovaného pros-
toru zkonstruujeme k němu přidružený fibrovaný prostor následuj́ıćım zp̊usobem.
Nejdř́ıve zvoĺıme reprezentaci podgrupy stability H. Tuto reprezentaci označme
L. Bázi přidruženého fibrovaného prostoru tvoř́ı konfiguračńı varieta M, stejně
jako u hlavńıho fibrovaného prostoru. Vlákno u přidruženého fibrvaného pros-
toru je tvořeno nosičem reprezentace L, tedy vektorovým prostorem VL, na nějž
podgrupa stability p̊usob́ı levou akćı. Totálńı prostor přidruženého fibrovaného
prostoru se definuje pomoćı pravé akce podgrupy stability na G×VL:

(G×VL)×H→ (G×VL) : ((g, v), h) 7→ (gh, L−1(h)v), h ∈ H, g ∈ G, v ∈ VL.

(2.19)

Po zavedeńı této akce zavedeme na G×VL relaci ekvivalence ∼L tak, že dva prvky
z G ×VL si jsou ekvivalntńı právě tehdy, když existuje prvek z grupy stability
H, který svou akćı převede jeden prvek z G ×VL na druhý. Relace ekvivalence
má tedy následuj́ıćı tvar:

(g, v) ∼L (gh, L−1(h)v), nebo též (gh, v) ∼L (g, L(h)v).(2.20)

Totálńı prostor EL pak definujeme jako faktorprostor

EL := G×VL/ ∼L .(2.21)

Z druhého zápisu této ekvivalence je zřejmé, že podmı́nka 2.7 přejde v požadavek,
aby Hilbert̊uv prostor byl tvořen vektorovými finkcemi na konfiguračńı varietě,
přičemž tyto funkce muśı být Borelovské řezy na přidruženém fibrovaném pros-
toru (EL, π̃,M; VL), kde projekce přidruženého fibrovaného prostoru je defino-
vaná takto:

π̃ : EL →M : (g, v) 7→ x = π(g) = gH.(2.22)

Zobrazeńı π je projekce z p̊uvodńıho hlavńıho fibrovaného prostoru (G, π,M; H).
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3. Koherentńı stavy

V této kapitole zopakuji definici koherentńıch stav̊u. Zmı́ńım zde dvě definice,
jednak Klauderovu, jednak Perelomovu. Obě definice se od sbe lǐśı jen velmi málo.

Nejdř́ıve uveďme definici koherentńıch stav̊u podle Klaudera, kterou lze naj́ıt
např. v [1]. Mějme separabilńı Hilbert̊uv prostor H. K tomu, aby nějaká množina
stav̊u z H mohla být označena za koherentńı stavy, je třeba splněńı následuj́ıćıch
dvou podmı́nek

1) Množina koherentńıch stav̊u muśı být parametrizována nějakým parametrem
x, kde x ∈ X , X je libovolný topologický prostor. Množina koherentńıch stav̊u pak
muśı být silně spojitá v této parametrizaci.

Ekvivalentně lze tuto vlastnost zapsat následovně:

lim
n→∞

xn = x vX ⇒ ‖ |xn〉 − |x〉‖ → 0 vH.(3.1)

Zde je |x〉 vektor z H parametrizovaný prvkem x z X . Pokud se v této vlastnosti
omeźıme na topologické prostory X , které by byly vektorové prostory s Eukli-
dovskou topologíı, pak nám již tato vlastost vylučuje ortogonálńı systémy stav̊u z
H, jako např́ıklad vlastńı vektory Hermitovských operátor̊u na H. Systémy, které
by splňovaly vlastnost

〈x|x′〉 = δx,x′ ∀x, x′ ∈ X(3.2)

by totiž zřejmě nemohly být spojitě parametrizované. Druhou požadovanou vlast-
nost́ı je rozklad jednotky:

2) Na prostoru X existuje pozitivńı mı́ra dµ(x) taková, že plat́ı

Î =
∫
X
|x〉〈x|dµ(x).(3.3)

Důležitý pojem jsou tzv. koherentńı stavy parametrizované grupou. V knize
[1] je tento pojem defiován takto:

Buď G souvislá (Lieova) grupa a U(g), g ∈ G, jej́ı silně spojitá unitárńı ir-
reducibilńı reprezentace na Hilbertově prostoru H. Nechť |ψ0〉 označuje libovolný
normalizovaný vektor z H. Potom množinou koherentńıch stav̊u nazveme množinu
vektor̊u |ψg〉, pro které plat́ı

|ψg〉 = U(g)|ψ0〉; g ∈ G.(3.4)

Daľśı možný zp̊usob, jak definovat koherentńı stavy, nám nab́ıźı Perelomov,
jehož definice tak, jak je uvedená v [2], vypadá takto:

Buď H Hilbert̊uv prostor, G grupa, T(g) libovolná reprezentace grupy G na H a
|ψ0〉 libovolný normalizovaný vektor z H. Potom množinu stav̊u, definovanou

|ψg〉 = T (g)|ψ0〉, kde g ∈ G ;(3.5)

nazveme systémem koherentńıch stav̊u náležej́ıćım k reprezentaci T a počátečńımu
stavu |ψ0〉.

Tuto definici lze ještě pozměnit tak, že na reprezentaci T polož́ıme podmı́nku
unitarity a irreducibility, na grupu G pak můžeme klást požadavek, aby byla
Lieova, či alespoň topologická.
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Dále se budu vždy ř́ıdit Perelomovou definićı koherentńıch stav̊u. Při kon-
strukci Hilbertova prostoru, stejně jako při konstrukci operátor̊u polohy a hyb-
nosti, budu vycházet z Mackeyho metody kvantováńı, která je stručně popsaná
v předchoźı kapitole. Jako grupu budu vždy uvažovat součin grupy symetrie s
diskrétńı grupou. Ke konstrukci reprezentace dané grupy budu využ́ıvat znalosti
reprezentace grupy symetrie, která se též konstruuje při konstrukci systému im-
primitivity. U této reprezentace budu vždy předpokládat unitaritu a ireducibilitu.

Jako klasický př́ıklad koherentńıch stav̊u slouž́ı kanonické koherentńı stavy na
L2(R). Jako konfiguračńı varieta je zde uvažována reálná osa R, jako grupa
symetrie slouž́ı aditivńı grupa reálných č́ısel. Až na ekvivalence zde existuje
pouze jediný systém imprimitivity. Mackeyho věta zde tedy přecháźı ve známou
Von Neumannovu větu o jednoznačnosti kvantové mechaniky na př́ımce. Systém
kanonických koherentńıch stav̊u jsem podrobně rozebral již ve své rešeršńı práci.
Jako grupu zde uvažujeme množinu komplexńıch č́ısel (grupová operace je sč́ıtáńı).
Systém koherentńıch stav̊u zde mimo jiné splňuje následuj́ıćı vlastnosti.

Rozklad jednotky

Î =
1
π

∫
C
|α〉〈α|d2α.(3.6)

Skalárńı součin dvou stav̊u je nenulový:

〈α|β〉 6= 0, ∀α, β ∈ C.(3.7)

Koherentńı stavy také minimalizuj́ı Heisenbergovy relace neurčitosti:

|∆|α〉Q̂ ·∆|α〉P̂ | =
1
2
.(3.8)

Při konstrukci koherentńıch stav̊u na kružnici i na sféře se pokuśım zjistit, jestli
tyto stavy vyhovuj́ı také výše uvedeným vlastnostem.
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4. Koherentńı stavy na S1 × Z

4.1. Systém imprimitivity na S1. Ukážeme nyńı konstrukci systému imprimi-
tivity na kružnici, jak je popsána v [4]. Tedy M = S1. Grupa symetrie kružnice je
grupa všech unitárńıch operátor̊u na komplexńı rovině, tedy G = U(1). V tomto
př́ıpadě je grupa symetrie U(1) topologicky shodná s konfiguračńı varietou S. Pod-
grupa stbility grupy U(1) při (tranzitivńı) akci na S1 je zřejmě triviálńı (H = {e}),
neboť pouze rotace o nulový úhel ponechá libovolný bod kružnice v klidu. Klasi-
fikace systémů imprimitivity je tedy jednoduchá, protože ireducibilńı reprezen-
tace jednoprvkové grupy je jen jedna, a to ta, která jednotce přǐrad́ı jednotkový
operátor na C. Tato reprezentace je tedy jednorozměrná. Grupa multiplikátor̊u
je v př́ıpadě S1 také triviálńı, jak je uvedeno v [4], takže př́ıpadné projektivńı
reprezentace nic nového nepřinesou. Pokud tedy uvažujeme jako grupu symetrie
grupu U(1), pak pomoćı Mackeyho kvantováńı obdrž́ıme pouze jednu kvantou
mechaniku. Nı́že je však rozebrán př́ıpad, kdy uvažujeme jinou grupu symetrie.
Výše popsaným zp̊usobem pak zkonstruujeme Hilbert̊uv prostor H jako prostor
všech kvadraticky integrabilńıch funkćı na S, tedy H = L2(S1, dϕ).

Unitárńı ireducibilńı reprezentace grupy U(1) na prostoru L2(S1, dϕ) má podle
2.11 následuj́ıćı tvar:

[V (α)ψ](β) = ψ(β − α), ψ ∈ L2(S1, dϕ), α ∈ U(1), β ∈ S1.(4.1)

Operátory reprezentace V tedy posouvaj́ı argument funkćı z Hilbertova prostoru.
Operátor polohy má pak klasický tvar derivace:

P̂ = −i~ d
dϕ
.(4.2)

Obdobně źıskáme operátor polohy jako operátor násobeńı nezávislou proměnnou.

4.2. Zavedeńı koherentńıch stav̊u. K tomu, abychom mohli zavést koherentńı
stavy na L2(S1, dϕ), je třeba znát unitárńı ireducibilńı reprezentaci námi zvo-
lené grupy G̃ = S1 × Z (přesněji U(1) × Z), dále je také třeba určit počátečńı
”vakuový” stav |0〉. Reprezentaci grupy U(1) × Z źıskáme snadno na základě
znalosti reprezentace V grupy U(1):

Ŵ (m,α) := exp(imQ̂)exp(−iαP̂ ) = exp(imQ̂)V(α), α ∈ U(1), m ∈ Z.(4.3)

Unitarita reprezentace Ŵ vyplývá ze samosdruěnosti operátor̊u Q̂ a P̂ , jej́ı ire-
ducibilita pak vyplývá z ireducibility reprezentace V grupy U(1). Pro úplnost
je třeba ještě dodat, že d́ıky nekomutativitě operátor̊u Q̂ a P̂ neńı Ŵ reprezen-
taćı, ale pouze projektivńı reprezentaćı grupy G̃. Tento problém ale lze snadno
odstranit, jak jsem zmı́nil již ve své rešeršńı práci, pomoćı centrálńıho rozš́ı̌reńı
grupy G̃.

Volbu vakuového stavu |0, 0〉 pro vedem analogicky s volbou vakuového stavu
kanonických koherentńıch stav̊u na L2(R). Vyjdeme z požadavku, aby vakuový
stav byl vlastńım vektorem anihilačńıho operátoru s vlastńı hodnotou nula, tedy
aby platilo

exp(Q̂+ iP̂ )|0, 0〉 = |0, 0〉.(4.4)
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Takovému požadevku ale evidentně vyhovuje, stejně jako v př́ıpadě L2(R), Gaussova
funkce. Voĺıme tedy

|0, 0〉 := Aexp(−ϕ
2

2
), ϕ ∈< −π, π > .(4.5)

Zřejmě je |0, 0〉 ∈ L2(S1, dϕ). Konstantu A před funkci klademe proto, že samotná
exponenciela neńı normovaná. Konstantu A urč́ıme př́ımým výpočtem:

1 = ‖|0, 0〉‖ = A

√∫ π

−π
exp(−ϕ2)dϕ.(4.6)

Numerická hodnota konstanty A čińı s přesnost́ı na šest desetinných mı́st A =
0, 751128, což se od hodnoty č́ısla 1

4√π lǐśı až na šestém desetinném mı́stě.

Systém koherentńıch stav̊u na L2(S1, dϕ) źıskáme p̊usobeńım operátoru Ŵ (m,α)
na vakuový stav |0, 0〉:

|m,α〉 := Ŵ (m,α)|0, 0〉.(4.7)

Abychom znali explicitńı funkčńı předpis pro stavy |m,α〉, muśıme znát p̊usobeńı
operátor̊u exp(imQ̂) a exp(−iαP̂ ). Působeńı druhého z nich bylo již rozebráno
výše, jedná se o posouváńı funkce v argumentu. Operátor exp(imQ̂) pak, jak
snadno nahlédneme, p̊usob́ı následovně:

exp(imQ̂)ψ(ϕ) = exp(imϕ)ψ(ϕ).(4.8)

Určit explicitńı tvar koherentńıch stav̊u je nyńı již snadné:

|m,α〉 = exp(imϕ)exp(−(ϕ− α)2

2
), ϕ ∈< −π, π > .(4.9)

4.3. Vlastosti koherentńıch stav̊u na L2(S1, dϕ). Nyńı ověř́ıme pltnost některých
základńıch vlastnost́ı, které by kohorentńı stavy měly mı́t. Jedná se předevš́ım o
rozklad jednotky, tedy o ověřeńı vztahu∑

k∈Z

∫
S1

|k, α〉〈k, α|dα = cÎ,(4.10)

kde c je libovolná nenulová konstanta. Dále je také třeba prověřit nenulovost
skalárńıho součinu dvou libovolných koherentńıch stav̊u.

Ověřme tedy nejdř́ıve platnost rozkladu jednotky. Zvolme libovlně ale pevně
stav |η〉 ∈ L2(S1, dϕ). Skalárńı součin stavu |η〉 s koherentńım stavem |k, α〉 má
tvar

〈k, α|η〉 =
∫

S1

exp(−ikϕ)exp(−(ϕ− α)2

2
)η(ϕ)dϕ.(4.11)

Označ́ıme-li operátor ve vztahu 4.10 symbolem Â, pak zřejmě plat́ı

Âη(ω) =
∑
k∈Z

∫
S1

exp(ikω)exp(−(ω − α)2

2
)[
∫

S1

exp(−ikϕ)exp(−(ϕ− α)2

2
)η(ϕ)dϕ]dα.

(4.12)
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jelikož fuknce 1√
2π
exp(ikϕ), ϕ ∈ S1, k ∈ Z tvoř́ı ortonormálńı bázi prostoru

L2(S1, dϕ), pak výraz 4.11 tvoř́ı (až na faktor
√

2π) k-tý člen Fourierova rozvoje
funkce exp(− (ϕ−α)2

2 )η(ϕ) ve výše zmı́něné ortonormálńı bázi. Označme tento k-tý
koeficient výrazem ak. Plat́ı tedy

Âη(ω) =
∫

S1

exp(−(ω − α)2

2
)
∑
k∈Z

√
2πexp(ikω)akdα.(4.13)

Pokud ve výrazu 4.13 vysč́ıtáme sumu, pak zrekonstruujeme funkci exp(− (ϕ−α)2

2 )η(ϕ).
Dostáváme tak

Âη(ω) = (2π)
∫

S1

exp(−(ω − α)2)η(ω)dα =
2π
A2

η(ω).(4.14)

T́ım jsme tedy ověřili platnost rozladu jednotky:∑
k∈Z

∫
S1

|k, α〉〈k, α|dα =
2π
A2

Î .(4.15)

Zde bych se chtěl pozastavit nad t́ım, proč jsem operátory exp(imQ̂) parametri-
zoval diskrétńım parametremm a nikoliv spojitým parametrem (např́ıklad reálným).
Z odvozeńı rozkladu jednotky je totiž zřejmé, že kdybych volil tuto parametrizaci
jakkoliv jinak, než pomoćı diskrétńı grupy Z, nejednalo by se již o inverzńı
Fourierovu transformaci funkce na konečném intervalu. Celý výpočet by se t́ım
značně zkomplikoval.

V daľśım budu již pro jednoduchost vynechávat u stav̊u |m,α〉 jejich normovaćı
konstantu A.

Daľśı vlastnost́ı kanonických koherentńıch stav̊u na L2(R) je nenulovost skalárńıho
součinu dvou r̊uzných stav̊u. Prověrřme tuto vlastnost i pro L2(S1, dϕ). Zde je
d̊uležité si uvědomit, jak přesně p̊usob́ı operátor exp(−iαP̂ ) na prostoru L2(S1, dϕ).
Pokud ztotožńıme kružnici S1 s intervalem < −π, π >, pak p̊usobeńı operátoru
exp(−iαP̂ ) na libovolnou funkci ψ(ϕ) ∈ L2(S1, dϕ) vypadá následovně:

exp(−iαP̂ )ψ(ϕ) =

{
ψ(ϕ− α) ϕ ∈< −π + α, π >,

ψ(ϕ− α+ 2π) ϕ ∈< −π,−π + α > .
(4.16)

Zde jsme předpokládali, že α ∈< 0, π >. Proto by bylo nesprávné psát skalárńı
součin ve tvaru

〈m,α|n, β〉 6=
∫ π

−π
exp(−iϕ(n−m))exp(−(ϕ− α)2

2
)exp(−(ϕ− β)2

2
)dϕ.(4.17)

S ohledem na 4.16 je tedy třeba rozdělit skalárńı součin dvou koherentńıch stav̊u
do dvou integrál̊u:

〈m,α|n, β〉 = I1(α, β, n−m) + I2(α, β,m− n),(4.18)

kde

I1(α, β, n−m) :=
∫ β−π

α−π
exp(iϕ(n−m))exp(−(ϕ− α)2

2
)exp(−(ϕ− β + 2π)2

2
)dϕ,

(4.19)
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I2(α, β, n−m) :=
∫ π+α

β−π
exp(iϕ(n−m))exp(−(ϕ− α)2

2
exp(−(ϕ− β)2

2
))dϕ.

(4.20)

Bez újmy na obecnosti předpokládáme, že 0 ≤ α ≤ β ≤ π. Použijeme-li v
integrálu I1 substituci ω = ϕ+ π − α+β

2 , pak se tento integrál převede na tvar

I1(α, β, n−m) := exp(−(β−α2 )2 − π)exp(i(α+β
2 − π)(m− n))·

·
∫ β−α

2

α−β
2

exp(iω(n−m))exp(−ω2)dω,(4.21)

obdobně se při substituci ω = ϕ− α+β
2 zjednodoš́ı integrál I2:

I2(α, β, n−m) := exp(−(β−α2 )2)exp(i(α+β
2 )(m− n))·

·
∫ π−β−α

2

−π−α−β
2

exp(iω(n−m))exp(−ω2)dω.(4.22)

Výpočet integrálu I1 nám dá výsledek

I1(α, β, n−m) := (−
√
π

2 )exp(−(β−α2 )2−π)exp(i(α+β
2 −π)(m−n))exp(− (n−m)2

4 )·

·[erf(
α− β

2
+
i(n−m)

2
) + erf(

α− β
2
− i(n−m)

2
)],(4.23)

obdobně pro druhý integrál

I2(α, β, n−m) := (−
√
π

2 )exp(−(β−α2 )2)exp(i(α+β
2 )(m− n)))exp(− (n−m)2

4 )·

·[erf(
α− β

2
− π +

i(n−m)
2

) + erf(
α− β

2
− π − i(n−m)

2
)].(4.24)

Funkce erf(z) je funkce komplexńı proměnné definovaná vztahem

erf(z) :=
2√
π

∫
Γ(z)

exp(−η2)dη,(4.25)

kde Γ(z) je libovolná křivka spojuj́ıćı nulu s bodem z v komplexńı rovině.
Velmi d̊uležitou vlastnost́ı kanonických koherentńıch stav̊u na L2(R) je to, že

minimalizuj́ı Heisenbergovy relace neurčitosti. V př́ıpadě koherentńıch stav̊u
na L2(S1, dϕ) ovšem nastává problém. Operátor polohy je sice omezený, je
tedy definovaný na celém prostoru. Nikoliv však operátor hybnosti. Definičńı
obor operátoru hybnosti je tvořen absolutně spojitými funkcemi, které vyhovuj́ı
podmı́nce ψ(−π) = ψ(π). Aby pro nějaký stav mělo smysl poč́ıtat relace neurčitosti,
muśı tento stav být v definičńım oboru operátor̊u polohy a hybnosti, ale také jejich
kombinaćı. Koherentńı stavy ovšem nelež́ı v definičńım oboru operátoru P̂ Q̂. T́ım
pádem je diskutabilńı, jestli v̊ubec má smysl relace neurčitosti poč́ıtat. Formálně
ovšem můžeme operátor P̂ chápat jako operátor derivace a jeho definičńı obor
tak rozš́ı̌rit na úkor samosdruženosti. Pokusme se tedy zjistit, čemu je v našem
př́ıpadě roven součin

∆|m,α〉Q̂ ·∆|m,α〉P̂ ,(4.26)
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kde

∆|m,α〉Â :=
√
〈Â2〉|m,α〉 − 〈Â〉2|m,α〉 =

√
〈m,α|Â2|m,α〉 − 〈m,α|Â|m,α〉2.(4.27)

Určeme tedy nejdř́ıve středńı kvadratickou odchylku polohy ve stavu |m,α〉. K
tomu je potřeba určit středńı hotnotu operátoru Q̂ a Q̂2 ve stavu |m,α〉. Při
výpočtu je třeba mı́t na paměti p̊usobeńı operátoru exp(−iαP̂ ) (viz. 4.16).
Středńı hodnotu polohy ve stavu |m,α〉 můžeme vyjádřit takto:

〈m,α|Q̂|m,α〉 =
∫ −π+α

−π
ϕexp(−(ϕ− α+ 2π)2)dϕ+

∫ π

−π+α
ϕexp(−(ϕ− α)2)dϕ.

(4.28)

Výpočtem dostaneme výsledek

〈m,α|Q̂|m,α〉 =
α

A2
−
√
π3(erf(π)− erf(π − α)) =:

α

A2
+ q1(α).(4.29)

Opět bez újmy an obecnosti předpokládáme, že α ≥ 0. Středńı kvadratická
odchylka kvadrátu polohy ve stavu |m,α〉 vypadá takto:

〈m,α|Q̂2|m,α〉 =
∫ −π+α

−π
ϕ2exp(−(ϕ− α+ 2π)2)dϕ+

∫ π

−π+α
ϕ2exp(−(ϕ− α)2)dϕ.

(4.30)

Výpočtem zde dostaneme

〈m,α|Q̂2|m,α〉 = α2+ 1
2

A2 +

+π(e−π
2 − 2e−(π−α)2

) + 2α
√
π3(π − 1)(erf(π)− erf(π − α)).(4.31)

Pokud si označ́ıme

q2(α) := π(e−π
2 − 2e−(π−α)2

) + 2α
√
π3(π − 1)(erf(π)− erf(π − α)),(4.32)

pak

〈m,α|Q̂2|m,α〉 =
α2 + 1

2

A2
+ q2(α).(4.33)

Analogicky se postupuje při výpočtu středńı hodnoty operátor̊u hybnosti a
kvadrátu hybnosti:

〈m,α|P̂ |m,α〉 =
∫ −π+α
−π (m+ i(ϕ− α+ 2π))exp(−(ϕ− α+ 2π)2)dϕ+

+
∫ π

−π+α
(m+ i(ϕ− α))exp(−(ϕ− α)2)dϕ.(4.34)

Výpočtem obdrž́ıme

〈m,α|P̂ |m,α〉 =
m

A2
.(4.35)

Středńı hodnotu kvadrátu hybnosti urč́ıme výpočtem následuj́ıćıho integrálu:
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〈m,α|P̂ 2|m,α〉 =
∫ −π+α
−π (m+ i(ϕ− α+ 2π)2)exp(−(ϕ− α+ 2π)2)dϕ+

+
∫ π

−π+α
(m+ i(ϕ− α))2exp(−(ϕ− α)2)dϕ.(4.36)

Provedeme následuj́ıćı substituci:

p2 = πexp(−π2).(4.37)

Po této substituci je

〈m,α|P̂ 2|m,α〉 =
m2 − 1

2

A2
+ p2.(4.38)

Heisenbergovy relace neurčitosti 4.26 tedy nabývaj́ı tvaru

∆|m,α〉Q̂ ·∆|m,α〉P̂ =

√
(−1

2
+A2p2) ·

√
(
1
2

+A2(q2(α)− 2αq1(α)−A2q1(α)2)).

(4.39)

4.4. Rozš́ı̌reńı grupy symetrie. Až doposud jsme jako grupu symetrie kružnice
uvažovali grupu U(1). Grupa U(1) ale neńı jednoduše souvislá, což by v obecném
př́ıpadě mohlo znamenet komplikace při určováńı grupy multiplikátor̊u. Proto
nahrad́ıme grupu U(1) jej́ı univerzálńı nakrývaćı grupou, tedy aditivńı grupou
R = U(1) × Z (viz. [4]). Zvoĺıme-li x ∈ R, pak prvek x zp̊usob́ı na konfiguračńı
varietě S1 pootočeńı o úhel x. Narozd́ıl od U(1) může být úhel pootočeńı větš́ı
než 2π. Grupa stability je v tomto př́ıpadě H = Z. Neekvivalentńı ireducibilńı
reprezentace grupy Z jsou jednorozměrné a lze je parametrizovat prvky φ ∈ S1.
Tyto reprezentace pak maj́ı následuj́ıćı tvar:

Lφ : Z→ C : k 7→ exp(ikeφ).(4.40)

Hilbertovy prostory Hφ daných systémů imprimitivity obsahuj́ı funkce z R do C,
které splňuj́ı podmı́nku kvaziperiodičnosti:

ψ(x+ 2πk) = exp(−ikeφ)ψ(x), ψ ∈ Hφ.(4.41)

Skalárńı součin na Hφ vypadá takto:

< ψ,χ >:=
∫ a+2π

a
ψ(x)χ(x)dx, a ∈ R.(4.42)

Unitárńı ireducibilńı reprezentece R na Hφ pak maj́ı tvar

Vφ(t) = exp(−itP̂ φ), t ∈ R.(4.43)

Operátor P̂ φ je samosdružený a je definován typickým vztahem

P̂ φ := −i d
dx
.(4.44)

Prostory Hφ lze ale ztotožnit s prostorem L2(S1, dϕ) pomoćı unitárńıho zobrazeńı
Uφ:

Uϕ : Hφ → L2(S1, dϕ) : ψ(x) 7→ exp(
iφeϕ

2π
)ψ(ϕ).(4.45)
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Operátory P̂ φ pak budou mı́t na prostoru L2(S1, dϕ) tvar

UφP̂ φ(Uφ)−1 = −i d
dϕ
− eφ

2π
.(4.46)

Operátory polohy maj́ı ve všech př́ıpadech tvar násobeńı nezávislou proměnnou,
výjimku ovšem tvoř́ı operátor polohy na prostorech Hφ. Zde má operátor polohy
tvar násobeńı pilovitou funkćı, která je na intervalu < −π, π > rovna násobeńı
nezávislou proměnnou, na zbytku reálné osy je však tato funkce periodická s
periodou π.

Použit́ı univerzálńı nakrývaćı grupy jako grupy symetrie tedy v tomto př́ıpadě
vede k bohatš́ım výsledk̊um. Význam parametru φ se zde fyzikálně interpretuje
jako tok magnetického pole, které je kolmé k rovině kružnice, po které se pohybuje
nabitá kvantová částice s nábojem e. Viz. také [4].

Koherentńı stavy pro systém imprimitivity, který je parametrizovaný tokem
φ, zavedeme obdobně, jako na začátku čtvrté kapitoly. Nejdř́ıve urč́ıme vakuový
stav, analogicky vztahu 4.4:

exp(Q̂+ iP̂ φ)|0, 0, φ〉 = |0, 0, φ〉.(4.47)

Této rovnosti vyhovuje funkce

|0, 0, φ〉 := Aφexp(−
(ϕ− ieφ

2π )2

2
).(4.48)

Normovaćı konstanta Aφ se snadno urč́ı př́ımým výpočtem: Aφ = Aexp(− e2φ2

2π2 ).
Konstanta A je určena již v 4.6.

Koherentńı stavy definujeme opět p̊usobeńım unitárńıho operátoru

Ŵ φ(m,α) := exp(imQ̂)exp(−iαP̂ φ).(4.49)

Koherentńı stavy maj́ı pak tvar

|m,α, φ〉 = Ŵ φ(m,α)|m,α, φ〉 =

= exp(imϕ)exp(−
(ϕ− α− ieφ

2π )2

2
), ϕ ∈< −π, π > .(4.50)

Vzhledem k tomu, že jsme grupu symetrie rozš́ı̌rili na celé R, parametr α prob́ıhá
od −∞ do ∞. Reprezentace této grupy na L2(S1, dϕ) ale neńı prostá, operátory
této reprezentace se opakuj́ı s periodou 2π. Je proto možné se při konstrukci
koherentńıch stav̊u omezit pouze na konečný interval < −π, π >, neboť zbytek
reálné osy by do systému koherentńıch stav̊u nevnesl nic nového. Jak se záhy
ukáže, toto omezemı́ je dokonce nutné, protože se t́ım vyhneme nepř́ıjemnostem,
jako je divergence integrálu, při vyšetřováńı vlastnost́ı koherentńıch stav̊u.

Analogicky s předchoźım nyńı můzeme analyzovat vlastnosti těchto koherentńıch
stav̊u. Začněme rozkladem jednotky. Budeme vyšetřovat operátor anaogický
operátoru 4.10:

Âφ =
∑
k∈Z

∫
S1

|k, α, φ〉〈k, α, φ|dα.(4.51)

Zvolme nyńı libovolný stav η ∈ L2(S1, dϕ) a aplikujme operátor Â na tento stav:
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Âη(ω) =
∑

k∈Z
∫
S1 exp(ikω)exp(− (ω−α− ieφ

2π
)2

2 )·

·[
∫

S1

exp(−ikϕ)exp(−
(ϕ− α+ ieφ

2π )2

2
)η(ϕ)dϕ]dα.(4.52)

Výpočet je založen na stejné úvaze, jako výpočet rozkladu jednotky koherentńıch

stav̊u bez parametru φ. Nejdř́ıve se rozlož́ı funkce exp(− (ϕ−α+ ieφ
2π

)2

2 )η(ϕ) do
ortonormálńı báze prostoru L2(S1, dϕ) tvořené funkcemi exp(ikϕ), k ∈ Z. Následně
se tyto koeficienty, vynásobené bazickými vektory, vysč́ıtaj́ı přes množinu celých

č́ısel, č́ımž se (až na konstantu 2π) zrekonstruuje funkce exp(− (ϕ−α+ ieφ
2π

)2

2 )η(ϕ).
Vztah 4.51 se tedy zjednoduš́ı na

Âφη(ω) = (2π)exp(
e2φ2

4π2
)
∫

S1

exp(−(ω − α)2)η(ω)dα =
2π
A2
φ

η(ω).(4.53)

Rozklad jednotky tedy plat́ı v následuj́ıćı podobě:∑
k∈Z

∫
S1

|k, α〉〈k, α|dα =
2π
A2
φ

Î .(4.54)

Skalárńı součin dvou koherentńıch stav̊u má tvar analogický 4.18:

〈m,α, φ|n, β, φ〉 = I1(α, β, n−m,φ) + I2(α, β,m− n, φ),(4.55)

kde

I1(α, β, n−m,φ) :=

:=
∫ β−π

α−π
eiϕ(n−m)exp(−

(ϕ− α+ ieφ
2π )2

2
)exp(−

(ϕ− β + 2π − ieφ
2π )2

2
)dϕ,(4.56)

I2(α, β, n−m,φ) :=
∫ π+α

β−π
eiϕ(n−m)exp(−

(ϕ− α+ ieφ
2π )2

2
exp(−

(ϕ− β − ieφ
2π )2

2
))dϕ.

(4.57)

Úpravou dostaneme

I1(α, β, n − m,φ) := e
e2φ2

4π2 e−
ieφ
2π

(β−α+2π)(−
√
π

2 )exp(−(β−α2 )2 − π)exp(i(α+β
2 −

π)(m− n))exp(− (n−m)2

4 )·

·[erf(
α− β

2
+
i(n−m)

2
) + erf(

α− β
2
− i(n−m)

2
)],(4.58)

obdobně pro druhý integrál

I2(α, β, n−m,φ) := e
e2φ2

4π2 e−
ieφ
2π

(β−α)(−
√
π

2 )exp(−(β−α2 )2)exp(i(α+β
2 )(m−n)))exp(− (n−m)2

4 )·

·[erf(
α− β

2
− π +

i(n−m)
2

) + erf(
α− β

2
− π − i(n−m)

2
)].(4.59)
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Porovnáme-li tento výsledek s výsledkem dosaženým pro koherentńı stavy nad
U(1)× Z, pak zjist́ıme následuj́ıćı:

I1(α, β, n−m,φ) := e
e2φ2

4π2 e−
ieφ
2π

(β−α+2π)I1(α, β, n−m).(4.60)

Pro druhý integrál pak obdrž́ıme

I2(α, β, n−m,φ) := e
e2φ2

4π2 e−
ieφ
2π

(β−α)I2(α, β, n−m).(4.61)

Skalárńı součin dvou koherentńıch stav̊u tedy lze psát ve formě

〈m,α, φ|n, β, φ〉 = e
e2φ2

4π2 e−
ieφ
2π

(β−α+2π)I1(α, β, n−m) + e
e2φ2

4π2 e−
ieφ
2π

(β−α)I2(α, β,m− n).

(4.62)

Na konci této kapitoly ještě zmı́ńım, jak se změńı Heisenbergovy relace neurčitosti,
budeme-li uvažovat také parametr φ. Středńı hodnoty operátoru polohy a kvadrátu
polohy se prakticky nezměńı. Před integrály 4.28 a 4.31 se pouze objev́ı koeficient

e
e2φ2

4π2 , který zp̊usob́ı pouze to, že normovaćı konstanta A přejde na konstantu Aφ.
U středńı hodnoty operátoru hybnosti a kvadrátu hybnosti také dojde pouze k
záměně A 7→ Aφ. Zde ale muśıme uvažovat operátory P̂ φ, nikoliv P̂ . Relace
neurčitosti maj́ı tedy tento tvar:

∆|m,α,φ〉Q̂ ·∆|m,α,φ〉P̂ φ =

√
(−1

2
+A2

φp2) ·
√

(
1
2

+A2
φ(q2(α)− 2αq1(α)−A2

φq1(α)2)).

(4.63)

4.5. Závěr. Na základě znalosti systémů imprimitivity na kružnici S1 jsem zkon-
struoval př́ıslušné systémy koherentńıch stav̊u. Nejdř́ıve jsem jako grupu syme-
trie kružnice uvažoval grupu U(1). Ukázalo se, že v tomto př́ıpadě existuje,
až na ekvivalenci, právě jeden ireducibilńı systém imprimitivity. Pomoćı to-
hoto systému imprimitivity jsem pak zkonstruoval na základě Perelomovy definice
systém koherentńıch stav̊u. Pro tento systém jsem ověřil platnost rozkladu jed-
notky. Nepodařilo se mi však ověřit nenulovost skalárńıho součinu dvou r̊uzných
koherentńıch stav̊u (tzv. překryvu). Tento skalárńı součin se pouze podařilo
převést do tvaru součtu dvou integrál̊u. Vyč́ısleńı těchto integrál̊u jsem provedl
pomoćı holomorfńı chybové funkce erf(z). Překryv dvou koherentńıch stav̊u
lze také vyjádřit např́ıklad pomoćı hyperegeometrických funkćı, nedovedlo mě
to ale k žádnému žádoućımu výsledku. Nenulovost překryvu jsem ukázal pouze
pro několik speciálńıch př́ıpad̊u. Chybová funkce se též objevila při výpočtu
Heisenbergových relaćı neurčitosti pro koherentńı stavy. Ukázalo se, že na rozd́ıl
od kanonických koherentńıch stav̊u nemá smysl uvažovat Heisenbergovy relace
neurčitosti, protože koherentn4.26 stavy zde nejsou v definičńım oboru operátoru
P̂ Q̂.

Když jsem ale změnil grupu symetrie U(1) na jej́ı univerzálńı nakrývaćı grupu
R, obdržel jsem hned celou množinu systémů imprimitivity. Tato množina je
parametrizovaná prvky S1. Parametr jsem označil φ. Ukázalo se, že tento
parametr má fyzikálńı význam toku magnetického pole, které je rovnoběžné s osou
kružnice, po které se pohybuje nabitá částice. Rozklad jednotky majá v tomto
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př́ıpadě naprosto shodný tvar jako pro stvy sestavené na základě grupy U(1).
Došlo jen ke zmňě normovaćı konstanty. Při výpočtu překryvu jsem narazil na
stejný problém jako v předchoźım př́ıpadě, tedy na chybovou funkci. Rozd́ıl mezi
překryvem koherentńıch stav̊u parametrizovanými parametrem φ a překryvem
stav̊u nad U(1) je tvořen pouze nenulovou multiplikativńı konstantou. Pokud
zvoĺıme parametr φ roven nule, tedy zvoĺıme nulové magnetické pole, pak systém
koherentńıch stav̊u je zcela identický se systémem nad U(1).

Při výpočtu překryvu koherentńıch stav̊u a středńıch hodnot operátor̊u polohy
a hybnosti jsem použil předpoklad 0 < α < β < π, respektive 0 < α < π. Tyto
speciálńı př́ıpady se snadno zobecńı na α ∈< −π, π > takto: bude-li α > β,
pak zaměńıme v meźıch integrál̊u parametry α a β, nebudou-li tyto parametry v
intervalu < 0, π >, pak v meźıch integrál̊u uvažujeme sč́ıtáńı modulo 2π.
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5. Koherentńı stavy na S2

Kohrenrńı stavy na dvourozměrné sféře S2 budu konstruovat stejným zp̊usobem
jako koherentńı stavy na kružnici, budu tedy vycházet ze znalosti systémů imprim-
itivity. Jako grupu symetrie sféry budu uvažovat grupu SU(2), která je souvislá,
jednoduše souvislá a poloprostá, jej́ı grupa multiplikátor̊u je tedy triviálńı. Jako
Hilbert̊uv prostor zde budu uvažovat prostor ekvivariantńıch funkćı na přidruženém
fibrovaném prostoru.

5.1. Systémy imprimitivity na S2. Nyńı uvedu, jak se konstruuj́ı systḿy im-
primiti na S2 tak, jak je uvedeno v ??. Konfiguračńı varietu S2 chápeme jako
podmnožinu R3, jedná se tedy o trojici reálných parametr̊u (x1, x2, x3) svázaných
podmı́nkou

∑3
k=1 x

2
k = 1. Varietu S2 ztotožńıme s množinou matic 2×2, psaných

ve tvaru
∑3

k=1 xxσk, kde σk je k-tá Pauliho matice. Akce grupy SU(2) na S2 má
potom tvar (

x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

)
7→ T

(
x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

)
T+,(5.1)

T ∈ SU(2). Grupa SU(2) je tř́ırozměrná reálná Lieova grupa a má následuj́ıćı
tvar:

SU(2) = {
(
α β

−β α

)
; |α|2 + |β|2 = 1, α, β ∈ C}.(5.2)

Grupa SU(2) p̊usob́ı na S2 tranzitivně, podgrupu stability v tomto př́ıpadě tvoř́ı
grupa U(1). Reprezentace grupy U(1) jsou jednorozměrné a jsou parametrizovány
celými č́ısly Z. Tyto reprezentace maj́ı tvar

Ln : U(1)→ C : exp(iϕ) 7→ exp(inϕ), n ∈ Z; ϕ ∈< −π, π > .(5.3)

Systémy imprimitivity na S2 jsou tedy parametrizovány diskrétńım parametrem
n. Máme pak hlavńı fibrovaný prostor (SU(2), π,S2;U(1)) (tzv. Hopfova fibrace).
Tvar projekce π zde neńı podstatný, lze jej nalézt např v [4]. Kdybychom při
konstrukci systému imprimitivity postupovali kanonickým zp̊usobem, popsaným
v druhé kapitole, pak bychom jako Hilber̊uv prostor uvažovali prostor komplexńıch
funkćı na SU(2), které splňuj́ı podmı́nku

ψ(
(
eiτα e−iτβ

−eiτβ e−iτα

)
) = exp(−inτ)ψ(

(
α β

−β α

)
).(5.4)

Prvky α a β popisuj́ı grupu SU(2) (viz. 5.2), č́ıslo τ ∈< −π, π > a parametrizuje
podgrupu stability U(1).

Práce s Hilbertovým prostorem tvořeným takovýmito funkcemi by ale byla
jistě obt́ıžná. Proto je výhodněǰśı přej́ıt k přidruženému fibrovanému prostoru.
Zvoĺıme-li pevně reprezentaci podgrupy stability U(1), což provedeme volbou
celého č́ısla n, pak Hilbert̊uv prostor Borelovskývh řez̊u na přidruženém fibrovaném
prostoru lze ztotožnit s prostorem dvojic komplexńıch funkćı (ψs, ψj), kde

ψs,j ∈ L2(Us,j , sinϑdϑdϕ).(5.5)
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Množiny Us,j tvoř́ı otevřené pokryt́ı variety S2 a jsou definované takto:

Us := S2 \ j; Uj := S2 \ s,(5.6)

kde body s a j jsou severńı, respektive jižńı pól sféry:

s := (0, 0, 1); j := (0, 0,−1).(5.7)

Funkce ψs a ψj muśı ještě na Uj ∩ Us vyhovovat podmı́nce

ψj(u) = e−inϕψs(u), u ∈ Uj ∩ Us.(5.8)

Operátory hybnosti jsou tvořeny dvojicemi operátor̊u na Hilbertových pros-
torech L2(Uj,s, sinϑdϑdϕ). Jak jsem zmı́nil již v druhé kapitole, každý prvek
Lieovy algebry př́ıslušné ke grupě symetrie generuje operátor hybnosti. V našem
př́ıpadě máme Lieovu algebru su(2). Jej́ı bázi tvoř́ı matice iσk, k = 1, 2, 3. Každý
prvek algebry su(2) indukuje vektorové pole na konfiguračńı varietě. V př́ıpadě
algebry su(2) můžeme volit tři nezávislé prvky této algebry, voĺıme tedy prvky
− i

2σk, k = 1, 2, 3. Tyto prvky generuj́ı vektorová pole Jk na konfiguračńı varietě:

Ji := εijkxj
∂

∂xk
. i = 1, 2, 3.(5.9)

tato vektorová pole indukuj́ı reprezentaci grupy SU(2):

U(exp(
−it
2
σk)) := exp(−itP̂ (Jk)),(5.10)

kde samosdružený operátor P̂k je operátor hybnosti indukovaný vektorovým polem
Jk. Tento operátor hybnosti má pak tvar dvojice operátor̊u P̂ (Jk) = (P̂s(Jk), P̂j(Jk)):

P̂s,j(Jk)ψ(u) := (−iJk − eαs,j(Jk)−
n

2
uk)ψ(u),(5.11)

kde u = (u1, u2, u3) ∈ Us ∩ Uj , dvojice (αs, αj) odpov́ıdá lokalizaci formy konexe
α, kde

αs =
n

2e
(1− cosϑ)dϕ, αj = − n

2e
(1 + cosϑ)dϕ.(5.12)

Fyzikálńı interpretace tohoto výsledku je následuj́ıćı. Polož́ıme-li na Us ∩ Uj

β = dαs = dαj =
n

2e
sinϑdϑ ∧ dϕ(5.13)

a označ́ıme-li g =
∫
S2 β = 2πn

e , pak veličina B(u) = g
4πu odpov́ıdá magnetickému

poli Diracova magnetického monopólu, který je umı́stěn ve středu koule. Toto
magnetické pole je pak určeno v bodě u, tedy na sféře S2. Magnetické pole
monopólu je zřejmě kvantováno pomoćı celoč́ıselného parametru n.

T́ım je tedy známa reprezentace grupy SU(2) a př́ıslušné operátory hybnosti.
Otázkou ale z̊ustává, jak určit operátory polohy, které je nezbytné znát ke kon-
strukci koherentńıch stav̊u. Konstrukce operátor̊u je založena na volbě klasických
pozorovatelných polohy, tedy na volbě reálných funkćı na sféře S2 f : S2 → R.
Tyto funkcce lze volit např́ıklad takto:

f : (ϑ, ϕ) 7→ ϑ, g : (ϑ, ϕ) 7→ ϕ.(5.14)
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Př́ıslušné operátory polohy by pak měli jednoduchý tvar násobeńı nezávislou
(sférickou) proměnnou, jejich komutačńı relace s operátory polohy by ale byly
komplikované. Systémy koherentńıch stav̊u by se pak konstruovaly velmi obt́ıžně.
Pozorovatelné polohy lze volit také tak, aby komutačńı relace operátor̊u polohy a
hybnosti byly jednoduché, např́ıklad lze volit funkce

fk(u1, u2, u3) = uk.(5.15)

Komutačńı relace by se zde sice zjednodušili, zato by se ale značně zkomplikoval
tvar operátor̊u polohy.

5.2. Závěr. Jako východisko ke konstrukci koherentńıch stav̊u na S2 tedy vid́ım
konstrukci systémů imprimitivity na S2. Dále je třeba se pokusit naj́ıt vakuový
stav a pomoćı exponenciel z operátor̊u polohy a hybnosti zkonstruovat systém
koherentńıch stav̊u a ověřit vlastnosti tohoto systému. Obdobně jako u S1 i
zde existuje v́ıce systémů imprimitivity, které jsou parametrizovány diskrétńım
parametrem n ∈ Z.
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6. Dodatky

6.1. Zobecněńı systémů imprimitivity na Sn. Pokud budeme cht́ıt zobecnit
koherentńı stavy i na konfiguračńı variety Sn, n ∈ N, pak bude třeba určit systémy
imprimitivity na Sn. K tomu ovšem bude třeba určit grupy symetrie Sn a př́ıslušné
podgrupy stability. Pokud budeme cht́ıt zachovat obecný př́ıstup, tj. postupovat
pro obecné n ∈ N, pak jako ideálńı východisko vid́ım využit́ı grup SO(n). Grupa
SO(n+ 1) je totiž grupou symetrie konfiguračńı variety Sn. Jelikož plat́ı vztah

SO(n+ 1)/SO(n) ∼= Sn,(6.1)

pak grupa SO(n) je obecně př́ıslušnou podgrupou stability při akci SO(n + 1)
na Sn. Pro konstrukci systémů imprimitivity je pak kĺıčová znalost ireducibilńıch
reprezentaćı SO(n), dále také grup multiplikátor̊u pro SO(n), neboť SO(n) neńı
obecně jednoduše souvislá. Grupy multiplikátor̊u nejsou tedy obecně triviálńı. Na
základě systémů imprimitivity by pak mohlo být možné dále konstruovat systémy
koherentńıch stav̊u.

6.2. Překryv koherentńıch stav̊u na S1. Jelikož se nepodařilo ve čtvrté kapi-
tole rozhodnout o nenulovosti překryvu dvou koherentńıch stav̊u, pokusil jsem se
alespoň pro několik př́ıpad̊u zobrazit graficky absolutńı hodnou překryvu dvou
stav̊u. Vždy jsem uvažoval φ = 0. Pokud jsem pevně fixoval parametr n − m,
který je celoč́ıselný, pak jsem mohl absolutńı hodnotu překryvu chápat jako funkci
dvou proměnných α a β, které lež́ı v intervalu < −π, π >. Grafy jsou pak pouze
pro hodnoty parametru m− n = 0, 1, 2, 3. Žádná z vyobrazených fukćı neprot́ıná
nulu, překryv tedy v těchto př́ıpadech bude zřejmě nenulový. Je zaj́ımavé, že
všechny grafy maj́ı prakticky shodný tvar, zdá se, že se funkce lǐśı pouze v mul-
tipikativńı konstantě. Tato podobnost vede k hypotéze, že by mezi zmı́něnými
funkcemi mohl existovat určitý vztah, který by pak mohl vést k exaktńımu ověřeńı
nenulovosti překryvu.
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