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2 PETR LUFT

1. Uvop

Cilem této prace je zkonstruovat systém koherentnich stavi nad grupami S x Z
a 52 x Z2. Jako fazové prostory zde budu uvazovat variety S!, respektive S2.
Pii konstrukei piislusnych Hilbertovych prostoru pak budu postupovat, stejné
jako pti konstrukci ireducibilnich reprezentaci danych grup symetrie, podle pos-
tupu Mackeyho kvantovani, které je popsané napt. v [3] nebo v [4]. Budu tedy
vyuzivat ireducibilnich systémt imprimitivity, které jsou jak pro varietu S!, tak
pro S2, zkonstruované v [4]. Nez ale pfistoupim k sestavovani danych systémii
koherentnich stavii, tak nejprve struéné pripomenu co je to Mackeyho kvantovani
a jak se pii ném postupuje. Zopakuji také zakladni definici koherentnich stavu.
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2. MACKEYHO KVANTOVAN{ A SYSTEMY IMPRIMITIVITY.

V této kapitole bych chtél pro zacatek shrnout Mackeyho metodu kvantovani a
jeji formalizmus, nebot ji budu vyuzivat pii sestavovani pifslusnych Hilbertovych
prostru a na nich definovanych operatora polohy a hybnosti.

2.1. Konfiguraéni varieta a grupa symetrie. Uvazujme hladkou konfigura¢ni
varietu M a jeji Lieovu kone¢nédimenziondlni grupu symetrie G, ktera na varieté
M pusobi tranzitivné. Zvolme pevné libovolny bod m z variety M a oznatme H
grupu stability prvku m. H je podle definice podgrupa grupy G, kterd svou akci
na varieté M ponechava bod m beze zmény. Grupa H je také Lieova a nezavisi na
volbé bodu m, nebot lze snadno ukéazat, ze diky tranzitivité grupy G jsou si pod-
grupy stability vSech prvki z varity M vzdjemné izomorfni. Faktorprostor G/H je
difeomorfni s konfiguracni varietou M. Projektivni ireducibilni reprezentace pod-
grupy stability jsou pak rozhodujici pro klasifikaci vSech ireducibilnich systému
imprimitivity na M, respektive pro klasifikaci viech kvantovych mechanik.

2.2. Projekéni mira a systémy imprimitivity. Pod pojmem projekéni mira
ne varieté M rozumime zobrazeni ze systému vSech Borelovskych mnozin B(M)
na varieté M do mnoziny omezenych operdatoru na néjakém Hilbertové prostoru
'H, které kazdé Borelovské mnoziné na M prifadi projektor na H.

(2.1) E: B(M)— B(H)

Pritom ale musi byt splnény nasledujici tii podminky:

(2.2) E(M) =1,

(2.3) E(S1 N S2) = E(S1)E(S2)

pro viechna S, S2 € B(M),

(2.4) E(S1 U S2) = E(S1) + E(S2) — E(S1 N S?)

opét pro vsechna Sy, Sy € B(M).

Meéjme nyni Hilbertiv prostor H, konfiguraéni varietu M s projekéni mirou na
‘H, dile méjme grupu G, coz je grupa symetrie variety M, ktera pusobi tranzi-
tivné. Uvazujme déle projektivni unitarni reprezentaci V grupy G na Hilbertoveé
prostoru H. Dvojice (E, V) se nazyva projektivni systém imprimitivity grupy G,
pokud je navic splnéna tzv. podminka imprimitivity, kterd propojuje projekéni
miru E s projektivni reprezentaci V grupy G:

(2.5) E(g-S) = V(9)E(S)V(g9)",

coz musi platit pro véechna g € G a S € B(M).

Projektivni systém imprimitivity se nazyvéa ireducibilni, pokud okruh C(V, E)
je tvoten pouze nasobky jednotkového operatoru. Okruh C(V, E) je podle definice
tvofen v8emi omezenymi operdtory prostoru H komutujicimi se vSemi operatory
unitarni reprezentace V i projektivni miry E.
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2.3. Kanonicka konstrukce ireducibilnich systému imprimitivity. Jak ukazal
G.W. Mackey, systémy imprimitivity lze kanonickym zpusobem konstruovat ¢isté
na zakladé znalosti konfigura¢ni variety, jeji grupy stability a pfislusné tranzi-
tivni akce. Jak jsem jiz dfive zminil, nejen pro konstrukei ireducibilnich systémii
imprimitivity, ale také pro jejich klasifikaci, je rozhodujici znalost podgrupy sta-
bility H grupy G. Plati totiz Mackeyho véta, kters ifkd, ze ke kadé projek-
tivni ireducibilni reprezentaci podgrupy stability nalezi pravé jeden projektivni
ireducibilni systém imprimitivity. Plati ale také opacné tvrzeni, kazdému pro-
jektivnimu ireducibilnimu systému imprimitivity nélezi projektivni ireducibilni
reprezentace podgrupy stability H, na jejimz zdkladé lze dany systém imprimi-
tivity zpétné zkonstruovat kanonickym zptsobem. Pro presnost je nezbytné do-
dat, ze klasifikaci systému imprimitivity neni tfeba uvazovat v8echny projektivni
reprezentace (resp. jejich multiplikdtory), ale pouze tiidy ekvivalence multip-
likatora, ktré tvoii tzv. grupu multiplikdtori. Zminénd relace ekvivalence na
mnoziné vSech multiplikdtoru je zavedena napt. v [4].

Bud tedy G lokdlné kompaktni Lieova grupa symetrie konfiguraéni variety M,
H jeji uzaviend podgrupa stability. Na faktorprostoru G /H uvazujme Borelovskou
strukturu indukovanou faktortopologii. Na faktorprostoru G/H existuje kvaziin-
variantn{ mira p. Je-li mira pu o-koneéna, pak vSechny dalsi takové miry jsou
s ni absolutné spojité. Volme tedy pevné takovou miru . Déle zvolme jednu
projektivni ireducibilni reprezentaci L podgrupy stability H s multiplikdtorem
m. Nosi¢ této reprezentace ozna¢me H%. Projektivni reprezentaci grupy G a
projekéni miru na varieté M zkonstruujeme nésledujicim zpusobem: Nejdiive
zkonstruujeme nosi¢ dané reprezentace a projekéni miry, tj. Hilbertuv prostor
H. Prostor H tvoif vektorové funkce z G do H%, které spliuji nésledujici tii
podminky:

(2.6) a— (P(a), f)

je Brelovské zobrazeni pro Vf € HE

(2.7) (ah) = m(a, h)L ™" (h)i(a), Vh € H,

(2.8) [4]] < oo,

kde norma || - || je indukovana skaldrnim soucinem na H*:

(29) (o) = [ < (@) 9(@) > du)
G/H

Integrél je dobfe definovéan, nebot lze snadno ukézat, ze integrand je konstantni
na vSech levych tiidach rozkladu.

Projekéni mira se definuje pomoci charakteristickych funkci danych Borelovskych
mnozin:
(2.10) [E(S)¢](a) = Xs(a)¥(a),
kde xg(a) je charakteristickd funkce mnoziny S. Je tfeba pfipomenout, Ze varieta

M je difeomorfni s faktorprostorem G/H, funkce ys(a) je tedy rovna jedné, prave
kdyz aH € S. Jinak je funkce yg(a) nulova.
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Projektivni unitarni reprezentace grupy G je pak definovana takto:

211)  [VE(@)¥l(a) = ,/%@wm ‘(@ g) - ¥(g ),

kde dﬁ—ﬁg znaci Radon - Nikodymovu derivaci. Dvojice (V¥, EF) spliiuje véechny
podminky kladené na systém imprimitivity, jednd se tedy o projektivni ireducibilni
systém imprimitivity kanonicky zkonstruovany na zédkladé projektivni reprezen-

tace L podgrupy stability.

2.4. Zavedeni operatora polohy a hybnosti. Operator polohy se zavadi po-
moci projekéni miry E. Mame-li néjakou klasickou pozorovatelnou f, f je tedy
zobrazeni TM — R, pak f je pozorovatelna polohy, pokud je konstantni na vSech
vldknech T,,, M Vm € M. Zobrazen{ f pak lze psat ve tvaru f = fom, kde 7 je pro-
jekce daného teéného fibrovaného prostoru a f je zobrazenf f : M — R. Funkce f

plné nahrazuje funkci f. Pfislusny operator polohy je pak urcen spektralni funkci
E/:

(2.12) E/(S) = E(f7'(s)),
kde E je projektivni mira daného systému imprimitivity. Samosdruzeny operator
polohy Qf ze zavadi takto:
(2.13) Qfy = / AEL ¢
R

Defini¢éni obor operatoru @f jsou takové vektory v, které vyhovuji podmince

(2.14) 107y = /R Nd(i, EL) < oo.

Operatory hybnosti se definuji na zékladé unitarni ireducibilni reprezentace
V. 7 Lieovy algebry G vybereme pevné prvek X € G. K tomuto prvku pak
jednoznac¢né piislusi jednoparametrickd podgrupa vyx(t) grupy G (¢t € R). Tedy
lze psat

(2.15) vx (t) = exp(tX).
Podle Stoneovy véty pak ale existuje samosdruzeny operator IS(X ) na Hilbertove
prostoru H, ktry splnuje
(2.16) V(yx () = exp(—it P(X)).
Tim je zaveden samosdruzeny operdtor polohy ]3(X ).
Komutaé¢ni relace obou operatoru lze odvodit na zdkladé podminky imprimi-

tivity 2.5. Oznacime-li ¢x vektorové pole na M, které je pomoci akce grupy G
indukovano prvkem X Lieovy algebry G, pok komutaéni relace maji tvar

(2.17) [P(X), Q7] = —iQx/.

Je tfeba predpokladat, ze oba operatory maji spoletny definicbi obor, ktery je v
‘H husty.
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2.5. Hilbertav prostor jako prostor ekvivariantnich funkci. Hilbertuv pros-
tor pro dany systém imprimitivity jsme v pfedchozim konstruovali jako prostor
vektorovych funkei na grupé symetrie. Ukazuje se, ze casto je vyhodnéjsi na
tento Hilbertuv prostor pohlizet jako na prostor fezu v pridruzeném fibrovaném
prostoru.

Uvazujme tedy hlavni fibrovany prostor (G, m, M; H), kde G je grupa symetrie
konfiguracéniho prostoru M, H je podgrupa stability a 7 je projekce definovana

(2.18) 7:G—-H:g— gH,; g€ G.

Tento zapis je mony diky platnosti vztahu G/H = M, ktery jsem jiz diive odvodil
na zékladé tranzitivity akce grupy G. Na zdkladé hlavniho fibrovaného pros-
toru zkonstruujeme k nému pfidruzeny fibrovany prostor nasledujicim zpusobem.
Nejdiive zvolime reprezentaci podgrupy stability H. Tuto reprezentaci oznactme
L. Bazi ptridruzeného fibrovaného prostoru tvoii konfiguraéni varieta M, stejné
jako u hlavniho fibrovaného prostoru. VIdkno u pfidruzeného fibrvaného pros-
toru je tvofeno nosicem reprezentace L, tedy vektorovym prostorem V%, na néjz
podgrupa stability ptsobi levou akci. Totdlni prostor pridruzeného fibrovaného
prostoru se definuje pomoci pravé akce podgrupy stability na G x V:

(2.19)

(Gx V) xH—= (G xVL):((g,v),h) — (gh, L= (h)v), he H, g€ G, ve VL
Po zavedeni této akce zavedeme na G x VI relaci ekvivalence ~, tak, ze dva prvky
z G x VI si jsou ekvivalntni pravé tehdy, kdyz existuje prvek z grupy stability

H, ktery svou akei pievede jeden prvek z G x VI na druhy. Relace ekvivalence
ma tedy nasledujici tvar:

(2.20) (g,v) ~1 (gh, L7Y(R)v), nebo téz (gh,v) ~r (g, L(h)v).

Totalni prostor EX pak definujeme jako faktorprostor

(2.21) El =G xVE/~p.

7 druhého zapisu této ekvivalence je zfejmé, zZe podminka 2.7 prejde v pozadavek,
aby Hilbertuv prostor byl tvofen vektorovymi finkcemi na konfigura¢ni varieté,
pricemz tyto funkce musi byt Borelovské fezy na pridruzeném fibrovaném pros-

toru (EX, 7, M; V%), kde projekce piidruzeného fibrovaného prostoru je defino-
vana takto:

(2.22) 7Bl - M: (g,0) =z =7(g) = gH.

Zobrazeni 7 je projekce z puvodniho hlavniho fibrovaného prostoru (G, 7, M; H).
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3. KOHERENTNI STAVY

V této kapitole zopakuji definici koherentnich stavi. Zminim zde dvé definice,
jednak Klauderovu, jednak Perelomovu. Obé definice se od sbe lisf jen velmi mélo.

Nejdifve uvedme definici koherentnich stavii podle Klaudera, kterou lze najit
napf. v [1]. Mé&jme separabilni Hilbertuv prostor H. K tomu, aby néjakd mnozina
stavi z H mohla byt oznacena za koherentni stavy, je tfeba splnéni nésledujicich
dvou podminek

1) Mnozina koherentnich stavi musi byt parametrizovina néjakym parametrem
x, kde x € X, X je libovolnigj topologicky prostor. MnoZina koherentnich stavi pak
must byt silné spojitd v této parametrizaci.

Ekvivalentné lze tuto vlastnost zapsat nasledovné:

(3.1) lim z, =2vX = ||z.) —|2)|]] — 0vH.
n—oo

Zde je |x) vektor z H parametrizovany prvkem x z X. Pokud se v této vlastnosti
omezime na topologické prostory X, které by byly vektorové prostory s Eukli-
dovskou topologii, pak nam jiz tato vlastost vylucuje ortogonalni systémy stavu z
'H, jako napiiklad vlastni vektory Hermitovskych operdtori na H. Systémy, které
by spliovaly vlastnost

(3.2) (z|2') =0y Va2’ €X

by totiz ziejmé nemohly byt spojité parametrizované. Druhou pozadovanou vlast-
nosti je rozklad jednotky:
2) Na prostoru X existuje pozitivni mira du(z) takovd, Ze plati

(3.3) - /X @) (eldu(z).

Dulezity pojem jsou tzv. koherentni stavy parametrizované grupou. V knize
[1] je tento pojem defiovan takto:

Bud G souvisld (Lieova) grupa a U(g), g € G, jeji silné spojitd unitdrni ir-
reducibilni reprezentace na Hilbertové prostoru H. Necht |1g) oznaéuje libovolns]
normalizovany vektor z H. Potom mnozZinou koherentnich stavi nazveme mnozinu
vektorid [vg), pro které plati

(3.4) ) = U(g)|0); 9 €G.

Dalsi mozny zpisob, jak definovat koherentni stavy, ndm mnabizi Perelomov,
jehoz definice tak, jak je uvedend v [2], vypadd takto:

Bud H Hilbertiv prostor, G grupa, T(g) libovolnd reprezentace grupy G na 'H a
|to) libovolnyg normalizovany vektor z H. Potom mnoZinu stavi, definovanou

(3.5) thg) = T(g)[tho), kde g€ G ;
nazveme systémem koherentnich stavi ndleZejicim k reprezentaciT a pocdteénimu
stavu [1g).

Tuto definici lze jesté pozmeénit tak, ze na reprezentaci T' polozime podminku
unitarity a irreducibility, na grupu G pak muzeme klast pozadavek, aby byla
Lieova, ¢i alespon topologicka.
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Déle se budu vzdy fidit Perelomovou definici koherentnich stavi. Pii kon-
strukci Hilbertova prostoru, stejné jako pii konstrukci operatoru polohy a hyb-
nosti, budu vychézet z Mackeyho metody kvantovani, kterd je struéné popsana
v piedchozi kapitole. Jako grupu budu vzdy uvazovat soucin grupy symetrie s
diskrétni grupou. Ke konstrukci reprezentace dané grupy budu vyuzivat znalosti
reprezentace grupy symetrie, kterd se téz konstruuje pii konstrukeci systému im-
primitivity. U této reprezentace budu vzdy predpoklddat unitaritu a ireducibilitu.

Jako klasicky piiklad koherentnich stavu slouzi kanonické koherentni stavy na
L?(R). Jako konfiguraéni varieta je zde uvazovéna redlnd osa R, jako grupa
symetrie slouzi aditivni grupa redlnych cisel. Az na ekvivalence zde existuje
pouze jediny systém imprimitivity. Mackeyho véta zde tedy prechazi ve znamou
Von Neumannovu vétu o jednoznacnosti kvantové mechaniky na piimce. Systém
kanonickych koherentnich stavi jsem podrobné rozebral jiz ve své reSersni praci.
Jako grupu zde uvazujeme mnozinu komplexnich ¢isel (grupové operace je s¢itani).
Systém koherentnich stavii zde mimo jiné spliiuje néasledujici vlastnosti.

Rozklad jednotky

(3.6) T- %/C|oz><ad2oz.

Skaldrni sou¢in dvou stavii je nenulovy:

(3.7) (a]B) #0, Va,BeC.

Koherentni stavy také minimalizuji Heisenbergovy relace neurcitosti:
~ ~ 1

(3.8) 1A0)@ - Ay Pl = 3

P1i konstrukci koherentnich stavii na kruznici i na sféfe se pokusim zjistit, jestli
tyto stavy vyhovuji také vyse uvedenym vlastnostem.
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4. KOHERENTNI STAVY NA S! x Z

4.1. Systém imprimitivity na S'. UkdZeme nyni konstrukei systému imprimi-
tivity na kruznici, jak je popsdna v [4]. Tedy M = S!. Grupa symetrie kruznice je
grupa vSech unitarnich operatori na komplexni roving, tedy G = U(1). V tomto
piipadé je grupa symetrie U(1) topologicky shodna s konfiguraéni varietou S. Pod-
grupa stbility grupy U(1) p¥i (tranzitivn{) akci na St je zfejmé trivialn{ (H = {e}),
nebot pouze rotace o nulovy tihel ponechd libovolny bod kruznice v klidu. Klasi-
fikace systému imprimitivity je tedy jednoduchd, protoze ireducibilni reprezen-
tace jednoprvkové grupy je jen jedna, a to ta, kterd jednotce pfifadi jednotkovy
operator na C. Tato reprezentace je tedy jednorozmérnd. Grupa multiplikdtora
je v pifpadé S! také trividlni, jak je uvedeno v [4], takze pifpadné projektivni
reprezentace nic nového nepiinesou. Pokud tedy uvazujeme jako grupu symetrie
grupu U(1), pak pomoci Mackeyho kvantovéni obdrzime pouze jednu kvantou
mechaniku. Nize je v8ak rozebran piipad, kdy uvazujeme jinou grupu symetrie.
Vyse popsanym zpusobem pak zkonstruujeme Hilbertuv prostor H jako prostor
véech kvadraticky integrabilnich funkef na S, tedy H = L?(S!, dy).

Unitérni ireducibilni reprezentace grupy U(1) na prostoru L%(S!, dy) mé podle
2.11 nasledujici tvar:

(4.1) [V(e)$](8) = (8 — ), v € L*(S!,dp), a € U(1), B € S".
Operatory reprezentace V tedy posouvaji argument funkci z Hilbertova prostoru.
Operator polohy ma pak klasicky tvar derivace:

(4.2) po—ind
dep

Obdobné ziskdame operator polohy jako operator ndsobeni nezavislou proménnou.
4.2. Zavedeni koherentnich stavii. K tomu, abychom mohli zavést koherentni
stavy na L2(S',dy), je tfeba znat unitdrni ireducibilni reprezentaci ndmi zvo-
lené grupy G = S' x Z (presnéji U(1) x Z), dale je také tieba urcit pocatecni
"vakuovy” stav |0). Reprezentaci grupy U(1) x Z ziskdme snadno na zakladé
znalosti reprezentace V grupy U(1):

(4.3) /V[7(m, ) := exp(imQ)exp(—iaP) = exp(imQ)V(a), a € U(1), m € Z.

Unitarita reprezentace W vyplyva ze samosdruénosti operatoru @ a ]3, jejl ire-
ducibilita pak vyplyva z ireducibility reprezentace V grupy U(1). Pro tdplnost
je treba jesté dodat, ze diky nekomutativité opNerétori’l @ a P nenf W reprezen-
taci, ale pouze projektivni reprezentaci grupy G. Tento problém ale lze snadno
odstranit, jak jsem zminil jiz ve své resersni praci, pomoci centrdlniho rozsireni
grupy G.

Volbu vakuového stavu |0,0) pro vedem analogicky s volbou vakuového stavu
kanonickych koherentnich stavii na L?(R). Vyjdeme z pozadavku, aby vakuovy
stav byl vlastnim vektorem anihilaéniho operatoru s vlastni hodnotou nula, tedy
aby platilo

(4.4) exp(Q + iP)|0,0) = |0,0).
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Takovému pozadevku ale evidentné vyhovuje, stejné jako v piipadé L?(R), Gaussova
funkce. Volime tedy

2
(4.5) |0,0) := Aemp(—%), pEe< —m, T > .

Ziejmé je |0,0) € L?(S',dy). Konstantu A pied funkci klademe proto, ze samotna
exponenciela neni normovana. Konstantu A uréime pfimym vypoctem:

(4.6) 1= [[0,0)] = A\/ / " eap(—p?)dy.

Numerickd hodnota konstanty A ¢ni s presnosti na Sest desetinnych mist A =
0,751128, coz se od hodnoty ¢isla 4%/% lisi az na Sestém desetinném misté.
Systém koherentnich stavi na L2(S!, dp) ziskdme plisobenim operatoru W(m, a)

na vakuovy stav |0, 0):

(4.7) Im, @) := W(m, a)|0,0).

Abychom znali explicitni funkéni predpis pro stavy |m, ), musime znat pusoben{
operédtoru exp(im@) a exp(—iaP). Pusobeni druhého z nich bylo jiz rozebréno
vyse, jednd se o posouvani funkce v argumentu. Operdtor exp(im@) pak, jak
snadno nahlédneme, ptisobi nésledovné:

(4.8) exp(imQ)ib(p) = exp(imp)P(p).
Ur¢it explicitni tvar koherentnich stavu je nynf jiz snadné:
N2
(4.9) |m, a) = exp(imcp)exp(—w), pES =T, T > .

4.3. Vlastosti koherentnich stavii na L%(S!, dy). Nyni ovéifme pltnost nékterych
zékladnich vlastnosti, které by kohorentni stavy mély mit. Jednd se predevs§im o
rozklad jednotky, tedy o ovéfeni vztahu

(4.10) Z/ \k, o) (k, oo|dor = I,
kez st
kde ¢ je libovolna nenulova konstanta. Ddéle je také tfeba provérit nenulovost
skaldrniho sou¢inu dvou libovolnych koherentnich stavi.
Ovéirme tedy nejdiive platnost rozkladu jednotky. Zvolme liboviné ale pevné
stav |n) € L?(S!,dyp). Skaldrni soucin stavu |n) s koherentnim stavem |k, a) ma
tvar

_a)?
(a.11) (ko) = [ eapl-ikpreap(~2 5 (e,

Oznac¢ime-li operator ve vztahu 4.10 symbolem ﬁ, pak ziejmé plati
(4.12)

~ w—a)? —a)?
Ane) = X [ eantimotean-5 D) | can(-inprean-E 7 pntolalde.

keZ
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jelikoz fuknce \/%exp(ikgo), p € S k € Z tvoif ortonormalni bazi prostoru

L2(S',dy), pak vyraz 4.11 tvoii (az na faktor v/27) k-ty ¢len Fourierova rozvoje
Y
funkce ezp(— £ 20‘) )n(p) ve vyse zminéné ortonorméln{ bazi. Oznacme tento k-ty

koeficient vyrazem ay. Plati tedy

~ - (v a)? .
(4.13) An(w) = /sl exp( )Z V2rexp(ikw)agde.

2
keZ
Pokud ve vyrazu 4.13 vyséitdme sumu, pak zrekonstruujeme funkci exp(— @)n(g@).
Dostavame tak
~ 2

@) ) = @n) [ ern(—(o = aP)nt)de = )
Tim jsme tedy ovérili platnost rozladu jednotky:

21 ~
(4.15) Z/l [k, @)k, afda = 5T

kez /S

Zde bych se chtél pozastavit nad tim, pro¢ jsem operdtory ea:p(im@) parametri-
zoval diskrétnim parametrem m a nikoliv spojitym parametrem (napiiklad redlnym).
7 odvozeni rozkladu jednotky je totiz ziejmé, ze kdybych volil tuto parametrizaci
jakkoliv jinak, nez pomoci diskrétni grupy 7Z, nejednalo by se jiz o inverzni
Fourierovu transformaci funkce na konec¢ném intervalu. Cely vypocet by se tim
zna¢né zkomplikoval.

V dalsim budu jiz pro jednoduchost vynechévat u stava |m, a) jejich normovaci
konstantu A.

Dalsf vlastnost{ kanonickych koherentnich stavii na L?(R) je nenulovost skaldrnfho
souc¢inu dvou riiznych stavii. Provérime tuto vlastnost i pro L?(S!,dy). Zde je
dulezité si uvédomit, jak presné pusobi operdtor e:vp(—iaﬁ) na prostoru L2(S, dy).
Pokud ztgtoim’me kruznici S! s intervalem < —7, 7 >, pak piisobeni operdtoru
exp(—iaP) na libovolnou funkei ¥(p) € L%(S!, dy) vypad4 nasledovné:

Y(p —a) pEeES —T+a,T >,

(4.16) eap(—iaP)i(p) = {w@ —a+42r) pe<—m—T+a>.

Zde jsme predpokladali, ze « €< 0,7 >. Proto by bylo nespravné psat skaladrni
soucin ve tvaru
" (v —a)? (v —B)?

(4.17) (m,aln, B) # 3 exp(—ip(n —m))exp(—=————)erp(~——5——)dp.

S ohledem na 4.16 je tedy tieba rozdélit skalarni sou¢in dvou koherentnich staviu
do dvou integralu:

(4.18) (m,aln, B) = (o, B,n — m) + Ix(a, B,m — n),
kde
(4.19)
S (p—a)’ (o — B +2m)°
hsgn—m) = [ eaptiptn - meap(~E 5 D yeap(- =2y,
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(4.20)
T+o —« 2 _ 2
L(a,B,n —m) ::/ exp(ip(n —m))exp(—(so 5 ) ea:p(—(gp 25) ))dep.

—Tr
Bez 1jmy na obecnosti predpoklidame, ze 0 < a < G < w. Pouzijeme-li v
integralu I; substituci w = + 7 — a+’8 , pak se tento integral pfevede na tvar

L(a, B,n —m) = eap(—(%52)* = m)eap(i(“52 — m)(m —n))-

B-a
(4.21) / Z exp(iw(n —m))exp(—w?)dw,
obdobné se pii substituci w = ¢ — ats zjednodosi integral Io:

Iy(a, B,n —m) := exp(—(75%)? )ewp( (457)(m —n))-

—a

n—b=a
(4.22) : / , exp(iw(n —m))exp(—w?)dw.
—n-o5t
Vypocet integralu I1 nam dé vysledek
2

(o, B,n—m) i= (=¥ )eap(— (2522 —m)eap(i( 242 —r) (m—n))exp(— “mL).

(@) Aerp(OG L Ty @8 M)

obdobné pro druhy integral
s —a a n—m)?
I(a, Byn —m) = (=Y )exp(—(252)2)eap(i(°52) (m — n)))exp(— =),

i(n —m) 3 i(n —m)

(4.24) ~[erf(a%ﬂ—7r+T)+erf(a%—w—T)].

Funkce erf(z) je funkce komplexni proménné definovana vztahem

(4.25) erf(z) == —1%)d,

ex
\F T'(2) p(
kde I'(2) je libovolna kiivka spojujici nulu s bodem z v komplexni roviné.

Velmi dilezitou vlastnosti kanonickych koherentnich stavii na L?(R) je to, ze
minimalizuji Heisenbergovy relace neurcitosti. V pfipadé koherentnich stavi
na L?(S',dp) oviem nastdvd problém. Operator polohy je sice omezeny, je
tedy definovany na celém prostoru. Nikoliv v8ak operator hybnosti. Defini¢ni
obor operatoru hybnosti je tvofen absolutné spojitymi funkcemi, které vyhovuji
podmince ¥(—7) = ¢ (7). Aby pro néjaky stav mélo smysl pocitat relace neuréitosti,
musi tento stav byt v definiénim oboru operdtoru polohy a hybnosti, ale také jejich
kombinaci. Koherentni stavy ovSsem nelezi v definié¢nim oboru operdtoru ]3@ Tim
padem je diskutabilni, jestli vibec m4 smysl relace neurcitosti pocitat. Formdlné
ovSem muzeme operator P chapat jako operator derivace a jeho defini¢ni obor
tak rozsirit na tkor samosdruzenosti. Pokusme se tedy zjistit, Cemu je v nasem
pripadé roven soucin

(426) A|m,a>@ ’ A|m,a>ﬁ7
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kde

(427) Ay = /(B2 ey — (D2, =\, 0l B2pm, @) — (m, 0l Alm, ).

Urceme tedy nejdiive stfedni kvadratickou odchylku polohy ve stavu |m,a). K

tomu je potieba urcit stfedni hotnotu operatoru Q a Q2 ve stavu |m,«). Pri

vypocCtu je tieba mit na paméti pusobeni operatoru e:vp(—zaP) (viz. 4.16).
Sttedni hodnotu polohy ve stavu |m, ) muzeme vyjadrit takto:

(4.28)
«mw@mm»z/

—T

—m4a ™

pexp(—(p — a +2m)*)dp + / pexp(—(p — a)?)dp.

—T+a

Vypoctem dostaneme Vysledek

(4.29)  (m,a|Qm,a) = —5 — Vrd(erf(x) —erf(r — a)) = -5 + a1(a).

A2
Opét bez Ujmy an obecnostl predpokladame, ze o > 0. Stredni kvadraticka
odchylka kvadratu polohy ve stavu |m, ) vypada takto:

(4.30)
Oma@%mm»zj

—Tr

—T4a T

p*exp(—(p — o+ 2m)?)dep + / o exp(—(p — a)?)dp.

-+

Vypoctem zde dostaneme

~ 1

Onaaﬂgan%(w = Ag2+

(4.31) -|—7r(e_”2 - 26_(7r_a)2) + 20V (m — 1) (er f(x) — erf(m — ).
Pokud si oznacime

(4.32)  go(e) :==m(e™ —2e~ ™) 4 20V (1 — 1) (erf(n) — erf(m — ),
pak

241

yE 2 4 o).

Analogicky se postupuje pii vypoc¢tu stiedni hodnoty operdtoru hybnosti a
kvadratu hybnosti:

(4.33) (m, a|Q?|m, ) =

(m, a|Plm,a) = [T (m +i(p — a +21))exp(—(p — o + 2m)2)dep+
(431) [ it - aenp(—(e - a)as.
Vypoctem obdrzime
(4.35) (m, a|Pjm, a) = %.

Stfedni hodnotu kvadratu hybnosti ur¢ime vypoc¢tem nasledujiciho integralu:
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(m,a|P2m,a) = [T7(m +i(p — a + 2m)2)exp(—(p — a + 27)2)dp+

™

(4.36) + /7r (m +i(p — a))?exp(—(¢ — a)?)dy.

—T+o

Provedeme nésledujici substituci:
(4.37) p2 = mexp(—72).

Po této substituci je

52 m? — %
(4.38) (m, a|P*|m, a) = i + po.
Heisenbergovy relace neurcitosti 4.26 tedy nabyvaji tvaru

(4.39)

Bur@ By = =2+ 2m) [+ lnt0) 2001 (0) — 221012

4.4. Rozsiteni grupy symetrie. Az doposud jsme jako grupu symetrie kruznice
uvazovali grupu U(1). Grupa U(1) ale neni jednoduse souvisld, coz by v obecném
piipadé mohlo znamenet komplikace pii urCovani grupy multiplikdtora. Proto
nahradime grupu U(1) jeji univerzalni nakryvaci grupou, tedy aditivni grupou
R =U(1) X Z (viz. [4]). Zvolime-li z € R, pak prvek x zpusobi na konfiguraéni
varieté S! pootoceni o tihel z. Narozdil od U(1) mize byt thel pootoceni vétsi
nez 2w. Grupa stability je v tomto ptipadé H = Z. Neekvivalentni ireducibilni
reprezentace grupy Z jsou jednorozmérné a lze je parametrizovat prvky ¢ € S'.
Tyto reprezentace pak maji nasledujici tvar:

(4.40) L?:7 — C: k — exp(ikeg).

Hilbertovy prostory H® danych systémii imprimitivity obsahuji funkce z R do C,
které splinuji podminku kvaziperiodi¢nosti:

(4.41) U(x + 27k) = exp(—iked)p(z), 1 € HO.

Skalarni sou¢in na H? vypada takto:

a+2m
(4.42) <P, x >i= / Y(z)x(x)dz, a € R.
a
Unitarn{ ireducibiln{ reprezentece R na H® pak maji tvar
(4.43) VO(t) = exp(—itP?), t € R.
Operator p9 je samosdruzeny a je definovan typickym vztahem
~ d
4.44 P = —i—.
(4.44) i
Prostory H® lze ale ztotoznit s prostorem L?(S', dy) pomoci unitdrniho zobrazeni
Ue:
(4.45) UP MO — L2(SY dg) - p(a) o exp( 2L ().

2
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Operatory po pak budou mit na prostoru L?(S!, dyp) tvar

opoq -1 - _; 4 _ e
(4.46) UPPP(U?P) " = ngo o
Operatory polohy maji ve vSech ptfipadech tvar nasobeni nezavislou proménnou,
vyjimku oviem tvoif operator polohy na prostorech H?. Zde mé operator polohy
tvar nasobeni pilovitou funkci, kterd je na intervalu < —m, 7 > rovna nasobeni
nezavislou proménnou, na zbytku redlné osy je vS8ak tato funkce periodickd s
periodou 7.

Pouziti univerzalni nakryvaci grupy jako grupy symetrie tedy v tomto piipadé
vede k bohatsim vysledkum. Vyznam parametru ¢ se zde fyzikalné interpretuje
jako tok magnetického pole, které je kolmé k roviné kruznice, po které se pohybuje
nabitd kvantova ¢éstice s ndbojem e. Viz. také [4].

Koherentni stavy pro systém imprimitivity, ktery je parametrizovany tokem
¢, zavedeme obdobné, jako na zacatku ¢tvrté kapitoly. Nejdiive uréime vakuovy
stav, analogicky vztahu 4.4:

(4.47) exp(Q +iP?)[0,0,¢) = 0,0, ¢).

Této rovnosti vyhovuje funkce

(p— 52)?
(4.48) 0,0, ¢) := Agexp(— 22“ ).
Normovaci konstanta A4 se snadno uréi piimym vypoctem: Ay = Aemp(—%).

Konstanta A je urcena jiz v 4.6.
Koherentni stavy definujeme opét pusobenim unitadrniho operatoru

(4.49) W¢(m, ) := exp(imQ)exp(—iaP?).
Koherentni stavy maji pak tvar
[m. o, @) = W (m, a)m, a, ¢) =
i€¢)2

(p—a—%
2
Vzhledem k tomu, Ze jsme grupu symetrie rozsitili na celé R, parametr o probiha
od —oo do co. Reprezentace této grupy na L?(S!, dy) ale neni prostd, operatory
této reprezentace se opakuji s periodou 27w. Je proto mozné se pii konstrukci
koherentnich stavii omezit pouze na koneény interval < —m, 7 >, nebot zbytek
realné osy by do systému koherentnich stavii nevnesl nic nového. Jak se zahy
ukéze, toto omezemi je dokonce nutné, protoze se tim vyhneme nepiijemnostem,

jako je divergence integralu, pii vySetfovani vlastnosti koherentnich stavu.

Analogicky s predchozim nyni muzeme analyzovat vlastnosti téchto koherentnich
stavi. Zacénéme rozkladem jednotky. Budeme vySetfovat operator anaogicky
operatoru 4.10:

(4.51) A% = Z/ \k, v, @) (k, av, p|do.
s1

keZ

(4.50) = exp(imep)exp(— ), p ES —m, T > .

Zvolme nyni libovolny stav € L?(S', dy) a aplikujme operétor A na tento stav:
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An(w) = ez Jst 6$p(ikw)€xp(—%),
— o 4 D)2
(4.52) [/Sl exp(_ik@)ewp(_w)U(QD)dQO]doc.

Vypocet je zalozen na stejné uvaze, jako vypocet rozkladu jednotky koherentnich

)2
stavii bez parametru ¢. Nejdiive se rozlozi funkce emp(—%)n(gp) do
ortonormalni baze prostoru L?(S!, dy) tvorené funkcemi exp(iky), k € Z. Nésledné
se tyto koeficienty, vynasobené bazickymi vektory, vyscitaji pfes mnozinu celych
— - ey2
¢isel, ¢imz se (az na konstantu 27) zrekonstruuje funkce exp(—%)n(go).
Vztah 4.51 se tedy zjednodusi na
€2¢2

472

2T

@53 A(e) = men(T) [ ean(—(w - an(w)da = el

Rozklad jednotky tedy plati v nédsledujici podobé:

21 ~
(4.54) Z/Sl \k, @) (k, a|da = A—il.

keZ

Skalarni sou¢in dvou koherentnich stavii m4 tvar analogicky 4.18:

(455) <m7aa¢|n7ﬂ7 ¢> = Il(avﬂan —m, QS) + IQ(QaB)m —n, d)))
kde

Il(aaﬁ7n_m7¢) =
B—m _ ie¢)2 _ _ iedy2
iwp(n—m ¥ a+ s L 5—’—27‘- s

(4.56) ::/ et )exp((ﬂ)ewp(( 5 22) )dep,
(4.57)

T+a e\ 2 iep\2

ip(n—m p—a+ o Sp_ﬁ_ P

Bl fn=me)i= [ et MO Em 2P E g,

Upravou dostaneme
62 2 ie
I@. B —m,6) i= e e 5 -t (Y Ejeap(~(452)? — meap(i(*4? -
n—m 2
m)(m — n))exp(— ).
a—0 i(n—m)

O Y (G U D]

obdobné pro druhy integral

e24)2

iegp

L(a, B,n—m, ¢) := e 4r2 e’ﬁ(ﬁ*a)(—Tw)exp(—(%a)Q)exp(i(aT—w)(m—n)))ea:p(—%)-

(4.59) -[erf(a—;ﬂ -7+ %
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Porovname-li tento vysledek s vysledkem dosazenym pro koherentni stavy nad
U(1) x Z, pak zjistime nasledujici:
2,2

P _ied (3 a2 )
(4.60) Lo, B,n—m, @) i= e an? e 2x P72 (0, B0 — m).
Pro druhy integrél pak obdrzime

N

62 ie
(4.61) IL(a,B,n—m,¢):=e e 67277?(’870[)_[2(0(,,8, n—m).

Skaldrni sou¢in dvou koherentnich stavu tedy lze psat ve formé
(4.62)

292 ied e2¢? iedp
(m, o, pn, B, §) = e 4x? e*ﬁ(ﬁ*a””)h(a,ﬂ, n—m) + e ar? eiﬁ(ﬁfa)fg(a,ﬂ, m—n).

Na konci této kapitoly jesté zminim, jak se zméni Heisenbergovy relace neurcitosti,
budeme-li uvazovat také parametr ¢. Stfedni hodnoty operatoru polohy a kvadratu
polohy se prakticky nezméni. Pied integraly 4.28 a 4.31 se pouze objevi koeficient

2,2

e

e 4% | ktery zpusobi pouze to, Ze normovaci konstanta .4 piejde na konstantu Ay.
U stfedni hodnoty operatoru hybnosti a kvadratu hybnosti také dojde pouze k
zaméné A — Ay, Zde ale musime uvazovat operatory ]3¢, nikoliv P. Relace
neurc¢itosti maji tedy tento tvar:

(4.63)

~ ~ 1 1
Appa,p) @ A|m,a,¢>>P¢ = \/(—5 + Aim) : \/(5 + Ai(%(a) — 2aq; (o) — Ai(h(a)z)).

4.5. Zavér. Na zakladé znalosti systémill imprimitivity na kruznici S' jsem zkon-
struoval pfislusné systémy koherentnich stavii. Nejdfive jsem jako grupu syme-
trie kruznice uvazoval grupu U(1). Ukézalo se, ze v tomto piipadé existuje,
az na ekvivalenci, pravé jeden ireducibilni systém imprimitivity. Pomoci to-
hoto systému imprimitivity jsem pak zkonstruoval na zdkladé Perelomovy definice
systém koherentnich stavi. Pro tento systém jsem ovéfil platnost rozkladu jed-
notky. Nepodafilo se mi v8ak ovérit nenulovost skaldrniho souc¢inu dvou ruznych
koherentnich stavu (tzv. prekryvu). Tento skaldrni souéin se pouze podafilo
prevést do tvaru souctu dvou integralu. Vyéisleni téchto integral jsem provedl
pomoci holomorfni chybové funkce erf(z). Piekryv dvou koherentnich stavu
Ize také vyjadrit napfiklad pomoci hyperegeometrickych funkci, nedovedlo mé
to ale k zadnému zadoucimu vysledku. Nenulovost prekryvu jsem ukazal pouze
pro nékolik specidlnich piipadti. Chybovéa funkce se téz objevila pfi vypoctu
Heisenbergovych relaci neurcitosti pro koherentni stavy. Ukéazalo se, Ze na rozdil
od kanonickych koherentnich stavi nemd smysl uvazovat Heisenbergovy relace
neurcitosti, protoze koherentn4.26 stavy zde nejsou v defini¢cnim oboru operatoru
PQ.

Kdyz jsem ale zménil grupu symetrie U(1) na jeji univerzalni nakryvaci grupu
R, obdrzel jsem hned celou mnozinu systému imprimitivity. Tato mnoZzina je
parametrizovand prvky S!'. Parametr jsem oznacil ¢. Ukdazalo se, Ze tento
parametr ma fyzikalni vyznam toku magnetického pole, které je rovnobézné s osou
kruznice, po které se pohybuje nabita céstice. Rozklad jednotky maja v tomto
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pripadé naprosto shodny tvar jako pro stvy sestavené na zdkladé grupy U(1).
Doslo jen ke zmné normovaci konstanty. P#i vypoctu prekryvu jsem narazil na
stejny problém jako v pfedchozim piipadé, tedy na chybovou funkci. Rozdil mezi
prekryvem koherentnich stavi parametrizovanymi parametrem ¢ a pirekryvem
stavi nad U(1) je tvofen pouze nenulovou multiplikativni konstantou. Pokud
zvolime parametr ¢ roven nule, tedy zvolime nulové magnetické pole, pak systém
koherentnich stavu je zcela identicky se systémem nad U(1).

Pti vypoctu prekryvu koherentnich stavu a stfednich hodnot operatoru polohy
a hybnosti jsem pouzil predpoklad 0 < a < § < 7, respektive 0 < a < 7. Tyto
specidlni piipady se snadno zobecni na o €< —m,m > takto: bude-li a > g,
pak zaménime v mezich integrdli parametry a a 3, nebudou-li tyto parametry v
intervalu < 0,7 >, pak v mezich integrdli uvazujeme s¢itani modulo 27.
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5. KOHERENTN{ STAVY NA S2

Kohrenrni stavy na dvourozmérné sféfe S? budu konstruovat stejnym zpiisobem
jako koherentni stavy na kruznici, budu tedy vychazet ze znalosti systému imprim-
itivity. Jako grupu symetrie sféry budu uvazovat grupu SU(2), ktera je souvisla,
jednoduse souvisla a poloprostd, jeji grupa multiplikdtora je tedy trividlni. Jako
Hilbertuv prostor zde budu uvazovat prostor ekvivariantnich funkci na pfidruzeném
fibrovaném prostoru.

5.1. Systémy imprimitivity na S2. Nyni uvedu, jak se konstruuji systihy im-
primiti na S? tak, jak je uvedeno v ??. Konfiguraéni varietu S? chipeme jako
podmnozinu R3, jedn4 se tedy o trojici redlnych parametri (z1, 2o, r3) svazanych
podminkou 22:1 a:i = 1. Varietu S? ztotoznfme s mnozinou matic 2x2, psanych
ve tvaru Zi:l T,01, kde oy, je k-t4 Pauliho matice. Akce grupy SU(2) na S? ma
potom tvar

I3 Tr1 — i.’L’Q T3 xr1 — ’il‘Q +
(5-1) (3:1 + 29 —x3 ) —T (xl + 129 —x3 > T,
T € SU(2). Grupa SU(2) je tifrozmérnd redlnd Lieova grupa a ma nasledujici
tvar:

52 su@ ={( % 2)slaP+Is =1, apeCh

Grupa SU(2) pusobi na S? tranzitivné, podgrupu stability v tomto pifpadé tvoii
grupa U(1). Reprezentace grupy U (1) jsou jednorozmérné a jsou parametrizovany
celymi ¢isly Z. Tyto reprezentace maji tvar

(5.3) L":U(1) — C: exp(ip) — exp(ing), neZ; ¢p €< —m,m > .

Systémy imprimitivity na S? jsou tedy parametrizoviny diskrétnim parametrem
n. Mame pak hlavni fibrovany prostor (SU(2), 7w, S?;U(1)) (tzv. Hopfova fibrace).
Tvar projekce 7 zde neni podstatny, l1ze jej nalézt napi v [4]. Kdybychom pfi
konstrukci systému imprimitivity postupovali kanonickym zplisobem, popsanym
v druhé kapitole, pak bychom jako Hilberuv prostor uvazovali prostor komplexnich
funkei na SU(2), které spliuji podminku
1T —1T

(54) w(( 5 ) = eat-innu( 5 2),
Prvky a a 8 popisuji grupu SU(2) (viz. 5.2), ¢islo 7 €< —m, m > a parametrizuje
podgrupu stability U(1).

Prace s Hilbertovym prostorem tvofenym takovymito funkcemi by ale byla
jisté obtizna. Proto je vyhodnéjsi prejit k pridruzenému fibrovanému prostoru.
Zvolime-li pevné reprezentaci podgrupy stability U(1), coz provedeme volbou
celého ¢isla n, pak Hilbertuv prostor Borelovskyvh fezi na pridruzeném fibrovaném
prostoru lze ztotoznit s prostorem dvojic komplexnich funkef (v, 1);), kde

(5.5) Vs.; € L*(Usj, sinddiddep).
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Mnoziny Us ; tvoii oteviené pokryti variety S? a jsou definované takto:

(5.6) Us :=S%\ j; Uj :=S?\ s,

kde body s a j jsou severni, respektive jizni pdl sféry:
(5.7) s:=(0,0,1); j:=(0,0,-1).
Funkce 15 a 1; musi jesté na U; N Uy vyhovovat podmince
(5.8) Vi(u) = e ™y (u), u € U; N Us.

Operétory hybnosti jsou tvofeny dvojicemi operatoru na Hilbertovych pros-
torech L%(Ujs, sinddddp). Jak jsem zminil jiz v druhé kapitole, kazdy prvek
Lieovy algebry piislusné ke grupé symetrie generuje operator hybnosti. V nasem
pripadé mame Lieovu algebru su(2). Jeji bazi tvoii matice iog, k = 1,2, 3. Kazdy
prvek algebry su(2) indukuje vektorové pole na konfiguracni varieté. V piipadé
algebry su(2) muzeme volit tii nezavislé prvky této algebry, volime tedy prvky
—%ak, k=1,2,3. Tyto prvky generuji vektorova pole J, na konfiguraéni varieté:

0 .
(59) JZ‘ = Eijkxja—xk. 1= 1, 2,3.
tato vektorovd pole indukuji reprezentaci grupy SU(2):
it P
(5.10) U(e:vp(Tak)) = exp(—itP(J)),

kde samosdruzeny operator ]3k je operator hybnosti indukovany vektorovym polem
Jj.. Tento operédtor hybnosti mé pak tvar dvojice operdtort P(J) = (Ps(Jk), Pj(Jk)):

(5.11) Py (iplu) = (=idy = e (i) = S (u),

kde u = (u1,u2,us) € Us N Uj, dvojice (as, o) odpovida lokalizaci formy konexe
a, kde

(5.12) o = ;—8(1 — cos¥)dy, aj = —2n—€(1 + cos?)dep.
Fyzikdlni interpretace tohoto vysledku je nédsledujici. PoloZime-li na Us N U;
(5.13) B =dos =doj = Qﬁsim?dﬁ Adp

e

a oznacime-li g = [q. f = 2“7”, pak veli¢ina B(u) = ;Zu odpovidd magnetickému
poli Diracova magnetického monopdlu, ktery je umistén ve stiedu koule. Toto
magnetické pole je pak urceno v bodé u, tedy na sféfe S?. Magnetické pole
monopolu je ziejmé kvantovano pomoci celo¢iselného parametru n.

Tim je tedy zndma reprezentace grupy SU(2) a prislusné operatory hybnosti.
Otéazkou ale zustava, jak urcit operatory polohy, které je nezbytné znat ke kon-
strukci koherentnich stavi. Konstrukce operatort je zalozena na volbé klasickych
pozorovatelnych polohy, tedy na volbé redlnych funkei na sféie 8% f : 82 — R.

Tyto funkcce lze volit naptiklad takto:
(5.14) fr(0)=1d,9:(9,0) ¢
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Prislusné operatory polohy by pak méli jednoduchy tvar nasobeni nezavislou
(sférickou) proménnou, jejich komutaéni relace s operatory polohy by ale byly
komplikované. Systémy koherentnich stavi by se pak konstruovaly velmi obtizné.
Pozorovatelné polohy lze volit také tak, aby komutaéni relace operatoru polohy a
hybnosti byly jednoduché, napiiklad 1ze volit funkce

(5.15) fr(u1, ug, uz) = uy.

Komutaéni relace by se zde sice zjednodusili, zato by se ale zna¢né zkomplikoval
tvar operatorui polohy.

5.2. Zavér. Jako vychodisko ke konstrukci koherentnich stavii na S? tedy vidim
konstrukei systémiti imprimitivity na S2. Déle je tfeba se pokusit najit vakuovy
stav a pomoci exponenciel z operatoru polohy a hybnosti zkonstruovat systém
koherentnich stavii a ovéfit vlastnosti tohoto systému. Obdobné jako u S! i
zde existuje vice systému imprimitivity, které jsou parametrizovany diskrétnim
parametrem n € Z.
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6. DODATKY

6.1. Zobecnéni systémil imprimitivity na S"™. Pokud budeme chtit zobecnit
koherentni stavy i na konfigura¢ni variety S, n € N, pak bude tfeba urcit systémy
imprimitivity na S”. K tomu ov§em bude tieba urcit grupy symetrie S™ a piislusné
podgrupy stability. Pokud budeme chtit zachovat obecny pfistup, tj. postupovat
pro obecné n € N, pak jako idedlni vychodisko vidim vyuziti grup SO(n). Grupa
SO(n + 1) je totiz grupou symetrie konfiguraéni variety S™. Jelikoz plati vztah

(6.1) SO(n+1)/SO(n) = 8™,

pak grupa SO(n) je obecné piislusnou podgrupou stability pii akci SO(n + 1)
na S™. Pro konstrukei systému imprimitivity je pak klicovéa znalost ireducibilnich
reprezentaci SO(n), dale také grup multiplikétorii pro SO(n), nebot SO(n) nenf
obecné jednoduse souvisld. Grupy multiplikdtor nejsou tedy obecné trividlni. Na
zakladé systému imprimitivity by pak mohlo byt mozné dédle konstruovat systémy
koherentnich stavu.

6.2. Piekryv koherentnich stavii na S'. Jelikoz se nepodaiilo ve étvrté kapi-
tole rozhodnout o nenulovosti prekryvu dvou koherentnich stavi, pokusil jsem se
alesponn pro nékolik piipadu zobrazit graficky absolutni hodnou prekryvu dvou
stavi. Vzdy jsem uvazoval ¢ = 0. Pokud jsem pevné fixoval parametr n — m,
ktery je celo¢iselny, pak jsem mohl absolutni hodnotu piekryvu chapat jako funkci
dvou proménnych « a (3, které lezi v intervalu < —m, 7 >. Grafy jsou pak pouze
pro hodnoty parametru m —n = 0,1,2,3. Zadné z vyobrazenych fukei neproting
nulu, prekryv tedy v téchto pripadech bude ziejmé nenulovy. Je zajimavé, ze
vSechny grafy maji prakticky shodny tvar, zda se, ze se funkce lisi pouze v mul-
tipikativni konstanté. Tato podobnost vede k hypotéze, ze by mezi zminénymi
funkcemi mohl existovat urcity vztah, ktery by pak mohl vést k exaktnimu ovéreni
nenulovosti prekryvu.
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