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Uvod

Tato reser3ni préace se zabyva popisem bodovych (nebo také tzv. §) interaket,
tj. modeli danych hamiltonidnem s potencidlem ptisobicim na ur¢ité diskrétni
mnoziné bod.

Prvni dvé kapitoly, které popisuji d-interakci v R, jsem pievzal z knihy [1],
posledni kapitolu o d-interakci na konetné mnoziné bodi v R3jsem pievzal z
¢lanku [3].



Kapitola 1

d—interakce v R

1.1 Definice a zakladni vlastnosti

V této kapitole poddme pfesnou matematickou definici a popiSseme d-interakci
v jednorozmeérném prostoru formalné popsanou kvantovym hamiltonidnem H =
—A+ad(x —y) .

Méjme Hilbertuv prostor Lg(IR) a v ném definujme uzavieny pozitivni op-
erator

d2
dz?

Jeho sdruzeny operator je

H, = D(H,) = {g € H**(R)/g(y) =0}, y € R.

. 2
H = d

;=== D) ={ge R~ {y) nH*'(R), y € R.

kde H™"(IR) predstavuje Soboleviiv prostor.
Rovnice

T 1.2 Tk 2
H:p(k) = K*(k), ¥(k) € D(H), K € C— R, Imk > 0
mé FeSeni
Y(k,z) = exp(ik |x — y|), Imk > 0.

Hy mé tedy indexy defektu (1,1) a vSechna samosdruzena rozsiFeni Hy, opera-
toru Hy jsou

d2

T2 D(Hyy) = {g +cyy +C€i0¢7/9 € D(Hy)a ce @,

Hypy =

Hp (g + ctpy + cep_) = Hyg +icpy —icyp—, 0 €[0,27), y € R,

Pi(z) = exp(ivEi |z —y|, Imv/+i > 0.

1
YAVE =]



Tedy D(Hy,) C H*>'(R). Navic plati

(9+ by + e ) (y+) = (g + ey + e’ ) (y=) = —c(1 + ") =

= alg(y) + cipi (y) + ceyp_(y)),

kde o = —2c0s(g)/c0s(g - ).

Jestlize 6 probiha mnozinu (0,27), o probihé celé R (0 1 27 < a T +00) .
Od ted budeme v8echna samosdruZzend rozsifeni operatoru Hy parametrizovat
pomoci parametru «. VSechna samosdruzené rozsifeni operatoru Hy muzeme
tedy zapsat jako

d2
Bew =g

D(-Asy) ={g € H”R - {y}) N H>'(R) /g (y+) — ¢'(y—) = ag(y)},

a € (—oo0,+00].
(Protoze operator —A,  je symetricky a dale plati Hp, C —A, ,).Pfipad o = 0
davé jednoduchy Hamiltonisn —A = —-45 D(—A) = H22(R). Jestlize o =

T dz®
+o00 , potom

D(=Asy) ={g€ H* R - {y}) N H*'(R)/g(y) =0} =
= Hy? (—00,y) & Hy*(y, ),

~Asoy = (—Ap_) ® (—Apy),

kde —Apy predstavuje dirichletiiv laplacian na (y, 00),
D(=Apz) = Hy™ (y, +0)
Operédtor —A, , popisuje d-interakci v bodé y € RR.
Véta 1: Rezolventni funkce operdtoru —A,, je

(—Aay — k)" = Gy — 20k(ia + 2k) " (Gr(- — ), )Gi(- — v),

k% e p(—Aqny), Imk >0, —co <a<oo,y€R

s integralnim jadrem

(—Amy—kQ)_l(x, 7') = i exp(ik |x — x'|+a(2k)_1(ia+2k)_1 exp(ik(|z — y|+|y — x'|)),



k* € p(=Any), Imk >0, —0c0 < a < 00, 7,7" € R
kde

Gr(z — 1) = ;—keik‘mfﬂ‘, Imk >0

je integralni jadro (—A — k?)~! v Ly(R).
Véta 2: Pro definiéni obor operdtoru —A, ,, —oo < a < 0o plati
D(=Bay) = {/(x) = d() — 20k(ia+ 2k) " ¢4 (1) Gelz — 1)},
kde
¢r € D(=A) = H**(R), k* € p(—Any), Imk > 0.
Rozklad 1 je jednoznaény a pro 9 € D(—A, ) plati
(—Aay = k)P = (=2 — k?) ¢y

Jestlize navic ¢ = 0 v néjaké oteviené mnoziné U C R, potom —A,, =0v
U.

Pro spektrum operatoru —A, , plati nasledujici véta:
Véta 3: Necht —o00o < a < o0,y € R. Potom pro essencidlni spektrum
—A,,y plati:

Uess(_Aa,y) = Uac(_Aa,y) = [0, +Oo)aasc(_Aa,y) =0.

Jestlize o € (—00,0), potom —A,, méa pravé jednu zapornou jednoduchou
vlastni hodnotu, tj.:

o?
op(—Aay) = {Z}’ —00o<a<0

/_%eaufyvz

Pro o > 0 nebo o = +o0 plati o,(—Aqy) =0 .

Prislugna vlastni funkce je

1.2 Approximation by means of local scaled short-
range interactions

Nejprve definujme funkci



Gp = (—=A —k*)7L, Imk > 0,
a jejf integralni jadro
1

Gi(z,2') = ﬁeikh*"ﬂ', Imk >0, z,z' € R.

Déle pro V € Li(R) definujme
o(@) = V(@) u(w) = |V ()] sgnlV (@)],

plati tedy uwv = V.
Déle definujme

1

o(z) =v(x —e ty),a(z) =ulzr —e y),e >0,y € R

B(e, k) = Me)aGy, Imk > 0,
kde A je realnd analytickd v okoli 0 a A(0) = 0.

Hy(e) = -A+Ae)V(-—e'y),e >0,y €R.
Plati ([1], véta B.1(b))
(H,(¢) — k*) 7' = G — Ae)Gi[1 + B(e, k)aGy, k* € p(H,(¢)), Imk > 0.

Mgjme déle unitarni grupu (U.g)(z) = 6_1/Qg(§), e > 0,9 € Ly(R) a mnozinu
samosdruzenych operatori H. ,

Hey=e?U-Hy(e)U- ' = —A+ Me)e ?V((- —y)/e), e > 0, y € R.

Necht A.(k), B:(k),C:(k),e > 0 jsou Hilbert-Schmidtovy operatory s inte-
gralnimi jadry

A (kyz,2") = Gr(z —y — ex’)o(2"), Imk > 0,

B.(k,z,2'") = e ' A(e)u(x)Gr(e(x — 2'))v(z"), Imk > 0,k # 0,

C.(k,z,2") = u(x)Grlex +y — 2'), Imk > 0.

Potom transformace z — (£),e > 0, e?U.GxU;* = Gy, ). déva

(Hey—k*)"! = U [Hy(e)— (k)] U = Gr—e " N(e) A- (k) [1+ B (k)] ' Ce(k),

e>0,k% € p(H.y),Imk >0,y € R



Protoze plati
w — lim A. (k) = A(k), w — lim B.(k) = B(k), w — lim C.(k) = C(k)
e—0 e—0 e—0

a také
lim |4 (F) |, = [[A(R) [l , Tim [|Be(R)lly = [1B(R) Iy, lim |C:(R)][, = [IC(R)l,,

plati nasledujici:

Véta 4: Necht operatory A(k), B(k),C(k) jsou definoviny pomoci svych
integralnich jader

Ak, z,2") = Gx(z—y)v(z'), Imk > 0, B(k,z,z") = N(0)Gr(0)u(z)v(z"), Imk >
0,k # 0,

C(k,z,z") = u(z)Gr(y — 2'), Imk > 0.

Potom pro pevné k, Im k>0, A.(k), B:(k), C: (k) konverguji v Hilbert-Schmidtové
normé k A(k), B(k),C(k), kdyz e — 0 .

Véta 5: Necht V € Li(R) je redlnd funkce a necht y € IR. Potom pro
k* € p(—Aa,y) plati k% € p(H.y) pro € > 0 dost malé a dale

i ) = (8~ e
kde
o = N(0) / dzV (z).
R
Specialné plati n — lim._,o H. ,, = —A pravé tehdy, kdyz X'(0) [, dzV (z) = 0.

Diikaz: (H.,—k?) ! = 2U.[Hy(e) — (ek)?| U = G —e A\ (e) A (k) [1+
B.(k)]~'C-(k),
e>0,k* € p(H.y),Imk > 0,y € R.

Tedy plati
n—lim._,o(H.y—k?) "t = Gx—XN(0)A(k)[1+B(k)] 1 C(k), k* € ¢-R, Imk >
0. Kdyz do této rovnosti dosadime

B(k) = N (0)Gk(0)(v,)u, [1+B(K)]™" = 1=X'(0)Gx(0)[14+X (0) (v,u) G4 (0)] (v, -)u,
dostaneme na pravé strané
Gy, — 20k (ia + 2k) " (Gr(- = ), )Gi(- = 1),

kde a = X(0) [ dzV (), coz je shodné s rezolventni funkei (—Ag, — k%)~ !
podle véty 1.

Pozn.: Tato aproximace davé interakci s |a| < oo. Pfipad, kdy a = oo je
vyloucen.



1.3 Konvergence vlastnich hodnot

V této kapitole se budeme zabyvat spektrem operdtoru —A, , v souvislosti
se spektrem H, ,.

Plati ([1], véta B.1(b)) oess(Hey) = Oess(Hy(e) = 0ess(—A) = [0,00),e >
0,y € R. To plati (podle véty 3) i v limité e — 0. Tedy

Oess(—Aay) = Oess(—A) =[0,00), —00 < a < 00,y € R.

O vlastnich hodnotach operdtoru —A, , plati nasledujici véta:

Véta 7: Necht existuje a > 0 tak, ze 2| € L;(IR) je redlna funkce a necht
y € IR. Potom

(a) Jestlize n—lim._o(H. , —k*) 7' = (—Any—k*) 71 k% € p(—Aay), @ <0,
pak —A,y méa jednoduchou vlastni hodnotu Ey = Kkt <0,ky = —ig aproe >0
dost malé o(H. )N (—00,0) obsahuje pravé jednu jednoduchou vlastni hodnotu
E. = k? < 0, kterd je analyticka v e blizko 0,

k.=iV—-E. = kg—iA”(O)&‘/ de(m)—%)\'(O)%/z dzdz'V (z) |z — 2’|V (2')+O(e?).
R R

(b) Jestlize n—lim.,0(H. ,—k*) ! = (=Auqy—k*) "L k% € p(—Any),a >0,
pak —A,, nemd vlastni hodnoty a pro € > 0 dost malé H., nema zaporné
vlastni hodnoty.

(c) Jestlize n —lim._,o(H, , — k?) "1 = Gy, k? € p(—A4,y) nebo ekvivalentné
a =0, pak H, , ma nejvyse jednu zadpornou vlastni hodnotu E, = k2 <0, kterd
Je analytickd v e blizko 0 a je vnofend v oes; ,
( l;;i =iv/—FE. = —X'(0)e [ dzV (z)— 1N (0)%e [pe duda'V (z) |z — 2’| V (') +
O(e?).

1.4 Teorie rozptylu pro d-interakci

Nakonec probereme Teorii rozptylu pro §-interakci .
Definujme funkce
\I]a,y(k’ g, :E) = e'hor ia(2k + ia)_leikgyeik‘x—m,

k>0,0==%1l,a € (—o0,0], z,y € R.
Potom W, (k,0,y+) = Yy y(k,0,y—),

‘Ij:x,y(ka g, y+) - \I]:x,y(ka g, y_) = a\pa,y(ka g, y)a
—0 (k0,2) = K*Uqy(k,0,2), z € R— {y},
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lim lim (2k/i)eTFFE A, —(k4ie)2) " (@, a') = gy (k,0,2),k > 0,2 € R.
e—02'—=Foo ’ ’

Tedy g4 (k,0) jsou zobecnéné vlastni funkce —A, ,, .P¥islusné koeficienty pros-
tupu a odrazu jsou definovany jako

T, ,(k) = lim e *Wq,(k,+1,2), Ty (k) = lim_e*" g, (k, —1,2),

T—00 T——00

Rla’y(k) = IEIEIOO eikx[\lja’y(k, +1, x)_eikx]’ Rg’y(k) - mlbr{:o e_ikm[\lfa,y(k‘, ~1, $)_e—ikx],
kde Té’y(k) = T, , (k) kvili invarianci viici obraceni chodu casu.
Explicitné dostaneme T(i’y(k) = (2k +ia)"12k = 17, (k),

Rla’y(k) = —(2k+7ja)_17lae%ky,R&y(k) = —(2k+ia) Viae ? Y k> 0,0 € (=00, 0],y € R.

2

Unitarni matice rozptylu ga,y(k) € C< je definované nésledovné:

- l r
Say(k) = [ F ) | b2 0.0 (coo,xdy € R
Yy

R, (k) k)
Tedy
5 L\ 2k —iae kY
Sa,y(k) = (2k + ZCK) ! [ _ianiky 2%k 1k > O,CM € (—O0,00],y €R

0 -1

im S = > -
I%l_r}I(l)Smy(k) l_l 0 k>0, € (—00,0],a # 0,y € R

lim Sp, (k) =1,k >0,0,y € R
k—o00
Dale se budeme zabyvat teorif rozptylu operatoru H, ;.
Necht u,v jsou funkce popsané v kapitole 1.2 a necht v Lo(IR)

$ey(k,0,2) = us(2)e*,

ng;':y(k,a,x) = v, (2)e*% e > 0,k >0,
kde
ue(z) = u((x —y)/e), ve(z) = v((z —y)/e),e > 0,y € R.
Definujme operator

te(k) = e 2X(e)[1 + e 2A(e)u:Grvs] L e > 0,Imk > 0,k # 0,k* ¢ =,



kde A(e) bylo definovano v kapitole 1.2 a
E. = {k* € C —{0}/3¢- # 0 € La(R) : ANe)uGepve = —¢e, Imk > 0}, £ > 0
a funkci (amplituda rozptylu)

feoor (k) = (2ik) (91 (K, ), 1= (k) b2 (K, o),

£,k>0,00 ==+1,ycR.

Matice rozptylu S:y(k) = [Scy,0,0'(k)ls,o'=+1 Pro operdtor H., je pak defi-
novana jako

Sg’y70—70—’ (k) — 50—70—’ + f[;"y’o"o—’ (k), 6, k > 0, O-, U, — :l:]_, y € R

Koeficienty prostupu a odrazu pro H, , jsou

T! (k) = Sey 44 (k) = Sepy - —(k) =TT, (k),
ngay(k) = Sg’y’7’+(k),R£’y(k) = S&,y;}*,f (k)7 8, k > O,y 6 R

Véta 7: Necht V € L (R) je redlna funkce a necht o = N'(0) [ dzV (z),y €
R. Potom S. ,(k),k > 0 konverguje k S, (k), kdyz e — 0 .

Jestlize navic €21V € L;(R) pro né&jaké a > 0 , pak S., je analyticka v e
v okoli 0 a plati

lim 5., (k) = Sy + S0 (k) + O(?), @ = X(0) / daV (z),k > 0,
€ R
kde

S (k) = S%) (k) = (2K + i) {(2k + ic) T 2ikN (0) (v, Nu)—

=S,
—(2k + i) " (/2N (0) (v, u) — (i/2)N"(0) (v, u) + kX (0)[(v, uz') — (vz,u)]},

S (k) = (2k+ia) " PRV (2hic) T 2k (0) (v, Nu)—(2k-+icr) ™" (a/2) A" (0) (v, u)—

=(i/2)X"(0) (v, u) £ kX' (0)[(v, ua') + (va, u)]}.
Zde jadro Hilbert-Schmidtova operatoru N je definovano nasledovné

N(z,z") = =1/2X (0)u(z) |z — &' v(a').
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Kapitola 2

Nekonecéné mnoho - interakei v
R

2.1 Definice a zakladni vlastnosti

V této kapitole se budeme zabyvat jednorozmérnym piipadem, kdy d-bariér
je nekonecné mnoho soustiedénych v bodech y;, j € J .

Necht J C Z je nekone¢na indexova mnozina a necht ¥ = {y; €e R/j € J}
je podmnozina IR takova, Ze pro néjaké d>0 plati

inf |yj—yjf|=d>0, ?Jjayj’eyv jvj,EJ'

NS

Predpoklddejme déle, ze j € J = j + 1 € J a y; < yj41.Definujme

I] = [yjflayj]a J—Ljed I]mf = (_ooayjinf]a

kde jiny = inf J , kdyz inf Y = y;, .~ > —oo. Tedy Uje; [; = R.
V Hilbertové prostoru Ls(IR) definujme uzavieny pozitivni operator

d2

M ==

D(H,) = {g € H**(R)/g(y;) = 0,y; € Y,j € J}.
K nému operétor sdruzeny je

. d?
H =

S =g D(H;) = H**(R-Y)NnH>'(R).

Rovnice

% 2 ¥ 2

qu/J(k) = k“yp(k), (k) € D(Hy), k“eC—R, Imk >0
maé reSeni
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Y;(k,x) =exp(ik |z — y;]), Imk > 0,y; €Y,j € J.

Hy mé tedy indexy defektu (oo, 00) . Ur¢itéa tiida samozdruzenych rozifeni op-
eratoru Hy je ([1], Appendix C)

d2

dz?’

D(—Auy) ={g € H”>(R-Y)NH>'(R)/¢ (y;+) — g (y;—) = a;jg(y;),j € T},
a={a;/jeJ}, -0 <a; <+4o00,j€J

_Aa,Y = -

Operator —Ag, )y popisuje d-interakci v bodech y; € Y.

Véta 8: Necht oj € R — {0},j € J. Potom

(—Aay—k) ' = Grt Z (Gr(- = yj0), ) Gr(—y), K € p(=Aqy), Imk >0
Jy'ed

kde 'y v (k) = [—a]-_ldj,j/ — Gi(y; —yj), Imk > 0 je uzavieny operator v [5(Y')
a [Cay (k)™ € B(I2(Y)),k? € p(—Aay), Imk > 0 dost velke.

Véta 9: Necht a; € R — {0},7 € J . Potom defini¢ni obor

D(=Bay) = {$/4(z )+ X Ty (0] )G — 1)
353"
kde ¢ € D(—=A) = H>?(R) a k? € p( a,v), Imk > 0. Rozklad funkce 1 (z)
je jednozna¢ny a déle plati (—Aqy — k?)9p = (—A — k? )¢
Déle jestlize 9 € D(—Aay), (V€ U,U C R,U = U%)(4(x) = 0) potom

—Aayy’[/) =0vU.
Nakonec ukidZeme jednoznacnou korespondenci mezi operdtorem —A,y v
Ly(R) a jistym opreatorem v lo(Z). Necht J = Z a predpokladejme bez ajmy

na obecnosti, Ze body +oo jsou hromadnymi body Y. Tedy UjezI; = R. Potom
feseni rovnice (—Aqy — k?)¢(k,z) = 0,Imk > 0,z € I;-)H = (y5,Yj+1) je

P(k,z) = Pk, y;) coslk(z — y;)] + ¢ (k, y;+)k~" sinfk(z — y;)],

V' (k,z) = —¢(k,y;)k sin[k(z—y;) ]+’ (k, yj+) cos[k(z—y;)], Imk > 0,z € I]Q_H,

dj(kayj—,_) = Q,b(k,yj—,),wl(k,y]—)—) - wl(kay]_) = a]’([)(kayj)a] €Z.

Necht W;(k) = [ wq;b((klf’?/yjj_)) ] ,

12



Ti(k) = l coslk(yj1 — y;)] + ajk Vsin[k(yjo1 —y;)] k' sin[k(yj1 — ;)] l
j —ksin[k(yj+1 — ;)] + oy cos[k(yjr1 —y;)]  cos[k(yjr1 —yj)] |’

Imk > 0,5 € Z.
Plati T;(k)¥;(k) = U;41(k),Imk > 0,5 € Z.
1 0
Dale necht W, (k) = 1 . ,
i(k) coslk(yj+1 — ;)] —k~'sin[k(yjs1 — y;)] ]
/lzb(kayjfl)

Plati W; 1 (k)¥;(k) = ®;(k), Imk > 0,j € Z,

@j(k):[ (k. ;) ],Imkzo,jel,

k=" sinfk(y; —y;-1)] 0 ]

Wj (k) = —k/sin[k(y; — y;-1)] l —cos[k(y; —yj-1)] 1

Imk >0,k # mm(y; — yjf1)717 JymeE”Z.
Definujeme-li M;(k) = W;(k)T;(k)[W;-1 (k)] ! =

sinfk(y;+1—y;—1)] _ sinfk(y;j+1-y;)]

A oy
_ a]k sm[k(yj—i—l y])] + sin[k(y;—y;—1)] sin[k(y; —y;—1)] ] ,Imk > 0’ L 7& Wm(yj—yjfl)*l,

1 0
dostaneme
M](k)q)](k) = q)]+1(k)7jmk Z Oak 7é Wm(y] - yjfl)_la jam € y/4

nebo ekvivalentné

sin[k(y; — yj—1)]j1 (k) + sin[k(yj+1 — y;)]ej-1 (k) =
= {ajk " sinfk(yj+1 — yj)]sin[k(y; — yi—1)] + sink(y;11 — yj-1)] 345 (k),
Imk >0,k # mm(y; —y;—1)"', j,m € Z
(2.1)

Tyto vysledky mtiZzeme shrnout v néasledujici vété.

Véta 10: Necht a; € R, j € J . Potom kazdé FeSeni ¢ (k, z), k? € R, Imk >
0,k # mm(y; — yj—1) "L, j,m € Z rovnice (—Aqy — k*)p(k,z) = 0,Imk > 0,
T € IJOJrl spliiuje 2.1. Naopak: kazdé feseni rovnice 2.1 definuje vztahem

sinfk(z — y;)]
sin[k(yj+1 — ;)]

P(k,x) = (k) cos[z—y;]+{1pj+1(k) —p; (k) cos[k(yj+1—y;)]}

k* € R, Imk > 0,k # mm(y; —yj_l)*l, j,m € Z,x € I;-)H
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fegeni rovnice (—Aay — k?)¢(k,z) = 0,Imk > 0,7 € I]QH.
Navic jestlize 9(k) € L,(R), tak {¢;(k) = ¢¥(k,y;j)}jcz € lp(Z) pro p = oo
nebo p=2. Jestlize 3K, Ko : K117l < |¢(k, z)| < Kpe™l?l | tak

K|, Kb« Kl e®Wil < |y;(k)| < Kheolil,
Ve specidlnim pfipadé, kdy yj41 —y; =a > 0,5 € Z , lze posledni dvé tvrzeni

obratit, tj.: {¢j(k)}jez € lp(Z) = (k) € Lp(R) pro p = 0o nebo p=2 a
podobné pro exponencialni rust.

Pro pozdéjsi potieby je vhodné pfepsat rovnici 2.1 pro piipad periodické
interakce, kdy y;11 —y; =a >0,y €Y,j € Z.

Potom
=1 g3 —
M; (k) = ajk s1n(ka1) + 2cos(ka) 01 Imk>0.j€Z
rovnice 2.1:

Piv1(k)+p;—1(k) = {a;k ' sin(ka)+2 cos(ka) Yo (k), Imk > 0,k # mm(y;—y;-1) ', j,m € Z.

2.2 Approximations by means of local scaled short-
range interactions

Necht J a Y jsou mnoZiny stejné jako v pfedchozi kapitole. Necht dale V; €
Li(R),j € JaW € Li(R) jsou realné potencialy takové, ze s.v. |V;| < W,j € J

Definujme v Lo(IR) kvadratické formy

Qe y; (fag) = >‘](6) /Rdx872‘/j(%)f($)g(x)aD(Q&,yj) = H2’1(R)70 <e<egyjed

& Gay; (F:9) = @i f(Y))9(y5): D(da, ;) = H>' (R),y; € Y,j € J, kde a; €
R,

laj] < Cp < 00,5 €JadeC(0,e)) je redlna funkee pro n&jaké ey > 0,

lim._,0 Aj(e) = eaj +o(e),j € J.

Podle (|1], véta C.5) jsou

Qey (f,9) = (f19) + D 6o, (£,9), D(Qey) = H*'(R),0 < & < &g,
jeJ

Qa,Y(fag) = (flagl) + anj,yj (f?g)7‘D(QE,Y) = HQ,I(R)aa = {0{1,0[2, H }

jET
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uzaviené formy v Ly(IR), omezené zdola. Podle (|1], Appendix C) samosdruzeny
operator prislusny k Q. y(f,g) je H.y a operator piislusny k Q.y(f,g) je
AV

Véta 11: Necht J,Y jsou mnoziny a W, V; potencidly definované vyse,

0 < e < eo, im0 \j(e) = eXj(0) +o(e),j € J a necht H.y je operéator
definovany vyse. Potom Jestlize k27 € p(—Aay), pak k% € p(H.y) pro e > 0
dost malé a plati n — lim._,o(H.y — 7 = (—Any — E%)~1, kde

0y = Nj(0) [ daVi (@) G € T .

2.3 Periodicka é-interakce

V této kapitole se budeme zabyvat periodickou d-interakci v jednorozmérném
prostoru.
Mgjme v Lo(R) hamiltonian —A, A definovany nasledovné

2
—Ag = —%,
D(-Aan) = {g € H**(R-A)NH*'(R)/g'(na+) —g'(na—) = ag(na),n € Z},
—o0 < a < 0.

Déle definujme mnozinu samosdruzenych operatori v La((—a/2,a/2))

pe
—
D(=Aa(0)) = {g(0) € H**((~a/2,a/2) = {0}) NH*'((—a/2,a/2)/

9(0, _a’/2+) = eié‘ag(g, a’/Z_)a 91(0’ _a’/2+) = eiﬂag/(g’ a/2_)v

2
g'(0,04) — ¢'(8,0-) = ag(8,0)}, 0o < a < 00,0 € [~b/2,b/2),b = ?”

—Aqa(0) =

Spektrum operatoru —Aq a(f) je popsano v nasledujici vété

Véta 12: Necht —oo < @ < 00,6 € [—b/2,b/2). Potom essencialni spektrum
operatoru —Agy A(f) je prazdné. Tedy spektrum —A, A(f) je Cisté diskrétni.
Vlastni hodnoty —Aq A (6) jsou E&A(0) = [k&A(0)])2,m € N, kde k%" (6) jsou
feseni rovnice cos(fa) = cos(ka) + (a/2k)sin(ka), Imk > 0. Pro @ € R — {0}
jsou odpovidajici vlastni hodnoty
o—ifap—ik " (0)a

— Lk

g2 (0, y) = Cetti” O gifng ikl () e D _a/2 <y <0,

cifag—ikp™(0)a _ 1

o—itap—ik " (0)a

— 1672"“31’1&(9)9,0 <y<a/2,meN,

a,A — —ifa 7ikﬁ‘1’A(0)y
g (0,y) = Ce e ek e 1
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0 €[-b/2,b/2).
Navic E&M0), € R — {0},60 € [-b/2,b/2) jsou nedegenerované a

2
0 < B (0) < BPH(=b/2) = 5 < B (=b/2) < B5N0) = 455 <

2
< BPMN0) < BE M (=b/2) = 955 < BXM (—b/2) < BXMN0) = 1655 < ... a >0,
a

2 2
E®MN0) < B&MN—b/2) < BSMN—b/2) = % < BSMN0) < BSMN0) = 4% <

9 2
< B (-b/2) < BYNb/2) = 975 < BENO) < B0 =165 <

<0, —a>4/a,
EXMN0) < 0, E®M (=b/2){ =0, —a =4/a, ,a <0.
>0, —a < 4/a,
Vgechny nekonstantni vlastni hodnoty E%*(6),0 € [-b/2,b/2),m € IN jsou

ryze rostouci v a € R.
Pro a = 0 jsou vlastni funkce a vlastni hodnoty —Ag 4 (6)

E%L(0) = {20+ [2(m — 1)1/a]}?,0 € [-b/2,0),m € N
EXMN0) = [2(m — )r/a)®, R (—b/2) = [(2m — 1)7/a]*,m € N
gl (0,y) = CeE0HCm=N/ally g € [_p/2,0),m € N

’ B cos[2(m — 1)wy/al,m € N
g(r)nA(O,y) = C{ sm[2(m — 1)7ry/a,],m =2,3,...

’ _ cos[(2m — 1)my/al,
g(r)nA(—b/Q,y) - C{ sin[(2m — 1)y /al,m € N

Pro a = oo je jednoduchd vlastni hodnota nezévisla na 6
oo, A _ 2 27 2
EX™ =m n®/a”,

9o M0, y) = sin(mmy/a), —a/2 <y <0,
92N, y) = sin(mmy/a)(=1)"e™ 0 < y < a/2,m € N.

Spektrum operatoru —A, A je popsano nésledujici vétou.
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Véta 13: Necht o € R a necht A = aZ,a > 0. Pak spektrum operéatoru
—Aq,A je Cisté absolutné spojité :

o0
A
o(=ADan) = Oac(—Ban) = | [a%™ b5, el < bt < afrly,m € N,
m=1

Usc(_Aa,A) = Up(_Aa,A) = (Z),
kde pro a > 0 plati

(0),m =2n+1

(=b/2),m = 2n ,n € ]N,aﬁ;A > (m — 1)?7%/a?,

o,
a,A A ES
ay > O,a% _{ EZ},A

m

A 0 2.-27,2 _
bs;A:{Em(b/2) w1 mEN.

E2MN0) = m2n?/a®,m = 2n ’

Pro o < 0 plati

EXMN0) = (m—1)2/a®,m =2n+ 1

a,N _ pa,A a,A m
me AT s b { B (=b/2) = (m —1)2fat,m =2m " €

<0,|a| >4/a,

bt = BN (—b/2){ =0,|al = 4/a,
> 0,|a| < 4/a,

o, A (_ —
bf‘n’A:{ Emfsa’fi/(gg’zzgszl m=2,3,...,n €N, b3 <m?1?/a®, m € N,

m

kde E%? jsou vlastni hodnoty —Aq,A popsané ve vété 12. Déle plati

. A Ay . _
Tim (a2, — b = 2]afa 4+ O(m ),

lim (b2* — a%M) = 2mn?/a? — [2|a|a+ 7] /a® + O(m 1), € R.

m—r00

Pro o € R—{0} ma operator —A, a ve svém spektru nekone¢né mnoho dér. Pro
a =00 ma —Ag, A Cisté bodové spektrum a kazda vlastni hodnota ma nekonec-
nou nasobnost: o.(—Aga) =0, Tess(—Aa,n) = 0p(—Aan) = {m?7?/a?}.

Pro a = 0 plati

Uess(_AO,A) = Uac(_AO,A) = [07 OO)

Navic 0(—Agq,a) je ryze monotonni v & (to plyne z monotonnosti E%* (—b/2), E&*(0)
V)

U(—AQ,A) C U(—Ag’A),O < ﬁ < «o,
(0(=Dan) N [0,00)} C {o(=Ag.2) N [0,00)}, < B < 0.

Dale bf‘n’A, af‘n’A jsou spojité vyhledem k c.
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2.4 Polokrystaly

V této kapitole probereme vlastnosti polokrystali, tj. modelt popsanych
hamiltonidnem —A,+ r+ , kde AT = {ja/j € N}, o = {aj}jen,, 05 =2 € R.
Ve skutecnosti budeme uvazovat obecnéji pfipad, kdy mame rizné polokrystaly
na levé a pravé strané.

Mégjme tedy operator —A,-+ 5, kde

+ 5=
_ - ) am,j=0,1,2,... +
A=aZ,a >0, _{aj}jez’aj_{a,,j:—,l,’—é,... ,a— € R.
Samotny polokrystal dostaneme, polozime-li o~ = 0.

Véta 14: Spektrum operdtoru —A,-+ 5 je Cisté absolutné spojité a plati

U(_Aof*,A) = U(_AODL,A) U U(_Aa*,A)aasc(_Aof*,A) = q)aap(_Aof*,A) =0

kde —A,+ p piedstavuje nekonecny krystal a A = aZ . Na vnitiku mnoZiny
a(—Aa+ A)No(=A,- o) je spektralni ndsobnost operatoru —A,-+ 5 2, zatimco
na o(—=Ay-+a) = {o(=Qn+a) No(=Ay- A)} je nasobnost 1.

Pozn.: Ve specidlnim pripadé, kdyz a~ = 0, pro spektrum polokrystalu
plati (véty 13 a 14)

Oé+ Oé+
o(—=Agt p) = [af M08 MU0, 00).

Tvrzeni o nasobnosti spektra v pfedchozi vété souvisi s tim, Ze ¢astice pohy-
bujici se v levém polokrystalu muze piejit do pravého jenom, kdyz jeji energie
mé hodnotu dovolenou pro oba polokrystaly. V tomto piipadé ¢astice prochézi s
nasobnosti 2. V opatném piipadé (jestlize ¢astice pohybujici se v levém polokrys-
talu mé energii, kterd nelezi ve spektru pravého polokrystalu) ocekédvame, Ze se
Castice odrazi (tedy,ze koeficient odrazu je 1). To je obsahem nésledujici véty.

Véta 15: Necht k% € {o(=A,- ) No(—Au+2)}° Imk > 0 . Potom pro
koeficienty odrazu a prostupu pro operdtor —A,-+ 5 plati

2 sin'/2[0_ (k)a] sin'/2[0, (k)a]

l —
Ta +,A (k) - ew,(k)a — e—i0+(k)a Tg +A (k)’
67i0+(k)a — e 0 (k)a ei9+(k)a — it (k)a

l _ r —
Ry +,A(k) T el (k)a — o—iby(k)a ’Ra7+,A(k) T eil_(k)a _ g—if4(k)a’
kde cos[f (k)a] = cos(ka) + (a* /2k) sm(ka) 0+(k) € (0,7/a).

a(R) Ry A(K)

Matice Rozptylu S,—+ (k) = .
A NS N

je v tomto pfi-

padé unitarni.
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Jestlize k* € {o(—Ap—+a) — 0(=Ag+4)}°, Imk > 0, potom

el+(kla _ o—i0—(k)a

eti+(k)a _ gif—(k)a ’

T, , A(k) =0,RL_ \(k)=
kde
cos[0_(k)a] = cos(ka) + (o™ /2k) sin(ka),0_(k) € (0,7/a),

cosh[ry (k)a] = cos(ka) + (ot /2k) sin(ka), k1 (k) = —if, (k) > 0.
Podobné pro k2 € {o(=Ay-+4) — 0(—=Ag- A)}°, Imk >0 :

. . efn_(k)a _ ei9+(k)a
a7+,A(k) - O’Ra7+,/\(k) T o—r-(k)a _ g—iby(k)a’

kde
cos[0 (k)a] = cos(ka) + (o /2k) sin(ka), 0. (k) € (0,7/a),

cosh[k_ (k)a] = cos(ka) + (o~ /2k) sin(ka), k— (k) = —if_(k) > 0.
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Kapitola 3

Kone¢né mnoho J-interakei v R>

V této kapitole se budeme zabyvat popisem d-interakce v R? na koncen-
trickych koulich o polomérech 0 < R; < Ry < ... < Ry formdalné popsané
hamiltonidnem H = —A + E;\Ll a;(|z] — Ry).

3.1 Definice a zakladni vlastnosti

Méjme v R? uzavieny symetricky pozitivni operator
H=-A,D(H)={f e H*(R’)/f(0K(0,R;)) = 0,j € {L.2,...,N}},

kde K (O, R;) je uzaviena koule se stfedem v pocatku a poloméru R;.
Déle rozlozime Ly(IR?)

Ly(R?) = Ly((0,00), r%dr) @ Ly(S?),

kde S? je jednotkova koule v R? .
Necht dale U je unitarni transformace

U : Ly((0,00),72dr) — Ly((0,00)) : f — (Uf)(r) =rf(r),

Tedy mame
o
Ly(R?) :EB 00),dr) ® [V, 7,..., Y]],

kde sférické harmoniky Y;™, [ € Ny, — < m < [ predstavuji bézi La(S?).
Pouzitim této unitarni transformace dostaneme

o0
H=QU hypmlel,
j=0
kde
2 I(l+1)
Tt

hury = -

)
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D(hy (r)) = {f € L2((0,00))/f, ' € ACi0c((0,00)), f(0+) =0 pro I =0, f(R;+) =0,
—f" 11+ 1)r2f € Ly((0,00))},
I €Ny, j€ {1,2,...,N}, {R} = {Rl,...,RN}.

Je dokazéano, ze iLl’{R} ma indexy defektu (N,N) a tedy defektni podprostor N_
je generovan N linedarné nezavislymi funkcemi

2RPHY, (kR 2 i o (kr),r < R,
1. ( )—{W/ 12 BB o (k) < 7 Imk>0,j€{1,2,...,N},

in/2 Ry Ty o (kB2 HLY, k), > Ry

kde J,, resp. H, je Besselova resp. Hankelova funkce fadu p.
Tedy vSechna samosdruzena rozsireni operatoru hy gy jsou ddna N 2_parametrickou
mnozinou samosdruzenych operdtorti. Uvazujme nasledujici samosdruzené rozsifeni

a2 1(l+1)
hjogyimy = —g2+t 5

D(hyga;1,0ry) = {f € La2((0,00))/ f, f" € ACioc((0,00)—{R}), f(0+) = 0 pro [ = 0,
f(RjZ) = f(Riy) = f(R)), f'(Rix)—f'(Rj=) = ajuf (Rjw), —f"+I(I41)r > f € Lz((0,00))},

{0[} = {au,. .. ,aNl},aﬂ € (—oo,oo]‘

Pripad aj; = 0 pro vSechna j pfedstavuje volny kineticky hamiltonidn s pevnym
[.
Operator H{a]-},{R} v Ly (]R3)

Hioj) (ry = @U hi o}y U @1

7=0
predstavuje pfesnou definici formalniho hamiltonidanu H = —A—i—Z;-V:l a;o(|z|—
Rj). Je-li {aj} = oo, potom pfedstavuje laplacian s Dirichletovou hrani¢ni

podminkou na 0K (O, R;). Je-li {a;} = 0, potom Hy gy = —A, D(Hp (gy) =
H?*2(R3).

Rezolventni funkce operatortt Hyq )y (ry a hyfa;},{r} Jsou dany nasledujicf
vétou.

Véta 16: Jestlize oy # 0,V € {1,...,N} , potom plati

(i)Rezolventni funkce operéatoru hifa;1,(R) J€

(P gasyqry — K7 = (o — K*) 7 + Z 1551 (k) (@ g (— ), ) By 5 (k),
7]7

k> € p(hyfa;),4rY)> Imk > 0,1 € Ny,

kde
(k)55 = =l 050 + gii (R, Rjo) gy

a gk = (hio—k) ', Imk >0
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je volna rezolventni funkce s integralnim jadrem

2r1/2H) ) 2 T ok
ai(r 7"') = { /2 H% l+1/2( T)

im/2(r 1/2H kr 1/2Jl+1/2(k7’)

<y
,Imk > 0.
z+1/2 T

(ii) Rezolventni funkce operatoru Hyq ¢ry je
(Hya), iy =47 = D D Z g (R) () @gr (=R, ) [ @y (k)Y
=0 m=-1j,j'=

ke p(H{al}’{R}),Imk‘ > 0.

3.2 Approximation by a family of local scaled short-
range hamiltonians

Necht Aj; : [0,00) — R, € Ny je analytickd v okoli pocatku a necht
Ajl(0+) =0.
Déle v L2((0,00)) definujme

N r—R;
hue =hio+e 7y Na(e)Vi(——)
a v Ly(IR3) mé&jme operator
o0
= @ Ul
=0
Véta 17: Jestlize Vj = 1,..., N je funkce V; : R — R méfitelna, V;(r) =

0 pror <0 a V€ Li((Rj,00)), potom plati
(i) Je-li k% € p(hi {a,} {R})> POtom k? € p(h;.) pro e dost malé a

. 21 _ 2y-1
n = lim(hye =) 7" = (b o)y — K27

kde aj; = X(0) fg; drVj(r),l € No.
(ii) Je-li k2 € p(H{a,),{ry) POtom k% € p(H.) pro e dost malé a

. 2\—1 2)-1
n — lm(H. = k)" = (Hay,(r) — ¥
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