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Úvod

Tato re²er²ní práce se zabývá popisem bodových (nebo také tzv. Æ) interakcí,

tj. model· daných hamiltoniánem s potenciálem p·sobícím na ur£ité diskrétní

mnoºin¥ bod·.

První dv¥ kapitoly, které popisují Æ-interakci v IR, jsem p°evzal z knihy [1],

poslední kapitolu o Æ-interakci na kone£né mnoºin¥ bod· v IR3jsem p°evzal z

£lánku [3].
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Kapitola 1

Æ�interakce v IR

1.1 De�nice a základní vlastnosti

V této kapitole podáme p°esnou matematickou de�nici a popí²eme Æ-interakci

v jednorozm¥rném prostoru formáln¥ popsanou kvantovým hamiltoniánem H =

��+ �Æ(x� y) .

M¥jme Hilbert·v prostor L2(IR) a v n¥m de�nujme uzav°ený pozitivní op-

erátor

_Hy = �
d2

dx2
; D( _Hy) = fg 2 H2;2(IR)=g(y) = 0g; y 2 IR:

Jeho sdruºený operátor je

_H�

y = �
d2

dx2
; D( _H�

y ) = fg 2 H2;2(IR� fyg) \H2;1(IR); y 2 IR:

kde Hm;n(IR) p°edstavuje Sobolev·v prostor.

Rovnice

_H�

y (k) = k2 (k);  (k) 2 D( _H�

y ); k
2 2 CI� IR; Imk > 0

má °e²ení

 (k; x) = exp(ik jx� yj); Imk > 0:

_Hy má tedy indexy defektu (1,1) a v²echna samosdruºená roz²í°ení H�;y operá-

toru _Hy jsou

H�;y = �
d2

dx2
; D(H�;y) = fg + c + + cei� �=g 2 D( _Hy); c 2 CIg;

H�;y(g + c + + cei� �) = _Hyg + ic + � ic �; � 2 [0; 2�); y 2 IR;

 �(x) =
i

2
p
�i

exp(i
p
�i jx� yj ; Im

p
�i > 0:
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Tedy D(H�;y) � H2;1(IR). Navíc platí

(g + c + + cei� �)
0(y+)� (g + c + + cei� �)

0(y�) = �c(1 + ei�) =

= �(g(y) + c +(y) + cei� �(y));

kde � = �2 cos( �
2
)= cos( �

2
� �

4
):

Jestliºe � probíhá mnoºinu (0; 2�); � probíhá celé IR (� " 2� , � " +1) .

Od te¤ budeme v²echna samosdruºená roz²í°ení operátoru _Hy parametrizovat

pomocí parametru �. V²echna samosdruºená roz²í°ení operátoru _Hy m·ºeme

tedy zapsat jako

���;y = �
d2

dx2
;

D(���;y) = fg 2 H2;2(IR� fyg) \H2;1(IR)=g0(y+)� g0(y�) = �g(y)g;

� 2 (�1;+1]:

(Protoºe operátor ���;y je symetrický a dále platí H�;y � ���;y).P°ípad � = 0

dává jednoduchý Hamiltonián �� = � d
2

dx2
;D(��) = H2;2(IR). Jestliºe � =

+1 , potom

D(��1;y) = fg 2 H2;2(IR� fyg) \H2;1(IR)=g(y) = 0g =

= H
2;2
0 (�1; y)�H

2;2
0 (y;1);

��1;y = (��D�)� (��D+);

kde ��D� p°edstavuje dirichlet·v laplacián na (y;�1);

D(��D�) = H
2;2
0 (y;�1)

Operátor ���;y popisuje Æ-interakci v bod¥ y 2 IR.

V¥ta 1: Rezolventní funkce operátoru ���;y je

(���;y � k2)�1 = Gk � 2�k(i� + 2k)�1(Gk(� � y); �)Gk(� � y);

k2 2 �(���;y); Imk > 0; �1 < � � 1; y 2 IR

s integrálním jádrem

(���;y�k2)�1(x; x0) =
i

2k
exp(ik

��x� x0
��+�(2k)�1(i�+2k)�1 exp(ik(jx� yj+

��y � x0
��));
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k2 2 �(���;y); Imk > 0; �1 < � � 1; x; x0 2 IR

kde

Gk(x� x0) =
i

2k
eikjx�x

0j; Imk > 0

je integrální jádro (��� k2)�1 v L2(IR).

V¥ta 2: Pro de�ni£ní obor operátoru ���;y; �1 < � � 1 platí

D(���;y) = f = (x) = �k(x)� 2�k(i� + 2k)�1�k(y)Gk(x� y)g;

kde

�k 2 D(��) = H2;2(IR); k2 2 �(���;y); Imk > 0:

Rozklad  je jednozna£ný a pro  2 D(���;y) platí

(���;y � k2) = (��� k2)�k.

Jestliºe navíc  = 0 v n¥jaké otev°ené mnoºin¥ U � IR, potom ���;y = 0 v

U .

Pro spektrum operátoru ���;y platí následující v¥ta:

V¥ta 3: Nech´ �1 < � � 1; y 2 IR. Potom pro essenciální spektrum

���;y platí:

�ess(���;y) = �ac(���;y) = [0;+1); �sc(���;y) = ;:

Jestliºe � 2 (�1; 0), potom ���;y má práv¥ jednu zápornou jednoduchou

vlastní hodnotu, tj.:

�p(���;y) = f
�2

4
g; �1 < � < 0

P°íslu²ná vlastní funkce je r
�
�

2
e�jx�yj=2:

Pro � � 0 nebo � = +1 platí �p(���;y) = ; .

1.2 Approximation by means of local scaled short-

range interactions

Nejprve de�nujme funkci
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Gk = (��� k2)�1; Imk > 0;

a její integrální jádro

Gk(x; x
0) =

i

2k
eikjx�x

0j; Imk > 0; x; x0 2 IR:

Dále pro V 2 L1(IR) de�nujme

v(x) = jV (x)j1=2 ; u(x) = jV (x)j1=2 sgn[V (x)];

platí tedy uv = V .

Dále de�nujme

~v(x) = v(x� "�1y); ~u(x) = u(x� "�1y); " > 0; y 2 IR

~B("; k) = �(")~uGk~v; Imk > 0;

kde � je reálná analytická v okolí 0 a �(0) = 0.

Hy(") = ��+ �(")V (� � "�1y); " > 0; y 2 IR:

Platí ([1], v¥ta B.1(b))

(Hy(") � k2)�1 = Gk � �(")Gk [1 + ~B("; k)]~uGk; k
2 2 �(Hy(")); Imk > 0:

M¥jme dále unitární grupu (U"g)(x) = "�1=2g(x
"
); " > 0; g 2 L2(IR) a mnoºinu

samosdruºených operátor· H";y

H";y = "�2U"Hy(")U
�1
" = ��+ �(")"�2V ((� � y)="); " > 0; y 2 IR:

Nech´ A"(k); B"(k); C"(k); " > 0 jsou Hilbert-Schmidtovy operátory s inte-

grálními jádry

A"(k; x; x
0) = Gk(x� y � "x0)v(x0); Imk > 0;

B"(k; x; x
0) = "�1�(")u(x)Gk("(x� x0))v(x0); Imk � 0; k 6= 0;

C"(k; x; x
0) = u(x)Gk("x+ y � x0); Imk > 0:

Potom transformace x! (y
"
); " > 0; "2U"GkU

�1
" = Gk=" dává

(H";y�k2)�1 = "2U"[Hy(")�("k)2]�1U�1
" = Gk�"�1�(")A"(k)[1+B"(k)]

�1C"(k);

" > 0; k2 2 �(H";y); Imk > 0; y 2 IR
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Protoºe platí

w � lim
"!0

A"(k) = A(k); w � lim
"!0

B"(k) = B(k); w � lim
"!0

C"(k) = C(k)

a také

lim
"!0

kA"(k)k2 = kA(k)k2 ; lim
"!0

kB"(k)k2 = kB(k)k2 ; lim
"!0

kC"(k)k2 = kC(k)k2 ;

platí následující:

V¥ta 4: Nech´ operátory A(k); B(k); C(k) jsou de�novány pomocí svých

integrálních jader

A(k; x; x0) = Gk(x�y)v(x0); Imk > 0; B(k; x; x0) = �0(0)Gk(0)u(x)v(x
0); Imk �

0; k 6= 0;

C(k; x; x0) = u(x)Gk(y � x0); Imk > 0:

Potom pro pevné k, Im k>0,A"(k); B"(k); C"(k) konvergují v Hilbert-Schmidtov¥

norm¥ k A(k); B(k); C(k), kdyº "! 0 .

V¥ta 5: Nech´ V 2 L1(IR) je reálná funkce a nech´ y 2 IR. Potom pro

k2 2 �(���;y) platí k
2 2 �(H";y) pro " > 0 dost malé a dále

n� lim
"!0

(H";y � k2)�1 = (���;y � k2)�1; y 2 IR;

kde

� = �0(0)

Z
R

dxV (x):

Speciáln¥ platí n� lim"!0H";y = �� práv¥ tehdy, kdyº �0(0)
R
R
dxV (x) = 0:

D·kaz: (H";y�k2)�1 = "2U"[Hy(")�("k)2]�1U�1
" = Gk�"�1�(")A"(k)[1+

B"(k)]
�1C"(k);

" > 0; k2 2 �(H";y); Imk > 0; y 2 IR:

Tedy platí

n�lim"!0(H";y�k2)�1 = Gk��0(0)A(k)[1+B(k)]�1C(k); k2 2 CI�IR; Imk >
0: Kdyº do této rovnosti dosadíme

B(k) = �0(0)Gk(0)(v; �)u; [1+B(k)]�1 = 1��0(0)Gk(0)[1+�
0(0)(v; u)Gk(0)]

�1(v; �)u;

dostaneme na pravé stran¥

Gk � 2�k(i� + 2k)�1(Gk(� � y); �)Gk(� � y);

kde � = �0(0)
R
R
dxV (x); coº je shodné s rezolventní funkcí (���;y � k2)�1

podle v¥ty 1.

Pozn.: Tato aproximace dává interakci s j�j < 1. P°ípad, kdy � = 1 je

vylou£en.
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1.3 Konvergence vlastních hodnot

V této kapitole se budeme zabývat spektrem operátoru ���;y v souvislosti

se spektrem H";y:

Platí ([1], v¥ta B.1(b)) �ess(H";y) = �ess(Hy(") = �ess(��) = [0;1); " >

0; y 2 IR. To platí (podle v¥ty 3) i v limit¥ "! 0. Tedy

�ess(���;y) = �ess(��) = [0;1);�1 < � � 1; y 2 IR:

O vlastních hodnotách operátoru ���;y platí následující v¥ta:

V¥ta 7: Nech´ existuje a > 0 tak, ºe e2aj�j 2 L1(IR) je reálná funkce a nech´

y 2 IR. Potom

(a) Jestliºe n�lim"!0(H";y�k2)�1 = (���;y�k2)�1; k2 2 �(���;y); � < 0;

pak ���;y má jednoduchou vlastní hodnotu E0 = k20 < 0; k0 = �i�
2
a pro " > 0

dost malé �(H";y)\ (�1; 0) obsahuje práv¥ jednu jednoduchou vlastní hodnotu

E" = k2" < 0, která je analytická v " blízko 0,

k" = i
p
�E" = k0�

i

4
�00(0)"

Z
R

dxV (x)�
i

4
�0(0)2"

Z
R2
dxdx0V (x)

��x� x0
��V (x0)+O("2):

(b) Jestliºe n�lim"!0(H";y�k2)�1 = (���;y�k2)�1; k2 2 �(���;y); � > 0;

pak ���;y nemá vlastní hodnoty a pro " > 0 dost malé H";y nemá záporné

vlastní hodnoty.

(c) Jestliºe n� lim"!0(H";y�k2)�1 = Gk; k
2 2 �(���;y) nebo ekvivalentn¥

� = 0, pak H";y má nejvý²e jednu zápornou vlastní hodnotu E" = k2" < 0, která

je analytická v " blízko 0 a je vno°ená v �ess ,

k" = i
p
�E" = � i

4
�00(0)"

R
R
dxV (x)� i

4
�0(0)2"

R
R2
dxdx0V (x) jx� x0jV (x0)+

O("2):

1.4 Teorie rozptylu pro Æ-interakci

Nakonec probereme Teorii rozptylu pro Æ-interakci .

De�nujme funkce

	�;y(k; �; x) = eik�x � i�(2k + i�)�1eik�yeikjx�yj;

k � 0; � = �1; � 2 (�1;1]; x; y 2 IR:

Potom 	�;y(k; �; y+) = 	�;y(k; �; y�);

	0

�;y(k; �; y+) �	0

�;y(k; �; y�) = �	�;y(k; �; y);

�	00

�;y(k; �; x) = k2	�;y(k; �; x); x 2 IR� fyg;
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lim
"!0

lim
x0!�1

(2k=i)e�i(k+i")x
0

[���;y�(k+i")2]�1(x; x0) = 	�;y(k; �; x); k � 0; x 2 IR:

Tedy 	�;y(k; �) jsou zobecn¥né vlastní funkce ���;y .P°íslu²né koe�cienty pros-

tupu a odrazu jsou de�novány jako

T l

�;y(k) = lim
x!1

e�ikx	�;y(k;+1; x); T r

�;y(k) = lim
x!�1

eikx	�;y(k;�1; x);

Rl

�;y(k) = lim
x!�1

eikx[	�;y(k;+1; x)�eikx]; Rr

�;y(k) = lim
x!1

e�ikx[	�;y(k;�1; x)�e�ikx];

kde T l
�;y(k) = T r

�;y(k) kv·li invarianci v·£i obrácení chodu £asu.

Explicitn¥ dostaneme T l
�;y(k) = (2k + i�)�12k = T r

�;y(k);

Rl

�;y(k) = �(2k+i�)�1i�e2iky ; Rr

�;y(k) = �(2k+i�)�1i�e�2iky; k � 0; � 2 (�1;1]; y 2 IR:

Unitární matice rozptylu ~S�;y(k) 2 C2 je de�novaná následovn¥:

~S�;y(k) =

"
T l
�;y(k) Rr

�;y(k)

Rl
�;y(k) T r

�;y(k)

#
; k � 0; � 2 (�1;1]; y 2 IR

Tedy

~S�;y(k) = (2k + i�)�1

"
2k �i�e�2iky

�i�e2iky 2k

#
; k � 0; � 2 (�1;1]; y 2 IR

lim
k!0

~S�;y(k) =

"
0 �1
�1 0

#
; k � 0; � 2 (�1;1]; � 6= 0; y 2 IR

lim
k!1

~S�;y(k) = 1; k � 0; �; y 2 IR

Dále se budeme zabývat teorií rozptylu operátoru H";y:

Nech´ u,v jsou funkce popsané v kapitole 1.2 a nech´ v L2(IR)

��";y(k; �; x) = u"(x)e
ik�x;

�+";y(k; �; x) = v"(x)e
ik�x; " > 0; k � 0;

kde

u"(x) = u((x� y)="); v"(x) = v((x� y)="); " > 0; y 2 IR:

De�nujme operátor

t"(k) = "�2�(")[1 + "�2�(")u"Gkv"]
�1; " > 0; Imk � 0; k 6= 0; k2 =2 �";

9



kde �(") bylo de�nováno v kapitole 1.2 a

�" = fk2 2 C � f0g=9�" 6= 0 2 L2(IR) : �(")uG"kv�" = ��"; Imk � 0g; " > 0

a funkci (amplituda rozptylu)

f";y;�;�0(k) = (2ik)�1(�+";y(k; �); t"(k)�
�
";y(k; �

0);

"; k > 0; �; �0 = �1; y 2 IR:

Matice rozptylu S";y(k) = [S";y;�;�0(k)]�;�0=�1 pro operátor H";y je pak de�-

nována jako

S";y;�;�0(k) = Æ�;�0 + f";y;�;�0(k); "; k > 0; �; �0 = �1; y 2 IR

Koe�cienty prostupu a odrazu pro H";y jsou

T l

";y(k) = S";y;+;+(k) = S";y;�;�(k) = T r

";y(k);

Rl

";y(k) = S";y;�;+(k); R
r

";y(k) = S";y;+;�(k); "; k > 0; y 2 IR:

V¥ta 7: Nech´ V 2 L1(IR) je reálná funkce a nech´ � = �0(0)
R
R
dxV (x); y 2

IR. Potom S";y(k); k > 0 konverguje k ~S�;y(k), kdyº "! 0 .

Jestliºe navíc e2aj�jV 2 L1(IR) pro n¥jaké a > 0 , pak S";y je analytická v "

v okolí 0 a platí

lim
"!0

S";y(k) = ~S�;y + "S(1)
";y (k) +O("2); � = �0(0)

Z
R

dxV (x); k > 0;

kde

S
(1)
";y;+;+(k) = S

(1)
";y;�;�(k) = (2k + i�)�1f(2k + i�)�12ik�0(0)(v;Nu)�

�(2k + i�)�1(�=2)�00(0)(v; u) � (i=2)�00(0)(v; u) + k�0(0)[(v; ux0)� (vx; u)]g;

S
(1)
";y;�;�(k) = (2k+i�)�1e�2ikyf(2k+i�)�12ik�0(0)(v;Nu)�(2k+i�)�1(�=2)�00(0)(v; u)�

�(i=2)�00(0)(v; u) � k�0(0)[(v; ux0) + (vx; u)]g:

Zde jádro Hilbert-Schmidtova operátoru N je de�nováno následovn¥

N(x; x0) = �1=2�0(0)u(x)
��x� x0

�� v(x0):
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Kapitola 2

Nekone£n¥ mnoho Æ- interakcí v

IR

2.1 De�nice a základní vlastnosti

V této kapitole se budeme zabývat jednorozm¥rným p°ípadem, kdy Æ-bariér

je nekone£n¥ mnoho soust°ed¥ných v bodech yj; j 2 J .

Nech´ J � ZZ je nekone£ná indexová mnoºina a nech´ Y = fyj 2 IR=j 2 Jg
je podmnoºina IR taková, ºe pro n¥jaké d>0 platí

inf
j;j02J;j 6=j

0

��yj � yj0
�� = d > 0; yj; yj0 2 Y; j; j0 2 J:

P°edpokládejme dále, ºe j 2 J ) j + 1 2 J a yj < yj+1.De�nujme

Ij = [yj�1; yj ]; j � 1; j 2 J; Ijinf = (�1; yjinf ];

kde jinf = inf J , kdyº inf Y = yjinf > �1: Tedy
S
j2J Ij = IR.

V Hilbertov¥ prostoru L2(IR) de�nujme uzav°ený pozitivní operátor

_Hy = �
d2

dx2
; D( _Hy) = fg 2 H2;2(IR)=g(yj) = 0; yj 2 Y; j 2 Jg:

K n¥mu operátor sdruºený je

_H�
y = �

d2

dx2
; D( _H�

y ) = H2;2(IR� Y ) \H2;1(IR):

Rovnice

_H�

y (k) = k2 (k);  (k) 2 D( _H�

y ); k
2 2 CI� IR; Imk > 0

má °e²ení
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 j(k; x) = exp(ik jx� yjj); Imk > 0; yj 2 Y; j 2 J:

_Hy má tedy indexy defektu (1;1) . Ur£itá t°ída samozdruºených rozí°ení op-

erátoru _Hy je ([1], Appendix C)

���;Y = �
d2

dx2
;

D(���;Y ) = fg 2 H2;2(IR�Y )\H2;1(IR)=g0(yj+)� g0(yj�) = �jg(yj); j 2 Jg;

� = f�j=j 2 Jg;�1 < �j � +1; j 2 J

Operátor ���;Y popisuje Æ-interakci v bodech yj 2 Y .

V¥ta 8: Nech´ �j 2 IR� f0g; j 2 J . Potom

(���;Y�k2)�1 = Gk+
�1X

j;j02J

[��;Y (k)]
�1
j;j0

(Gk(� � yj0); �)Gk(��y); k2 2 �(���;Y ); Imk � 0

kde ��;Y (k) = [���1
j
Æj;j0 �Gk(yj � yj0); Imk > 0 je uzav°ený operátor v l2(Y )

a [��;Y (k)]
�1 2 B(l2(Y )); k

2 2 �(���;Y ); Imk > 0 dost velké.

V¥ta 9: Nech´ �j 2 IR� f0g; j 2 J . Potom de�ni£ní obor

D(���;Y ) = f = (x) = �k(x) +
X
j;j0

[��;Y (k)]
�1
j;j0
�k(yj0)Gk(x� yj)g;

kde �k 2 D(��) = H2;2(IR) a k2 2 �(���;Y ); Imk � 0. Rozklad funkce  (x)

je jednozna£ný a dále platí (���;Y � k2) = (��� k2)�k.

Dále jestliºe  2 D(���;Y ); (8 2 U;U � IR; U = U0)( (x) = 0) potom

���;Y  = 0 v U .

Nakonec ukáºeme jednozna£nou korespondenci mezi operátorem ���;Y v

L2(IR) a jistým opreátorem v l2(ZZ). Nech´ J = ZZ a p°edpokládejme bez újmy

na obecnosti, ºe body �1 jsou hromadnými body Y. Tedy [j2ZZIj = IR. Potom

°e²ení rovnice (���;Y � k2) (k; x) = 0; Imk � 0; x 2 I0
j+1 = (yj; yj+1) je

 (k; x) =  (k; yj) cos[k(x� yj)] +  0(k; yj+)k�1 sin[k(x� yj)];

 0(k; x) = � (k; yj)k sin[k(x�yj)]+ 0(k; yj+) cos[k(x�yj)]; Imk � 0; x 2 I0j+1;

 (k; yj+) =  (k; yj�; );  0(k; yj+)�  0(k; yj�) = �j (k; yj); j 2 ZZ:

Nech´ 	j(k) =

"
 (k; yj)

 0(k; yj�)

#
,

12



Tj(k) =

"
cos[k(yj+1 � yj)] + �jk

�1 sin[k(yj+1 � yj)] k�1 sin[k(yj+1 � yj)]

�k sin[k(yj+1 � yj)] + �j cos[k(yj+1 � yj)] cos[k(yj+1 � yj)]

#
;

Imk � 0; j 2 ZZ:

Platí Tj(k)	j(k) = 	j+1(k); Imk � 0; j 2 ZZ:

Dále nech´ Wj(k) =

"
1 0

cos[k(yj+1 � yj)] �k�1 sin[k(yj+1 � yj)]

#
;

�j(k) =

"
 (k; yj)

 (k; yj�1)

#
; Imk � 0; j 2 ZZ;

Platí Wj�1(k)	j(k) = �j(k); Imk � 0; j 2 ZZ;

Wj�1(k) = �k= sin[k(yj � yj�1)]

"
k�1 sin[k(yj � yj�1)] 0

� cos[k(yj � yj�1)] 1

#
;

Imk � 0; k 6= �m(yj � yj�1)
�1; j;m 2 ZZ:

De�nujeme-li Mj(k) =Wj(k)Tj(k)[Wj�1(k)]
�1 =

=

"
�jk

�1 sin[k(yj+1 � yj)] +
sin[k(yj+1�yj�1)]

sin[k(yj�yj�1)]
� sin[k(yj+1�yj)]

sin[k(yj�yj�1)]

1 0

#
; Imk � 0; k 6= �m(yj�yj�1)

�1;

dostaneme

Mj(k)�j(k) = �j+1(k); Imk � 0; k 6= �m(yj � yj�1)
�1; j;m 2 ZZ

nebo ekvivalentn¥

sin[k(yj � yj�1)] j+1(k) + sin[k(yj+1 � yj)] j�1(k) =

= f�jk�1 sin[k(yj+1 � yj)] sin[k(yj � yj�1)] + sin[k(yj+1 � yj�1)]g j(k);
Imk � 0; k 6= �m(yj � yj�1)

�1; j;m 2 ZZ

(2.1)

Tyto výsledky m·ºeme shrnout v následující v¥t¥.

V¥ta 10: Nech´ �j 2 IR; j 2 J . Potom kaºdé °e²ení  (k; x); k2 2 IR; Imk �
0; k 6= �m(yj � yj�1)

�1; j;m 2 ZZ rovnice (���;Y � k2) (k; x) = 0; Imk � 0;

x 2 I0
j+1 spl¬uje 2.1. Naopak: kaºdé °e²ení rovnice 2.1 de�nuje vztahem

 (k; x) =  j(k) cos[x�yj]+f j+1(k)� j(k) cos[k(yj+1�yj)]g
sin[k(x� yj)]

sin[k(yj+1 � yj)]
;

k2 2 R; Imk � 0; k 6= �m(yj � yj�1)
�1; j;m 2 ZZ; x 2 I0j+1

13



°e²ení rovnice (���;Y � k2) (k; x) = 0; Imk � 0; x 2 I0
j+1.

Navíc jestliºe  (k) 2 Lp(IR), tak f j(k) =  (k; yj)gj2ZZ 2 lp(ZZ) pro p =1
nebo p=2. Jestliºe 9K1;K2 : K1e

�Æjxj � j (k; x)j � K2e
�Æjxj , tak

9K 0
1;K

0
2 : K

0
1e
�Æjyj j � j j(k)j � K 0

2e
�Æjyj j:

Ve speciálním p°ípad¥, kdy yj+1 � yj = a > 0; j 2 ZZ , lze poslední dv¥ tvrzení

obrátit, tj.: f j(k)gj2ZZ 2 lp(ZZ) )  (k) 2 Lp(IR) pro p = 1 nebo p=2 a

podobn¥ pro exponenciální r·st.

Pro pozd¥j²í pot°eby je vhodné p°epsat rovnici 2.1 pro p°ípad periodické

interakce, kdy yj+1 � yj = a > 0; yj 2 Y; j 2 ZZ:

Potom

Mj(k) =

"
�jk

�1 sin(ka) + 2 cos(ka) �1
1 0

#
; Imk � 0; j 2 ZZ;

rovnice 2.1:

 j+1(k)+ j�1(k) = f�jk�1 sin(ka)+2 cos(ka)g j(k); Imk � 0; k 6= �m(yj�yj�1)
�1; j;m 2 ZZ:

2.2 Approximations by means of local scaled short-

range interactions

Nech´ J a Y jsou mnoºiny stejné jako v p°edchozí kapitole. Nech´ dále Vj 2
L1(IR); j 2 J aW 2 L1(IR) jsou reálné potenciály takové, ºe s.v. jVj j �W; j 2 J
.

De�nujme v L2(IR) kvadratické formy

q";yj(f; g) = �j(")

Z
R

dx"�2Vj(
x� yj

"
)f(x)g(x);D(q";yj ) = H2;1(IR); 0 < " < "0; j 2 J

a q�j ;yj (f; g) = �jf(yj)g(yj);D(q�j ;yj ) = H2;1(IR); yj 2 Y; j 2 J , kde �j 2
IR,

j�j j � C0 � 1; j 2 J a �j 2 C0((0; "0)) je reálná funkce pro n¥jaké "0 > 0,

lim"!0 �j(") = "�j + o("); j 2 J .
Podle ([1], v¥ta C.5) jsou

Q";Y (f; g) = (f 0; g0) +
X
j2J

q";yj (f; g);D(Q";Y ) = H2;1(IR); 0 < " < "0;

Q�;Y (f; g) = (f 0; g0) +
X
j2J

q�j ;yj (f; g);D(Q";Y ) = H2;1(IR); � = f�1; �2; : : :g

14



uzav°ené formy v L2(IR), omezené zdola. Podle ([1], Appendix C) samosdruºený

operátor p°íslu²ný k Q";Y (f; g) je H";Y a operátor p°íslu²ný k Q�;Y (f; g) je

���;Y .

V¥ta 11: Nech´ J,Y jsou mnoºiny a W;Vj potenciály de�nované vý²e,

0 < " < "0; lim"!0 �j(") = "�0
j
(0) + o("); j 2 J a nech´ H";Y je operátor

de�novaný vý²e. Potom Jestliºe k2 2 �(���;Y ), pak k
2 2 �(H";Y ) pro " > 0

dost malé a platí n� lim"!0(H";Y � k2)�1 = (���;Y � k2)�1, kde

�j = �0
j
(0)
R
R
dxVj(x); j 2 J .

2.3 Periodická Æ-interakce

V této kapitole se budeme zabývat periodickou Æ-interakcí v jednorozm¥rném

prostoru.

M¥jme v L2(IR) hamiltonián ���;� de�novaný následovn¥

���;� = �
d2

dx2
;

D(���;�) = fg 2 H2;2(IR��)\H2;1(IR)=g0(na+)�g0(na�) = �g(na); n 2 ZZg;

�1 < � <1:

Dále de�nujme mnoºinu samosdruºených operátor· v L2((�a=2; a=2))

���;�(�) = �
d2

dx2
;

D(���;�(�)) = fg(�) 2 H2;2((�a=2; a=2) � f0g) \H2;1((�a=2; a=2)=

g(�;�a=2+) = ei�ag(�; a=2�); g0(�;�a=2+) = ei�ag0(�; a=2�);

g0(�; 0+)� g0(�; 0�) = �g(�; 0)g;�1 < � � 1; � 2 [�b=2; b=2); b =
2�

a
:

Spektrum operátoru ���;�(�) je popsáno v následující v¥t¥

V¥ta 12: Nech´ �1 < � � 1; � 2 [�b=2; b=2). Potom essenciální spektrum

operátoru ���;�(�) je prázdné. Tedy spektrum ���;�(�) je £ist¥ diskrétní.

Vlastní hodnoty ���;�(�) jsou E
�;�
m (�) = [k�;�m (�)]2;m 2 IN, kde k�;�m (�) jsou

°e²ení rovnice cos(�a) = cos(ka) + (�=2k) sin(ka); Imk � 0: Pro � 2 IR � f0g
jsou odpovídající vlastní hodnoty

g�;�m (�; y) = Ceik
�;�
m (�)y+ei�ae�ik

�;�
m (�)a e

�i�ae�ik
�;�
m (�)a � 1

ei�ae�ik
�;�
m (�)a � 1

e�ik
�;�
m (�)y;�a=2 < y � 0;

g�;�m (�; y) = Ce�i�ae�ik
�;�
m (�)y+

e�i�ae�ik
�;�
m (�)a � 1

ei�ae�ik
�;�
m (�)a � 1

e�ik
�;�
m (�)y; 0 � y < a=2;m 2 IN;
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� 2 [�b=2; b=2):

Navíc E�;�
m (�); � 2 IR� f0g; � 2 [�b=2; b=2) jsou nedegenerované a

0 < E
�;�
1 (0) < E

�;�
1 (�b=2) =

�2

a2
< E

�;�
2 (�b=2) < E

�;�
2 (0) = 4

�2

a2
<

< E
�;�
3 (0) < E

�;�
3 (�b=2) = 9

�2

a2
< E

�;�
4 (�b=2) < E

�;�
4 (0) = 16

�2

a2
< : : : ; � > 0;

E
�;�
1 (0) < E

�;�
1 (�b=2) < E

�;�
2 (�b=2) =

�2

a2
< E

�;�
2 (0) < E

�;�
3 (0) = 4

�2

a2
<

< E�;�
3 (�b=2) < E�;�

4 (�b=2) = 9
�2

a2
< E�;�

4 (0) < E�;�
5 (0) = 16

�2

a2
< : : : ;

E
�;�
1 (0) < 0; E

�;�
1 (�b=2)

8><
>:
< 0; �� > 4=a;

= 0; �� = 4=a;

> 0; �� < 4=a;

; � < 0:

V²echny nekonstantní vlastní hodnoty E�;�
m (�); � 2 [�b=2; b=2);m 2 IN jsou

ryze rostoucí v � 2 IR.

Pro � = 0 jsou vlastní funkce a vlastní hodnoty ��0;�(�)

E
0;�
m�(�) = f�� + [2(m� 1)�=a]g2; � 2 [�b=2; 0);m 2 IN

E0;�
m (0) = [2(m� 1)�=a]2; E0;�

m (�b=2) = [(2m� 1)�=a]2;m 2 IN

g
0;�
m�(�; y) = Ceif��+[(2m�1)�=a]gy ; � 2 [�b=2; 0);m 2 IN

g0;�m (0; y) = C

(
cos[2(m� 1)�y=a];m 2 IN

sin[2(m� 1)�y=a];m = 2; 3; : : :

g0;�m (�b=2; y) = C

(
cos[(2m� 1)�y=a];

sin[(2m � 1)�y=a];m 2 IN

Pro � =1 je jednoduchá vlastní hodnota nezávislá na �

E1;�
m = m2�2=a2;

g1;�
m (�; y) = sin(m�y=a);�a=2 < y < 0;

g1;�
m (�; y) = sin(m�y=a)(�1)me�i�a; 0 � y < a=2;m 2 IN:

Spektrum operátoru ���;� je popsáno následující v¥tou.
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V¥ta 13: Nech´ � 2 IR a nech´ � = aZZ; a > 0. Pak spektrum operátoru

���;� je £ist¥ absolutn¥ spojité :

�(���;�) = �ac(���;�) =
1[

m=1

[a�;�m ; b�;�m ]; a�;�m < b�;�m � a
�;�
m+1;m 2 N;

�sc(���;�) = �p(���;�) = ;;

kde pro � > 0 platí

a
�;�
1 > 0; a�;�m =

(
E�;�
m (0);m = 2n+ 1

E�;�
m (�b=2);m = 2n

; n 2 IN; a�;�m > (m� 1)2�2=a2;

b�;�m =

(
E�;�
m (�b=2) = m2�2=a2;m = 2n+ 1

E�;�
m (0) = m2�2=a2;m = 2n

; n 2 IN:

Pro � < 0 platí

a�;�1 = E�;�
1 < 0; a�;�m =

(
E�;�
m (0) = (m� 1)2=a2;m = 2n+ 1

E�;�
m (�b=2) = (m� 1)2=a2;m = 2n

; n 2 IN;

b�;�1 = E�;�
1 (�b=2)

8><
>:
< 0; j�j > 4=a;

= 0; j�j = 4=a;

> 0; j�j < 4=a;

b�;�m =

(
E�;�
m (�b=2);m = 2n+ 1

E�;�
m (0);m = 2n

m = 2; 3; : : : ; n 2 IN; :b�;�m < m2�2=a2;m 2 IN;

kde E�;�
m jsou vlastní hodnoty ���;� popsané ve v¥t¥ 12. Dále platí

lim
m!1

(a
�;�
m+1 � b�;�m ) = 2 j�j a�1 +O(m�1);

lim
m!1

(b�;�m � a�;�m ) = 2m�2=a2 � [2 j�j a+ �2]=a2 +O(m�1); � 2 IR:

Pro � 2 IR�f0g má operátor ���;� ve svém spektru nekone£n¥ mnoho d¥r. Pro

� =1 má ���;� £ist¥ bodové spektrum a kaºdá vlastní hodnota má nekone£-

nou násobnost: �c(���;�) = ;; �ess(���;�) = �p(���;�) = fm2�2=a2g:
Pro � = 0 platí

�ess(��0;�) = �ac(��0;�) = [0;1):

Navíc �(���;�) je ryze monotonní v � (to plyne z monotonnosti E�;�
m (�b=2); E�;�

m (0)

v �)

�(���;�) � �(���;�); 0 � � < �;

f�(���;�) \ [0;1)g � f�(���;�) \ [0;1)g; � < � � 0:

Dále b�;�m ; a�;�m jsou spojité vyhledem k �.
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2.4 Polokrystaly

V této kapitole probereme vlastnosti polokrystal·, tj. model· popsaných

hamiltoniánem ���+;�+ , kde �+ = fja=j 2 INog; �+ = f�jgj2No; �j = � 2 IR.

Ve skute£nosti budeme uvaºovat obecn¥jí p°ípad, kdy máme r·zné polokrystaly

na levé a pravé stran¥.

M¥jme tedy operátor ����+;�, kde

� = aZZ; a > 0; ��+ = f�jgj2ZZ; �j =

(
�+; j = 0; 1; 2; : : :

��; j = �1;�2; : : :
; �� 2 IR:

Samotný polokrystal dostaneme, poloºíme-li �� = 0.

V¥ta 14: Spektrum operátoru ����+;� je £ist¥ absolutn¥ spojité a platí

�(����+;�) = �(���+;�) [ �(����;�); �sc(����+;�) = ;; �p(����+;�) = ;

kde ����;� p°edstavuje nekone£ný krystal a � = aZZ . Na vnit°ku mnoºiny

�(���+;�)\�(����;�) je spektrální násobnost operátoru ����+;� 2, zatímco

na �(����+;�)� f�(���+;�) \ �(����;�)g je násobnost 1.
Pozn.: Ve speciálním p°ípad¥, kdyº �� = 0, pro spektrum polokrystalu

platí (v¥ty 13 a 14)

�(���+;�) = [a�
+
;�

1 ; b�
+
;�

1 ] [ [0;1):

Tvrzení o násobnosti spektra v p°edchozí v¥t¥ souvisí s tím, ºe £ástice pohy-

bující se v levém polokrystalu m·ºe p°ejít do pravého jenom, kdyº její energie

má hodnotu dovolenou pro oba polokrystaly. V tomto p°ípad¥ £ástice prochází s

násobností 2. V opa£ném p°ípad¥ (jestliºe £ástice pohybující se v levém polokrys-

talu má energii, která neleºí ve spektru pravého polokrystalu) o£ekáváme, ºe se

£ástice odrazí (tedy,ºe koe�cient odrazu je 1). To je obsahem následující v¥ty.

V¥ta 15: Nech´ k2 2 f�(����;�) \ �(���+;�)g0; Imk � 0 . Potom pro

koe�cienty odrazu a prostupu pro operátor ����+;� platí

T l

��+;�
(k) =

2i sin1=2[��(k)a] sin
1=2[�+(k)a]

ei��(k)a � e�i�+(k)a
= T r

��+;�
(k);

Rl

��+;�
(k) =

e�i�+(k)a � e�i��(k)a

ei��(k)a � e�i�+(k)a
; Rr

��+;�
(k) =

ei�+(k)a � ei��(k)a

ei��(k)a � e�i�+(k)a
;

kde cos[��(k)a] = cos(ka) + (��=2k) sin(ka); ��(k) 2 (0; �=a):

Matice Rozptylu S��+;�(k) =

"
T l
��+;�

(k) Rr
��+;�

(k)

Rl

��+;�
(k) T r

��+;�
(k)

#
je v tomto p°í-

pad¥ unitární.
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Jestliºe k2 2 f�(����+;�)� �(���+;�)g0; Imk � 0, potom

T l

��+;�
(k) = 0; Rl

��+;�
(k) =

e�+(k)a � e�i��(k)a

e�+(k)a � ei��(k)a
;

kde

cos[��(k)a] = cos(ka) + (��=2k) sin(ka); ��(k) 2 (0; �=a);

cosh[�+(k)a] = cos(ka) + (�+=2k) sin(ka); �+(k) = �i�+(k) > 0:

Podobn¥ pro k2 2 f�(����+;�)� �(����;�)g0; Imk � 0 :

T r

��+;�
(k) = 0; Rr

��+;�
(k) =

e���(k)a � ei�+(k)a

e���(k)a � e�i�+(k)a
;

kde

cos[�+(k)a] = cos(ka) + (�+=2k) sin(ka); �+(k) 2 (0; �=a);

cosh[��(k)a] = cos(ka) + (��=2k) sin(ka); ��(k) = �i��(k) > 0:
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Kapitola 3

Kone£n¥ mnoho Æ-interakcí v IR
3

V této kapitole se budeme zabývat popisem Æ-interakce v IR3 na koncen-

trických koulích o polom¥rech 0 < R1 < R2 < : : : < RN formáln¥ popsané

hamiltoniánem H = ��+
P

N

j=1 �jÆ(jxj �Rj):

3.1 De�nice a základní vlastnosti

M¥jme v IR3 uzav°ený symetrický pozitivní operátor

_H = ��; D( _H) = ff 2 H2;2(IR3)=f(@K(O;Rj)) = 0; j 2 f1; 2; : : : ; Ngg;

kde K(O;Rj) je uzav°ená koule se st°edem v po£átku a polom¥ru Rj.

Dále rozloºíme L2(IR
3)

L2(IR
3) = L2((0;1); r2dr)
 L2(S

2);

kde S2 je jednotková koule v IR3 .

Nech´ dále ~U je unitární transformace

~U : L2((0;1); r2dr)! L2((0;1)) : f ! ( ~Uf)(r) = rf(r);

Tedy máme

L2(IR
3) =

1M
j=0

~U�1L2((0;1); dr) 
 [Y �l

l
; : : : ; Y l

l ];

kde sférické harmoniky Y m

l
; l 2 IN0; �l � m � l p°edstavují bázi L2(S

2).

Pouºitím této unitární transformace dostaneme

_H =
1M
j=0

~U�1 _hl;fRg ~U 
 1;

kde

_hl;fRg = �
d2

dr2
+
l(l + 1)

r2
;

20



D( _hl;fRg) = ff 2 L2((0;1))=f; f 0 2 ACloc((0;1)); f(0+) = 0 pro l = 0; f(Rj�) = 0;

�f 00 + l(l + 1)r�2f 2 L2((0;1))g;

l 2 IN0; j 2 f1; 2; : : : ; Ng; fRg = fR1; : : : ; RNg:

Je dokázáno, ºe _hl;fRg má indexy defektu (N,N) a tedy defektní podprostor N��k

je generován N lineárn¥ nezávislými funkcemi

�l;j(k; r) =

8<
: i�=2R

1=2
j
H

(1)

l+1=2
(kRj)r

1=2Jl+1=2(kr); r � Rj

i�=2R
1=2
j
Jl+1=2(kRj)r

1=2H
(1)

l+1=2
(kr); r � Rj

; Imk > 0; j 2 f1; 2; : : : ; Ng;

kde Jp; resp: Hp je Besselova resp. Hankelova funkce °ádu p.

Tedy v²echna samosdruºená roz²í°ení operátoru _hl;fRg jsou dánaN
2-parametrickou

mnoºinou samosdruºených operátor·. Uvaºujme následující samosdruºená roz²í°ení

hl;f�jg;fRg = �
d2

dr2
+
l(l + 1)

r2
;

D(hl;f�jg;fRg) = ff 2 L2((0;1))=f; f 0 2 ACloc((0;1)�fRg); f(0+) = 0 pro l = 0;

f(Rj�) = f(Rj+) = f(Rj); f
0(Rj+)�f 0(Rj�) = �jlf(Rj�); �f 00+l(l+1)r�2f 2 L2((0;1))g;

f�g = f�1l; : : : ; �Nlg; �jl 2 (�1;1]:

P°ípad �jl = 0 pro v²echna j p°edstavuje volný kinetický hamiltonián s pevným

l .

Operátor Hf�jg;fRg
v L2(IR

3)

Hf�jg;fRg
=

1M
j=0

~U�1hl;f�jg;fRg
~U 
 1

p°edstavuje p°esnou de�nici formálního hamiltoniánu H = ��+
P

N

j=1 �jÆ(jxj�
Rj): Je-li f�jg = 1, potom p°edstavuje laplacián s Dirichletovou hrani£ní

podmínkou na @K(O;Rj). Je-li f�jg = 0, potom H0;fRg = ��;D(H0;fRg) =

H2;2(IR3).

Rezolventní funkce operátor· Hf�lg;fRg
a hl;f�jg;fRg jsou dány následující

v¥tou.

V¥ta 16: Jestliºe �jl 6= 0;8 2 f1; : : : ; Ng , potom platí

(i)Rezolventní funkce operátoru hl;f�jg;fRg je

(hl;f�jg;fRg � k2)�1 = (hl;0 � k2)�1 +
NX

j;j0=1

�jj0(k)(�l;j0(��k); �)�l;j(k);

k2 2 �(hl;f�jg;fRg); Imk > 0; l 2 IN0;

kde

[�(k)]�1
jj0

= �[��1
jl
Æjj0 + gl;k(Rj ; Rj0)]

N

j;j0=1

a gl;k = (hl;0 � k2)�1; Imk > 0

21



je volná rezolventní funkce s integrálním jádrem

gl;k(r; r
0) =

8<
: i�=2 r1=2H

(1)

l+1=2
(kr)(r0)1=2Jl+1=2(kr

0); r0 � r

i�=2 (r0)1=2H
(1)

l+1=2
(kr0)r1=2Jl+1=2(kr); r

0 � r
; Imk > 0:

(ii) Rezolventní funkce operátoru Hf�lg;fRg
je

(Hf�lg;fRg
�k2)�1 = (H0�k2)�1+

1M
l=0

lM
m=�l

NX
j;j0=1

�jj0(k)(j�j�1�l;j0(��k)Y m

l ; �) j�j�1 �l;j(k)Y
m

l ;

k2 2 �(Hf�lg;fRg
); Imk > 0:

3.2 Approximation by a family of local scaled short-

range hamiltonians

Nech´ �jl : [0;1) ! IR; l 2 IN0 je analytická v okolí po£átku a nech´

�jl(0+) = 0:

Dále v L2((0;1)) de�nujme

hl;" = hl;0 + "�2
NX
j=1

�jl(")Vj(
r �Rj

"
)

a v L2(IR
3) m¥jme operátor

H" =
1M
l=0

~U�1hl;" ~U 
 1:

V¥ta 17: Jestliºe 8j = 1; : : : ; N je funkce Vj : IR ! IR m¥°itelná, Vj(r) =

0 pro r < 0 a Vj 2 L1((Rj ;1)), potom platí

(i) Je-li k2 2 �(hl;f�lg;fRg); potom k2 2 �(hl;") pro " dost malé a

n� lim
"!0

(hl;" � k2)�1 = (hl;f�lg;fRg � k2)�1;

kde �jl = �0(0)
R
1

Rj
drVj(r); l 2 IN0:

(ii) Je-li k2 2 �(Hf�lg;fRg
) potom k2 2 �(H") pro " dost malé a

n� lim
"!0

(H" � k2)�1 = (Hf�lg;fRg
� k2)�1:
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