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1. UVOD

Jednim z hlavnich problému kvantové fyziky je urcit ¢asovy vyvoj systému, tj. vyfesit
Schrédingerovu rovnici %;/}(5) = H(s)(s) s pocatecni podminkou ¢(0) = ¢(0), kde ¢(0)
je vlastni funkce H(0): H(0)p(0) = A(0)p(0).

Znéame-li pro dany systém unitarni propagator U(s), potom pro t(s) plati: ¢(s) =
U(s)(0) = U(s)p(0). Vyfesit Schrodingerovu rovnici ale neni vzdy jednoduché; toto feseni
navic ne vzdy existuje. Za urc¢itych podminek nam pomuze adiabaticka véta, ktera tvrdi, ze
fedeni ¢(s) muzeme s jistou nepfesnosti nahradit vlastnim stavem hamiltonidanu v ¢ase ,
tedy fesenim () rovnice H(s)p(s) = A(s)p(s). Existuje nékolik podob adiabatickych vét,
vsechny vSak maji nasledujici strukturu:

Necht P(s) je mnozina spektralnich projektori pro H(s), Necht 1»7(0) € RanP(0). Pak
Iy > 0: dist(¢r(s), RanP(s)) < O(T~7).

Prvnimi, kdo dokazali adiabatickou vétu, byli M. Born a V. Fock (viz. [1]), ktefi ji
dokazali pro hamiltoniany s izolovanou vlastni hodnotou. Jejich vysledky jsem shrnul v
kapitole 2. Adiabaticka véta vsak plati i1 pro neizolované hodnoty spektra, jak ukazali Joseph
E. Avron a Alexander Elgart (viz. [2]). Rozdil oproti izolovanému piipadu je v tom, ze
pro nizolovanou vlastni hodnotu adiabaticka véta nedava hodnotu v v odhadu. V tomto
piipadé je dist(¢r(s), RanP(s)) < o(1). Adiabaticka véta pro neizolované hodnoty spektra
je dokazana v kapitole 3. Ve ¢tvrté kapitole je potom jadro tohoto vyzkumného ukolu, t;.
aplikace adiabatické véty na Ahoronovav-Bohmuv jev.



2. ADIABATICKA VETA PRO IZOLOVANE HODNOTY SPEKTRA

Necht je dan interval [0, 5], kde S > 0. Déle necht H°(s), Vs € [0,5] jsou samosdruzené
operatory na H, jejichz spektrum je ¢isté diskrétni. Necht ¢, (s) je ON béze H z vlastnich
vektort HY(s), tedy

HO(5)@n(s) = Aa(s)pnl(s)
takova, ze plati:
0
Pn(s) € o (©nls), %@n(3)> =0, Vn, Vs
Polozme H(t) = H°(t/T), t € [0,ST], kde T >> 0 a feime rovnici

.0
istba(t) = H(Oa (1) 1)

s pocatecni podminkou ¢, (0) = ¢,(0) v adiabatické limité T' — oo.
Necht ¢, (t) je feeni rovnice (1) a U(t) = U(1,0) je propagéator spliujici rovnici
.0
zaU(t) = H(t)U(t)s, U(0) = 1.
Pak

Pu(t) = U(1)1n(0) = U(t)pn(0).

Definujme dale nasledujici operatory:
V(s) operator prechodu mezi bazemi ¢, (0) a ©,(s) @ V(s)pn(0) = ©n(s), ¥n,

Q(S) — —ZV(S)*V(S) _ ZV(S)*V(S) = Q(S)* — Q(S), kde V(S) = %V(S)

= Q(s)A(s) = A(sHs) , Q5)pn(0) = wu(s)n(0) , Vn, s, s,
La(s) = As),

C(T,s):=exp(TQ(s))Y(s)

= (om(0), O(T, 5)2n(0)) = exp(iTwn(s)){om(s), ¥n(T's))

P(T,s) :=exp(tTQ(s))Q(s) eép(—iTQ(S)) = P(T,s)" = P(T,s)



Pro operéatory Y (s) a P(T s) plati nésledujic 1 diferencidlni rovnice:

)
Dy (s) = TV(s ) UL, )+ V() U (T, s) =
T's

Os
= —TV(s)"H( )U(TS) + V(S)*V(S)V(s)*U(T,S) = —iTA(s)Y(s) +:Q(s)Y(s),

0 0

$C(T, s) = iTA(s)exp(tTQ(s))Y(s) + exp(tTQ(s)) ==Y (s) =

ds
—ITAS)C(T, ) + expliT(s))(—TAGS)Y(5) +iQ(5)Y (s)) =
= 1TA(s)C(T,s) —TA(S)C(T,s)+ iexp(tTQ(s))Q(s) exp(—iTQ(s))C(T, s),
tedy

0

7Y (s) = —iTAS)Y () +iQ(s)Y (s), Y(0) = 1,

%C(T s)=iP(T,s)C(T,s), C(T,0) = 1.

Rovnice (2) ma feSent

0 s Sk P
C(T,s):l—l—Zik/ dsk/ dsk_l.../ dsy P(T,sp)P(T, sp_1) ... P(T,s1)
- Jo 0 0
Ke konvergenci této tady staci , aby IM || P(T,s) [|[< M, Vs.

Pozn.:
V béazi {¢.(0)} plat pro operatory Q(s) a P(T,s):
(@ (0), Q()£n(0)) = 1V (5)2m(0), V(8)pn(0)) = i(pm(s), %%(5)%
(#n(0),Q(s)pn(0)) = 0, Ym,n € Z, m # n,
d

M) = Vs HO(5)V (5) + Vs H(5)V (5) + V(s) H(5)V (s) =

= HQUIAGS) ~ ASIQU)) + VIS ) V()
pro m # n ddle 0= = (0 (5) e (01, 20(0)) = (0 (0), 2 () (0)) =

((Aa(5) = A (5)) (0m (0), Q(8) 2 (0)) + (0 (0), V() HO(5)V (5) 2 (0))
7, toho plyne

(onl0.Qe) (o)) = 2 L)
=0, m=n,
(a0 T 5)oul0)) = exp(iT(nls) — ()2 0). Qs)20).

K odhadu norem operatoru se hodi nasledujic i véta.
Véta (Schur-Holmgren):
Necht A = A* € B(H), {¥n} je ON baze v H. A, := (¢m, Ap,).Potom

I A< sup Y [Anl:

Pozn. (preformulovani Schur-Holmgrenovy véty):
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Necht A je symetricky operator v H, {¢,} je ON béze v H, {¢.} C Dom(A), A, :=
(m, Apy). Potom plati

o = su Apmnl < 00| = (A je hermitovsky operdtor a || A||< ).
PY Ay, j ¥ op

Diikaz: Necht x= 3" ¢,, € H je konetnd linedrni kombinace= x € Dom(A), (@, Az) =
Zn Am,nfna

[Amnl 0 2 2
S (2};|Am,k|> ZZ |A |€n| <O‘Z|Amn||€n|

Tedy
JA2]* = (om, A2)* < @Y > [Apalléal® < a® Y [af? = o®|]].

Méme tak Va € Span{c,on} C Dom(A), ||Az|| < af[z||. Definujme B = Alspan{e,} = || B]| <
a, Dom(B)=H = A= B, ||4] < «. |

Pouzijeme-li odhad na normu P(7T, s), dostaneme:

I P(78) 1 500 3 00, P ) (0 =sup 3 120 An<s>|

n,nEM

1/2
< (sgﬁbpz|<¢m(0)7H0(8)%(0)|2 Y Als) - An(<9))‘2> =

n,nEM

1/2
= sup || H%s)pn(s) | ( 37 (ls) - An<s>>—2) <

nyntm
1/2
<|| {°(s) | ( Y nls) = An(<9))‘2> :
nyn#tm

Lemma:
Necht f € C([a, 8]), g € CY([e, A]) a ¢'(s5) mé koneéné mnoho kofenti v intervalu [a, 5]

a necht Jr > 0:Vsg € [o, 3] plati liminf,_, <|5|g_£j?r> > 0 a necht funkce £ je po éastech

g9 (s)
monotonni na [a, 3]. Potom Je > 0: VI >0, Vo', a<a <8 <8 platl

g 1
I// f(s)exp(iTg(s))ds| < T,
Dukaz: viz([1])

Pozn.:



Polomne f(5) = (g (0), QS)#n(0)), 9(5) = wn(s) — w,(), 1i- 9'(5) = Auls) — Au(s)
piedpokladejme stejnomérnost nasledujici ch veli¢in vzhledem k indextum m,n:

1) Pocet kofentN; funkce ¢'(s),

2) pocet intervalit monotonie N, funkce f(s)/g (s)

3) Ja > 0 tak,ze plati: Vso koten funkce ¢'(s), Vs € [oz 3] platf |g/(5)| > als — sol”.

Nyni muzeme Lemma pouzit na odhad veli¢in |{ fo ©n(0))

enl0) (17 PUT. 0105 ) 00 =

A ted uz muzeme uvést nejdulezitéjsi vétu této kapitoly:
Véta (Adiabatickd):
Necht IM > 0 takové, ze Vs € [0, 5] plati || Q(s) ||< 0. Déle necht

, protoze

plati

f;’<som<o>, Q) (0) exp(iT(wn(s) — wn@)))ds‘.

IneN, ¢>0,v>0: VI'>0, s €[0,5]

! !

/05 P(T, s)p,(0)ds /05 exp(—iTw,(s)) exp(tTQ(s))Q(s)pn(0)ds

Potom VT > 0, s € [0, 5] plati:
| n(T's) — exp(—iTw,(s))pn(s) ||< ce™ST7 1.

I 6aft) = expl—Tun( )l 7) 1< €T

<l .

Dukaz:

| P(T,s) [|=[l @(s) |< M,
C(T,5)en(0) = n(0) [|=
| / / dsp_1 . / dsy P(T, s,)P(T, sp_1) ... P(T, 51)e,(0) || <

/ dspor .. / ds | / dsy P(T, 1) (0) ||
0 0

< Z cT T < eeMIT,
k—l

Na druhou stranu plati:

1 C(T,8)n(0) = @a(0) =] exp(@TUs))V ()" U(T5)pn(0) = #u(0) [|=
=[| U(T5)pn(0) = V() exp(=1T(s))n(0) [[=]| n(T's) — exp(—iTwn(s))pnls) || -



3. ADIABATICKA VETA PRO NEIZOLOVANE HODNOTY SPEKTRA

V tto kapitole dokeme, e adiabatick vta plat i pro neizolovan hodnoty spektra samos-
druenho opertoru.

3.1. Omezené hamiltoniany.

Necht H(s) je mnozina omezenych hamiltonidnti, hladkych v s. Piedpoklddejme, ze H(s)
ma vlastn 1 hodnotu 0 kone¢né nasobnosti a H(S) ma kompaktni support. Pak muzeme vzit
bez djmy na obecnosti s € [0,1]. Necht P(s) je mnozina hladkych koneénédimenziondlnich
spektralnich projektort pro H(s). Necht dale Ur(s) je unitdrni vyvoj pro H(s):

iUr(s) = TH(s)Ur(s), Ur(0) = 1, s € [0,1]
a Ujs(s) je adiabaticky vyvoj:
?

iUag(s) =T (H(s) + T[P@),P(@]) Ua(s), Us(0) =1, s €[0,1].

Plati Ua(s)P(0) = P(s)Ua(s), neboli pro ¢(s):

100 = 1 (H(6) 4 7[5 PN 006). 60) € Ran(0)

plati ¥(s) € RanP(s). Ukazeme, ze U4 (s) je blizké Ur(s).
Lemma:

Bud’ P(s), s € [0,1] mnozina diferencovatelnych spektralnich projektorii pro hermi-
tovsky H(s): || P(s)]] < co. Necht rovnice

[P(s), P(s)] = [H(s), X(s)] + Y (s) (3)

ma fefeni X (s),Y(s): X(s),Y(s), ( ) € B, kde B jsou omezené operatory. Potom plati:
[(Uz(s) — Ua(s)) P(0)]] <
< max (1 (KPS +IXEPEDPEN) VOO .

Dukaz: Oznacme W (s) = Us(s)Ua(s).
[Ur(s) = Ua(s)|| = [[Ur(s)(1 = W(s)|| = |1 = W(s)]],

W(s) = Up(s)([P(s), P(s))Uals) = Up(s)([P(s), P(s))Ur ()W (s) =
= J([H (5), X()] + Y () Ur(s)W(s) =

)
Ui (s)X (s)Ur(s) + Ui () X (s)U (8)) W(s) + Up(s)Y(s)Ua(s) =

6



Nyni staéi vyraz zintegrovat od 0 do s' a pouzit W(0) = 1, P(S)P(S)P(S) = 0. Posledni
rovnost plyne z

P(s)P(s) = P(s) = P(s)P(s) 4+ P(s)P(s) = P(s) = P(s)P(s)P(s) + P(s)P(s) = P(s)P(s)

Definujme:

g(x) = e_”2, e(x) = /_1’ dsg(s), ¢(x) =d(x) —e(a),
ga(x) = g(Ax), (zg)(x) =

kde ¥(x) je Heavysideova funkce. Plati:

zg(z).

1 1
H¢H1 = ;7 ’\51/'(/5”1 = Ev

1 1
|oalll = — |zoalls = AT

Déle bez djmy na obecnosti piedpokladejme, ze P(s) je spektralni projekce pro vlastni
hodnotu 0.

Lemma: Rovnice (3) ma feSeni:

Xa(s)= A+ A%, A= P(s)P(s)R(0, s) (1 - (HL‘S)» :

o) = (B0} o) - PP (L

s normami:

IXats) P < 2ALEPEN
st Pl < WP PO | AP

Dukaz:

Necht T je infinitezimalni kiivka okolo poc¢atku v C. Definujme:

Fa(s)=g (Hf)> — P(s),

Xa(s) = —% Fdz:(l — FA(S))R(Z,S)P(S)R(Z,S)(l — Fa(s)).
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P(S)P(S) + P(S)P(S) = P(S) = Xa(s) muzeme napsat jako soucet dvou sdruzenych

operatoru. Jeden z nich je:

_%; 021 = Fa(s) (. ) P(s)P() Iz 8)(1 = Fols)) =
- R(z,s)

z

o= Fa(enP@ P ([ a5 ) (- o) -
= P()P()R(0, )(1 = P(s))(1 — Fa(s)) = P(s)P() (0, )(1 — P(s) — Fa(s)) =

:P@ﬂ%@mm@<1—g<%?>>:A,

kde bylo pouzito

R(0,s): H(s) = A(s)P(s), R(z,5) = 5 ! P(s)+ (1 — P(s))R(z,s) = ! P(s) + R(z,s)

e R(z,5)P(s) = ——P(s) 4050 1E8) L Bz s)( = Pls))

A—z z z
prvni ¢len da v integralu 0, druhy ]%(O, s)(1 = P(s)),
@ Ps)Fals) = Fals)P(s) = (4(0) — 1) P(s) = 0.

Déle najdeme Ya(s), plati [Fa(s), H(s)] = 0. Tedy

[Xals), H(s)] =
—% F{(l—FA( $))R(z,5)P(s)R(z,5)(1 — Fa(s)), H(s) — 2| dz =
:—% dz(1 — Fa(s {R } (1= Fa(s)) =
} (1 — Fa(s

Tedy
Kg@:_g<%?>P@w@y+m@P@m<%§5.

Zbyva urcit normy X(s) a X( ). Protoze ¢ < > A o g(At) exp(2rit H(s))dt, tak plati

—ﬁ@ﬁ)(k—g(?ﬁT)):2WA4¢@Sﬂ@m@WﬁH@Dﬁ

w0 (1= (2E2)) | < 2rlealh = 2




Tedy X(s) je omezeny. Dale

Xa(s)P(s) = A*P(s) = R(0, s) (1 —y (HLS)» P(s)P(s)

= (Xa(s)P(s)) =
_ % (1%(0,3) (1 g (HL‘S)») P(s)P(s) + R(0, 5) (1 _y (HX)» (P(s)P(s) + P(s)?)

Omezenost Xa(s)P(s) se nyni snadno dostane pouzitim Duhammelovy formule

2(eXp(Zﬂ'it]:i’(s)) = 2mit /01 dz exp(Zﬂth(s))H(s) exp(2mi(1 — z)tH(s))

& (w1 -+(12)-
i /R N ( /0 h exp(2mizt H(s)) H(s) exp(2ri(1 — z)tH(s))) ds
n
Pozn.:

Podle piedchoziho lemma norma X(s) a norma X(S) rostou s A — 0. Tento rust
muzeme ale kompenzovat volbou vysokého T'. Naopak norma Y(s) s klesajicim A klesa. To
znamena, ze vzdy muzeme udélat pravou stranu rovnice (4) libovolné malou:

Lemma:

lim [[Va(s)P(s)]] = Jim [l (%) P(s)P(s)] = 0.

Dukaz:

Pro jednoduchost me‘cht7 P(s) je jednodimenzionalni projektor: P(s)i(s) = v(s),
||| = 1. Polozme ¢ := P(s)e. Pak

lg (%@) P(s)P(s)|* = llg (HT(S> Pls)p(s)|2 =
lg (Hf)> p(s)]* = <99|92 (Hf)> |¢> _
/U<H<s>>92(x/A)de)'

Protoze g(x/A) < 1,g(x/A) — 0,9(0) = 1, tak plati:

EH%J 9*(x/D)dpy () = py(0) =0
T Ja(H(s))

Timto jsme dokazali nasledujici vétu:



Véta (adiabatickd):
Necht P(s) je hladky koneénédimenziondlni spektrdlni projektor pro omezeny hladky
hamiltonian H(s), Vs € [0, 1]. Potom pro pocateéni stav ¢p(0) € RanP(0) plati:

dist (¢r(s), RanP(s)) < o(1), Vs € [0,1]. (5)

3.2. Rozsifeni adiabatické véty na neomezené hamiltoniany.

V této casti uvedeme dvé véty pro neomezené hamiltoniany.Nebudeme uz pozadovat

hladkost P(s) ani H(s). Dukaz téchto vét lze najit v ([2]).

Véta:
Necht P(s) je koneénédimenzionalni spektrdln { projektor, alespon dvakrat diferenco-
vatelny, pro H(s) :

1)Vs € [0,1] H(s) maji spole¢ny def. obor,
2)H(s) jsou omezené zdola,
3)R(i,s) je omezeny a diferencovatelny a H(s )R(i, ) je omezeny.

Potom Vs € [0, 1]
dist (¢r(s), RanP(s)) < o(1).

Pozn.:
Podminky 1) - 3) zarucuji existenci unitarniho vyvoje pro H(s). Podminku 3) mizeme
ekvivalentné nahradit podminkou omezenosti H(s)R(¢, s), protoze
H(s)R(¢,8) = (H(s) —¢)R(i,8) + iR(¢,8) = 1+ R(z, 8)
= H(s)R(i,s)+ H(s)R(i,s) = —iR(i,s)H(s)R(i, )
= H(s)R(i,s) = —H(s)R(i,s)H(s)R(i, ).

V case sg, ve kterém se kiizi vlastni hodnoty, je P(s) nespojity, protoze jeho dimenze ma
v sg skok. Adiabaticka véta vsak plati 1 v tomto pripadé.

Véta:

Necht P(s), s # s¢ je koneénédimenziondlni spektrdlni projektor, po¢dstach dvakrat
diferencovatelny a vsude spojity na [0, 1]. Potom dist (¢7(s), RanP(s)) < o(1).

10



4. APLIKACE ADIABATICKE VETY NA AHARONOVUV-BOHMUV JEV

V tto kapitole ovéiime, zda jde adiabaticka véta aplikovat na Aharonovuv-Bohmuv jev.
Prvni ¢ast, vénovand definici Aharonovova-Bohmova jevu, je celd pi evzata z [3]. V dalsi
casti potom uvadime své vlastni vysledky.

4.1. Definice a spektrum Aharonovova-Bohmova hamiltonianu.

Aharonovuv-Bohmuv hamiltonian je dan nsledujicim samosdruzenym operatorem:

H=—(V—AV)),

Dom(H) = { € L(R” d’a) 0 HEHR? — {0}), ~(V — A(V))% € L*(R?, %)),

loc
kde A = Appy + Aap, Apmy predstavuje homogenni magnetické pole,
1B

Ahmf = —7(—$2dl’1 + l’ldl’g)
a Ap popisuje idealizovany Aharonovuv-Bohmuv jev,
1
Aig = ! (—xodry + zyday), r® = 25 + 3.
27r?
Déle bez tjmy na obecnosti predpokladejme, ze B > 0 a polozme o = —%.
Piejdeme-li do polarnich soufadnic, dostaneme
22 2 @72 im8 1 L. Br? .,
LA(R* d°x) = Z LA (R4, rdr)® Ce™ , H = —=0,10, + —2(—z89—|—0z—|— —
r r 2

meEZ

Protoze operator H* komutuje na Dom(H*) s projektory P,, na vlastni podprostory mo-
mentu hybnosti P, (r,0) = 5~ 0%;/)(7“, 0')e™0=0)df" a tedy H* = ieZ(H*)m, miz eme
pracovat na podprostorech RanP,,,m € Z a misto rovnice H*y» = At s okrajovou podminkou

lim, o, %(r,0) = 0 fesime rovnice (H*), = A, m € Z, tedy rovnice
1 1 Br?
(0D, + —(m + o+ —=))(r) = Ae(r).
Resenim je spo¢etnd mnozina vlastnich &isel
A =Bm+a+|m+al+2n+1),meZ,neZy

s odpovidajicimi vlastnimi funkcemi

Br? Br?
Omn(r,0) = Cm,nr|m+a|LLm+a| (%) exp (—%) exp(imb),

kde Ll <BTT2> jsou Laguerrovy polynomy

e d"
LLm-I—od(r) — ﬁr—|m+a|w <e—rrn+|m+a|> 7

a Uy, jsou normalizacni konstanty

1

» B B %(|m+0‘|+1) n! 5
2 l(n+|m+al+1) '
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Pro pevné m € Z tedy mame ortonormalni bazi {p,.,}°2, v L3Ry, rdr) @ Ce™ a tedy
mnozina {@m » }mez,nez, je ortonormalni baze L*(Ry, rdr)@L*([0,27], df). Protoe dle A, ,, €
R,Vm € Z.,n € Z,, operator H je samosdruzeny s ¢isté bodovym spektrem.

4.2. Blabla.
Nyni vysetitme, zda lze postup z kapitoly (2.) a tedy i adiabatickou vétu z této kapitoly
aplikovat na Ahoronoviv-Bohmtv hamiltonian. Necht tedy

Br? 1

1 1
Ho(t) == —;aﬂ“& + r—2(—lag + et + 7)2, €= —

1 1, . Br?
H(s) = —;&m& + T—Z(—zag + s+ TT)Q

Plat{ H°(t) = H(t/T).
7 piedchoziho plyne, Ze pii vySetfovani Hamiltonianu H se muZeme omezit na pevny
vlastni podprostor momentu hybnosti. Bud tedy m € Z libovolné, ale pevné. Dale budeme

predpokladat, ze m + a > 0 a oznacime s := m + «. Mame tedy vysetfit hamiltonian

19 0 1 Br?
Ho = —tamar Tl t 5

Necht V(s), Q(s), A(s), Y(s), Q(s), wa(s), C(T,s)a P(T,s) jsou definovény jako v
kapitole 1. Oznacme ¢, (s) := @m.(s) a podobné i pro Cp, ,(8) a Ay n(s):

A =B(2s+2n+1),ne€Z,

2 2
on(s) =C,r°L? (BTT> exp (—BTT> exp(tm@),

(s+1) n!
(ﬂ'F(n + s+ 1))

Zavislost ¢,(s) na § nebudeme v dalsim uvazovat. Plati H(s)p.(s) = A.(8)pn(s).
Zderivujeme-li tuto rovnici podle s, dostaneme:

[T

3

I
TN
v |
—
[T

H(8) 2400(8)  S-H(8)pu(5) = SAu(8)puls) + An(s)opuls)

7, toho plyne

(), H)aou() + (o), 2 H () ) = 0+ (), M) 205)

S
12



Prvni ¢len muzeme napsat ]

o0

10

e—0

tm(= [ o

) g 0
=lim | —epn,(r = 575)E$S‘9n

lim Om(r,s) <_;ETE + r—z(s

ako

0 1

9. 9090
6rr8r 839%

Br? 0

)2 - —
+ 5 ))asc,on(r,s)rdr

(r,s)) dr + /:o <ri2(3 + BT’“Q)2> @m(r,s)%gon(r,s)rdr) _

<0 0 0
(7“2575)4'/6 Tg@ﬂﬂ@gg%(ras)‘l‘

+ /:o (:—2(5 + 377«2)2> @m(r,s)%cpn(r,s)rdr) -

0 0
—n(r=e,8)+ Eme(r =¢g,8)=—pn(r = 5,3)) +

. =/ 19 9 9 /1 B 9
—I_lg% <_/ <_;Er—r@m(7"75)> %%(Tas)rdr + / (r_Q(S + T)2> 99m(7“75)%99n(7“75)7“d7“>
Jd 0

e—0
() (1,81, o
m S ) ¥Pm rvsvaS‘Pnr

Oznacme

7S)>'

K(e) =lime (—tpm(r = 575)gg99

e—0
Tedy plati:

0

<9QM(T7 3)7 %@n(rv 5)> -

1
An — Am

) 0 0
~ lime (—w(r =2 8) (= ) + (7 = £,8) (7 = >)

(K(e) n / N @m(s)%]{(s)@n(s)rdr> .

Necht nyni je s > 0. Piimym vypoétem lze zjistit, ze

1 B! Br?
K(r) = =50n(s)Culs) g r 7 exp(=5)
, Br* . Br? ., Br* ., Br? s Br* . Br?
S+ pe (s - e B
F/(n +s+1) Br? Br? Br? Br?
In2—InB—2Inr— ———— 2] 4 2L°H (=)L OO (=) 4 212 (—) L2 O () ) b .

Proto




/000 re1 exp(—r)L: (r)L: (r)dr =

* & s L(m+s4+1)I(n+s+1) 1
2.2 (= T(k+s+D0(I+s+1) ' (m—k)!(n—1)

X

" 'm+s+DHI'(n+s+1) 1
— 1)k Tk +1+s). 6
<2 ) R R ) G R ) (6)
Lemma:
Pro n,m € Zy, m < n plati:

(P (0), Q) (0)) = i (

je-lin,m € Zy, m > n, potom:

(0 (0), Qs ) (0)) =i (— 5

2 )5 Con(s)Cn(s) T(m 4+ s+ 1)
2B(n—m) T(m+1) ’

Dukaz:
Plati

(9 (0), Q(5)9a(0)) = i{V(s)pu(0), V(s)pu(0)) = i{pm(s), 5.7 ()
1)Necht s > 0. Z (6) plyne, ze

(pm(s), %%(s» = <3> Msﬂm, kde

- k-|—k I'im+s+1) m I'n+s+1) n
=2 T(kts+O0(m+ 1) (k) LTI+ s+ D)l(n + 1) (z)r(’””s)'

k=0 [=

Prom

0 mame

n

B . I'n+s+1) n B
Soin = ;(_1) I'(l4+s+1)(n+1) (z)m o) =

B I'(n+s+1) - (—1)l n
B F(n—l—l) Zl—l—s(l)

Oznac¢me F(z) = > 1, l+ (1) 5. Potom F'(z) = Y o(—=1)!(Ma**t = 2271 —2)" a
plati

SO,n —

M (1) = M/l S 1—y)'dy = MB(377@—|—1) =I'(s),

I'(n+1) I'(n+1) I'(n+1)
kde B(a,b) je beta funkce proménnych a a b.
14



Bud nyni m = 1. Potom

['(s+2) (n+s+1) ['(s+2)

= Sn ’+1— = DI(s) = ——.
D, +§: (}) =G+ nre

(n+1) S
Necht koneéné m > 2, n € Z,, m # n. Potom plati:

o . I'im+s+1) m\ . I'(n+s+1) n
Smn = Z(_l) I(k+s+DI(m+1) (k) ;(_1) I( (l)r(k Tits) =

I+s+1)I'(n+1)
" % I'im+s+1) m
kZ(—l) T(kts+ O(m+ 1) (k) 8

_|_

X 120(—1)1%<1>(1+3+1)(l+s+2)...(l+s+k—1)

Prvni suma je rovna

I'(s) - ; n4+s+1) n _F(m—l—s—l—l)
r(5+1)_;(_1) F(3+2)F(n+1)<l>] T sT(m+1)

Pro vypocet druhé sumy oznac¢me F, = E;n:?(—l)k%@l) X

XD L () (4 s+ D+ s+2) (4 s+ k- 1)

I'im+s+1)
I'(m+1)

n

Fo(x) = Z(—l)l<7;> ghttrs=l — ghts=1(] _ 2y Je-li n > m, plat {

(=0

=Y )(’Z)Fﬁ—% _1)-

— F'tk+s+DI'(m+1

k—1
m + s+ 1 E+ 1 (k—1—3) n>m
S5— K3 e 0
k—l—s—l—l)F(m—l—l ( )(Z —2) _

Ms

Tim je dukaz hotov pro n > m.

Je-li nyni m > n , tvrzeni plyne ze symetrie S, , v m,n.
2)s = 0. Tvrzeni lze jednoduse dostat limitnim prechodem, protoze jak (¢, (s), pn(s)), tak
1.5, jsou spojité v s =0 a maji v 0 kone¢nou limitu, plati:

(00 O] = iy 51 )] = g [ 2D )] =

Pozn.: Pro odhad ||Q(s)|| nemazeme pouzit Schur-Holmgrenovu vétu, protoze
sup,, Y. [{¢n(0),Q(s)¥n(0))| = co. Musime tedy postupovat jinak.

Nejprve necht s = 0. Ukédzeme, Ze [|Q(0)| je koneénd. Nejprve piejdeme z H do I*(Z.).
Operéator Q(0) v bazi ¢,(0) je matice se slozkami.
15



= ¢(n —m), kde

)
()= — £0
an == 4an’ "
0 n=>_0

Necht P je OG projektor [*(Z) na [*(Z,). Pak plat {
Q = PQP, Qux = Zq(n—m)xm, Vo= (21,....Tm,...) € (7).
meZ
Plati ||Q| < ||Q||. Nechf

F:P(Z)— L¥([—7,7],de) : x = (z) — f(p m %

P L ([=m, 7] do) — P(Z) : flg) = @ = (2,) = #/_ Fl@)e™ e d,

jsou Fourierova a inverzni Fourierova transformace vektoru x.

Dokazme nyni, ze (FQF_I)f(QP) = q4(p)f(»), kde q(¢) = EmEZ q(m)e e

(F1f) m/_ﬁf e s,
an_ /f enedy,

meEZ

<F@F—1>f=1 (= mpes [ e = 53 gty [ e -

R /f = S

Ted uz je snadné dokézat, ze ||Q(0)]] < oo :

ey

=iy Smnw — 2.

n n

(fos P(T,S)dsc,on(())> H Bud S >0, s €10,s]. Plati:

(o 0). ( / S P(ﬂs)ds) 2ul0)

2

/0<som(0),Q(s)son(0)>exp(z’T(wm(s)—wn(s)))ds .

Nyni zbyva urcit

(£ o) -5

m=0

2

m=0

Oznacme f(s) = (pn(0), Q(s)pn(0)) & g(s) = wn(s) = wals).

16



Protoze g(s) € C([a, B]) i 1) ¢ C([er, A]) jsou na [0, s'] monotonni a

6 T(g(8))
/0 cos(Tg(s))g/(s)ds = %/ cos(x)dx <

T(9(0))

Y

o

i

: , T(s(5))
/0 sin(Tg(s))g (s)ds = %/ sin(a)dx <

T(9(0))

muzeme na (9) pouzit vétu o stredni hodnoté a dostaneme:

(s)
q'(s)

_ o) ff £(s) [ /
— g/(O)/o cos(Tg(s))g (S)d8+g'(5')/5 cos(Tg(s))g (s)ds

1 2 3 ['(max(m,n) + 1)I'(min(m,n) + s 4+ 1)
= 2B*T(n —m)? ((E) \/F(max(m, n)+ s 4+ DI'(min(m,n) + 1) + 1) ’

)cos(Tg(s cos(Tg(s))g ( )ds

<

217\ 4 1 T(m+S+1)
2 max (1’ (E) ) 2 (m—n)t DI(m+1) *

NN T+ 5+1) <= 1
max (17 (E) ) I'(n+1) mZ: mA +

2\T\ [T +S+1) s 1
+ 2max (1,<§> ) W;ﬁ

=0

= 1. (10)

Méame tedy: 3C > 0: Vs € [0,5], VI > 0 plati

(1 o)

kde konstanta C' je urc¢ena vyrazem v hranatych zdavorkach v (10).7Z adiabatické véty tedy

plyne:

<V20T', ¥neN,

17



Vs €[0,5], VI'>0:
| ¥n(Ts) —exp(—iTs(1 4 2n + 3))pa(s) |< CeMST1,

18

(11)
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