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1 Uvod

1.1 Formulace

Cilem prace je vysvétlit pojmy Painlevého vlastnost a Painlevého test difer-
encialnich rovnic a analyzovat soustavu

010p; = A10910¢01 + A200100s + A3002009
©10¢py = B10p10¢; + By0p10ps + B30pa0¢pa, (1)

kde O znac¢i d’Alambertuv vinovy operator ve dvou proménnych a symbol
Jpdyp je zkratkou pro 0,¢0,p — Oyp0p.

1.2 Pouzité oznaceni

V celé praci je pouzito bézné oznaceni ¢iselnych mnozin prirozenych, nezapor-
nych celych, zdpornych celych, celych, redlnych a komplexnich ¢isel po radé

NaN(]aZiaZaRaC

Dale je pouzivano symbolu 0 pro oznaceni obecného linearniho diferencidlniho
operatoru prvniho fadu. Tento symbol je pouzit vzdy jen samostatné jako
OJp. Tim je zabranéno zaméné se symbolem Opdp. Déle je z duvodu lepsi
prehlednosti pouzito oznaceni derivaci pomoci teckovani

ou=u oudv = uv

2 Painlevého vlastnost, integrabilita ODEs a
singularity reseni
Reseni ODE v komplexnim oboru
w" = F(z,w,..w" 1) (2)

muze mit dva typy singularit. Pevnou singularitou rozumime singularitu
nezavislou na pocatecnich podminkach, zatimco umisténi pohyblivé singulari-
ty na pocatecnich podminkach zavisi. Pevna singularita je dana singularitou
funkce F(z,w,...w" ') v proménné z, zatimco pohyblivd je singularitou v

proménnych w, ...w" L.



Jiny zpusob klasifikace singularit, ale tentokrat jiz jen izolovanych (v topo-
logickém smyslu) je rozdéleni na pdly, podstatné singularity a vétvici body.
O bodu z; se fikd, ze je pélem funkce f(z), pokud lim,_,,, f(z) = co. Zna-
mena to, ze Laurentuv rozvoj v tomto bodé ma tvar

f(2) =30 an(z—20)" meZ™

Podstatnou singularitou funkce f(2) je takovy bod zy, ve kterém lim,_,,, f(2)
neexistuje. Laurentuv rozvoj potom nema nejnizsi ¢len, tedy je ve tvaru

f(2) =20 o tn(z = 20)"

Nakonec vétvicim bodem je bod 2y, v jehoz libovolném okoli H,, existuji
body s ruznym ¢islem znacnosti f(z). Tato podivna definice mé svuj puvod
v patologické definici funkce komplexni proménné jako libovolné relace a
nejednozna¢nosti napt. odmocniny (plyne z Moivreovy vety).

Pokud teseni rovnice

w" = F(z,w,..w"™")
nemd zadné pohyblivé singularity kromé pélu, potom v kazdém bodé, kde
neni pevna singularita, muzeme najit feseni ve tvaru
o0
w(z) = an(z — 20)"
n=m

w(z) je feSenim na néjakém okoli zy. A to je zaklad pro dalsi studium rovnic.

Definice: Rovnice w" = F(z,w,..w" ') ma Painlevého vlastnost (P-
vlastnost, je P-typu), pokud jediné pohyblivé singularity jejiho feSeni jsou
poly.
Analogicky zni tato definice pro systémy

W = F(z,48, ")

Existuje algoritmus, tzv. Painlevého test (P-test), ktery vylouci nékteré, ale
zpravidla skoro vsechny, rovnice, které nejsou P-typu.
Algoritmus Painlevého testu se sklada ze tii kroku:

1. Dominantni analyza. Dominantni analyzou rovnice rozumime analyzu
chovéni w(z) v okoli pohyblivého pélu nebo i nesinguldrniho bodu z.
V okoli takového bodu plati

w(z) & am(z — 20)™
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cvvs

je vidét, ze nékteré cleny se v okoli polu stavaji irelevantni a lze je
zanedbat. Ostatni ¢leny se nazyvaji dominantni ¢4sti rovnice

Porovndnim dominantnich ¢lenu dostaneme vztahy pro dominantni
mocninu m a vedouci ¢len rozvoje a,,. Pokud néktera dominantni moc-
nina m ¢ Z, feSeni ma v zo vétvici bod a rovnice nema P-vlastnost.
Vedouci c¢leny rozvoje a,, a dominantni mocniny se najdou jako reSeni
nelinearnich algebraickych rovnic. Dalsi kroky P-testu se potom musi
provést pro vSechny moznosti dominantniho chovani, pii analyze systé-
mu rovnic musime otestovat vSechny kombinace dominantnich chovani
jednotlivych rovnic.

. Rezonanéni analyza. Obecné teSeni rovnice n-tého fadu zavisi na n
integracnich konstantach. Jednou z nich je poloha zy. Zbyva tedy jesté
n — 1 volnych parametri v Laurentové rozvoji a neni jind moznost, nez
ze to jsou ¢leny a,. Pro zjisténi volnych ¢lentu rozvoje je tieba dosadit

cvvs

mocniny, v nichz se v rovnici vyskytuje, stac¢i dosadit ansatz
w=am(z—20)"(1+v(z — 2)")

do dominantni ¢asti (2). Pii porovndni nejnizsich mocnin obsahujicich
v dostaneme rovnici

Q(r)y=0

kde Q(r) je polynom v proménné j stupné nejvyse n. Pokud r je
kofenem Q(r), potom koeficient a, je volny a r se nazyvé rezonanci. Je
tieba (Neni uplné pravda, ze je to vzdy tteba, ale v obvyklych piipadech
to plati. Tento detail je trochu vice osvétlen o nékolik tadku nize.), aby
(2) méla n — 1 ruznych kladnych rezonanci r € X, posledni, uréujici z
odpovida r = —1 . Pro systémy analogicky volime

) m; r
Wi = Ay, (2 — 20)™ + 7i(2 — 20)
a obdrzime linearni soustavu

Q(r)7=0



Tomu, aby r bylo nyni rezonance, odpovida podminka
det(Q(r)) =0
Mezi rezonancemi systému rovnic by se také méla vyskytovat
r=-—1

Celkovy pocet téchto rezonanci musi byt nanejvys roven poctu rovnic,
ostatni rezonance musi byt celé nezaporné. Celkovy pocet vSech rezo-
nanci musi byt roven poctu integracnich konstant, na kterych obecné
reSeni soustavy zavisi. Nasobnost kazdé rezonance pfitom musi byt
nanejvys rovna poctu rovnic v soustavé. Nakonec je tieba zminit moz-
nost, ze poloha bodu z; se promitne do ostatnich integrac¢nich konstant,
jak je tomu naptiklad u linearnich rovnic. V téchto pripadech je potom
r = —1 nahrazena dalsi nezapornou rezonanci.

. Konstanty integrace. Nakonec je tfeba rozvoj dosadit do (2) a ovéfit
splnéni tzv. podminek kompatibility pro rezonance. Dosadime feseni ve

tvaru
o0

w(z) = (2 —2)™ Z an(z — 20)"

n=0

do (2). Porovnanim koeficienti u mocnin (z — zp) ziskdme vztah
(2 = 20)™ 7 7"(Q())a; — Rj(20,-.aj-1)) = 0
a pro rezonanci mame tedy podminku kompatibility
R, (zp,aq,...a, 1) =0

Protoze cleny reseni s vysSsim indexem, nez je nejvyssi rezonance neovlivni
tento vypocet, postaci, pokud do (2) dosadime ansatz

R
w(z) = (z = 2)" Zan(z —20)"
n=0
resp. pro systémy rovnic

R
w;i(z) = (z — 29) Za z—2z)"

n=0



kde R je nejvyssi rezonance. Analogicky pro systémy dostaneme
Q(j)d; — Ri(zo, ag, ...a;21) =0

Hodnost této soustavy, vcetné jeji pravé strany, musi byt mensi, nez jeji

rad, aby existovalo reseni. To plyne z toho, Ze j je rezonance. Gaussovou

eliminaci pak najdeme feseni, tedy podminky kompatibility. Cleny, pro

které ndm nevyjde zddna podminka, budou volné. Pokud reSeni neexis-

tuje, systém rovnic neprochazi P-testem.

3 Prechod k PDEs

Ptechod k parcidlnim diferencidlnim rovnicim se provadi tak, aby pfi
libovolné redukci proménnych, napi. typu (z,t) — (z — ct), vznikla ODE
meéla P-vlastnost. Navic je tieba vzit v uvahu, ze funkce vice proménnych
nemaji izolované singularity. Jejich singularity jsou nadroviny

¢(Zl,...2’n) =0 5

kde ¢ je v okoli této variety analyticka.

Postulat: K tomu postaci nasledujici definice P-vlastnosti pro PDEs.
Definice: PDE ma P-vlastnost, pokud jeji feSeni je v okoli singularni variety
jednoznacnd funkce.

Déle se predpokladé platnost jakéhosi principu korespondence mezi ODEs a
PDEs, ze teseni PDE lze napsat ve tvaru

oo

W(z1,...2n) = ¢° Z wj(21, . 20) B

5=0
Algoritmus Painlevého testu je potom tplnou analogii postupu u ODEs.
4 Analyza soustavy

Pii analyze soustavy (1) se bohuzel ukazalo, ze jde o ptilis slozity problém.
Pii pokusech o aplikaci P-testu pocet pripadu, které je nutno analyzovat,

velmi rychle rostl. Proto nyni pouzijeme algoritmus P-testu alespon na jedno-
dussi soustavu

e10p; = A1091001
©10py = By0p10py . (3)
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4.1 Dominantni analyza

Pro dominantni analyzu dosadime do (3) ansatz

Q1 = up® @y = U¢ﬁ . (4)
Soustava dostane tvar
’LL2O£(Oé - 1)¢20¢72 — A1u2a2¢2a72
wB(B —1)6™H2 = Buuvafe i (5)

Kvadratické rovnice pro o a  maji reSeni
1
a€q0, —— B e€{0,Byax+1} . (6)
1— A
Mame tedy ¢tyfi moznosti:
e (Y — /8 = 0
e a=0Af3=Ba+1=1

oa:ﬁ/\ﬁ:()

.a:ﬁ /\BZBQOé—Fl

Soustava s danymi kombinacemi A;, By projde P-testem, pokud jim projde
pro vSechny dominantni mocniny. Musime tedy pro dané, zatim neznamé
Ay, By provérit vSechny ¢tyfi moznosti.

4.2 Pripad a=8=0

Pro nalezeni rezonanci soustavy dosadime do (3) poc¢ateéni ¢leny rozvoju
$1,; P2

01 = u+urp+ uge?
Y2 = v+ 010 + V2 . (7)

Proderivovanim a vynechanim irelevantnich ¢lenu dostaneme rovnosti

8g01 = (’LL + Uld)) + (’LL1 + 2u2¢))¢) + u'ng2 (8)
Opr = il + 216 + w1 + 2uz0” (9)
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svv s

©10¢p; = A10p10¢1 (11)

muzeme tedy pii znalosti u, u1, ¢ urcit u,. Pokud totéz provedeme pro druhou
rovnici soustavy (3), zjistime, ze volné parametry rozvoju jsou

U, U, U, 01, P . (12)

Zdalo by se, ze mame pét integracnich konstant pro dvé rovnice druhého fadu,
coz by zpusobilo problémy. Avsak stejné chovani maji linearni rovnice, které
P-vlastnost (uz piimo Painlevého vlastnost!) maji (v ptipadé ODEs maji
jen pevné singularity, v ptipadé PDEs to lze brat jako tvrzeni bez dukazu).
Problém vice integracnich konstant vlastné signalizuje, ze v rozvoji

o
= qﬁaZuj(zl,...zn)qﬁj (13)
=0
zména ¢ ovlivni volné ¢leny u, v, uy, v1. r = —1 tedy neni rezonanci a zbyvaji

nam Ctyfti volné parametry.
Tato dominantni vétev projde P-testem pro libovolné koeficienty A;, Bs.

4.3 Pripad a=0 A f=Ba+1=1

Z analogie s predchozim piipadem plyne, ze z prvni rovnice (3) vyjdou
volné ¢leny u,u;. Pro analyzu druhé rovnice vyjdeme opét z ansatzu

01 = u+ug+ ue?
Y2 = V) + V1 + V2 (14)

Proderivovanim vyjdou vztahy

Dpr = vé+100+ 20,60 (15)
Opy = 200 + v + 2uv,¢? (16)
0100y = (i+ud)vd . (17)

V nejnizsim fadu rozvoje podle ¢ v rovnici

g01|:|(102 = Bg&plag@ (].8)



dostaneme podminku pro v;. Mame tedy volné nezndmé

U,UI,U,¢, (19)

tomu odpovidaji rezonance
re{-1,0,0,1} . (20)

Podminky pro us, vy jsou uz ptimo podminkami kompatibility.
V tomto pripadeé tedy soustava také projde P-testem pro libovolné A;, Bs.

4.4 Pfipad a= =y A =0

Nyni trochu predbéhneme. V dalsim ptipadé totiz bude ukdzano, ze pokud
plati

1
= 21
ma prvni rovnice soustavy (3) rezonance
re{0,-1} . (22)

vvvvv

vime, ze pro [ = 0 ma druha rovnice (3) rezonance
re{0,1} . (23)

Diky tomu nemusime zkoumat zadné podminky kompatibility a pouze kom-
binaci jinych vysledku dostaneme

re{-1,0,0,1} . (24)

V tomto ptipadé soustava projde P-testem, pokud

1
1— A4

a = €z (25)

tedy

1
Ale{;+1|zeZ} , (26)
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By muze byt libovolné.

4.5 Pripad azl_—lAl N = Bya+1

Ptedeslé ptipady byly z hlediska Painlevého analyzy viceméné trividlni.
V tomto poslednim piipadé vSak uz musime nalezeni rezonanci i konstant
integrace provést podle algoritmu P-testu.
4.5.1 Rezonancni analyza

Pro nalezeni rezonanci pouzijeme ansatz
o1 = up®(1+m9¢")
p2 = vd’(1+709") . (27)

Po dosazeni do (3) a ponechani pouze relevantnich ¢lenu dostdvame linearni
soustavu

((a+r)(a+r—1—2A1a)+a(a—1) 0 )(71):0.(28)

B((8—1) = Ba(a + 1)) (B+7)(B+7—1- Bsa) 7
Dosazenim
a—1
A= - (29)
vyjde, ze prvni rovnice (3) mé rezonance
re{-1,0} |, (30)
coz je vysledek, ktery jsme uz drive pouzili. Dosazenim za
Boa=p8—1 (31)
zjistime, ze druhd rovnice (3) m4 rezonance
re{0,-6} . (32)
Celkove tedy
re{-1,0,0,—3} . (33)
Mame tedy podminku
_Ben a—l_lAleZ | (34)
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4.5.2 Konstanty integrace

Mame tedy provedeny prvni dva kroky Painlevého testu soustavy (3) a
zbyva provést posledni ¢ast. Mozné rezonance jsou vsak vSechna piirozend
¢isla. Presnéji receno, pro kazdé prirozené ¢islo existuje kombinace A;, B

cvvs

rezonance a pokusit se o zobecnéni.
e r=1

Diky (6) a (33) muzeme napsat vztahy

g=-1 By=— . (35)
a
Prvni ¢leny rozvoju feSeni muzeme napsat ve tvaru
1= ud® +upt
0o = vo Pt . (36)

Rozderivovanim dostaneme vztahy
dor = ¢ tuad + i+ o“uq (a + 1)¢ (37)
Op; = ¢ 2uala — 1)¢% + ¢ (uad + 2aup + uja(a +1)¢?) . (38)

T~/ ~

Dosazenim do prvni rovnice (3) dosteneme v nejnizsim radu ¢?*~2 uz splnénou
podminku dominantnfho chovani. V fddu ¢**~! pak pfi pouziti (29) mame
podminku kompatibility

. 1. .
P*uy = — <§¢ua + d)u) : (39)
Stejnym postupem v druhé rovnici vypocéitame
Opy = —¢ vp+¢ "0 +4 (40)
Opy = 267°09" — 672 (v +209) . (41)

Po dosazeni a nékolika algebraickych tipravach vyjde podminka kompatibility
stejnd s (39). Nalezli jsme tedy podminku kompatibility pro uq, v; je volny
¢len rozvoje.

12



Soustava (3) projde v prvni rezonanci P-testem pravé, kdyz jsou
splnény podminky

1

o r—2

Diky (6) a (33) muzeme pouzit vztahy

Pro dosazeni do soustavy (3) sta¢i uvazovat ¢ast reseni ve tvaru

o1 = u¢a+u1¢)a+1+u2¢a+2
P2 = v PHuvid T4y . (44)

Najdeme opét nejdiive vse, co se tyka prvni rovnice (3). Obvyklym zpusobem
spocitame

Op1 = ¢ tuad + 6% (U + uy (e + 1)d) + ¢* (1iy + us(a +2)¢) (45)

Op; = ¢* 2ua(a —1)¢* + ¢* 7 (uad + 2aidp + ua(a + 1)¢?) +
+ (i + 2(a + 1)igd + (o + Durd + (a4 1) (o + 2)ugd?). (46)

Po dosazeni do prvni rovnice (3) muzeme opét porovnavat ¢leny stejného

cvvs

splnénou podminku dominantniho chovani. V fadu 2a — 1 vyjde rovnost

uor(pu + ¢u) + uad(i —i-.(a + 1) duy) 4 ui (@ — 1)d*au =
=24, (uap(t + (a+ 1)puy)) . (47)

Algebraickymi tipravami a pouzitim (29) nakonec dostaneme podminku kom-
patibility shodnou s (39).

Nyni v prvni rovnici soustavy (3) porovndme ¢leny fadu 2a. Vysledkem
bude po nékolika algebraickych ipravach a po pouziti podminky (39) rovnice

24+ 3a + 1
«

66 usu = ¢*u’ < ) — duniy (il +2) (48)
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coz je podminka kompatibility pro us.
opét vyjde podminka zndma z dominantni analyzy. V dalsim fddu obvyklym
zpusobem spocitame

6902 = ¢_3(—2Q])U) + ¢_2(7.) — Q%Ul) + (/)‘1151 (49)
Opy = 66 '¢*v + ¢ *(—4ov — 26v + 29°0))
+ ¢ (b - pv) — <Z.5U'1) . (50)

Algebraickymi tipravami a pouzitim (39) dostaneme podminku kompatibility
o*v; = v — gir . (51)

Nakonec v fadu o — 2 po dlouhém pociténi a pouzivani podminek (39) a (51)
vyjde podminka kompatibility

a—1 a+1

) = ¢32U1U1

: 3a — 1 6 1
+  d(—2uv; + c u O + —u v + —uvy) — ub. (52)
« «

60 vus

Ukazdli jsme, ze vy je volny ¢len. Zaroven je vidét, ze podminky (48) a (52)
jsou neslucitelné, odtud plyne, ze soustava (3) ve druhé rezonanci ne-
projde P-testem pro zadné kombinace A, B,.

e Dalsi rezonance

Ze struktury vyrazu, které vychazely pro druhou rezonanci se zda, ze pokud
soustava tvaru (3) ma rezonanci vyssi, nez 2, budou piipady, pro které (3) pro-
jde P-testem, nanejvys ridké. Argumentem pro tento predpoklad muze byt,
stejné jako v druhé rezonanci, ze pii velkém mnozstvi ¢lenu v podminkach
kompatibility, zaroven s tim, ze v kazdé rovnici jsou cleny ruzné, lze ocekavat
komplikace pii jejich eliminaci.
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5 Zaveér

Podatilo se ¢astecné analyzovat soustavu (3). Tyto vysledky budou platné
i pro soustavu (1), pokud soustava (3) bude jeji dominantni ¢dsti a ostatni
cleny budou dostatecné vyssiho fadu. Zde uz budou velmi dilezité relace
mezi vedoucimi koeficienty a a (.

Prohlasuji, ze jsem préci vykonal samostatné, s uzitim jen uvedené lite-
ratury a konzultaci s vedoucim vyzkumného tkolu.

13.9.2001 Viaclav Kavka
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