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1  Uvodni poznamky

Tématem této prace je Painlevého analyza a studium integrability oby-
¢ejnych a parcidlnich diferencidlnich rovnic a jejich systémi. Uvodni kapitola
o Painlevého analyze vznikla prevazné vybérem z literatury, vedenym snahou
o podani uzaviené teorie a vyplnénim nékterych mezer, které se v soucasné
bézné literature o Painlevého analyze vyskytuji. Duraz je kladen na teoreticky
zaklad Painlevého analyzy a poukézani na spoleéné pozadi metod, které se
k Painlevého analyze pouzivaji. Ostatni kapitoly jsou puvodni.

V celé praci je pouzivano bézné oznaceni

CaR7 Z7 NOaN

po Tfadé pro komplexni, redlna, celd, nezaporna celd a prirozena cisla.

2  Uvod do Painlevého analyzy

2.1 Uvod

Co znamenad integrovat obycejnou diferencialni rovnici (ODE) n-tého tadu
F(z,w(2),..w" '(2),w"(2)) =0 (1)

v komlexnim oboru? Intuitivné lze fici, Ze je tfeba v konetném poctu kroku,
nejcastéji integraci, nalézt obecné teseni, tj. uz dale neprodlouzitelné feseni,
parametricky zavislé na n integrac¢nich konstantach

Cy,..C,

O rovnice se pritom muzeme zajimat ze dvou hlavnich duvodu:
1. Nalezeni novych funkci definovanych jako obecnd reseni diferencialnich
rovnic.

2. Nalezeni vycerpavajiciho seznamu rovnic, které lze vytesit ve vyse zmi-
néném smyslu.

V dalsim vykladu se pti upfesnovani pojmu integrability ukaze, ze rozhodujici
ulohu hraje pritomnost nékterych typu singularit v nékterych typech teseni.
Provedeme tedy nejprve takovou klasifikaci singularnich bodu a reseni, ktera
se pro nase ucely ukaze byt vhodnou.



2.2 Klasifikace singularit reseni ODEs

Singularity feseni ODE (1) muzeme pro nase ucely délit podle zavislosti
na pocatecnich podminkéach a chovéani feseni v jejich okoli.
Definice 1: Podle zavislosti na poc¢atecnich podminkach délime singu-
larity teseni (1) na pevné a pohyblivé.
e Pevné singularity jsou ty, jejichz poloha na pocatecnich podminkach
nezavisi.

e Poloha pohyblivych singularit na pocatecnich podminkéch zavisi.
Poznamka 1: Pro rovnice typu
w"(2) = F(z,w(2),w'(2)..w" ' (2)) (2)

jsou pevnymi singularitami feSeni naptiklad singularity pravé strany v promén-
né z. Pohyblivymi singularitami feSeni mohou byt singularity v proménnych
w,w', ..

Definice 2: Podle chovani feseni na svém okoli délime singularity

nasledovneé:
e Poly jsou topologicky izolované body zg, v nichz plati

lim w(z) = o0

2Z—20
e Podstatné singularity jsou body, v nichz

lim w(z)

z—20

neexistuje.

e Vétvici body funkce w(z) jsou body zy, na jejichz libovolném okoli
se mén{ pocet prvku mnoziny A, = {w(z)}

Definice pélu a podstatné singularity pritom predpokldda, ze w(z) je na
néjakém prstencovém okoli zy holomorfni jednoznacnd funkce. V definici
vétviciho bodu je w(z) viceznacnou funkei ve smyslu nasledujici poznamky.

Poznamka 2: V teorii komplexni proménné se funkci nazyva libovolna
relace. Funkce f(z) v pravém slova smyslu potom oznacujeme jako jed-
noznaéné (mnozina A, = {f(z)} je pro vSechna z jednoprvkovd), ostatni
funkce nazyvame mnohoznacné

(3z € Def(f)) (A, = {f(2)} ma vice nez jeden prvek)
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Piiklad 1: Podle Moivreovy véty mé f(z) = z" pro n racionalni,
negZz

vétvici bod v z =0

2.3 Klasifikace reseni ODEs

Definice 3: Obecnym fesenim w(z) rovnice (1) rozumime mnozinu
maximalnich (déle neprodlouzitelnych) feseni, kterd je spojité netrividlné
parametrizovana n parametry, integracnimi konstantami

Ci,...C,
Pritom je nutné, aby pfi jakékoliv jiné volbé konstant
D; = D;(C4,...Cy)
platilo, ze feSeni je opét parametrizovano n parametry
Dy, ...D,
Pokud mezi konstantami C; v obecném teseni zavedeme vazebni podminky
o,(Ch,...C) =0

nazyvame potom feSeni partikularnim.

Vsechny rovnice nemaji tak dobré vlastnosti, aby pro né platily véty o
existenci a jednoznacnosti feseni. Mnozina vSech Teseni pak muze vypadat
velmi slozité.

Priklad 1: Rovnice

(u/// o 2u/u//)2 o 4(u/l)2(u// o (ul)2 o 1) =0 (3)

mé obecné reSeni

earzter 2 g

= . 4
U - + 1o T + c3 (4)

Kromé toho vsak existuje i feseni

u=d, —logcos(x —dy) (5)



které tesi jiz rovnici
u'— (W) -1=0 . (6)

Tato dveé feseni spolu nemaji viibec nic spolecného. Existuji tedy tesent,
ktera jsou dusledkem algebraickych vlastnosti rovnic a nejsou obecnymi ani
partikularnimi. Vznika zde tedy nutnost zavedeni dalsiho typu fesSeni.

Definice 4: Regeni (1) nazveme singuldrnim, pokud neni mozné jej
zahrnout do obecného ani partikularniho reseni.

2.4 Zakladni véty

V tomto odstavci zformulujeme zdkladni véty z teorie diferencialnich
rovnic, které budou déle pouzity.
Véta 1 (Cauchy, Picard): Necht systém ODEs je zapsan ve tvaru

W(2) = F (2,W(2)), (7)

kde w(z) € OV, 2 € C. Necht déle (29, w5) € C x CN, D oblast, obsahujic
(20, w3), F; holomorfn{ na D. Potom existuje pravé jedno reseni spliujici

W (z0) = Wo

Toto tfeseni je holomorfni na okoli z.
Véta 2 (Poincaré): Necht systém ODEs je zapsan ve tvaru

W(z) = F (2, W(z2),e), (8)

kde w(z) € CV, 2 € C, e € C. Necht dédle (z,w,0) € C x CN x C, D
oblast v C' x CN x C, obsahujici (2, wg, 0). Pokud F; je holomorfni na D pro
vSechna 7, pak existuje feseni ve smyslu Véty 1, které je holomorfni na okoli
(20,0).

Pokud rozvineme W a F do Taylorovy fady, muzeme napsat

wi(z) = X e"w(z) Fi=Y e F" . (9)
n=0

n=0

Soustavu (8) potom muzeme Fesit clen po ¢lenu. Rozepsanim Taylorovych



rozvoju (9) dostaneme

OF; OF; Ow;
w + et + P+ = Fi(z,w,0) + ¢ { de +;awj%} .
e=0
52 82FZ 0 aFl awj 8E 8211)]'
+5 { 0% * zj:% (8wj) g—{—zj:@wj Oe?
e=0
g3 OF; DPw,
T {Z ow; Oe? o
J e=0
Jesté doplnime
o™ w; w™
=L 11
de" |, n! (11)
a muzeme psat rovnice
n=0 W = Fy(z,w,0)
n>1 w}”) = %w](-n) + Ry (z, W5, ... W,—1) - (12)

s

rovnice, lisici se pouze pravou stranou. Jejich fesSeni se tedy budou lisit jen
diky variaci konstant.

Pokud pozadujeme, aby feseni w; byla jednozna¢nymi funkcemi, musi byt
kazdy ¢len w} jednoznacnou funkci. Kdyby tomu tak nebylo a napriklad &
byl nejnizsf index, pro néjz wk je viceznacna fukee, jejiz alespont dvé hodnoty
v néjakém bodé z jsou wF(z2),wr(z) , potom mnozina A; = {w;(z) — w;(2)}

ma alespon jeden nenulovy prvek, jehoz rozvoj zac¢ina
e (@i(2) — Wi(2))
2.5 Painlevého vlastnost, integrabilita

Pokusime se nyni upfesnit pojem integrability obycejné diferencialni
rovnice (1) v komplexnim oboru. Jako prvni podminku muzeme pozadovat
moznost nalezeni maximalntho obecného feseni v uzavieném tvaru (tedy
ne ve formé lokdlniho rozvoje). Pokud obecné feseni rovnice (1) je jed-
noznacnd funkce, muzeme (1) vzit za jeji defini¢ni vztah a rovnici muzeme
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povazovat za integrabilni. Studovani integrability rovnic je od poc¢atku mo-
tivovano fyzikalnimi problémy. Pokud uz najdeme obecné feseni rovnice
(1) v uzavieném tvaru, toto FeSeni muze reprezentovat napiiklad trajektorii
ve fazovém prostoru. Od takové trajektorie ale ocekavame (presnéji feceno
pozadujeme), aby se nevétvila. Jinak nebude mozné predvidat budouci vyvoj.
Zda se tedy, ze obecné teseni (1) by nemélo obsahovat vétvici body. Pokud
vsak muzeme vétvici body vyjmout z definiéniho oboru, trajektorie se uz
nebudou vétvit a systém muzeme opét povazovat za integrabilni. To vsak lze
provést pouze tehdy, kdyz jsou vétvici body pevné.

Definice 5: Rovnice (1) ma Painlevého vlastnost (P-vlastnost, je P-

typu), pokud jeji obecné feseni neobsahuje pohyblivé vétvici body.

Poznamka 3: V obecnych teSenich linedrnich rovnic se nachazeji jen

pevné singularity a proto linearni rovnice maji P-vlastnost.

Uplné overeni P-vlastnosti se obvykle provadi ve dvou krocich:

1. Painlevého test, coz je soubor podminek, vychazejicich z lokalniho
rozvoje TeSeni podle Véty 2, které vylucuji pritomnost pohyblivych
vétvicich bodu uréitého typu.

2. Dukaz toho, ze splnéni P-testu je postacujici podminkou globalni inte-
grability.

Kvuli obtiznosti dukazu dostatecnosti se vsak druhy krok obvykle vynechava.
Prvnimi 1spéchy této metody bylo nalezeni Painlevého rovnic a rozreseni
integrability setrvacnik.

Vse, co bylo dosud napséno o P-analyze rovnice (1) plati i pro systémy

rovnic (7). V definici 3 sta¢i zaménit (1) za (7). V nésledujicich odstavcich se

budeme zabyvat nalezenim podminek pro sestaveni Painlevého testu rovnic
a jejich systému.

2.6 a-metoda

a-metoda je puvodni verzi Painlevého analyzy. Do rovnice (1) zavedeme
parametr o pomoci substituce

2=z +al (13)

kde 2y je nesinguldrni bod feseni. Dale zvolime ansatz

w(Z)=a"y a"w™ (Z) . (14)



Potom muzeme uicit hodnoty parametru p, pro které lze pouzit Vétu 2.
Piiklad 3, (rovnice Painlevé 1): Rovnici

d*u 9
—@—Hiu +g(x)=0 (15)
kde g(z) je analyticka, pfevedeme pomoci (13) a (14) na tvar
d*(ug + ...
—% + 60 (ug + ...)2 + a* P(g(xp) +..) =0 . (16)

7 podminky holomorfnosti pravé strany dostavame

—2<p<?2 pez . (17)

s

linearni rovnice, jsou vSechny rovnice linearni a podle Poznamky 3 se zadné
pohyblivé vétvici body v obecném feseni nevyskytuji. Pro dalsi analyzu jsou
linearni. Jeji feseni se objevi v nasledujicich rovnicich a tam nasledné mohou
vzniknout pohyblivé vétvici body.

Nemusime vzdy hledat obecnd feSeni vSech rovnic, ¢dstecnd feSeni nam
vSak pomohou jen vyloucit nékteré piipady.

Piiklad 4 (P1): Podminka nelinearity implikuje

p=-2 . (18)
V nejnizsim fadu mame rovnici
—ZZ?S +6ui=0 . (19)
Jejim obecnym feSenim je Weierstrassova funkce
up = p(X —co,0,93) (20)
kde @ tesi rovnici
=4y — gy —gs (21)

V prvnim radu dostavame rovnici

d*v

_@ + 12@(X — Co, 0793)'0 =0 . (22)



Céstend teseni rovnic v dalsich fadech maji tvar

up = Uy =usz =0, (23)
ug = g—i [2X o' + 20% — ¢¢'] (24)
us = g—i [2X200 +2X0* + (X¢ +20)(] , (25)
ug = Z—g (X' +20)(X* +2X( —2logo) (26)

+ (X% + X*( —2Xlogo + 2 / log adX)p’] : (27)

pricemz plati vztahy

(=-p, o=C . (28)

Podminka pro eliminaci logaritmického vétvictho bodu v ug je ¢”(zg) = 0.
Protoze xq je libovolny, musi platit ¢”(x) = 0. Painlevé dokazal, ze to je i
postacujici podminka pro to, aby rovnice (15) definovala funkei, ktera se pak
nazve P1.

2.6.1 oa-metoda pro systémy ODEs

Podobné jako pro jednu ODE, zavedeme do soustavy (7) parametr «
substituci

z2=zy+aZ (29)

kde 2y je nesinguldrni bod feseni. Dale pouzijeme ansatz

w; (Z) = o Z o™ (Z) (30)

Déle se pokracuje stejné jako pro jedinou ODE. Protoze Véta 2 byla zfor-
mulovana pro systém rovnic, neni tfeba dalstho vykladu.

V dalsich odstavcich nalezneme zpusob, jak v rozvoji podle parametru
prejit od diferencialnich rovnic k algebraickym. To velmi zjednodusi nalezeni
nutnych podminek pro P-vlastnost.

2.7 Painlevé - Gambieruv test

V tomto odstavci vylozime algoritmus takzvaného Painlevé - Gambierova
testu. Prozatim se nebudeme vénovat jeho vztahu k Vété 2 a celkové Painlevého
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analyze. Painlevé - Gambieruv test se sklada ze tii po sobé nasledujicich
krok.
2.7.1 Dominantni analyza

Piedpoklad: Predpokldadame, Ze jediné pohyblivé singularity obecného
feseni (1) nebo (7) jsou pdly v zp. V okoli téchto singularit se potom Feseni
lokalné rozvinuta do Laurentovy rady

w(z) = (z—2) Y w"(z—z2)" (31)

wi(z) = (2= Y w(z—z)" (32)

chovaji jako vedouci ¢leny svych rozvoju
w(z) ~ w9 (z— z)?, (33)
wi(z) =~ wgo)(z —29)P . (34)

Dosazenim ansatzu (33), (34) do (1), (7) tedy zjistime chovani feseni (1), (7)
v okoli singularit, takzvané dominantni chovani. Ve vzniklé algebraické
rovnici (nebo jejich systému pro soustavu rovnic (7)) lze na okoli singular-

e

mozné typy dominantniho chovani

(p.w?),  (pnw”) . (35)

LY

(33), (34) se nazyvaji dominantni &asti (1), (7).
Piiklad 5, (Riccati): Rovnice

U = asu® + a1u + ag, as # 0 (36)

pripousti dominantni chovani

(p,u®) = <—1, _—1> (37)

pii dominantni ¢ésti



nebo
(p, ul?) = (0,4 ..libovolné) (39)
pii dominantni ¢ésti
W=0 . (40)

Pokud nékterd z vedoucich mocnin p, p; ¢ Z, potom feseni (1) nebo (7)
nemuze vyhovét Predpokladu, protoze v bodé zy je pohyblivy vétvici bod.
Posledni véta neni tiplné spravna ve svém znéni a bude jesté upfesnéna v
odstavci...

Nasli jsme vedouci ¢leny (vétve ve smyslu dalsitho vétveni algoritmu, ne
vétvicich bodi) a mocniny Laurentovych rozvoju moznych teseni (1), (7).
Déle budeme zkoumat jejich vlastnosti.

2.7.2 Rezonancni analyza

Obecné teseni rovnice n-tého rfadu zavisi na n konstantach. Pokud pro
feSeni pouzijeme ansatz (31), (32), muze byt jednou z nich poloha bodu
2zp. Ostatnich nejméné n — 1 (nebo piislusny pocet pro systémy) vsak musi
byt éleny v Laurentové rozvoji w(™), wz("). P1i dosazeni (31), (32) do (1), (7)
na né tedy nesmime dostat jednoznaéné podminky. Tyto ¢leny budeme déle
nazyvat volné.

Definice 6: Pokud ¢len w™ v (31) pro (1) nebo w'™ v (32) pro (7) je
volny, index n nazveme rezonanci.

Poznamka 4: Pti pouziti ansatzu (31), (32) jsou vSechny rezonance celé
nezaporné.

Pro urceni, jestli dana vétev reprezentuje obecné feseni je tieba nalézt
vSechny prislusné rezonance. To lze provést tak, ze dosadime (31), (32) do
(1), (7). Protoze predpokladame, ze Laurentovy rozvoje maji nejnizsi clen,

muzeme w("),wgn) "odspoda” ¢len po ¢lenu dopocitavat. Dostavame tedy
podminky
w™ = ™ (w(o), ...w("*l)) : wgn) = wE”) (wéo), ...w§n_1)) : (41)

Nyni tedy dosadime Laurentovy rozvoje (30), (31) do (1), (7). Protoze ale

dopoéitavame ¢leny od nejnizstho déle, podminky pro koeficienty w™, wgn)

TN/

(2 — 2p). Cleny vysstho fadu uz davaji podminky pro dalif koeficienty. Proto

10



sta¢i Laurentovy rozvoje (31), (32) dosadit do dominantni ¢asti (1), (7).
Protoze nas nezajima konkretni hodnota koeficientu w(™, wg
jsou urceny jednoznacné, pokusime se nalézt jen rezonance.

Nejjednodussim zptusobem pro zjisténi volnych clent rozvoje je dosazeni
ansatzu

n), ale pouze zda

w = w(o)(z —20)"(L+7v(z — 20)"), (42)
w; = w(o)(z —20)™ (1 +vi(z — 20)") (43)

()

do dominantni ¢asti (1), (7). Tim sice neziskdme pfesny tvar podminek pro
w(n)’ wz(n) 15&T
linedrni rovnici pro « v piipadé (1) nebo soustavu linedrnich rovnic pro (7).

Pro jednu ODE bude mit rovnice tvar

Q=0 , (44)

kde Q(j) je polynom v proménné j stupné nejvyse n. Pokud r je kofenem
Q(j), potom koeficient w™ je volny a r je rezonanci.
Pro systémy dostavame linedrni soustavu

QU)T=0 , (45)

kde Q(j) je matice. Tomu, aby r bylo nyni rezonance, odpovidd podminka

det(Q(r)) =0

Redefinice: Rezonancemi dale budeme rozumét kofeny determinantu
Q(7). To je korektni i pro piipad jedné ODE.

Jak uz bylo feceno, rezonancemi jsou v tomto pojeti nezdporna cisla.
Pritomnost necelych ¢isel mezi rezonancemi indikuje piitomnost vétvicich
bodu v feseni. Dulezitou, avsak typickou vyjimkou mezi rezonancemi je

r=—1

Lze dokéazat, ze jeji pritomnost signalizuje, Ze poloha bodu z; je libovolna a
nezavisla na ostatnich integra¢nich konstantach (je jednou z nich).
Piiklad 6, (Riccati): Analyzujeme vétev (37). Pro feSeni dostdvame
ansatz
-1

u = a—2(2 —20) " (L4+7(z—2)") - (46)
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Po dosazeni do (38) dostavame podminku

;—21 (—(z=20) 2 +9(r—1)(z—2)"?) = a% (z=20) 2 +29(z —20) 2+ ...),
tedy
Yr+1)=0 (47)
Jedinou rezonanci tedy je
r=-—1 . (48)

Poznamka 5: V linearnich rovnicich s konstantnimi koeficienty se rezo-
nance r = —1 nevyskytuje.

Pro dspesné splnéni této ¢asti testu je nutné, aby existovala dominantni
vétev, kterd ma stejny pocet rezonanci, poc¢itanych s vahou svych nasobnosti,
jejichz nasobnost je nanejvys rovna poctu rovnic v (7), jako je pocet inte-
gracnich konstant v obecném feseni (1), (7). Kromé mozné piitomnosti

r=—1

musi byt ostatni rezonance nezaporné a celé. Jinak receno, kazdé integracni
konstanté odpovida pravé jeden volny parametr v Laurentové rozvoji feseni
nebo poloha zy. Pro systémy (7) se muze také stat, ze rezonance

r=-—1

ma nasobnost vétsi, nez 1. To odpovidd tomu, ze feSeni nemusi byt rozvijena
kolem stejného bodu zj, ale napiiklad zy,, 2¢,,.... Jednoduchym piikladem
muze byt systém

Wy = wi g =w; . (49)
Pokud takova vétev neexistuje, potom zadna z vétvi nepopisuje obecné
feseni. Pokud vSechny vétve obsahuji necelé nebo nevyhovujici zaporné re-

zonance, potom rovnice neprojde Painlevého testem.
2.7.3 Konstanty integrace a podminky kompatibility

Ptedeslé kroky testu vytadily nékteré pohyblivé algebraické vétvici body z
feseni (1), (7). Ne vSechny pohyblivé vétvici body vsak musi byt algebraické.
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Podle predpokladu muzeme pocitat koeficienty Laurentovych rozvoju (31),
(32) od nizsich k vyssim. Dosadime tedy rozvoje (31), (32) do kompletnich
rovnic (1), (7). Pokud bude mozné spocitat koeficienty az do nejvyssi re-
zonance 7'p,.., nasledujici koeficienty uz z predeslych bude mozno urcit. Do
rovnic (1), (7) proto staci dosadit ansatz

Tmazx

w(z) = (z2—2) Z w™ (z — z)" (50)

Tmax

wi(z) = (2 —20) Zw (z—20)" (51)

a overit moznost splnéni podminek ve vSech mocninach. Formalné to lze pri
porovnani vyrazu podle mocnin z — zy zapsat pro jednu ODE

(2 — 20)™ 7 ™(Q()wY — R;(z,..wY ™M) =0 (52)
Podminka pro to, aby r bylo volnym indexem nyni vypada
R, (z,..w™ V) =0 . (53)

Pro systémy (7) dostaneme analogickou sadu podminek

—

Q)WY — R;(2,w?,..0V "Dy =0 . (54)

Pro rezonance nyni musi platit, Ze hodnost této soustavy, véetné jeji pravé
strany, musi byt stejna jako hodnost soustavy bez pravé strany a mensi, nez
pocet rovnic, aby TeSeni existovalo a nebylo jednoznacné.

Podminky (53) a (54) se nazyvaji podminkami kompatibility. Nes-
plnéni nékteré z podminek kompatibility indikuje, ze Laurentuv rozvoj neposti-
huje dplné fesent, to znamend, ze v feseni (1), (7) se vyskytuje transcendentni
pohyblivy vétvici bod.

2.8 Zobecnéni a komentare Painlevé - (Gambierova testu

Predpoklad muzeme snadno zobecnit touto modifikaci: Predpokladdame,
ze Laurentuv rozvoj feseni (1), (7) kolem libovolného zy mé nejnizsi clen. Test
potom probéhne uplné stejneé.

Zatim sice neni vidét, jak algoritmus Painlevé - Gambierova testu souvisi s
Vétou 2 nebo o - metodou, je vSak vidét, ze tento test naléza v feseni rovnic
pohyblivé vétvici body. Zaroven, oproti a - metodé, neni zapotiebi fesit zadné

13



dalsi diferencialni rovnice. Pocitani se béhem Painlevé - Gambierova testu
redukuje na feseni algebraickych rovnic a hledani kofenu polynomu. Pokud
se nam podaii ukazat souvislost mezi P - G testem a Vétou 2, budeme mit
silny nastroj pro analyzu diferencidlnich rovnic.

2.8.1 Perturbace

Prepokladejme, ze bod z je pohyblivym singuldrnim bodem feSeni (1),
(7). Protoze z je singularitou, nemuzeme pouzit Vétu 2. Parametr lze vsak
do (1) zavést substituci

z=zy+¢eZ, w(Z) = (eZ) 3 (eZ)"w™ (Z) (55)

n

analogicky pro (7)

(2)"w (Z) . (56)

WE

2 =zy+ ez, w; (Z) = (eZ)P

Il
=)

n

Na tento typ rozvoje opét muzeme pouzit Painlevé-Gambieruv test z predeslého
odstavce.
2.8.2 Perturbace podle Bureaua

V tomto odstavci provedeme syntézu Véty 2 a Painlevé-Gambierova
testu za pomoci perturbace z predeslého odstavce. Vyklad provedeme jen pro
pripad jediné ODE. Z predchazejicich odstavcu je jiz zobecnéni pro systémy
zirejmé. Predpokladejme, ze pomoci perturbace nebo dominantni analyzy z
P-G testu (oboji vede ke stejnym vysledkum) najdeme celé vedouci (domi-
nantni) mocniny p < 0. Abychom uvedli tento rozvoj do souladu s Vétou 2,
zavedeme nové proménné z, W a novy systém rovnic nasledujicim zpuisobem:

d
w = sa?, d—izl—i—W&:, s#0 . (57)

Funkce s = s(z) zde hraje roli parametru, ktery fixuje urcitou volnost volby
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x. Z (1) nyni muzeme eliminovat w pomoci

rPw = s (58)
d d
x—pH% = ps+ (d—j +psW) T (59)
_ d2w ds

P2 = plp—1)s + (Qpa +p(2p — 1)SW) x (60)

d’s ds dW
— £ 2p—W + p?sW? + ps— | 22 61
i (@2+1%z e +psdz)ly oo

atd.
Rovnici (1) nyni muzeme zapsat ve tvaru

aw W AW s d"s )
z| =0

—_— = 2
dz ' dz?2 77 dznt a dz’dzn’ (62)

F(z,VV,

Cely novy systém nyni pfepiseme do proménnych x, W. Bod x = 0 uz neni
problematicky, protoze
hII(l) r Pw e (0,400) . (63)
Proto muzeme provést perturbaci a poté uz soustava (57), (62) bude odpovidat
Véte 2.
Moznosti provedeni perturbace je nyni vice.
1. Prvni perturbaci definujeme vzahy

z =2z +eZ, r=ecX . (64)

2. Druhou perturbaci definujeme vztahy

+o00
r=cX, W=> (X)W (65)

n=1

Zatimco prvni perturbace je obecnejsi, nez perturbace z odstavce 1.8.1,
dokézeme, Ze mezi koeficienty W ze druhé perturbace a koeficienty w™ z
odstavce 1.8.1 je vzajemné jednoznacéna korespondence.
Vyjdeme ze vztahu
dx

w = s, pi 14+ WSz + W22 4 023 . (66)
z
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Vztahy odstavce 1.8.1 pro perturbaci davaji

w=(eZ) (0O +wV(eZ) +w?(2)? + 0((c2)%)) . (67)
Nyni zvolime s(2) ve tvaru s = w® a dale
w® W@ ’
r = (e2) (1 + 0 )(EZ) + W<€Z)2 + O((SZ)3)> (68)

(1) 20w 20 _ (1)?
w pwHw + (1 — plw
= (e2) (1 + O (eZ)+ 520 (eZ2)* + O((e2)?)
pw
Invertovanim tohoto vztahu dostaneme
(1) —2pw® + (3 + p)w! (1)? .
B W pw@w p)w 9 3
(eZ)==x (1 pw(o)x + 27 w(0)2 x4+ O(x?) . (69)
Ze vztahu 2 ) =1 plyne
2w(1) —2pw@w® + (3 + p)w®’ 3
_ _ (1) (2),.2 3
1 = (1 pw(o)x—i—B IO ?+0(@°) | (1+WWz + WPa? + O(a?))
1d
bz ( )x +0(2%) . (7
Dostavame tedy sadu vztahu
s = w? (71)
2w
1 —
W = O] (72)
3@ /20 0 1d fw®
() — R T (e
T e T (pw“”) ~ Gt 1>2p2w(°)2 YE (w(o)) )
nebo sadu vztaht opacnych
s = w? (74)
wl = gsw(l) (75)
1
@ _ Pope 3P P adV 76
v 3° P=oq 6" dz (76)

Pro dalsi cleny by vypocet pokracoval analogicky. Ukéazali jsme, ze Painlevé-
Gambieruv test lze povazovat diky perturbaci z odstavce 1.8.1 a perturbaci
podle Bureaua za aplikaci Véty 2
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2.9 Dodatky k Painlevé - Gambierovu testu

Nejprve je nutné si uvédomit, ze cely koncept P-analyzy se vztahuje
k vlastnostem obecnych tfeseni ODEs. Proto musime na pocatku zamezit
moznosti, ze nami ziskané vysledky ovlivni nechténd analyza singularniho
feSeni. Tomu muzeme zabranit tim, Ze vSechna singularni feSeni najdeme a
dominantni vétve, které jim odpovidaji vynechame z analyzy. Lepsi moznosti
je prevést, pokud je to mozné, rovnici na tvar, ktery singularni feSeni nepti-
pousti. To znamend vyfesit rovnici vzhledem k nejvyssi derivaci a oveérit
splnéni predpokladu Véty 1.
2.9.1 Dominantni analyza

Predpokladejme, ze jsme nasli vSechny dominantni mocniny p, p; obecného
feseni (1), (7). Jaké zadvéry muzeme uéinit z jejich hodnot?
1. Jestlize se mezi vedoucimi mocninami nachazi necelé cislo, potom
nékterd vétev vznikla z obecného feseni ma ve vedoucim ¢lenu pohy-
blivy vétvici bod a (1), (7) nemuze mit P-vlastnost.

2. Celé nezaporné vedouci mocniny nerozhoduji o splneni P-testu. Nevime
totiz nic o poloméru konvergence Laurentovych rozvoju reseni. Pokud
je polomér konvergence rozvoju nekonecny, muzeme Laurentuv rozvoj
se sttedem zj, zacinajici celou kladnou mocninou p pomoci pouziti bi-
nomické véty prevést na rozvoj se stfedem v pocatku a vedouci mocni-

nou g =0
+00 ' —+00
Z aj(z — z)! = Z bre® (77)
Jj=p k=0

3. Vzhledem k nejednoznacnosti ¢lenu rozvoju a samotnych vedoucich
mocnin nema pro nezaporné dominance smysl provadeét P-test jim pii-
slusejicich vétvi. Pokud se mezi dominantnimi mocninami p, p; feSeni
(1), (7) nevyskutuji neceld nebo zaporna celd cisla, test skoné¢i a nedéava
zadny vysledek.

4. Dalsi analyza tedy probiha pouze pokud vsechny vedouci mocniny jsou
celé a nachazi se mezi nimi singularni vétev.

Piiklad 7, (pasivni dominance): Pfi dominantni analyze rovnic se typ-
icky stava, ze jedna z moznosti pro dominantni ¢ast rovnice je samotny clen
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obsahujici nejvyssi derivaci. Dominantnimi mocninami jsou potom nezaporna
celd cisla

pe{0,1,.n—1} (78)

pro rovnice fadu n. Z predchoziho plyne, ze tyto takzvané pasivni dominance
nemaji pro Painlevého analyzu vyznam. Jako ilustrace muze slouzit napiiklad
Riccatiho rovnice (Ptiklad 5).

Piiklad 8, (linearni rovnice): Linedrni rovnice s konstantnimi koefi-
cienty bez pravé strany maji jen pasivni dominance.

2.9.2 Rezonancni analyza

Pro objasnéni zpusobu hledani rezonanci nam pomohou vysledky teorie
linearizace nelinearnich systému. Tento aparat pouzijeme pouze intuitivné a
nebudeme jej dokazovat. Budeme se zabyvat jen jednou ODE, zobecnéni na
systémy bude ziejmé.

Predpokladejme, ze ug(x) fesi ODE n-tého fadu

E(x,up) =0 . (79)
Nyni budeme hledat feSeni jiné rovnice
E(z,u) = E(z,u0) + E'(z,uo) (sus + euz + ...) =0 (80)
ve tvaru
u(z) = ug(z) + euy (2) + uy()... (81)
kde jsme zvolili oznaceni

lim E(z,up + tUt) — E(z, u)
t—

= E'(x,up)v . (82)
Vidime, ze ¢leny u; mohou byt nenulové, jen pokud

E'(z,up)u; =0 . (83)
Tento vysledek nyni pouzijeme pii Painlevé-Gambierové testu rovnice

F(z,w(x),w'(z)..w™(z)) =0 . (84)
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Predpokladejme, ze jsme nasli nékteré dominantni chovani
w(z) = wo(x — )P . (85)
Rovnici (84) potom muzeme rozdélit na dominantni a recesivni Cast
E(z,w(z),w (z)..w"(z)) = R(z,w(z),w (z)..w"(z)) |, (86)
kde leva strana je dominantni. Partikularnim fesenim dominantni rovnice
E(z,w(z),w'(z)..w"(x)) =0 (87)
je nyni
w(x) = wo(x —x)? . (88)

Nyni pouzijeme linearizaci v proménnych w(z), w'(z)...w"(z), pficemz predpokldddme
feseni ve tvaru Laurentova rozvoje (31). Dostdvame podminky

E' (2, wo(x — 20)?) (wi(z — 20)P ™ + w,(z — zo)PT"..) =0 . (89)
Pokud plati
E' (z,wo(z — z0)?) w,(z — )P =0 | (90)

bude ¢len w, volny a r bude rezonanci. Pokud totiz dosadime Tayloruv rozvoj
dominantni ¢asti

E(z,w) = E(x,w) + E'(z, w)(w — wp) + %E"(a:,wo)(w —wp)? + ... (91)

clenu E'(z,wp)(w — wp). Podminky vyssich fadu jsou uz podminkami pro
¢leny wg, s > r. Vidime tedy, ze pro hledani rezonanci opravdu muzeme
pouzit ansatz (42).

Priklad 9: Rovnice

—ii 4+ 6u® =0 (92)
mé dominantni chovani

(uo,p) = (1, =2) . (93)
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Dominantni ¢asti je celd rovnice. Provedeme linearizaci

E (z,up(z — 20)? + ur(z — 20)""") = E (z,u0(z — 20)") +  (94)

+ E'(2,uo(z — 20)?) up(x — 207" =0 . (95)
Dostavame
E tv) — FE
oy RO Gu® + 12utv + 6(tv)* + i — 6u? _ (07)
t—0 t
—tv 4+ 12ut
- 1ir%w = i+ 12uw . (98)

Nyni uz jen dosadime
u=(x— ZEO)_2, v =u(r— xo)_2+r (99)

a dostdvame rovnici

u(r+1)(r—6)=0 . (100)
Rezonance tedy jsou
re{-1,6} . (101)
Poznamka 6: Zapornym dominantnim mocninam p vzdy piislusi rezo-
nance r = —1. Dominantni rovnieseni nejnizsi ¢len
E(z,wo(x —z9)?) =0 . (102)

Proderivovanim dostaneme
E'(x,wo(z — 20)")wo(z — 20)P 1 =0 . (103)

2.10 Parcialni diferencialni rovnice

Nyni zobecnime koncept P-vlastnosti pro parcialni diferencidlni rovnice
(PDEs) a jejich systémy. Nejprve si musime pov§imnout nékterych odlisnosti
od ODEs. Singularity feseni PDE n-tého fadu

F(xy,..xp, o(x1,...20), 0ip(x1, ...tp) ..., O (21, ... xy)) = 0 (104)
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nejsou izolované body, ale nadroviny

o(1,..xn) =0 . (105)

Protoze pro PDEs neni specifikovan pojem obecného feseni, budeme feSeni,
zavisejici na n funkcich nazyvat generické. Nyni muzeme definovat P-vlast-
nost.

Oznaceni: Rovnice (104) ma P-vlastnost pravé tehdy, kdyz pro kazdou
jeji necharakteristickou varietu ¢(x1, ...x,) plati, ze ODE vznikla redukei

o(1,...00) — 2 — 2o (106)

ma P-vlastnost.

Toto oznaceni nelze povazovat za definici, umozni nam vsak studovat
vlastnosti PDEs pomoci ODEs.

Poznamka, Piiklad (Calogero): Charakteristickd varieta rovnice

Uggzy — 2UyUpy — dUgUspy + Uge = 0 (107)
je dana vztahy
¢(z,y,t) =0,  ¢p, =0 . (108)

Painlevého analyza PDE je tedy Painlevého analyzou vsech moznych
ODEs, vzniklych redukei proménnych (106). Pro icely zkouméni PDEs déle
modifikujeme Painlevé-Gambieruv test nasledujicim zpusobem. Predpoklé-
dédme, Ze pro feSeni (104) muzeme pouzit ansatz

o(1,...n) = 0% (21, ...70) Z wi (1, ) (1, o) (109)

kde funkce u; jsou holomorfni na okoli singuldrni variety. Algoritmus testu je
potom uplné stejny jako pro ODEs. Stejnym zpusobem muzeme P-vlastnost
a Painlevé - Gambieruv test modifikovat pro systémy

Fa (a;l,,gpj,,algoj,al"gpj) :O, G,j € {1,77,}, (110)
pi =™y ulg) (111)
j=0
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Poznamka 7, (Calogero): Pokud bychom feseni (107) rozvijeli kolem
charakteristické variety (108), bude algebraickd rovnice, vznikla pii domi-
nantni analyze trividlné nulova a dominantni mocniny p zustanou neurceny.

(U0 )azzy = p(0 = 1)(p — 2)(p — BJug" P30, =0 . (112)

e

pro¢ se pii redukcich proménnych omezujeme na necharakteristické variety
PDEs.

Pti hledani konkretnich redukci proménnych se ¢asto pouzivaji ruzné
specialni volby ¢. Asi nejpouzivanéjsi z nich je

O(T1, ... T0) = 1 + (T2, ... T0) . (113)

Zaroven musime vzdy ovérit, ze varieta (113) neni charkteristicka.
Piiklad 10, (Burgers): Provedeme Painlevého analyzu Burgersovy rovnice

Up + Uy = OTUgy, ceC, o#0 . (114)

Predpokladame, ze
+00 _
u=¢") ug (115)
5=0

kde
¢ = ¢(x,t), u; = uj(x,t) (116)
jsou analytické v okoli variety
¢z, t) =0 . (117)

Dominantni chovani generickych a partikularnich feseni Burgersovy rovnice
zjistime dosazenim ansatzu

u=ugp® . (118)
Dostavame rovnici

g™ Ly + uga%%‘_l% = ogupa(a — 1)¢O‘_2¢i ) (119)
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Jedina relevantni moznost dominantniho chovani je
2a—1=a—-2 = a=-1 . (120)

Dominantni ¢ast Burgersovy rovnice potom bude

Uly = Olgy (121)
Za vztahu
uta? ¢ o, = cupa(a — 1)¢*2p? (122)
po dosazeni
a=-1 (123)
plyne
uy = —20¢, . (124)

Rezonancni analyzu Burgersovy rovnice provedeme dosazenim ansatzu

R (125)

cv v/

rovnici pro vy
Yuo(r = 2)¢, = oy(r = 1)(r = 2)¢; (126)
tedy
Y(r—2)(r+1)=0 . (127)
Pro rezonance tedy plati
re{-1,2} . (128)

Pro ovéreni splnéni podminek kompatibility nejdfive rozepiSeme prvni ¢leny
vyrazu z Burgersovy rovnice
o = —upd P+ uod '+ ure + usdy + ..., (129)
w, = —¢7° (ugds) + ¢ (uouos — wtods) +
+ 07" (ug (Ure + u20y) + Urtiny — UntioPy) + ...,
¢~ (2uodl) — &7 (uosde + UoPaw) + O Uows + ..

,U‘JXE
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Nyni srovndme vyrazy v Burgersove rovnici, které jsou stejného fadu v moc-
ninéch ¢. Dostavame podminky kompatibility

0, ug=—206,, (130)
j = 1, gbt + ulgbx = O-be:vv
| = 27 ax ((bt + ul¢:p - 0¢x:p) =0

Vidime, ze podminka kompatibility pro rezonanci r = 2 je splnéna identicky
a proto Burgersova rovnice prochazi P-testem.
Piiklad 11, (KdV): Aplikujeme Painlevé-Gambieruv test na rovnici
U + Uy + OUgyy = 0, o#0 . (131)
Dosazenim (118) dostaneme, ze jedind vedouci mocnina je
o= -2 (132)
pri dominantni ¢asti
Uy + OlUgpy = 0 . (133)
Pti hledani rezonanci dosadime do dominantni ¢ésti ansatz
u=¢ % (ug + uP") . (134)
Odtud je vidét, ze
ug = —120¢2, (135)
dale mame v nejnizsim fadu rovnici
y(r+1)(r—4)(r—6)=0 . (136)
Nasli jsme tedy rezonance
re{-1,4,6} . (137)

Dukladnym propoc¢itanim podminek kompatibility se lze presvédcit, ze viechny
podminky jsou splnény. Rovnice KdV tedy prochazi Painlevého testem.
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3 Analyza Halphenova systému

V tomto odstavci provedeme Painlevého analyzu Halphenova systému

Wl = Wowz — Wiwy — Wiws, (138>
Wy = Wiwi — Wy — Wws, (139)
d)g = Wi — W3wW1 — Waws . (140)

3.1 Painlevé-Gambieruv test

1. Dominantni analyza

Do rovnic dosadime ansatz dominantniho chovani
wy = u(z — 20)%, wy = v(z — 29)P, wy =w(z—z)" . (141)
Vysledkem budou vztahy

oau(z — %)t = vw(z — 20)" —ww(z — 2)*P — ww(z — 2)*1142)
a+p

—_

oty

Bu(z — 2)" 1 = uw(z — 20)*™ —vw(z — %) — wv(z — 2)

yw(z —2)"7 = ww(z — 20)* —uw(z — %) —vw(z — 2)PT
Jedna z moznosti dominantniho chovani je
(a7ﬁa7) = (_17_17_1) : (143)

Dominantni ¢asti je potom cely Halphenuv systém. Po dosazeni (143)
do (142) dostavame

—U = VW — Uv — W, (144)
-V = uw — YW — uv, (145)
—wW = uUv—uw —ow . (146)

Jedinym nenulovym feSenim této soustavy je

(u,v,w) =(1,1,1) . (147)

2. Rezonanc¢ni analyza
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Pro rezonanéni analyzu vétve (o, §,7v) = (=1, —1, —1) mame ansatz
wo= (z—2)7" (1 +7(z = 2)"), (148)
wy = (z—2) (1 +(z—2)"), (149)
ws = (z2—20) " (1 4+73(z—2)") . (150)

Dosazenim téchto vztahu do dominantni ¢asti (tedy do celého Halphe-
nova systému) vyjdou rovnice

m(r+1) =0, Ya(r+1)=0 y(r+1)=0 . (151)
Jejich vyfesenim pro r najdeme jedinou trojndsobnou rezonanci

r=-1 . (152)

3. Konstanty integrace

Pro tuto dominantni vétev pocitani konstant integrace odpada. Jedind
a tedy i nejvyssi rezonance je rovna —1 a proto vlastné neni co pocitat.

Tato vétev tedy prochazi P-testem. Moznosti dominantniho chovani (5) Halphe-
nova systému je vsak nekoneéné mnoho, jako u podobnych Eulerovych setrvac-
nikovych rovnic. Protoze neni mozné vsechny vétve analyzovat, Painlevé-
Gambieruv test nedava jednoznaény vysledek.

3.2 a-metoda pro Halphenuv system

Nyni zkusime Halphenuv systém analyzovat pomoci a-metody, kterd je
obecnéjsi, nez Painlevé-Gambieruv test. Nepredpokladd totiz, ze jedinymi
pohyblivymi singularitami feseni jsou poly. Nejprve provedeme perturbaci

t =1ty +ex (153)
a pouzijeme ansatz
“+oo
wp = € Z €My, (154)
n=0
+o00
wy = &l Z ™V, (155)
oo
wy = Y w, . (156)
s=0



Perturbovany Halphenuv systém bude mit tvar

d

o (up +...) = e P(vgwp + ...) — T (ugvo + ...) — " Hugwo + ...),
d

o (vo+...) = e’ ugwo + ...) — e (vowp + ...) — P (ugvo + ...),

d_ (’w() + ) = 5p+q+1—7’(uovo + ) - €p+1(U0U}0 + ) — €q+1(U0w0 + ),
T

za podminek nezdpornosti vSech mocnin ¢ (viz Véta 2 a odstavec o a-
metodé). Tyto podminky tvori soustavu nerovnic

p,q,r € Z, (157)
p.q,r = —1, (158)
—p+qg+r+1 > 0, (159)
p—q+r+1 = 0, (160)
ptqg—r+1 > 0 , (161)

ktera je analogii podminek pro dominantni mocniny z Painlevé-Gambierova
testu. Nyni budeme fesit soustavu podminek (157)-(161). Nejprve posledni
tTi nerovnice doplnime na rovnice

—ptqtr—s = -1, (162)
p—q+r—sy = —1, (163)
p+q—r—s3 = —1, (164)
S1,52, 53 Z 0 (165)
Resenfm teto soustavy je
1
p = —1—1—5(32—1—33), (166)
1
q = —1+§(81+82), (167)
1
r = —1+4 5(81 + 53) s (168)
za podminek
S1, S2, S3 > O, (169)
(81 + 82)7 (82 + 83), (Sg -+ 81) € 2N, (170)
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kde symbol 2Ny znaéi nezaporna sudd ¢isla. Podminky (170) dostaneme také
doplnénim soustavy (158) na rovnice

q—ss = —1, (172)
r—sg = —1, (173)
S4,85,8¢ = 0, (174)
S4,85,8¢ € Z y (175)
vyTeSenim
p=—-1+s;, q=—-1+s5 r=—-1+sg (176)
a porovnanim s (166)-(168)
1 1 1
5(82 + 83) = 84, 5(81 + 82) = S5, 5(31 + 83) = S¢ . (177)

Mnozina vSech feSeni soustavy nerovnic je tedy parmetrizovana pomoci (s, Sz, S3).
Tyto parametry nabyvaji hodnot podle (169), (170), tedy

(s1 4+ s2,82 + 83,81 + s3) € {(0,0,0), (2,0,0),(0,2,0), (0,0,2),(2,2,0), ...}

Dalsim pozadavkem a-metody je tzv. podminka nelinearity, tedy pozadavek
na nulovost alespon jedné mocniny ¢ v perturbovaném systému. Pozadujeme
tedy, aby alespon v jedné nerovnici (158)-(161) platila rovnost. Pokud pozaduje-
me, aby v nékteré z podminek (159)-(161) nastala rovnost, musi byt pravdivy
nasledujici vyrok

(3ie{1,2,3})(s; =0) . (178)

Pokud pozadujeme splnéni rovnosti v nékteré z podminek (158), je to ekvi-
valentni vyroku

(3,5 €{1,2,3}) (i #J) (si +5; =0) . (179)

Diky podmince (165) tento vyrok muzeme zapsat

(3, € {1,2,31) (1 £ ) (si =5, = 0) . (180)
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Podminka nelinearity tedy bude splnéna pravé tehdy, kdyz alespon jedna
slozka vyrazu (si, 2, s3) bude nulovd. A z toho pfi pouziti podminky (170)
plyne, ze ¢isla s;,4 € {1,2,3} jsou suda.

Zacneme nyni analyzovat jednotlivé pripustné pripady. Halphentv systém
je invariantni vuéi permutaci proménnych, proto stac¢i vybrat nékolik kom-
binaci.

3.2.1 Pripad (s1,s9,53) = (0,2k,2l), k#0, [#0

V tomto piipadé z (166)-(168) plyne
p o= —1+k—+1, (181)
g = —1+Fk (182)
ro= —1+1 . (183)

Perturbovany Halphenuv systém pak ma tvar

(uop +...) = (vowo + ...) — " (uovo + ...) — €' (uowo + ...), (184)

dz
d 2 l ket
% (?}0 + ) = £ (UOU)O + ) — & (Uowo + ) — & (Uo’UO + )7 (185)
d
% (U)O + ) = €2k(U0’UO + ) - 5k+l(u0w0 + ) - €k<Uow0 + )(186)
V nejnizs§im fadu tedy mame rovnice
7.110 = YoWo, (187)
v = 0, (188)
wy = 0 . (189)
Jejich fesenim je
vo(x) = F, wo(x) = F, uy(z) =EFrx+G . (190)

Vzhledem k tomu, Ze rovnice vyssich fadu jsou linearni s konstantnimi koefi-
cienty, na jejichz pravych stranach jsou funkce (190) a funkce z nich vznikajici
variaci konstant, nevznikne v feseni zadny pohyblivy vétvici bod.

3.2.2 Pripad (si,s9,s3) = (2k,0,0)

V tomto piipadé z (29)-(31) plyne

p = -1 (191)
q = —1+k, (192)
ro= —1+k . (193)
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Perturbovany Halphenuv systém pak ma tvar

E(Uo+) = 52k(v0w0+...) —Ek(UQUo+...> —€k(UOU}Q+...), (194)
%(’Uo—i—) = (Uowg—l—) —Ek(U0w0+...) — (UOUQ—l—...), (195)
i (’LUO + ) = (U(ﬂ)() + ) — (U()’wo + ) — €k(’UowQ + ) . (196)

dx

s

iy = 0, (197)
Dg = UO(UJQ — Uo), (198)
w() = Uo(UO — ’lU()) . (199)

Jejich teseni dostaneme postupnymi upravami
up(z) = C, 09 =Clwy —vg), wo=C(vg—wp) |, (200)
dale pak
Vo + Wy = 0, Vg — wy = —2C . (201)

Odtud potom

up(r) = C, (202)
wo(z) = D+ FE+ e2xp (—209&)’ (203)
wolz) = D—-FE - e2xp (—2Cx) . (204)

Ze stejnych duvodu jako v predeslém pripadé se v feSeni nevyskytne pohy-
blivy vétvici bod.
3.2.3 Priipad (s1,s2,53) = (0,0,0)

Posledni moznosti je ptipad (s1, s2,s3) = (0,0,0). V tomto piipadé bude
platit

p=q=r=-1 . (205)
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cv v/

rovnice

1'1,0 = VoWpo — WolUg — Uy, (206)
@0 = WoUp — YgWpy — UV, (207)
wo = UpUyg — WoUg — VoWqo . (208)

Tyto rovnice jsou vSak shodné s puvodnim Halphenovym systémem. Jinymi
slovy: Pro Painlevého analyzu Halphenova systému nejdiive musime
vytesit Halphentiv systém. A to je duvod, pro¢ Painlevého analyza neroz-
hodne o integrabilité Halphenova systému.

4 Poisson-Lie T-dualni o-model
Budeme se zabyvat modelem, ktery je popsan hustotou Lagrangianu
L = L(Q(.T+, 33'7), J($+7 $,>, ag<x+7 1’7), 80’(1’+, x*)) =
= (z—uo—yo+v0*)0_00 0+ (y —vo) D_0d.0+
+ (u—v0)0_0040 +vI_0ds0 (209)
kde z,y,u,v jsou konstanty, x,,r_ proménné svételného kuzele, 0; = 0,,,

0,0 jsou polni proménné. Standartnim postupem z principu stacionarni akce
odvodime pohybové rovnice

2005 _o+ (u+y—2vp) (07_0+0-00,0) =0 (210)
207 0 (z— (u+y)o+v0°) + (2vo— (u+y)) (0_00+0 + D_0ds0) +
+0% o(y +u— 2v0) — 200_pd, 0 =0 . (211)

Pii provadéni Painlevé-Gambierova testu se nejprve zaméiime na prvni z
nich (210). Nejdiive dosadime ansatz

0= ap”, o=0bp" . (212)
2vac(o — 1)¢* 24 + (213)
(u+y = 2va6") (B3(5 = 1)¢" 26 + 125267267 ) = 0,
kde
6=0%_¢, =000, . (214)
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Pro nalezeni vedouci mocniny v (213) musime predpoklddat relace mezi «, 3.
e Pripad > 0

V tomto ptipadé plati

a—2<a+pf-2<a+26-2, (215)
f—2<20—2 (216)

Dominantni tedy mohou byt mocniny o« — 2 nebo 3 — 2.
— Zkusime nalézt podminky, které odpovidaji pripadu

a=0 . (217)

LR

(2va+bu+y)BBE—-1)p=0 . (218)
Hledame jeji feseni pro libovolné ¢. Proto budeme fesit rovnici

(2ua+blu+y))B(B-1)=0 . (219)
Méame tedy tfi moznosti

p=1,
B =0, (220)
(va+blu+y)=0 [BeR

v/

vvvvvv

a<f . (221)

LR

uaa(a —1)¢* 2 =0 . (222)
Pro libovolné ¢ dostavame moznosti

ae{0,1} ANa <, v=0Na<f( . (223)
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Presko¢ime nyni analyzu dalsich moznosti i piipadu 3 < 0, § = 0 a provedeme
dominantni analyzu rovnice (211). Dosazenim ansatzu (212) dostaneme rovnici

203(5 = 1)¢" 26 (2 — (u+y)bg” + 0™ +

+ (2006 — (u+y) (200 B2 — aafa — 1)6%G) —

—20a%¢** 2P =0 . (224)
Déle se budeme rovnou vénovat nejdulezitéjsimu piipadu.

e >0 AN a<p

Dominantnimi mocninami mohou byt o — 2 nebo 2ar — 2.
— Zameéfime se na pripad
a—2=20—-2 = a=0 . (225)
(u+ y)aa(a — 1) — 2va?a2¢? = 0, (226)
coz je splnéno trivialné.

Analyza dalsich pfipadu a moznosti neni nutnd. Z (223) a (226) vidime,
Ze je pripusSténa moznost

(@, 0)=(0,6¢2) . (227)

Model, posany Lagrangianem (209), tedy nemuze byt integrabilni, pokud
pozadujeme

ut+y#0 v v#0 . (228)
V pripadé
ut+y=v=0 (229)

v8ak pohybové rovnice (210), (211) prestavaji byt zajimavé.
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5 Klein - Gordonovské systémy
Provedeme analyzu systému

0101 = A10910¢91 + A001002, +A3002002, (230)
010y = B10p10p1 + Bo0p10¢s + B30p20ps (231)

kde < znaci d’Alambertuv vlnovy operator ve dvou proménnych a symbol
dp0yp je zkratkou pro 0,¢0,p — Oyp0yp.

5.1 Dominantni analyza

Pro dominantni analyzu dosadime do (230), (231) ansatz
p1r=up® gy =ve’ (232)
Soustava dostane tvar

oo — 1)¢2a_2gz§2 = AP’ ¢™ 7 4+ Asafuvg® P 4+ As BP0 ¢?P71233)
U’Uﬁ(ﬁ o 1)¢a+672 — Blu2a2¢2a72 + Bgaﬁuv¢a+ﬁi2 + Bgﬁ2v2¢2572

5.1.1 Piipad Az £ 0
Predpokladejme, ze
Ay 40 . (234)
Rovnice (230) potom ptipousti dominantni mocniny
0=f<a . (235)
Jeji dominantni ¢ast tvori rovnici
A30p0ps =0 . (236)

Mocnina « zustavd neurc¢ena. Analyzu rovnice (231) provedeme ve dvou
krocich.
[ ] B3 7é 0

Predpokladejme nejprve, ze v rovnici (231) plati Bs # 0. Piipadu (235)
dominantniho chovani odpovidd, ze dominantni ¢ast (231) tvoii rovnici
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Dostavame tedy podminku dominantniho chovani

B2 =0 . (238)
Stale plati , ze « zustava neurceno. Je tedy pripusténa moznost
O=pF<aé¢Z . (239)
e B3=10
Za predpokladu (235) tvoii dominantni ¢ast (231) rovnici
P10py = Bo0p10ps . (240)

Tomu odpovidéd dominantni podminka
wB(B —1)¢*" % = ByaPuvg®t? (241)
Tato podminka bude opét splnéna pro libovolné a.

Vidime, ze pokud Az # 0, jsou pripustény necelé vedouci mocniny a. V
téchto pripadech proto soustava (230), (231) neprojde P-testem.

5.1.2 Piipad A3 =0 A Ay £ 0

Rovnice (230) opét ptipousti dominantni mocniny

0=0<a . (242)
Jeji dominantni ¢ast pritom tvoii rovnici
A0010p3 =0 . (243)
Mame tedy podminku dominantniho chovani
AsaBuvg®Pr =0 . (244)

Mocnina « zustava neurc¢ena. Analyzu rovnice (231) opét provedeme ve dvou
krocich.
[ ] Bg 7£ O

V tomto piipadé tvoii dominantni ¢dst (231) rovnici
B30p0py =0 . (245)
Dostavame tedy podminku dominantniho chovani
BsB*0?¢*P 2 =0 | (246)

Opét plati, ze o zustava neurceno.
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.Bgzo

Pokud Bs = 0, potom za piedpokladu (242) tvoii dominantni ¢ést (231)
rovnici

P10p2 = Ba0p10ipn . (247)
Odtud plyne podminka dominantniho chovani
wB(B — 1)¢* 2 = Byafuvg® P2 (248)
Mocnina « opét zustava neurcena.

Stejné jako v pripadé Az # 0 jsou pripustény dominantni necelé mocniny a.
Soustava (230), (231) tedy neprochézi P-testem.

Ukazali jsme, ze soustava (230), (231) muze projit P-testem pouze za
predpokladu

Ay =A3=0 . (249)

Soustava
0101 = A10910¢1, (25())
P10py = B10p10p1 + B0p10¢py + B30p20p2 (251)

vsak uz neni fyzikalné zajimava, protoze jeji rovnice se staly nezavislymi.
Dalsi podrobnosti o analyze soustav podobnych (250), (251) je mozno najit
v [7]. Pro nés je vsak dulezité, ze Klein-Gordonovské systémy nejsou integra-
bilni, pokud studujeme rovnice vzajemné provazané.

6 Zaveér

Je zde ukazan spolecny zaklad vsech metod P-analyzy, jeji méné obvyklé
formy a nad rdamec bézné literary i dukladné zduvodnéni pouzivaného al-
goritmu P-G testu. Na Halphenové systému je mozné demonstrovat mnoho
problému, které vznikaji mechanickou aplikaci nejbéznéjsi metody Painlevého
analyzy (P-G testu). Na druhou stranu je vidét, ze ani pouziti sofistiko-
vanéjsich metod casto nevede k cili. Ostatni analyzované systémy ukazuji,
jak tézké je hledani integrabilnich modeli mezi souc¢asnymi polnimi teoriemi.
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