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Vedoućı práce: Prof. RNDr. Ladislav Hlavatý, DrSc.
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1 Úvodńı poznámky

Tématem této práce je Painlevého analýza a studium integrability oby-
čejných a parciálńıch diferenciálńıch rovnic a jejich systémů. Úvodńı kapitola
o Painlevého analýze vznikla převážně výběrem z literatury, vedeným snahou
o podáńı uzavřené teorie a vyplněńım některých mezer, které se v současné
běžné literatuře o Painlevého analýze vyskytuj́ı. Důraz je kladen na teoretický
základ Painlevého analýzy a poukázáńı na společné pozad́ı metod, které se
k Painlevého analýze použ́ıvaj́ı. Ostatńı kapitoly jsou p̊uvodńı.

V celé práci je použ́ıváno běžné označeńı

C,R, Z,N0, N

po řadě pro komplexńı, reálná, celá, nezáporná celá a přirozená č́ısla.

2 Úvod do Painlevého analýzy

2.1 Úvod

Co znamená integrovat obyčejnou diferenciálńı rovnici (ODE) n-tého řádu

F (z, w(z), ...wn−1(z), wn(z)) = 0 (1)

v komlexńım oboru? Intuitivně lze ř́ıci, že je třeba v konečném počtu krok̊u,
nejčastěji integraćı, nalézt obecné řešeńı, tj. už dále neprodloužitelné řešeńı,
parametricky závislé na n integračńıch konstantách

C1, ...Cn .

O rovnice se přitom mužeme zaj́ımat ze dvou hlavńıch d̊uvod̊u:
1. Nalezeńı nových funkćı definovaných jako obecná řešeńı diferenciálńıch

rovnic.

2. Nalezeńı vyčerpávaj́ıćıho seznamu rovnic, které lze vyřešit ve výše zmı́-
něném smyslu.

V daľśım výkladu se při upřesňováńı pojmu integrability ukáže, že rozhoduj́ıćı
úlohu hraje př́ıtomnost některých typ̊u singularit v některých typech řešeńı.
Provedeme tedy nejprve takovou klasifikaci singulárńıch bod̊u a řešeńı, která
se pro naše účely ukáže být vhodnou.
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2.2 Klasifikace singularit řešeńı ODEs

Singularity řešeńı ODE (1) můžeme pro naše účely dělit podle závislosti
na počátečńıch podmı́nkách a chováńı řešeńı v jejich okoĺı.

Definice 1: Podle závislosti na počátečńıch podmı́nkách děĺıme singu-
larity řešeńı (1) na pevné a pohyblivé.
• Pevné singularity jsou ty, jejichž poloha na počátečńıch podmı́nkách

nezáviśı.

• Poloha pohyblivých singularit na počátečńıch podmı́nkách záviśı.

Poznámka 1: Pro rovnice typu

wn(z) = F (z, w(z), w′(z)...wn−1(z)) (2)

jsou pevnými singularitami řešeńı např́ıklad singularity pravé strany v proměn-
né z. Pohyblivými singularitami řešeńı mohou být singularity v proměnných
w,w′, ...wn−1.

Definice 2: Podle chováńı řešeńı na svém okoĺı děĺıme singularity
následovně:

• Póly jsou topologicky izolované body z0, v nichž plat́ı

lim
z→z0

w(z) =∞ .

• Podstatné singularity jsou body, v nichž

lim
z→z0

w(z)

neexistuje.

• Větv́ıćı body funkce w(z) jsou body z0, na jejichž libovolném okoĺı
se měńı počet prvku množiny Λz = {w(z)} .

Definice pólu a podstatné singularity přitom předpokládá, že w(z) je na
nějakém prstencovém okoĺı z0 holomorfńı jednoznačná funkce. V definici
větv́ıćıho bodu je w(z) v́ıceznačnou funkćı ve smyslu následuj́ıćı poznámky.

Poznámka 2: V teorii komplexńı proměnné se funkćı nazývá libovolná
relace. Funkce f(z) v pravém slova smyslu potom označujeme jako jed-
noznačné (množina Λz = {f(z)} je pro všechna z jednoprvková), ostatńı
funkce nazýváme mnohoznačné

(∃z ∈ Def(f))(Λz = {f(z)} má vίce nez̆ jeden prvek) .
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Př́ıklad 1: Podle Moivreovy věty má f(z) = zn pro n racionálńı,

n 6∈ Z

větv́ıćı bod v z = 0 .

2.3 Klasifikace řešeńı ODEs

Definice 3: Obecným řešeńım w(z) rovnice (1) rozumı́me množinu
maximálńıch (dále neprodloužitelných) řešeńı, která je spojitě netriviálně
parametrizována n parametry, integračńımi konstantami

C1, ...Cn .

Přitom je nutné, aby při jakékoliv jiné volbě konstant

Di = Di(C1, ...Cn)

platilo, že řešeńı je opět parametrizováno n parametry

D1, ...Dn .

Pokud mezi konstantami Ci v obecném řešeńı zavedeme vazebńı podmı́nky

Φk(C1, ...Cn) = 0 ,

nazýváme potom řešeńı partikulárńım.
Všechny rovnice nemaj́ı tak dobré vlastnosti, aby pro ně platily věty o

existenci a jednoznačnosti řešeńı. Množina všech řešeńı pak může vypadat
velmi složitě.

Př́ıklad 1: Rovnice

(u′′′ − 2u′u′′)2 − 4(u′′)2(u′′ − (u′)2 − 1) = 0 (3)

má obecné řešeńı

u =
ec1x+c2

c1

+
c2

1 − 4

4c1

x+ c3 . (4)

Kromě toho však existuje i řešeńı

u = d1 − log cos(x− d1) , (5)
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které řeši již rovnici

u′′ − (u′)2 − 1 = 0 . (6)

Tato dvě řešeńı spolu nemaj́ı v̊ubec nic společného. Existuj́ı tedy řešeńı,
která jsou d̊usledkem algebraických vlastnost́ı rovnic a nejsou obecnými ani
partikulárńımi. Vzniká zde tedy nutnost zavedeńı daľśıho typu řešeńı.

Definice 4: Řešeńı (1) nazveme singulárńım, pokud neńı možné jej
zahrnout do obecného ani partikulárńıho řešeńı.

2.4 Základńı věty

V tomto odstavci zformulujeme základńı věty z teorie diferenciálńıch
rovnic, které budou dále použity.

Věta 1 (Cauchy, Picard): Necht’ systém ODEs je zapsán ve tvaru

−̇→w (z) =
−→
F (z,−→w (z)), (7)

kde −→w (z) ∈ CN , z ∈ C. Necht’ dále (z0,−→w0) ∈ C × CN , D oblast, obsahuj́ıćı
(z0,−→w0), Fi holomorfńı na D. Potom existuje právě jedno řešeńı splňuj́ıćı

−→w (z0) = −→w0 .

Toto řešeńı je holomorfńı na okoĺı z0.
Věta 2 (Poincaré): Necht’ systém ODEs je zapsán ve tvaru

−̇→w (z) =
−→
F (z,−→w (z), ε), (8)

kde −→w (z) ∈ CN , z ∈ C, ε ∈ C. Necht’ dále (z0,−→w0, 0) ∈ C × CN × C, D
oblast v C×CN ×C, obsahuj́ıćı (z0,−→w0, 0). Pokud Fi je holomorfńı na D pro
všechna i, pak existuje řešeńı ve smyslu Věty 1, které je holomorfńı na okoĺı
(z0, 0).

Pokud rozvineme −→w a
−→
F do Taylorovy řady, můžeme napsat

wi(z) =
∞∑
n=0

εnw
(n)
i (z) Fi =

∞∑
n=0

εnF
(n)
i . (9)

Soustavu (8) potom můžeme řešit člen po členu. Rozepsáńım Taylorových
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rozvoj̊u (9) dostaneme

ẇ
(0)
i + εẇ

(1)
i + ε2ẇ

(2)
i + ... = Fi(z,−→w0, 0) + ε

{
∂Fi
∂ε

+
∑
j

∂Fi
∂wj

∂wj
∂ε

}∣∣∣∣∣
ε=0

(10)

+
ε2

2

{
∂2Fi
∂2ε

+
∑
j

∂

∂ε

(
∂Fi
∂wj

)
∂wj
∂ε

+
∑
j

∂Fi
∂wj

∂2wj
∂ε2

}∣∣∣∣∣
ε=0

+

+
ε3

6

{∑
j

∂Fi
∂wj

∂3wj
∂ε3

+ ...

}∣∣∣∣∣
ε=0

+ ... .

Ještě doplńıme

∂nwi
∂εn

∣∣∣∣
ε=0

=
w

(n)
i

n!
(11)

a můžeme psát rovnice

n = 0 ẇ
(0)
i = Fi(z,−→w0, 0)

n ≥ 1 ẇ
(n)
i =

∑
j

∂Fi
∂wj

w
(n)
j +Rn(z,−→w0, ...−→w n−1) . (12)

V nejnižš́ım řádu je obecně nelineárńı rovnice, v ostatńıch řádech jsou linearńı
rovnice, lǐśıćı se pouze pravou stranou. Jejich řešeńı se tedy budou lǐsit jen
d́ıky variaci konstant.

Pokud požadujeme, aby řešeńı wi byla jednoznačnými funkcemi, muśı být
každý člen wni jednoznačnou funkćı. Kdyby tomu tak nebylo a napŕıklad k
byl nejnižš́ı index, pro nějž wki je v́ıceznačná fukce, jej́ıž alespoň dvě hodnoty
v nějakém bodě z jsou w̃ki (z), wki (z) , potom množina Λ−i = {wi(z)− wi(z)}
má alespoň jeden nenulový prvek, jehož rozvoj zač́ıná

εk(w̃i(z)− wi(z)) .

2.5 Painlevého vlastnost, integrabilita

Pokuśıme se nyńı upřesnit pojem integrability obyčejné diferenciálńı
rovnice (1) v komplexńım oboru. Jako prvńı podmı́nku můžeme požadovat
možnost nalezeńı maximálńıho obecného řešeńı v uzavřeném tvaru (tedy
ne ve formě lokálńıho rozvoje). Pokud obecné řešeńı rovnice (1) je jed-
noznačná funkce, můžeme (1) vźıt za jej́ı definičńı vztah a rovnici můžeme
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považovat za integrabilńı. Studováńı integrability rovnic je od počátku mo-
tivováno fyzikálńımi problémy. Pokud už najdeme obecné řešeńı rovnice
(1) v uzavřeném tvaru, toto řešeńı může reprezentovat např́ıklad trajektorii
ve fázovém prostoru. Od takové trajektorie ale očekáváme (přesněji řečeno
požadujeme), aby se nevětvila. Jinak nebude možné předv́ıdat budoućı vývoj.
Zdá se tedy, že obecné řešeńı (1) by nemělo obsahovat větv́ıćı body. Pokud
však můžeme větv́ıćı body vyjmout z definičńıho oboru, trajektorie se už
nebudou větvit a systém můžeme opět považovat za integrabilńı. To však lze
provést pouze tehdy, když jsou větv́ıćı body pevné.

Definice 5: Rovnice (1) má Painlevého vlastnost (P-vlastnost, je P-
typu), pokud jej́ı obecné řešeńı neobsahuje pohyblivé větv́ıćı body.

Poznámka 3: V obecných řešeńıch lineárńıch rovnic se nacházej́ı jen
pevné singularity a proto lineárńı rovnice maj́ı P-vlastnost.

Úplné ověřeńı P-vlastnosti se obvykle provád́ı ve dvou kroćıch:
1. Painlevého test, což je soubor podmı́nek, vycházej́ıćıch z lokálńıho

rozvoje řešeńı podle Věty 2, které vylučuj́ı př́ıtomnost pohyblivých
větv́ıćıch bod̊u určitého typu.

2. Důkaz toho, že splněńı P-testu je postačuj́ıćı podmı́nkou globálńı inte-
grability.

Kv̊uli obt́ıžnosti d̊ukazu dostatečnosti se však druhý krok obvykle vynechává.
Prvńımi úspěchy této metody bylo nalezeńı Painlevého rovnic a rozřešeńı
integrability setrvacńık̊u.

Vše, co bylo dosud napsáno o P-analýze rovnice (1) plat́ı i pro systémy
rovnic (7). V definici 3 stač́ı zaměnit (1) za (7). V následuj́ıćıch odstavćıch se
budeme zabývat nalezeńım podmı́nek pro sestaveńı Painlevého testu rovnic
a jejich systémů.

2.6 α-metoda

α-metoda je p̊uvodńı verźı Painlevého analýzy. Do rovnice (1) zavedeme
parametr α pomoćı substituce

z = z0 + αZ , (13)

kde z0 je nesingulárńı bod řešeńı. Dále zvoĺıme ansatz

w (Z) = αp
∞∑
n=0

αnw(n) (Z) . (14)
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Potom můžeme uřcit hodnoty parametru p, pro které lze použ́ıt Větu 2.
Př́ıklad 3, (rovnice Painlevé 1): Rovnici

−d
2u

dx2
+ 6u2 + g(x) = 0 , (15)

kde g(x) je analytická, převedeme pomoćı (13) a (14) na tvar

−d
2(u0 + ...)

dX2
+ 6αp+2(u0 + ...)2 + α2−p(g(x0) + ...) = 0 . (16)

Z podmı́nky holomorfnosti pravé strany dostáváme

−2 ≤ p ≤ 2 p ∈ Z . (17)

Daľśım krokem je rozepsáńı podle (9). Pokud v nejnižš́ım řádu neńı ne-
lineárńı rovnice, jsou všechny rovnice lineárńı a podle Poznámky 3 se žádné
pohyblivé větv́ıćı body v obecném řešeńı nevyskytuj́ı. Pro daľśı analýzu jsou
tedy podstatné jen netriviálńı př́ıpady, kdy rovnice v nejnižš́ım řádu je ne-
lineárńı. Jej́ı řešeńı se objev́ı v následuj́ıćıch rovnićıch a tam následně mohou
vzniknout pohyblivé větv́ıćı body.

Nemuśıme vždy hledat obecná řešeńı všech rovnic, částečná řešeńı nám
však pomohou jen vyloučit některé př́ıpady.

Př́ıklad 4 (P1): Podmı́nka nelinearity implikuje

p = −2 . (18)

V nejnižš́ım řádu máme rovnici

−d
2u0

dX2
+ 6u2

0 = 0 . (19)

Jej́ım obecným řešeńım je Weierstrassova funkce

u0 = ℘(X − c0, 0, g3) , (20)

kde ℘ řeši rovnici

ẏ2 = 4y3 − g2y − g3 . (21)

V prvńım řádu dostáváme rovnici

− d2v

dX2
+ 12℘(X − c0, 0, g3)v = 0 . (22)
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Částeňá řešeńı rovnic v daľśıch řádech maj́ı tvar

u1 = u2 = u3 = 0, (23)

u4 =
g0

24

[
2X℘℘′ + 2℘2 − ζ℘′

]
, (24)

u5 =
g0

24

[
2X2℘℘′ + 2X℘2 + (X℘′ + 2℘)ζ

]
, (25)

u6 =
g′′0
48

[
(X℘′ + 2℘)(X2 + 2Xζ − 2 log σ) (26)

+ (X3℘+X2ζ − 2X log σ + 2

∫
log σdX)℘′

]
, (27)

přičemž plat́ı vztahy

ζ ′ = −℘, σ′ = ζσ . (28)

Podmı́nka pro eliminaci logaritmického větv́ıćıho bodu v u6 je g′′(x0) = 0.
Protože x0 je libovolný, muśı platit g′′(x) = 0. Painlevé dokázal, že to je i
postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby rovnice (15) definovala funkci, která se pak
nazve P1.
2.6.1 α-metoda pro systémy ODEs

Podobně jako pro jednu ODE, zavedeme do soustavy (7) parametr α
substitućı

z = z0 + αZ , (29)

kde z0 je nesingulárńı bod řešeńı. Dale použijeme ansatz

wi (Z) = αpi
∞∑
n=0

αnw
(n)
i (Z) . (30)

Dále se pokračuje stejně jako pro jedinou ODE. Protože Věta 2 byla zfor-
mulována pro systém rovnic, neńı třeba daľśıho výkladu.

V daľśıch odstavćıch nalezneme zp̊usob, jak v rozvoji podle parametru
přej́ıt od diferenciálńıch rovnic k algebraickým. To velmi zjednoduš́ı nalezeńı
nutných podmı́nek pro P-vlastnost.

2.7 Painlevé - Gambier̊uv test

V tomto odstavci vylož́ıme algoritmus takzvaného Painlevé - Gambierova
testu. Prozat́ım se nebudeme věnovat jeho vztahu k Větě 2 a celkové Painlevého
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analýze. Painlevé - Gambier̊uv test se skládá ze tř́ı po sobě následuj́ıćıch
krok̊u.
2.7.1 Dominantńı analýza

Předpoklad: Předpokládáme, že jediné pohyblivé singularity obecného
řešeńı (1) nebo (7) jsou póly v z0. V okoĺı těchto singularit se potom řešeńı
lokálně rozvinutá do Laurentovy řady

w(z) = (z − z0)p
∞∑
n=0

w(n)(z − z0)n, (31)

wi(z) = (z − z0)pi
∞∑
n=0

w
(n)
i (z − z0)n , (32)

chovaj́ı jako vedoućı členy svých rozvoj̊u

w(z) ≈ w(0)(z − z0)p, (33)

wi(z) ≈ w
(0)
i (z − z0)pi . (34)

Dosazeńım ansatzu (33), (34) do (1), (7) tedy zjist́ıme chováńı řešeńı (1), (7)
v okoĺı singularit, takzvané dominantńı chováńı. Ve vzniklé algebraické
rovnici (nebo jejich systému pro soustavu rovnic (7)) lze na okoĺı singular-
ity zanedbat všechny členy kromě člen̊u nejnižš́ıho řádu a vyřešeńım źıskat
možné typy dominantńıho chováńı

(p, w(0)), (pi, w
(0)
i ) . (35)

Členy rovnice, ze kterých pocházej́ı členy nejnižš́ıho řádu po dosazeńı ansatzu
(33), (34) se nazývaj́ı dominantńı části (1), (7).

Př́ıklad 5, (Riccati): Rovnice

u̇ = a2u
2 + a1u+ a0, a2 6= 0 (36)

připoušt́ı dominantńı chováńı(
p, u(0)

)
=

(
−1,
−1

a2

)
(37)

při dominantńı části

u̇ = a2u
2 (38)
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nebo (
p, u(0)

)
=
(
0, u(0)..libovolné

)
(39)

při dominantńı části

u̇ = 0 . (40)

Pokud některá z vedoućıch mocnin p, pi /∈ Z, potom řešeńı (1) nebo (7)
nemůže vyhovět Předpokladu, protože v bodě z0 je pohyblivý větv́ıćı bod.
Posledńı věta neńı úplně správná ve svém zněńı a bude ještě upřesněna v
odstavci...

Našli jsme vedoućı členy (větve ve smyslu daľśıho větveńı algoritmu, ne
větv́ıćıch bod̊u) a mocniny Laurentových rozvoj̊u možných řešeńı (1), (7).
Dále budeme zkoumat jejich vlastnosti.
2.7.2 Rezonančńı analýza

Obecné řešeńı rovnice n-tého řádu záviśı na n konstantách. Pokud pro
řešeńı použijeme ansatz (31), (32), může být jednou z nich poloha bodu
z0. Ostatńıch nejméně n − 1 (nebo př́ıslušný počet pro systémy) však muśı

být členy v Laurentově rozvoji w(n), w
(n)
i . Při dosazeńı (31), (32) do (1), (7)

na ně tedy nesmı́me dostat jednoznačné podmı́nky. Tyto členy budeme dále
nazývat volné.

Definice 6: Pokud člen w(n) v (31) pro (1) nebo w
(n)
i v (32) pro (7) je

volný, index n nazveme rezonanćı.
Poznámka 4: Při použit́ı ansatzu (31), (32) jsou všechny rezonance celé

nezáporné.
Pro určeńı, jestli daná větev reprezentuje obecné řešeńı je třeba nalézt

všechny pŕıslušné rezonance. To lze provést tak, že dosad́ıme (31), (32) do
(1), (7). Protože předpokládáme, že Laurentovy rozvoje maj́ı nejnižš́ı člen,

můžeme w(n), w
(n)
i ”odspoda” člen po členu dopoč́ıtávat. Dostáváme tedy

podmı́nky

w(n) = w(n)
(
w(0), ...w(n−1)

)
, w

(n)
i = w

(n)
i

(
w(0)
a , ...w

(n−1)
j

)
. (41)

Nyńı tedy dosad́ıme Laurentovy rozvoje (30), (31) do (1), (7). Protože ale

dopoč́ıtáváme členy od nejnižš́ıho dále, podmı́nky pro koeficienty w(n), w
(n)
i

pocházej́ı z výraz̊u, kde se tyto koeficienty vyskytnou s nejnižš́ı mocninou
(z− z0). Členy vyšš́ıho řádu už dávaj́ı podmı́nky pro daľśı koeficienty. Proto
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stač́ı Laurentovy rozvoje (31), (32) dosadit do dominantńı části (1), (7).

Protože nás nezaj́ımá konkretńı hodnota koeficientu w(n), w
(n)
i , ale pouze zda

jsou určeny jednoznačně, pokuśıme se nalézt jen rezonance.
Nejjednodušš́ım zp̊usobem pro zjǐstěńı volných člen̊u rozvoje je dosazeńı

ansatzu

w = w(0)(z − z0)m(1 + γ(z − z0)r), (42)

wi = w
(0)
i (z − z0)mi(1 + γi(z − z0)r) (43)

do dominantńı části (1), (7). T́ım sice neźıskáme přesný tvar podmı́nek pro

w(n), w
(n)
i , jejich jednoznačnost se však neměńı. V nejnižš́ım řádu dostáváme

lineárńı rovnici pro γ v př́ıpadě (1) nebo soustavu lineárńıch rovnic pro (7).
Pro jednu ODE bude mı́t rovnice tvar

Q(j)γ = 0 , (44)

kde Q(j) je polynom v proměnné j stupně nejvýše n. Pokud r je kořenem
Q(j), potom koeficient w(r) je volný a r je rezonanćı.

Pro systémy dostáváme lineárńı soustavu

Q(j)~γ = 0 , (45)

kde Q(j) je matice. Tomu, aby r bylo nyńı rezonance, odpov́ıdá podmı́nka

det(Q(r)) = 0 .

Redefinice: Rezonancemi dále budeme rozumět kořeny determinantu
Q(j). To je korektńı i pro př́ıpad jedné ODE.

Jak už bylo řečeno, rezonancemi jsou v tomto pojet́ı nezáporná č́ısla.
Pŕıtomnost necelých č́ısel mezi rezonancemi indikuje př́ıtomnost větv́ıćıch
bod̊u v řešeńı. Důležitou, avšak typickou výjimkou mezi rezonancemi je

r = −1 .

Lze dokázat, že jej́ı př́ıtomnost signalizuje, že poloha bodu z0 je libovolná a
nezávislá na ostatńıch integračńıch konstantách (je jednou z nich).

Př́ıklad 6, (Riccati): Analyzujeme větev (37). Pro řešeńı dostáváme
ansatz

u =
−1

a2

(z − z0)−1 (1 + γ(z − z0)r) . (46)
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Po dosazeńı do (38) dostáváme podmı́nku

−1

a2

(
−(z − z0)−2 + γ(r − 1)(z − z0)r−2

)
=

1

a2

(
(z − z0)−2 + 2γ(z − z0)r−2 + ...

)
,

tedy

γ(r + 1) = 0 . (47)

Jedinou rezonanci tedy je

r = −1 . (48)

Poznámka 5: V linearńıch rovnićıch s konstantńımi koeficienty se rezo-
nance r = −1 nevyskytuje.

Pro úspešné splněńı této části testu je nutné, aby existovala dominantńı
větev, která má stejný počet rezonanćı, poč́ıtaných s vahou svých násobnost́ı,
jejichž násobnost je nanejvýš rovna počtu rovnic v (7), jako je počet inte-
gračńıch konstant v obecném řešeńı (1), (7). Kromě možné př́ıtomnosti

r = −1

muśı být ostatńı rezonance nezáporné a celé. Jinak řečeno, každé integračńı
konstantě odpov́ıdá prǎvě jeden volný parametr v Laurentově rozvoji řešeńı
nebo poloha z0. Pro systémy (7) se může také stát, že rezonance

r = −1

má násobnost větš́ı, než 1. To odpov́ıdá tomu, že řešeńı nemuśı být rozv́ıjena
kolem stejného bodu z0, ale např́ıklad z01 , z02 , .... Jednoduchým př́ıkladem
může být systém

ẇ1 = w2
1 ẇ2 = w2

2 . (49)

Pokud taková větev neexistuje, potom žádná z větv́ı nepopisuje obecné
řešeńı. Pokud všechny větve obsahuj́ı necelé nebo nevyhovuj́ıćı záporné re-
zonance, potom rovnice neprojde Painlevého testem.
2.7.3 Konstanty integrace a podmı́nky kompatibility

Předešlé kroky testu vyřadily některé pohyblivé algebraické větv́ıćı body z
řešeńı (1), (7). Ne všechny pohyblivé větv́ıćı body však muśı být algebraické.
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Podle předpokladu můžeme poč́ıtat koeficienty Laurentových rozvoj̊u (31),
(32) od nižš́ıch k vyšš́ım. Dosad́ıme tedy rozvoje (31), (32) do kompletńıch
rovnic (1), (7). Pokud bude možné spoč́ıtat koeficienty až do nejvyšš́ı re-
zonance rmax, následuj́ıćı koeficienty už z předešlých bude možno určit. Do
rovnic (1), (7) proto stač́ı dosadit ansatz

w(z) = (z − z0)m
rmax∑
n=0

w(n)(z − z0)n (50)

wi(z) = (z − z0)m
rmax∑
n=0

w
(n)
i (z − z0)n , (51)

a ověřit možnost splněńı podmı́nek ve všech mocninách. Formálně to lze při
porovnáńı výraz̊u podle mocnin z − z0 zapsat pro jednu ODE

(z − z0)m+j−n(Q(j)w(j) −Rj(z0, ...w
(j−1))) = 0 (52)

Podmı́nka pro to, aby r bylo volným indexem nyńı vypadá

Rr(z0, ...w
(r−1)) = 0 . (53)

Pro systémy (7) dostaneme analogickou sadu podmı́nek

Q(j)~w(j) − ~Rj(z0, ~w
(0), ... ~w(j−1)) = 0 . (54)

Pro rezonance nyńı muśı platit, že hodnost této soustavy, včetně jej́ı pravé
strany, muśı být stejná jako hodnost soustavy bez pravé strany a menš́ı, než
počet rovnic, aby řešeńı existovalo a nebylo jednoznačné.

Podmı́nky (53) a (54) se nazývaj́ı podmı́nkami kompatibility. Nes-
plněńı některé z podmı́nek kompatibility indikuje, že Laurent̊uv rozvoj neposti-
huje úplně řešeńı, to znamená, že v řešeńı (1), (7) se vyskytuje transcendentńı
pohyblivý větv́ıćı bod.

2.8 Zobecněńı a komentáře Painlevé - Gambierova testu

Předpoklad můžeme snadno zobecnit touto modifikaćı: Předpokládáme,
že Laurent̊uv rozvoj řešeńı (1), (7) kolem libovolného z0 má nejnižš́ı člen. Test
potom proběhne úplně stejně.

Zat́ım sice neńı vidět, jak algoritmus Painlevé - Gambierova testu souviśı s
Větou 2 nebo α - metodou, je však vidět, že tento test nalézá v řešeńı rovnic
pohyblivé větv́ıćı body. Zároveň, oproti α - metodě, neńı zapotřeb́ı řešit žádné
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daľśı diferenciálńı rovnice. Poč́ıtáńı se během Painlevé - Gambierova testu
redukuje na řešeńı algebraických rovnic a hledáńı kořen̊u polynomů. Pokud
se nám podař́ı ukázat souvislost mezi P - G testem a Větou 2, budeme mı́t
silný nástroj pro analýzu diferenciálńıch rovnic.
2.8.1 Perturbace

Přepokládejme, že bod z0 je pohyblivým singulárńım bodem řešeńı (1),
(7). Protože z0 je singularitou, nemůžeme použ́ıt Větu 2. Parametr lze však
do (1) zavést substitućı

z = z0 + εZ, w (Z) = (εZ)p
∞∑
n=0

(εZ)nw(n) (Z) , (55)

analogicky pro (7)

z = z0 + εZ, wi (Z) = (εZ)pi
∞∑
n=0

(εZ)nw
(n)
i (Z) . (56)

Na tento typ rozvoje opět můžeme použ́ıt Painlevé-Gambier̊uv test z předešlého
odstavce.
2.8.2 Perturbace podle Bureaua

V tomto odstavci provedeme syntézu Věty 2 a Painlevé-Gambierova
testu za pomoci perturbace z předešlého odstavce. Výklad provedeme jen pro
př́ıpad jediné ODE. Z předcházej́ıćıch odstavc̊u je již zobecněńı pro systémy
zřejmé. Předpokládejme, že pomoćı perturbace nebo dominantńı analýzy z
P-G testu (oboj́ı vede ke stejným výsledk̊um) najdeme celé vedoućı (domi-
nantńı) mocniny p < 0. Abychom uvedli tento rozvoj do souladu s Větou 2,
zavedeme nové proměnné x,W a nový systém rovnic následuj́ıćım zp̊usobem:

w = sxp,
dx

dz
= 1 +Wx, s 6= 0 . (57)

Funkce s = s(z) zde hraje roli parametru, který fixuje určitou volnost volby
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x. Z (1) nyńı můžeme eliminovat w pomoćı

x−pw = s (58)

x−p+1dw

dz
= ps+

(
ds

dz
+ psW

)
x (59)

x−p+2d
2w

dz2
= p(p− 1)s+

(
2p
ds

dz
+ p(2p− 1)sW

)
x (60)

+

(
d2s

dz2
+ 2p

ds

dz
W + p2sW 2 + ps

dW

dz

)
x2 , (61)

atd.
Rovnici (1) nyńı můžeme zapsat ve tvaru

F

(
z,W,

dW

dz
,
d2W

dz2
, ...

dn−1W

dzn−1
, s,

s

dz
, ...

dns

dzn
, x

)
= 0 (62)

Celý nový systém nyńı přeṕı̌seme do proměnných x,W . Bod x = 0 už neńı
problematický, protože

lim
x→0

x−pw ∈ (0,+∞) . (63)

Proto můžeme provést perturbaci a poté už soustava (57), (62) bude odpov́ıdat
Věte 2.

Možnost́ı provedeńı perturbace je nyńı v́ıce.
1. Prvńı perturbaci definujeme vzahy

z = z0 + εZ, x = εX . (64)

2. Druhou perturbaci definujeme vztahy

x = εX, W =
+∞∑
n=1

(εX)n−1 W (n) . (65)

Zat́ımco prvńı perturbace je obecneǰśı, než perturbace z odstavce 1.8.1,
dokážeme, že mezi koeficienty W (n) ze druhé perturbace a koeficienty w(n) z
odstavce 1.8.1 je vzájemně jednoznačná korespondence.

Vyjdeme ze vztahu

w = sxp,
dx

dz
= 1 +W (1)x+W (2)x2 +O(x3) . (66)
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Vztahy odstavce 1.8.1 pro perturbaci dávaj́ı

w = (εZ)p
(
w(0) + w(1)(εZ) + w(2)(εZ)2 +O((εZ)3)

)
. (67)

Nyńı zvoĺıme s(z) ve tvaru s = w(0) a dále

x = (εZ)

(
1 +

w(1)

w(0)
(εZ) +

w(2)

w(0)
(εZ)2 +O((εZ)3)

) 1
p

(68)

= (εZ)

(
1 +

w(1)

pw(0)
(εZ) +

2pw(2)w(0) + (1− p)w(1)2

2p2w(0)2 (εZ)2 +O((εZ)3)

)
.

Invertováńım tohoto vztahu dostaneme

(εZ) = x

(
1− w(1)

pw(0)
x+
−2pw(2)w(0) + (3 + p)w(1)2

2p2w(0)2 x2 +O(x3)

)
. (69)

Ze vztahu d(εZ)
dz

= 1 plyne

1 =

(
1− 2w(1)

pw(0)
x+ 3

−2pw(2)w(0) + (3 + p)w(1)2

2p2w(0)2 x2 +O(x3)

)(
1 +W (1)x+W (2)x2 +O(x3)

)
−

− 1

p

d

dz

(
w(1)

w(0)

)
x2 +O(x3) . (70)

Dostáváme tedy sadu vztah̊u

s = w(0) (71)

W (1) =
2w(1)

pw(0)
(72)

W (2) =
3w(2)

pw(0)
+

(
2w(1)

pw(0)

)2

− (3p+ 1)
w(1)2

2p2w(0)2 +
1

p

d

dz

(
w(1)

w(0)

)
(73)

nebo sadu vztah̊u opačných

s = w(0) (74)

w(1) =
p

2
sW (1) (75)

w(2) =
p

3
s2W (2) + p

3p+ 1

24
s2W (1)2 − p

6
s2dW

(1)

dz
. (76)

Pro daľśı členy by výpočet pokračoval analogicky. Ukázali jsme, že Painlevé-
Gambier̊uv test lze považovat d́ıky perturbaci z odstavce 1.8.1 a perturbaci
podle Bureaua za aplikaci Věty 2.
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2.9 Dodatky k Painlevé - Gambierovu testu

Nejprve je nutné si uvědomit, že celý koncept P-analýzy se vztahuje
k vlastnostem obecných řešeńı ODEs. Proto muśıme na počátku zamezit
možnosti, že námi źıskané výsledky ovlivńı nechtěná analýza singulárńıho
řešeńı. Tomu můžeme zabránit t́ım, že všechna singulárńı řešeńı najdeme a
dominantńı větve, které jim odpov́ıdaj́ı vynecháme z analýzy. Lepš́ı možnost́ı
je převést, pokud je to možné, rovnici na tvar, který singulárńı řešeńı nepři-
poušt́ı. To znamená vyřešit rovnici vzhledem k nejvyšš́ı derivaci a ověřit
splněńı předpoklad̊u Věty 1.
2.9.1 Dominantńı analýza

Předpokládejme, že jsme našli všechny dominantńı mocniny p, pi obecného
řešeńı (1), (7). Jaké závěry můžeme učinit z jejich hodnot?

1. Jestliže se mezi vedoućımi mocninami nacháźı necelé ćıslo, potom
některá větev vzniklá z obecného řešeńı má ve vedoućım členu pohy-
blivý větv́ıćı bod a (1), (7) nemůže mı́t P-vlastnost.

2. Celé nezáporné vedoućı mocniny nerozhoduj́ı o splneńı P-testu. Nev́ıme
totiž nic o poloměru konvergence Laurentových rozvoj̊u řešeńı. Pokud
je poloměr konvergence rozvoj̊u nekonečný, můžeme Laurent̊uv rozvoj
se středem z0, zač́ınaj́ıćı celou kladnou mocninou p pomoćı použit́ı bi-
nomické věty převést na rozvoj se středem v počátku a vedoućı mocni-
nou q = 0

+∞∑
j=p

aj(z − z0)j =
+∞∑
k=0

bkz
k . (77)

3. Vzhledem k nejednoznačnosti člen̊u rozvoj̊u a samotných vedoućıch
mocnin nemá pro nezáporné dominance smysl provádět P-test jim př́ı-
slušej́ıćıch větv́ı. Pokud se mezi dominantńımi mocninami p, pi řešeńı
(1), (7) nevyskutuj́ı necelá nebo záporná celá č́ısla, test skonč́ı a nedává
žádný výsledek.

4. Daľśı analýza tedy prob́ıhá pouze pokud všechny vedoućı mocniny jsou
celé a nacháźı se mezi nimi singulárńı větev.

Př́ıklad 7, (pasivńı dominance): Při dominantńı analýze rovnic se typ-
icky stává, že jedna z moznost́ı pro dominantńı část rovnice je samotný člen
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obsahuj́ıćı nejvyšš́ı derivaci. Dominantńımi mocninami jsou potom nezáporná
celá č́ısla

p ∈ {0, 1, ...n− 1} (78)

pro rovnice řádu n. Z předchoźıho plyne, že tyto takzvané pasivńı dominance
nemaj́ı pro Painlevého analýzu význam. Jako ilustrace může sloužit např́ıklad
Riccatiho rovnice (Př́ıklad 5).

Př́ıklad 8, (lineárńı rovnice): Lineárńı rovnice s konstantńımi koefi-
cienty bez pravé strany maj́ı jen pasivńı dominance.

2.9.2 Rezonančńı analýza

Pro objasněńı zp̊usobu hledáńı rezonanćı nám pomohou výsledky teorie
linearizace nelineárńıch systémů. Tento aparát použijeme pouze intuitivně a
nebudeme jej dokazovat. Budeme se zabývat jen jednou ODE, zobecněńı na
systémy bude zřejmé.

Předpokládejme, že u0(x) řeš́ı ODE n-tého řádu

E(x, u0) = 0 . (79)

Nyńı budeme hledat řešeńı jiné rovnice

E(x, u)
.
= E(x, u0) + E ′(x, u0)

(
εu1 + ε2u2 + ...

)
= 0 (80)

ve tvaru

u(x) = u0(x) + εu1(x) + ε2u2(x)... , (81)

kde jsme zvolili označeńı

lim
t→0

E(x, u0 + tv)− E(x, u0)

t
= E ′(x, u0)v . (82)

Vid́ıme, že členy ui mohou být nenulové, jen pokud

E ′(x, u0)ui = 0 . (83)

Tento výsledek nyńı použijeme při Painlevé-Gambierově testu rovnice

F (x,w(x), w′(x)...wn(x)) = 0 . (84)
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Předpokládejme, že jsme našli některé dominantńı chováńı

w(x) ≈ w0(x− x0)p . (85)

Rovnici (84) potom můžeme rozdělit na dominantńı a recesivńı část

E(x,w(x), w′(x)...wn(x)) = R(x,w(x), w′(x)...wn(x)) , (86)

kde levá strana je dominantńı. Partikulárńım řešeńım dominantńı rovnice

E(x,w(x), w′(x)...wn(x)) = 0 (87)

je nyńı

w(x) = w0(x− x0)p . (88)

Nyńı použijeme linearizaci v proměnných w(x), w′(x)...wn(x), přičemž předpokládáme
řešeńı ve tvaru Laurentova rozvoje (31). Dostáváme podmı́nky

E ′ (x,w0(x− x0)p)
(
w1(x− x0)p+1 + ...wr(x− x0)p+r...

)
= 0 . (89)

Pokud plat́ı

E ′ (x,w0(x− x0)p)wr(x− x0)p+r = 0 , (90)

bude člen wr volný a r bude rezonanćı. Pokud totiž dosad́ıme Taylor̊uv rozvoj
dominantńı části

E(x,w) = E(x,w0) + E ′(x,w0)(w − w0) +
1

2
E ′′(x,w0)(w − w0)2 + ... (91)

do rovnice (87), podmı́nky nejnižš́ıho řádu, obsahuj́ıćı wr pocházej́ı prǎvě ze
člen̊u E ′(x,w0)(w − w0). Podmı́nky vyšš́ıch řád̊u jsou už podmı́nkami pro
členy ws, s > r. Vid́ıme tedy, že pro hledáńı rezonanćı opravdu můžeme
použ́ıt ansatz (42).

Př́ıklad 9: Rovnice

−ü+ 6u2 = 0 (92)

má dominantńı chovańı

(u0, p) = (1,−2) . (93)
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Dominantńı část́ı je celá rovnice. Provedeme linearizaci

E
(
x, u0(x− x0)p + ur(x− x0)p+r

)
= E (x, u0(x− x0)p) + (94)

+ E ′ (x, u0(x− x0)p)ur(x− x0)p+r = 0 . (95)

Dostáváme

E ′(x, u)v = lim
t→0

E(x, u+ tv)− E(x, u)

t
= (96)

= lim
t→0

−ü− tv̈ + 6u2 + 12utv + 6(tv)2 + ü− 6u2

t
= (97)

= lim
t→0

−tv̈ + 12utv

t
= −v̈ + 12uv . (98)

Nyńı už jen dosad́ıme

u = (x− x0)−2, v = ur(x− x0)−2+r (99)

a dostáváme rovnici

ur(r + 1)(r − 6) = 0 . (100)

Rezonance tedy jsou

r ∈ {−1, 6} . (101)

Poznámka 6: Záporným dominantńım mocninám p vždy př́ısluš́ı rezo-
nance r = −1. Dominantńı rovnřešeńı nejnižš́ı člen

E(x,w0(x− x0)p) = 0 . (102)

Proderivováńım dostaneme

E ′(x,w0(x− x0)p)w0(x− x0)p−1 = 0 . (103)

2.10 Parciálńı diferenciálńı rovnice

Nyńı zobecńıme koncept P-vlastnosti pro parciálńı diferenciálńı rovnice
(PDEs) a jejich systémy. Nejprve si muśıme povšimnout některých odlǐsnost́ı
od ODEs. Singularity řešeńı PDE n-tého řádu

F (x1, ...xn, ϕ(x1, ...xn), ∂iϕ(x1, ...xn)..., ∂ni ϕ(x1, ...xn)) = 0 (104)
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nejsou izolované body, ale nadroviny

φ(x1, ...xn) = 0 . (105)

Protože pro PDEs neńı specifikován pojem obecného řešeńı, budeme řešeńı,
závisej́ıćı na n funkćıch nazývat generické. Nyńı můžeme definovat P-vlast-
nost.

Označeńı: Rovnice (104) má P-vlastnost právě tehdy, když pro každou
jej́ı necharakteristickou varietu φ(x1, ...xn) plat́ı, že ODE vzniklá redukćı

φ(x1, ...xn) −→ z − z0 (106)

má P-vlastnost.
Toto označeńı nelze považovat za definici, umožńı nám však studovat

vlastnosti PDEs pomoćı ODEs.
Poznámka, Př́ıklad (Calogero): Charakteristická varieta rovnice

uxxxy − 2uyuxx − 4uxuxy + uxt = 0 (107)

je dána vztahy

φ(x, y, t) = 0, φ3
xφy = 0 . (108)

Painlevého analýza PDE je tedy Painlevého analýzou všech možných
ODEs, vzniklých redukćı proměnných (106). Pro účely zkoumáńı PDEs dále
modifikujeme Painlevé-Gambier̊uv test následuj́ıćım zp̊usobem. Předpoklá-
dáme, že pro řešeńı (104) můžeme použ́ıt ansatz

ϕ(x1, ...xn) = φα(x1, ...xn)
∞∑
j=0

uj(x1, ...xn)φj(x1, ...xn) , (109)

kde funkce uj jsou holomorfńı na okoĺı singulárńı variety. Algoritmus testu je
potom úplně stejný jako pro ODEs. Stejným zp̊usobem můžeme P-vlastnost
a Painlevé - Gambier̊uv test modifikovat pro systémy

Fa (xi, ..., ϕj, ..., ∂iϕj..., ∂
n
i ϕj) = 0, a, j ∈ {1, ...n} , (110)

ϕi = φαi
∞∑
j=0

uijφ
j . (111)
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Poznámka 7, (Calogero): Pokud bychom řešeńı (107) rozv́ıjeli kolem
charakteristické variety (108), bude algebraická rovnice, vzniklá při domi-
nantńı analýze triviálně nulová a dominantńı mocniny p z̊ustanou neurčeny.

(uφp)xxxy ≈ p(p− 1)(p− 2)(p− 3)uφp−4φ3
xφy = 0 . (112)

Ostatńı členy nejnižš́ıho řádu v mocninách φ budou také nulové. To je d̊uvodem,
proč se při redukćıch proměnných omezujeme na necharakteristické variety
PDEs.

Při hledáńı konkretńıch redukćı proměnných se často použ́ıvaj́ı r̊uzné
speciálńı volby φ. Asi nejpouž́ıvaněǰśı z nich je

φ(x1, ...xn) = x1 + ψ(x2, ...xn) . (113)

Zároveň muśıme vždy ověřit, že varieta (113) neńı charkteristická.
Př́ıklad 10, (Burgers): Provedeme Painlevého analýzu Burgersovy rovnice

ut + uux = σuxx, σ ∈ C, σ 6= 0 . (114)

Předpokládáme, že

u = φα
+∞∑
j=0

ujφ
j , (115)

kde

φ = φ(x, t), uj = uj(x, t) (116)

jsou analytické v okoĺı variety

φ(x, t) = 0 . (117)

Dominantńı chováńı generických a partikulárńıch řešeńı Burgersovy rovnice
zjist́ıme dosazeńım ansatzu

u = u0φ
α . (118)

Dostáváme rovnici

u0αφ
α−1φt + u2

0α
2φ2α−1φx = σu0α(α− 1)φα−2φ2

x . (119)
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Jediná relevantńı možnost dominantńıho chováńı je

2α− 1 = α− 2 =⇒ α = −1 . (120)

Dominantńı část Burgersovy rovnice potom bude

uux = σuxx . (121)

Za vztahu

u2
0α

2φ2α−1φx = σu0α(α− 1)φα−2φ2
x (122)

po dosazeńı

α = −1 (123)

plyne

u0 = −2σφx . (124)

Rezonančńı analýzu Burgersovy rovnice provedeme dosazeńım ansatzu

u = u0φ
−1 + γφ−1+r (125)

do dominantńı části (121). V nejnižš́ım netriviálńım řádu dostávame lineárńı
rovnici pro γ

γu0(r − 2)φx = σγ(r − 1)(r − 2)φ2
x , (126)

tedy

γ(r − 2)(r + 1) = 0 . (127)

Pro rezonance tedy plat́ı

r ∈ {−1, 2} . (128)

Pro ověřeńı splněńı podmı́nek kompatibility nejdř́ıve rozeṕı̌seme prvńı členy
vyraz̊u z Burgersovy rovnice

ut = −u0φ
−2φt + u0tφ

−1 + u1t + u2φt + ..., (129)

uux = −φ−3
(
u2

0φx
)

+ φ−2 (u0u0x − u1u0φx) +

+ φ−1 (u0 (u1x + u2φx) + u1u0x − u2u0φx) + ...,

uxx = φ−3
(
2u0φ

2
x

)
− φ−2 (2u0xφx + u0φxx) + φ−1u0xx + ... .
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Nyńı srovnáme výrazy v Burgersove rovnici, které jsou stejného řádu v moc-
ninách φ. Dostáváme podmı́nky kompatibility

j = 0, u0 = −2σφx, (130)

j = 1, φt + u1φx = σφxx,

j = 2, ∂x (φt + u1φx − σφxx) = 0 .

Vid́ıme, že podmı́nka kompatibility pro rezonanci r = 2 je splněna identicky
a proto Burgersova rovnice procháźı P-testem.

Př́ıklad 11, (KdV): Aplikujeme Painlevé-Gambier̊uv test na rovnici

ut + uux + σuxxx = 0, σ 6= 0 . (131)

Dosazeńım (118) dostaneme, že jediná vedoućı mocnina je

α = −2, (132)

při dominantńı části

uux + σuxxx = 0 . (133)

Při hledáńı rezonanćı dosad́ıme do dominantńı části ansatz

u = φ−2 (u0 + urφ
r) . (134)

Odtud je vidět, že

u0 = −12σφ2
x, (135)

dále máme v nejnižš́ım řádu rovnici

γ(r + 1)(r − 4)(r − 6) = 0 . (136)

Našli jsme tedy rezonance

r ∈ {−1, 4, 6} . (137)

Důkladným propoč́ıtáńım podmı́nek kompatibility se lze přesvědčit, že všechny
podmı́nky jsou splněny. Rovnice KdV tedy procháźı Painlevého testem.

24



3 Analýza Halphenova systému

V tomto odstavci provedeme Painlevého analýzu Halphenova systému

ω̇1 = ω2ω3 − ω1ω2 − ω1ω3, (138)

ω̇2 = ω3ω1 − ω2ω3 − ω1ω2, (139)

ω̇3 = ω1ω2 − ω3ω1 − ω2ω3 . (140)

3.1 Painlevé-Gambier̊uv test

1. Dominantńı analýza

Do rovnic dosad́ıme ansatz dominantńıho chováńı

ω1 = u(z − z0)α, ω2 = v(z − z0)β, ω3 = w(z − z0)γ . (141)

Výsledkem budou vztahy

αu(z − z0)α−1 = vw(z − z0)β+γ − uv(z − z0)α+β − uw(z − z0)α+γ,(142)

βv(z − z0)β−1 = uw(z − z0)α+γ − vw(z − z0)γ+β − uv(z − z0)α+β,

γw(z − z0)γ−1 = uv(z − z0)α+β − uw(z − z0)α+γ − vw(z − z0)β+γ .

Jedna z možnost́ı dominantńıho chováńı je

(α, β, γ) = (−1,−1,−1) . (143)

Dominantńı část́ı je potom celý Halphen̊uv systém. Po dosazeńı (143)
do (142) dostáváme

−u = vw − uv − uw, (144)

−v = uw − vw − uv, (145)

−w = uv − uw − vw . (146)

Jediným nenulovým řešeńım této soustavy je

(u, v, w) = (1, 1, 1) . (147)

2. Rezonančńı analýza
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Pro rezonančńı analýzu větve (α, β, γ) = (−1,−1,−1) máme ansatz

ω1 = (z − z0)−1 (1 + γ1(z − z0)r) , (148)

ω2 = (z − z0)−1 (1 + γ2(z − z0)r) , (149)

ω3 = (z − z0)−1 (1 + γ3(z − z0)r) . (150)

Dosazeńım těchto vztah̊u do dominantńı části (tedy do celého Halphe-
nova systému) vyjdou rovnice

γ1(r + 1) = 0, γ2(r + 1) = 0 γ3(r + 1) = 0 . (151)

Jejich vyřešeńım pro r najdeme jedinou trojnásobnou rezonanci

r = −1 . (152)

3. Konstanty integrace

Pro tuto dominantńı větev poč́ıtáńı konstant integrace odpadá. Jediná
a tedy i nejvyšš́ı rezonance je rovna −1 a proto vlastně neńı co poč́ıtat.

Tato větev tedy procháźı P-testem. Možnost́ı dominantńıho chováńı (5) Halphe-
nova systému je však nekonečně mnoho, jako u podobných Eulerových setrvač-
ńıkových rovnic. Protože neńı možné všechny větve analyzovat, Painlevé-
Gambier̊uv test nedává jednoznačný výsledek.

3.2 α-metoda pro Halphen̊uv system

Nyńı zkuśıme Halphen̊uv systém analyzovat pomoćı α-metody, která je
obecněǰśı, než Painlevé-Gambier̊uv test. Nepředpokládá totiž, že jedinými
pohyblivými singularitami řešeńı jsou póly. Nejprve provedeme perturbaci

t = t0 + εx (153)

a použijeme ansatz

ω1 = εp
+∞∑
n=0

εnun, (154)

ω2 = εq
+∞∑
m=0

εmvm, (155)

ω3 = εr
+∞∑
s=0

εsws . (156)
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Perturbovaný Halphen̊uv systém bude mı́t tvar

d

dx
(u0 + ...) = εq+r+1−p(v0w0 + ...)− εq+1(u0v0 + ...)− εr+1(u0w0 + ...),

d

dx
(v0 + ...) = εp+r+1−q(u0w0 + ...)− εr+1(v0w0 + ...)− εp+1(u0v0 + ...),

d

dx
(w0 + ...) = εp+q+1−r(u0v0 + ...)− εp+1(u0w0 + ...)− εq+1(v0w0 + ...),

za podmı́nek nezápornosti všech mocnin ε (viz Věta 2 a odstavec o α-
metodě). Tyto podmı́nky tvoř́ı soustavu nerovnic

p, q, r ∈ Z, (157)

p, q, r ≥ −1, (158)

−p+ q + r + 1 ≥ 0, (159)

p− q + r + 1 ≥ 0, (160)

p+ q − r + 1 ≥ 0 , (161)

která je analogíı podmı́nek pro dominantńı mocniny z Painlevé-Gambierova
testu. Nyńı budeme řešit soustavu podmı́nek (157)-(161). Nejprve posledńı
tři nerovnice doplńıme na rovnice

−p+ q + r − s1 = −1, (162)

p− q + r − s2 = −1, (163)

p+ q − r − s3 = −1, (164)

s1, s2, s3 ≥ 0 . (165)

Řešeńım teto soustavy je

p = −1 +
1

2
(s2 + s3), (166)

q = −1 +
1

2
(s1 + s2), (167)

r = −1 +
1

2
(s1 + s3) , (168)

za podmı́nek

s1, s2, s3 ≥ 0, (169)

(s1 + s2), (s2 + s3), (s3 + s1) ∈ 2N0 , (170)
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kde symbol 2N0 znač́ı nezáporná sudá č́ısla. Podmı́nky (170) dostaneme také
doplněńım soustavy (158) na rovnice

p− s4 = −1, (171)

q − s5 = −1, (172)

r − s6 = −1, (173)

s4, s5, s6 ≥ 0, (174)

s4, s5, s6 ∈ Z , (175)

vyřešeńım

p = −1 + s4, q = −1 + s5, r = −1 + s6 (176)

a porovnáńım s (166)-(168)

1

2
(s2 + s3) = s4,

1

2
(s1 + s2) = s5,

1

2
(s1 + s3) = s6 . (177)

Množina všech řešeńı soustavy nerovnic je tedy parmetrizována pomoćı (s1, s2, s3).
Tyto parametry nabývaj́ı hodnot podle (169), (170), tedy

(s1 + s2, s2 + s3, s1 + s3) ∈ {(0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2), (2, 2, 0), ...} .

Daľśım požadavkem α-metody je tzv. podmı́nka nelinearity, tedy požadavek
na nulovost alespoň jedné mocniny ε v perturbovaném systému. Požadujeme
tedy, aby alespoň v jedné nerovnici (158)-(161) platila rovnost. Pokud požaduje-
me, aby v některé z podmı́nek (159)-(161) nastala rovnost, muśı být pravdivý
následuj́ıćı výrok

(∃i ∈ {1, 2, 3}) (si = 0) . (178)

Pokud požadujeme splněńı rovnosti v některé z podmı́nek (158), je to ekvi-
valentńı výroku

(∃i, j ∈ {1, 2, 3}) (i 6= j) (si + sj = 0) . (179)

Dı́ky podmı́nce (165) tento výrok můžeme zapsat

(∃i, j ∈ {1, 2, 3}) (i 6= j) (si = sj = 0) . (180)
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Podmı́nka nelinearity tedy bude splněna právě tehdy, když alespoň jedna
složka výrazu (s1, s2, s3) bude nulová. A z toho při použit́ı podmı́nky (170)
plyne, že č́ısla si, i ∈ {1, 2, 3} jsou sudá.

Začneme nyńı analyzovat jednotlivé př́ıpustné př́ıpady. Halphen̊uv systém
je invariantńı v̊uči permutaci proměnných, proto stač́ı vybrat několik kom-
binaćı.
3.2.1 Př́ıpad (s1, s2, s3) = (0, 2k, 2l), k 6= 0, l 6= 0

V tomto př́ıpadě z (166)-(168) plyne

p = −1 + k + l, (181)

q = −1 + k, (182)

r = −1 + l . (183)

Perturbovaný Halphen̊uv systém pak má tvar

d

dx
(u0 + ...) = (v0w0 + ...)− εk(u0v0 + ...)− εl(u0w0 + ...), (184)

d

dx
(v0 + ...) = ε2l(u0w0 + ...)− εl(v0w0 + ...)− εk+l(u0v0 + ...), (185)

d

dx
(w0 + ...) = ε2k(u0v0 + ...)− εk+l(u0w0 + ...)− εk(v0w0 + ...).(186)

V nejnižš́ım řádu tedy máme rovnice

u̇0 = v0w0, (187)

v̇0 = 0, (188)

ẇ0 = 0 . (189)

Jejich řešeńım je

v0(x) = E, w0(x) = F, u0(x) = EFx+G . (190)

Vzhledem k tomu, že rovnice vyšš́ıch řád̊u jsou lineárńı s konstantńımi koefi-
cienty, na jejichž pravých stranách jsou funkce (190) a funkce z nich vznikaj́ıćı
variaćı konstant, nevznikne v řešeńı žádný pohyblivý větv́ıćı bod.
3.2.2 Př́ıpad (s1, s2, s3) = (2k, 0, 0)

V tomto př́ıpadě z (29)-(31) plyne

p = −1, (191)

q = −1 + k, (192)

r = −1 + k . (193)
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Perturbovaný Halphen̊uv systém pak má tvar

d

dx
(u0 + ...) = ε2k(v0w0 + ...)− εk(u0v0 + ...)− εk(u0w0 + ...), (194)

d

dx
(v0 + ...) = (u0w0 + ...)− εk(v0w0 + ...)− (u0v0 + ...), (195)

d

dx
(w0 + ...) = (u0v0 + ...)− (u0w0 + ...)− εk(v0w0 + ...) . (196)

V nejnižš́ım řádu dostáváme rovnice

u̇0 = 0, (197)

v̇0 = u0(w0 − v0), (198)

ẇ0 = u0(v0 − w0) . (199)

Jejich řešeńı dostaneme postupnými úpravami

u0(x) = C, v̇0 = C(w0 − v0), ẇ0 = C(v0 − w0) , (200)

dále pak

v̇0 + ẇ0 = 0, v̇0 − ẇ0 = −2C . (201)

Odtud potom

u0(x) = C, (202)

v0(x) =
D + E + exp (−2Cx)

2
, (203)

w0(x) =
D − E − exp (−2Cx)

2
. (204)

Ze stejných d̊uvod̊u jako v předešlém př́ıpadě se v řešeńı nevyskytne pohy-
blivý větv́ıćı bod.
3.2.3 Př́ıpad (s1, s2, s3) = (0, 0, 0)

Posledńı možnost́ı je př́ıpad (s1, s2, s3) = (0, 0, 0). V tomto př́ıpadě bude
platit

p = q = r = −1 . (205)
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V nejnižš́ım řádu ε perturbovaného Halphenova systému potom dostaneme
rovnice

u̇0 = v0w0 − w0u0 − u0v0, (206)

v̇0 = w0u0 − v0w0 − u0v0, (207)

ẇ0 = u0v0 − w0u0 − v0w0 . (208)

Tyto rovnice jsou však shodné s p̊uvodńım Halphenovým systémem. Jinými
slovy: Pro Painlevého analýzu Halphenova systému nejdř́ıve muśıme
vyřešit Halphen̊uv systém. A to je d̊uvod, proč Painlevého analýza neroz-
hodne o integrabilitě Halphenova systému.

4 Poisson-Lie T-duálńı σ-model

Budeme se zabývat modelem, který je popsán hustotou Lagrangiánu

L = L(%(x+, x−), σ(x+, x−), ∂%(x+, x−), ∂σ(x+, x−)) =

=
(
x− u%− y%+ v%2

)
∂−σ∂+σ + (y − v%) ∂−σ∂+%+

+ (u− v%) ∂−%∂+σ + v∂−%∂+% , (209)

kde x, y, u, v jsou konstanty, x+, x− proměnné světelného kužele, ∂i = ∂xi ,
%, σ jsou polńı proměnné. Standartńım postupem z principu stacionarńı akce
odvod́ıme pohybové rovnice

2v∂2
+−%+ (u+ y − 2v%)

(
∂2

+−σ + ∂−σ∂+σ
)

= 0 , (210)

2∂2
+−σ

(
x− (u+ y)%+ v%2

)
+ (2v%− (u+ y)) (∂−%∂+σ + ∂−σ∂+%) +

+∂2
+−%(y + u− 2v%)− 2v∂−%∂+% = 0 . (211)

Při prováděńı Painlevé-Gambierova testu se nejprve zaměř́ıme na prvńı z
nich (210). Nejdř́ıve dosad́ıme ansatz

% = aφα, σ = bφβ . (212)

Rovnice (210) má v nejnižš́ım řádu tvar

2vaα(α− 1)φα−2φ̈+ (213)

(u+ y − 2vaφα)
(
bβ(β − 1)φβ−2φ̈+ b2β2φ2β−2φ̇2

)
= 0,

kde

φ̈ = ∂2
+−φ, φ̇2 = ∂−φ∂+φ . (214)
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Pro nalezeńı vedoućı mocniny v (213) muśıme předpokládat relace mezi α, β.
• Př́ıpad β > 0

V tomto př́ıpadě plat́ı

α− 2 < α + β − 2 < α + 2β − 2, (215)

β − 2 < 2β − 2 (216)

Dominantńı tedy mohou byt mocniny α− 2 nebo β − 2.

– Zkuśıme nalézt podmı́nky, které odpov́ıdaj́ı př́ıpadu

α = β . (217)

Členy nejnižš́ıho řádu rovnice (213) tvoř́ı rovnici

(2va+ b(u+ y))β(β − 1)φ̈ = 0 . (218)

Hledáme jej́ı řešeńı pro libovolné φ. Proto budeme řešit rovnici

(2va+ b(u+ y))β(β − 1) = 0 . (219)

Máme tedy tři možnosti

β = 1,
β = 0,
(2va+ b(u+ y)) = 0 β ∈ R+ .

(220)

Př́ıpad β = 0 je ve sporu s předpoklady. Zaj́ımavěǰśı je posledńı
možnost, kdy β je neurčeno.

– Pro nás však bude nejd̊uležitěǰśı př́ıpad

α < β . (221)

Členy nejnižš́ıho řádu rovnice (213) potom tvoř́ı rovnici

2vaα(α− 1)φα−2φ̈ = 0 . (222)

Pro libovolné φ dostáváme možnosti

α ∈ {0, 1} ∧ α < β, v = 0 ∧ α < β . (223)
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Přeskoč́ıme nyńı analýzu daľśıch možnost́ı i př́ıpad̊u β < 0, β = 0 a provedeme
dominantńı analýzu rovnice (211). Dosazeńım ansatzu (212) dostaneme rovnici

2bβ(β − 1)φβ−2φ̈
(
x− (u+ y)bφβ + vb2φ2β

)
+

+
(
2vbφβ − (u+ y)

) (
2abαβφα+β−2φ̇2 − aα(α− 1)φα−2φ̈

)
−

−2va2φ2α−2φ̇2 = 0 . (224)

Dále se budeme rovnou věnovat nejd̊uležitěǰśımu př́ıpadu.

• β > 0 ∧ α < β

Dominantńımi mocninami mohou být α− 2 nebo 2α− 2.

– Zaměř́ıme se na př́ıpad

α− 2 = 2α− 2 ⇒ α = 0 . (225)

Rovnice (224) se v nejnižš́ım řádu redukuje na

(u+ y)aα(α− 1)φ̈− 2va2α2φ̇2 = 0, (226)

což je splněno triviálně.

Analýza daľśıch př́ıpad̊u a možnost́ı neńı nutná. Z (223) a (226) vid́ıme,
že je připuštěna možnost

(α, β) = (0, β /∈ Z) . (227)

Model, posaný Lagrangiánem (209), tedy nemůže být integrabilńı, pokud
požadujeme

u+ y 6= 0 ∨ v 6= 0 . (228)

V př́ıpadě

u+ y = v = 0 (229)

však pohybové rovnice (210), (211) přestávaj́ı být zaj́ımavé.
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5 Klein - Gordonovské systémy

Provedeme analýzu systému

ϕ12ϕ1 = A1∂ϕ1∂ϕ1 + A2∂ϕ1∂ϕ2,+A3∂ϕ2∂ϕ2, (230)

ϕ12ϕ2 = B1∂ϕ1∂ϕ1 +B2∂ϕ1∂ϕ2 +B3∂ϕ2∂ϕ2 , (231)

kde 2 znač́ı d’Alambert̊uv vlnový operátor ve dvou proměnných a symbol
∂ϕ∂ϕ je zkratkou pro ∂xϕ∂xϕ− ∂tϕ∂tϕ.

5.1 Dominantńı analýza

Pro dominantńı analýzu dosad́ıme do (230), (231) ansatz

ϕ1 = uφα ϕ2 = vφβ . (232)

Soustava dostane tvar

u2α(α− 1)φ2α−2φ̇2 = A1u
2α2φ2α−2 + A2αβuvφ

α+β−2 + A3β
2v2φ2β−2(233)

uvβ(β − 1)φα+β−2 = B1u
2α2φ2α−2 +B2αβuvφ

α+β−2 +B3β
2v2φ2β−2 .

5.1.1 Př́ıpad A3 6= 0

Předpokládejme, že

A3 6= 0 . (234)

Rovnice (230) potom připoušt́ı dominantńı mocniny

0 = β < α . (235)

Jej́ı dominantńı část tvoř́ı rovnici

A3∂ϕ2∂ϕ2 = 0 . (236)

Mocnina α z̊ustává neurčena. Analýzu rovnice (231) provedeme ve dvou
kroćıch.
• B3 6= 0

Předpokládejme nejprve, že v rovnici (231) plat́ı B3 6= 0. Př́ıpadu (235)
dominantńıho chováńı odpov́ıdá, že dominantńı část (231) tvoř́ı rovnici

B3∂ϕ2∂ϕ2 = 0 . (237)
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Dostáváme tedy podmı́nku dominantńıho chováńı

B3β
2v2φ2β−2 = 0 . (238)

Stále plat́ı , že α z̊ustává neurčeno. Je tedy připuštěna možnost

0 = β < α /∈ Z . (239)

• B3 = 0

Za předpokladu (235) tvoř́ı dominantńı část (231) rovnici

ϕ12ϕ2 = B2∂ϕ1∂ϕ2 . (240)

Tomu odpov́ıdá dominantńı podmı́nka

uvβ(β − 1)φα+β−2 = B2αβuvφ
α+β−2 . (241)

Tato podmı́nka bude opět splněna pro libovolné α.

Vid́ıme, že pokud A3 6= 0, jsou připuštěny necelé vedoućı mocniny α. V
těchto př́ıpadech proto soustava (230), (231) neprojde P-testem.

5.1.2 Př́ıpad A3 = 0 ∧ A2 6= 0

Rovnice (230) opět připoušt́ı dominantńı mocniny

0 = β < α . (242)

Jej́ı dominantńı část přitom tvoř́ı rovnici

A2∂ϕ1∂ϕ2 = 0 . (243)

Máme tedy podmı́nku dominantńıho chováńı

A2αβuvφ
α+β−2 = 0 . (244)

Mocnina α z̊ustává neurčena. Analýzu rovnice (231) opět provedeme ve dvou
kroćıch.
• B3 6= 0

V tomto př́ıpadě tvoř́ı dominantńı část (231) rovnici

B3∂ϕ2∂ϕ2 = 0 . (245)

Dostáváme tedy podmı́nku dominantńıho chováńı

B3β
2v2φ2β−2 = 0 . (246)

Opět plat́ı, ze α zustává neurčeno.
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• B3 = 0

Pokud B3 = 0, potom za předpokladu (242) tvoř́ı dominantńı část (231)
rovnici

ϕ12ϕ2 = B2∂ϕ1∂ϕ2 . (247)

Odtud plyne podmı́nka dominantńıho chováńı

uvβ(β − 1)φα+β−2 = B2αβuvφ
α+β−2 . (248)

Mocnina α opět z̊ustává neurčena.

Stejně jako v př́ıpadě A3 6= 0 jsou připuštěny dominantńı necelé mocniny α.
Soustava (230), (231) tedy neprocháźı P-testem.

Ukázali jsme, že soustava (230), (231) může proj́ıt P-testem pouze za
předpokladu

A2 = A3 = 0 . (249)

Soustava

ϕ12ϕ1 = A1∂ϕ1∂ϕ1, (250)

ϕ12ϕ2 = B1∂ϕ1∂ϕ1 +B2∂ϕ1∂ϕ2 +B3∂ϕ2∂ϕ2 (251)

však už neńı fyzikálně zaj́ımavá, protože jej́ı rovnice se staly nezávislými.
Daľśı podrobnosti o analýze soustav podobných (250), (251) je možno naj́ıt
v [7]. Pro nás je však d̊uležité, že Klein-Gordonovské systémy nejsou integra-
bilńı, pokud studujeme rovnice vzájemně provázané.

6 Závěr

Nejd̊uležitěǰśımi odstavci obecné části jsou odstavce 2.4, 2.6, 2.8.2, 2.9.2.
Je zde ukázán společný základ všech metod P-analýzy, jej́ı méně obvyklé
formy a nad rámec běžné literary i d̊ukladné zd̊uvodněńı použ́ıvaného al-
goritmu P-G testu. Na Halphenově systému je možné demonstrovat mnoho
problémů, které vznikaj́ı mechanickou aplikaćı nejbězněǰśı metody Painlevého
analýzy (P-G testu). Na druhou stranu je vidět, že ani použit́ı sofistiko-
vaněǰśıch metod často nevede k ćıli. Ostatńı analyzované systémy ukazuj́ı,
jak těžké je hledáńı integrabilńıch model̊u mezi současnými polńımi teoriemi.
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2.5 Painlevého vlastnost, integrabilita . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.6 α-metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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2.7.1 Dominantńı analýza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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