Klasické aspekty N=2 struny

Jan Soucek

October 7, 1999



Contents

1 Uvod 2
2 Supersymetrie 3
2.1 Superéisla . . . ..o 3
2.2 Supervektorovy prostor . ... ... Lo 4

2.3 Superfunkce . . . . ..o L oL 6
2.4 Superalgebry, Supergrupy . . . ... ... oL 7
2.5 Diferencidln{ a integralni pocet s antikomutujicimi veli¢inami 9

3 Supersymetrické o-modely 10
3.1 Supersymetrie jako symetrie o-modelu s fermionovym ¢lenem 10
3.2 Formulace pomoci superprostoru . . . . . ... .. ... 11
3.3 Piiklad - supersymetricky S? model . .. ... ... ..... 13
3.4 Supersymetricky chirdlni WZWN model . . . . . . ... ... 15
3.5 N = (1,1) model a jeho komponentni rozvoj . . . . ... ... 17
3.6 Druhd supersymetrie v N = (1,1) modelu . . . .. ... ... 18
3.7 Superpole typu N=1(22) ... ... ... ... ..., 21

4 Dodatek - Maninuv triplet 24



1 Uvod

Obsahem této price, jenz je soucasné vysledkem mého vyzkumného ikolu,
je analyza nékterych vlastnosti supersymetrickych modelu vyskytujicich se
v teorii strun. V prvni ¢asti se pokusim shrnout zdklady matematické teorie
antikomutujicich velicin. Ve zbylé ¢asti se zabyvam rtznymi zpusoby for-
mulace supersymetrickych strunovych akei a pfedevsim tzv. druhou su-
persymetrii a podminkami jeji existence. Pfipadnému ¢étendii muze tato
prace slouzit jako tivod do supersymetrie s aplikacemi v teorii o-modela.
Zabyvam se zde vyhradné klasickymi vlastnostmi supersymetrickych o-
modelt, ohledné slozité problematiky jejich kvantovani se odkazuji na liter-
aturu (napf. [4]).

Na tomto misté musim podékovat predevsim svému skoliteli ing. Viclavu
Jasenskému, bez jehoz spoluprice by tato prace nemohla nikdy vzniknout.
Dékuji také svému kolegovi Lubosi Kloudovi, za ¢etné konzultace problem-
atickych partii. V neposledni fadé dékuji doc. Ladislavu Hlavatému, ktery
mnozstvim pripominek podstatné prispél k zkvalitnéni této prace.



2 Supersymetrie

2.1 Supercisla

Definice 1 Grassmanovou algebrou nazjvdme asociationi algebru gen-
erovanou mnozinou N linedrné nezdvislych proka n; (i = 1...N), které
splnugi relaci:

min; 4 1 =0 (1)

tedy antikomutuji. Grassmanovu algebru znac¢ime Ay .

Poznamka: Libovolny prvek a € Ay muzeme vyjadtit ve tvaru:

N
1
a=a+ Z E Ci17i27~~~7ik MiaThiy - - - Ty, (2)
k=1""
kde a,C5, iy, € C. V Ay tedy mizeme zvolit bdzi:

1777i7 i1 Mo (21 < i2)7 <oy Mg - My (21 <ig <. < Zk)? <oy T2 Tl (3)

a dimenze Ay je tedy 2V,

Definice 2 A, oznaéme nekoneénou Grassmanovu algebru generovanou n;
kde i =1,2,3,..... Proky A, budeme nazjvat superéisla.

Poznamka: Prvky A, maji tvar z = 2z + zg, ' kde

zg € C (4)
—
k=1

kde ale pouze koneény pocet koeficientu C;

| —

Ciy oy MirThin - Mig

I

!

Liis,ix je nenulovy.

Pozniamka: A., méa pfirozenou Z, gradaci. Necht z € A, je libovolny
prvek. Potom jej lze jednoznacné rozlozit na z = z. + z,,

<01
Ze = ZB+ Z m Ciyyinevnying MMz - - - Misk (5)
k=1 '
> 1
Za = kz: (Qk T 1)! Ci17i27~~~7i2k+1 Mg« + - Miogya (6)
=0

'Indexy B a S znamenaji ”Body” a ”Soul”, tedy télo a duse supercisla. Tuto termi-
nologii zavedl B. de Witt.



jestlize z, = 0, pak z nazyvame c-¢islo, mnozinu v8ech c-¢isel znacime A..

Podobné zavedeme A, jako mnozinu vsech z, pro které je z. = 0 (a-¢isla).
a bl C

7 definice je zjevné, ze:

Ac-A. = A,
Ac-Ay = Aq (7)
A A, C A

a jsou tedy splnény podminky gradace.

Definice 3 Nechi 1; jsou generdtory A; u,v € Ayy; o € C. Potom defin-
ugme undrni operaci komplexni sdruzeni x ndsledovné:

()™ = i
(cu)” = oau” (8)
(u+v)" = w40
(uv)® = v*u"

Ve slozkdach ma supercislo komplexné sdruzené k supercislu (4) tvar:

o0
1
Z o= Zg + Z E C;Kl,zé,...,ik Mgy -+ Tl (9)
k=1 "
= 1
k(k—
= 2t (“DMDE S G s -y (10)
k=1 )
Poznamka: Mnozinu superéisel spliujicich AR = {» € A |2 = 2*}
nazyvame redind superéisla. Stejiie tak AL = {z|z = —z*} nazyvdme

imagindrni supercisla.

2.2 Supervektorovy prostor

Supervektorovy prostor je analogii linearniho vektorového prostoru nad su-
perc¢isly. Protoze ale A, neni téleso, musime definici vektorového prostoru
pozmeénit.

Definice 4 Supervektorovym prostorem nazgvdme mnozinu L (proky jsou
supervektory) s operacemi:
(i) séitdni (+)



(ii) ndsobeni superéislem zleva a zprava
(iii) komplexni sdruzeni
splnugict ndsledujici axiomy:
doe Ll (x+0 = x,Vx€[)
VxeLlLdyel(x+y = o)
Va,8 € Ao} Vx,y € L

X+y = y+x
(x+y)+z = x+(y+2)
(a+p)x = ax+fx
alx+y) = ax+ay
(af)x = a(fx)
1l-x = x

a analogicky pro ndsobeni zprava

)™ = x
(x+y)" = x4y
(ax)* = x"a”
(xa)* = o™x”
Ya e A Vx e L ax = X

Poznamka 1: Kazdy x € £ lze rozdélit na sudou (x¢) a lichou (x1) ¢dst
X = Xg + X1, kde:

Vo€ A,: axXg = Xoo

axy; = —Xjo&

Poznamka 2: Kdyz x € L je sudy (resp. lichy), pak x* je sudy (resp.
lichy).

Poznamka 3: Analogicky definujeme redlny supervektorovy prostor ( nad
AR ), operace komplexniho sdruzeni pak pochopitelné nema smysl.



2.3 Superfunkce

V nasledujicich kapitolach budeme potiebovat pojem superfunkce. Pokusme
se definovat tento pojem (jehoz definice se v litertufe ¢asto obchazi) co
nejkorektnéji:

Definice 5 Nechi L je redlny supervektorovy prostor dimenze p+q. Zvolme
v tomto prostoru bazi sloZenou z p sudjch (e,) a q lichjch (©°) super-
vektoru. Definujme nyni RP? jako sudou édst prostoru L (t.j. mnoZinu
tvorenou sudymi cdstmi vektoru z L) rozloZenou na direktni soucet dvou
disjunktnich édsti:

RV = (€, + 0507 €7 € Ac,b € Aa) (11)

RP? je tedy paramterizovan p + ¢ soufadnicemi: p komutujicimi & a ¢
antikomutujicimi .

Definice 6 Superfunkci (nebo fyzikdlnéji "Superpolem”) nazjvdme zo-
brazeni ® : RP? — A, které je hladké v tom smyslu, Ze koeficienty « a
Ciyvig,oip Ve vyjddrent (2), jsou z C'°°(RPI).

Fyzikdlné zajimavé pro nas budou pfedevsim superfunkce zobrazujici
RP?% — A.. Pro praktické vypoéty je fundametalni fakt, ze libovolnou su-
perfunkci muzeme pomoci zobecnéného (Super-)Taylorova rozvoje vyjadrit
v nasledujicim praktickém tvaru. Tento rozvoj je vidy koneény, nebot kazda
z antikomutujicich proménnych se mize v rozvoji vyskytnou v nejvyse prvni
mocniné. (protoze (6,)* =0 Vo ) :

g g
(I)(fuv 0,) = fO(gu) ‘|’Z fi (gu)aea ‘|’Z f2(€u)a50a05‘|“ ) '—I'fq(gu) 610...0,
a=1 a<f
(12)
V rdmci zachovani podminky ®(&,,65) € A, je vSak nutné aby koefi-
cienty for+1 byly antikomutujicf a for komutujici.
Piiklad 1: V néasledujicim textu se bude ¢asto vyskytovat piipad kdy
g = 2. Obecnd funkce ma pak tvar:

(2", 01,0;) = ¢(a") + 1 (") 01 4+ P2 (2¥) 02 + F'(2") 6,6, (13)

Zde potom interpretujeme komutujici pole ¢ jako bosonové, antikomutujici
pole 1 5 jako fermionovéd a pole F' nemajici fyzikdlni interpretaci vidy z
pohybovych rovnic vymizi.



2.4 Superalgebry, Supergrupy

Superalgebra je pfirozenym rozsifenim pojmu Lieovy algebry zahrnujicim
kromé komutatoru i antikomutatory.

Definice 7 Superalgebrou nazijvdme Za gradovany vektorovy prostor I =
L° @ LY ktery je zdroven algebrou s operaci [.,.} : L x L — L, kterd splriuje
ndsledujici podminky:

[a,0} = = (=)™, a) (14)
r([a, b}) = (k(a) + k(b)) mod 2 (15)
(=1) " a, [b, e} } + (=1)" O o, [e, a} } +

+ (=1 e, [a,0}} = 0 (16)

kde x(z) je paritni funkce Za gradovaného prostoru L:
0 z€L°
K(x) = < b orel (7)

Prvni podminka zde vyjadiuje vlastnost: "Sudé prvky (L°) komutuji s
¢fmkoliv, Liché L' mezi sebou antikomutuji”. Ttet{ je analogii Jacobiho
identity. Z (14) a (15) vidime jak se chova operace [.,.} vi¢i gradaci L:

[L° L] c L°
(LY ¢ '
ety c 1 (18)

Piiklad: Méjme algebru komplexnich ¢tvercovych matic (p+¢) x (p+¢)
oznacovanou Mat(p, ¢|C). Libovolnou matici vyjadiime v blokovém zapisu:

(47 (19

Kde A, B, C, D maji rozméry p X p, p X q, ¢ X p, ¢ X q. Tato algebra je
pfirozené Z; gradovand, suda a lichd ¢ast matice R ma tento tvar:

0 A 0 . 0 B
R:(o D)’R:(C 0) (20)



Definujeme-li na Mat(p, ¢|C) super-zavorku

[R,S}:[RO,SO]—I-[RO,Sl]—I-[Rl,SO]—I-{Rl,Sl} (21)

vznikne nam superalgebra oznacovana ¢l(p,¢|C). Radi bychom méli
na ¢l(p,q|C) néjakou operaci stopy. Snadno zjistime, ze obycejny trace
nesplituje podminku tr[R, S} = 0. Definujeme vsak tzv. supertrace, ktery
uz tuto valstnost ma.

sttR=trA—trD (22)

Analogicky s Lieovymi algebrami muzeme definovat napiiklad super-
algebru sl(p, q|C) jako podalgebru gl(p,¢|C) s vazbou strR = 0. Dalsim
zajimavym piikladem je orthosymplekticka superalgebra osp(p, 2¢|C) Je to
podalgebra sl(p, 2¢|C') definovand vazbami

A+AT=0,JD+ D=0, B=iClJ (23)

(3 %)

7 podminek (23) vidime, ze A € so(p,C) a D € sp(2¢,C). Sudd édst
superalgebry osp(p, 2¢|C') je obyéejna Lieova algebra:

kde J je 2g x 2g matice:

osp(p, 24|C)° = so(p, C) & sp(2q,C) (25)

Lichou ¢dst vsak takto rozlozit nelze, tyto podalgebry jsou v osp(p, 24|C')
netrividlné provazané.

Priklad 2 - Super-Poincarého algebra: Historicky byla supersyme-
trie objevena pravé v souvislosti se supersymetrickym rozsitenim Poincarého
algebry. Byla hledana Lieova algebra netrividlné kombinujici Poincarého al-
gebru s néjakou jinou algebrou grupy symetrie. Bylo vsak dokdzdno za
velmi obecnych predpokladi (Coleman a Mandula), ze takova algebra ne-
existuje, resp. je vidy izomorfni direktnimu souc¢tu Poincarého algebry s
néjakou jinou algebrou. Pokud vsak pfipustime i antikomutujici generdtory
(budeme tedy hledat superalgebru), zjistime [6], ze takové rozsifeni exis-
tuje a napfiklad pro dva antikomutujici (dvojslozkové) spinorové generatory
g%, g je dokonce jednozna¢né. (Jsou-li ¢%,q“ spinory, jejich komutatory
s generatory Poincarého algebry jsou dany jako [jup,qa] = i(0a)lqs |



[Pa, o) = 0 a podobné pro g,.) Tato Super-Poincarého algebra je definovana
takto:

[pm Pb] =0 [jaln pc] - 7:77acpb - 7:77bcpa

[jabvjcd] = 7h?acjbd - 7h?adjbc + 7h?bdjac - 7h?bcjad

[ja67 Qa] — i(gab)aﬁQﬁ [pm Qa] =0

[jab7 Qa] = i(a-ab)aﬁQﬁ [pm (joz] =0

{92,953 =0 {¢ar s} =0
{90, @5} = 2(0")ap ¢ (26)

Zde a = 0,1,2,3; a = 0,1; jup jsou generdtory Lorentzovych transformaci,
pa generdtory translaci, o, jsou Pauliho matice, (0%),5 = £*#eP#(a%),,,
(Uab)% — _%(Ua&b - O-ba-a)7 (5-(16)% — _%(&a(jb - &bo-a)

Podobné jako lze exponenciovianim Lieovy algebry zikat piislusnou
grupu, je mozné vytvofit ze superalgebry supergrupu. Matematicky ko-
rektni teorie supergrup a supervariet existuje [5], nicméné je mimo rozsah
této prace. My se spokojime se zjednodusenym pohledem na supergrupy.
Kazdy prvek (skoro) ¢ Lieovy grupy muze byt vyjadten jako g = exp(a), kde
a je prvek pifslusné Lieovy algebry. Méjme tedy superalgebru §. Chapejme
supergrupu jako mnozinu prvku tvaru exp(a),a € §. Na mnoziné téchto
?formalnich exponenciel” definujme grupové nasobeni pomoci supersymet-
rické analogie Hausdorfl-Baker-Campbellovy formule:

exp(a) exp(b) = expla-t b la, b+ o [a, 0,01} + [ b, )} )+ (27)

Topologii této grupy se nebudeme zabyvat.

2.5 Diferencidlni a integralni pocéet s antikomutujicimi
veliéinami

V této sekci podame piehled zdkladnich pravidel pro pocetni praci s
derivacemi a integrily obsahujicimi antikomutujici proménné. Matemat-
ickou teorii opét naleznete v [5].

Pro pocitani derivaci superfunkci plati bézna pravidla diferencidlniho
poctu. Jediny problematicky je piipad:

J(0103) J (6201)

T (28)

Konvenci se definuje:



J (6102)
06,

P71 integraci podle Grassmanovych proménnych uzivame Berezintv in-
tegral definovany jako:

= 02 (29)

/d00 = 1 (30)
/do — 0 (31)

plus bézna pravidla pro integral sou¢tu a nasobeni konstantou. Napiiklad
integral funkce ve tvaru (13) spoc¢itdme nasledovné:

/d91d92 (p+ 161 +v202+ F68) =F (32)

I u Berezinova integralu je moznd integrace per-partes. Plati totiz:
A%
df1dd, — =0 33
/ 17 00, (33)

pro libovolnou superfunkci V.

3 Supersymetrické o-modely

3.1 Supersymetrie jako symetrie c-modelu s fermionovym
¢lenem

Bosonovd struna detailné zminovand napiiklad v [1] méla jako fyzikdlni
model fadu nevyhod. Napiiklad neobsahovala Zzadna fermionova pole.
Naivnim zpusobem jak tento model zobecnit je pochopitelné pfidat k
bosonové ¢asti dalsi ¢leny obsahujici fermionova (spinorova) pole. Ukazuje
se (napf. [4]), ze jen mdlo takto zobecnénych modelu davd zajimavé
(netrividln{) teorie. Pro nds dilezité bude toto rozsifeni: Necht ¢ je D-
tice Majoranovych spinorovych poli a X* je jako dfive zobrazeni do cilové
variety (zde v lokdlnich soufadnicich). ? Uvazujme akci

S = _% / P {0, X"0° X, — (0" p 0t} (34)

2A ={0, 1} je spinorovy index, g =0,..., D — 1 vektorovy

10



kde p® jsou Diracovy matice pro dimenzi 2.° Tato akce méd kromé
symetrii bosonové ¢asti [1], které zde nejsou narudeny, jesté novou symetrii
nazyvanou supersymetrii. Akce (34) je tedy invariantni vuéi:

SXH = et
Pt = —ip®0, X e (35)

Zde ¢ je antikomutujicici konstantni spinor. 4 V&iméme si, Ze tato symetrie
zaménuje bosonova a fermionova pole. Zakladni algebraickou vlastnosti této
symetrie je, ze komutdtor dvou symetrii dava prostorovou translaci (mysleno
translaci na svétoplose). Zjevné:

[517 52]X“ = (Sl (Elﬁu) — 52 (a¢#) = aaaaX“ (36)
kde a® jsou komutujici koeficienty:
a® = 2ierp”ey (37)

Na zédkladé téchto symetrii muzeme pomoci theorému Noetherové opét
najit zdkony zachovéni. [4]

3.2 Formulace pomoci superprostoru

Nyni pristoupime k formulaci pfedchoziho modelu pomoci superprostoru.
Tentokrat nebudeme vychazet z akce, ale z reprezentace supersymetrie na
superpolich, kde je supersymetrie ”geometrickou transformaci”.

N&§ o-model budeme nyni formulovat jako zobrazeni ze 2-rozmérného
superprostoru (R*?). Antikomutujic{ proménné zde budou 2 (fy a 1) a
budou tvorit slozky dvojkomponentniho Majoranova spinoru. Komutujici
prostorocasové proménné znacime o,. Obecna superfunkce na R*? m4 tvar:

Y(0,0) = X" (o) + G (o) + %50]7“(0) (38)

Na téchto superfunkcich je supersymetrie reprezentovana pomoci
generatori

. o, . . 0 —
*Tedy matice spiujici {p®, p°} = —2n*°. Napiiklad matice: p° = ( . ! ) ,

0
(0
p‘(io

4V celém dalsfm textu plati: Nechf e je spinor, pak € = eg°

11



0
Q4= — +i(p"0) 40, 39
A 80A ( )A ( )

Je pohodlné zavést si infinitezimalni antikomutujici paramter €4, jenz
nam umozni prevést superkomutatory z kapitoly 2.4 na komutdtory tim
zpusobem, Ze misto s ) budeme pracovat s €Q). Potom & generuje super-
prostorovou transformaci:

504 = [Q,04 =

do = [eQ,0%] = iepd (40)
Na superpolich pisobi €Q) pochopitelné:
SYH =eQY* (41)

Algebraicka struktura supersymetie (36) se zde odrazi jako antikomutaéni
relace mezi generatory:

{Q4,Qp} = —2i(p") 4B0x (42)

Rozepiseme-li vztah (41) do komponent, obdrzime:

SX1 = et (43)
P = —ip? 0, X e+ Fle (44)
SFH = —igp? 9" (45)

Uvézime-li, ze u modelu (34) byla jedna z pohybovych rovnic p®d,1, = 0
a pole I'* na pocatku nulové, reprodukuje se zde pfesné symetrie (35).

Nyni bychom chteli formulovat teorii pomoci Lagrangiamu invariantniho
vuéi supersymetrii (41). K tomu potiebujeme derivaéni operator D ktery
je také supersymetricky invariantni. ( Tedy D(8Y) = 46(DY) ) Mél by tedy
spliovat

[€Q, D] =0 (46)
nebo ekvivalentné:
{QA7DB}:O (47)
Takovy operdtor existuje a ma tvar [4]:
J
D=——1p200, 48
55 P (48)

12



Snadno ovéfime, ze i tyto operatory maji antikomuta¢ni vlastnosti super-
symetrie.

{Da, Dp} = 2i(p*) 4B0a (49)

P71 formulaci Lagrangiana budeme pochopitelné uzivat Bereziniv integrél.
Tento integral m& nésledujici pro nds pozitivni vlastnost. Necht Y je libo-
volné superpole, potom vyraz

S = /d20d20Y (50)

je supersymetricky invariantni. Snadno totiz ukazeme (integraci per-partes),
7e variace

55 = / Lod0eQY (51)

je nulovad. Zkusime tedy takto formulovat néjaké supersymetrické La-
grangiany. Jako prvni nds asi napadne:

5= /d20d20 9 (X DY # DY (52)
T

Zde metrika g, (X ®) zavisi pouze na komutujici ¢4sti superpole Y. (Chceme
totiz reprodukovat pavodni akci, kde metrika méla tuto vlastnost) Po prove-
deni integrace ptes 6 podle pravidla (32) Obdrzime ve slozkach akei:

S= _% /d% (0. X 07X, — 70" Dby + FFE,} (53)

Pohybovd rovnice plynouci z varice této akce podle F* je FF* = 0. Tento
¢len muzeme tedy v akei klidné vynechat a ziskdvdme takto (34). Tuto
akci sme tedy ziskali jako nejjednodussi o-model, konstruovany tak aby byl
supersymetricky invariantni.

3.3 Priklad - supersymetricky S? model

Ptedchozi postup budeme demonstrovat na pifkladu S? modelu, v ne-
supersymetrické verzi analyzovaného uz v [1]. V tomto modelu volime
metriku svétoplochy gap jako d4p (tedy Riemmanovskou), cilovou vari-
etou je sféra S?, v nasf formulaci reprezentovand jako R> s vazbou Y? = 1.
Pro vétsf pocetni komfort zde prejdeme k soufadnicim 6 = (6 +i6y) /2,6 =
(Bo—161) /2, tim se zbavime vSech imaginarnich koficienti v super-derivacich.

13



(N4s model je redlny, tak to bude vhodné). Super-derivace nabyvaji tvaru:

5
d — 0 | iz
D_%Jroa, D_%Jroa (54)

Superpole Y vyjadiime ve tvaru

Y(2,2,0,0) = ¢(2,2) +¥(2,2) 0 + (2,2) 0+ F(z,2) 60 (55)

Vyjdeme z akce
S = / d*2d*0 5;; DY DY (56)

s vazbou Y? = 1, kterou rozlozime podle mocnin 6.

s
o'l =o'yt =
(bZFZ_QWQZZ = 0 (57)

V tomto piikladé séitdme podle latinskych indext nezavisle na jejich poloze
[nahofe - dole] (i = 1,2,3). Nyni rozepiseme akci (56) ve slozkach,
provedeme Berezinovu integraci podle vzorce (32) a aplikujeme vazby (57)
pomoci Lagrangeovych multiplikdtoru.

g /d?z(@qb@qbi L oyt — oY+ P -
— AP'G - pd' Yt — '’ — [T FT — ) (58)
Variujme nyni tuto akeci podle F*. Vyndsobime-li pohybovou rovnici
2F — ¢’ =0 (59)

zprava ¢ a vyséitdme, ziskime hodnotu multiplikdtoru v = 2¢'F*. Po
zpétném dosazeni v do (59) a vyndsobeni F" ziskdme:

a s pouzitim posledni vazby (57) vidime.

FUF = (42 (61)
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Protoze se F' nevyskytuje ve vazbdch ani v akci v derivacich, mizeme fesent
algebraické rovnice dosadit zpét do (56) a eliminovat pole F*. Akce se nam
redukuje na:

Variaci této akce po vypoétu a dosazeni multiplikatori dochézime k pohy-
bovym rovnicim tohoto modelu:

006" — (¢"00¢")¢' — (S pMyw' — (6" 09") 9" =
O — (V)P — (9utet)e' =
0P’ — (V) = (99hN)9" = 0 (63)

Vidime tedy, ze rozsiteni puvodniho (nesupersymetrického) modelu s pohy-
bovou rovnici

00¢' — (¢*00¢%)¢' =0 (64)

je i na trovni pohybovych rovnic zna¢né netrividlni.

3.4 Supersymetricky chirdlni WZWN model

U klasickych chirdlnich modela je je cilovym prostorem zobrazeni Lieova
grupa. U supersymetrickych modeli nas pozadavek supersymetrické invari-
ance vede ke zvolen{ supergrupy jako cilového prostoru. Obecny prvek super-
grupy ma analogicky s (13) tvar (uzijeme zna¢eni z pfredchoziho piikladu):

G=g+6y+6¢y+60F (65)

kde oviem tentokrét pole ¢, 1, ¢, F' nabyvaji hodnot v Lieové grupé G. Déle
predpokladejme, ze algebra g grupy G je poloprosta, tedy na ni existuje
nedegenerovana Killingova forma. Pfiformulaci akce pouzijeme jako obvykle
prvek Lieovy super-algebry ve tvaru G~'DG. Inverzni element vypocteme
7 rovhice

G'a=1 (66)
Akce pro nas (N = 1 SUSY chiralni model s WZW ¢lenem) je tedy

s = /d22d20(< G'DG, GG >)

_ /d%z dt d*6 (< G—laa—f, {G™'DG,G™IDGY >) (67)
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Druhy ¢len integrujeme pfes trojrozmérnou varietu parametrizovanou
proménnymi (z, z, t), jejiz hranici je nase svétoplocha. Variaci této akce
muzeme ziskat pohybové rovnice, které zde nabyvaji elegantniho tvaru
(stejné jako v nesupersymetrickém piipadé).

D(G™'DG) = D(G™'DG) =0 (68)

Akce (67) je invariantni viéi nekoneé¢nédimenzionalni grupé transformaci
analogické k "obklddac” symetrii ¢ — h7'(2)gh2(Z) u nesupersymetrického
sigma-modelu. Je to tzv. Super-Kac-Moodyho symetrie:

0) = a(z,0)G(z,20,0)
0) = G(z,20,0)a(z,0) (69)
kde a a a jsou superpole s hodnotami v algebte g. Supersymetrické trans-
formace vuci nimz je (67) invariantni maji tvar

G '5.G = GG

GG = QGG (70)
Pohybové rovnice (68) lze také zapsat jako Laxuv par (resp. Zobecnény

Laxuv par kde misto komutdtoru mame super-komutator). Chceme tedy
rovnici vyjadrit ve tvaru:

[D4+ AN, D+ AN} =0 (71)

Kde A a A jsou liché prvky superalgebry ¢ zdvislé na redlném parametru
M. Protoze A i A jsou liché a [D, D} = {D, D} = 0 miiZeme zde psit misto
super-komutdtoru antikomutétor. Piedpoklddejme, ze zivislost A a A na A
je polynomidlni.

AN =pNA AN =g(N)A (72)
kde p a ¢ jsou polynomy v A. RozepiSeme rovnici (71) do slozek:
g(\)DA + p(A\) DA+ p(A)q(M){A, A} =0 (73)

a vydélime ji p(A)g(A) a podily 1/p a 1/¢ vyjadiime jako 1 — (p—1)/p a
stejné pro q.
L=p(N)\ 1 1—q(Y)

ﬂM)DA+&m@:0 (74)
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Zvolime-li nyni vhodné polynomy p a ¢ napt p = A?+1a ¢= A>+1, potom
z pozadavku, aby rovnice (74) platila pro vSechna smysluplna A, dostavame
3 rovnice

DA+ DA+ {A A} =
DA
DA = 0 (75)

Prvni z nich je podminka nulové kfivosti pro super-konexi, kterd jako v
komutujicim piipadé implikuje existenci (lokdlniho) pole G

A = G7lDG
A = DGG™! (76)

7 dalsich dvou rovnic pak plynou pohybové rovnice presné ve tvaru (68).

3.5 N = (1,1) model a jeho komponentni rozvoj

Budeme nyni uvazovat supersymetricky o-model tvaru,
AS:/fafO%AYﬂHWEY” (77)

jehoz cilovy prostor je Riemmanovskou varietou s néjakou netrividlni
metrikou g, kterd zdvisi jak na komutujicich, tak i na antikomutujicich
slozkach superpole Y#. Pohybovou rovnici tohoto modelu muzeme zapsat v
elegantnim kompaktnim tvaru.

DDY® 4+ 14, DYDY =0 (78)

'3, je funkef superpole Y a je to Levi-Civitova konexe od metriky g,, (YY)
Také vyjadteni této akce v komponentach (55) dava zajimavy vysledek; akci
se nam totiz podaii formulovat pomoci geometrickych veli¢in.

Nejprve rozvineme metricky tenzor g,, do (koneé¢ného) Taylorova
rozvoje.

Guv (Ya) = gw(¢a + Qa) = YGuv (¢a) + Qﬁaﬁgw(Cba) + %Qﬁgwaawguu@ba)
(79)

kde Q2 je ¢ast pole Y™ obsahujici antikomutujici proménné.
Q% = (2,2) 0+ (2,2) 0+ F(z,2) 00 (80)
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Prostym dosazenim tohoto do (77) a provedenim integrace, ziskame
vyjadteni akce ve tvaru:

5= [ @o{gun(6706°06" = g, (60" (Tot)” = (60 (V)"
+ Ragu (M) 01" (81)
Zde Vytp = 09 + I'2%0¢"" a Vyb = 9¢ + 2,095 jsou kovariantni

derivace pfislusnych poli ve sméru daném teénym vektorem do. I'?, (¢%) a
R 6 (9%) jsou samoziejmé odvozeny od metrického tenzoru zizeného na
komutujici ¢ast - tedy ¢, (¢%).

3.6 Druhda supersymetrie v N = (1,1) modelu

V této sekci budeme uvazovat o-model (77) s pohybovou rovnici (78). Su-
persymetrii (41) vuci niz je tento model invariantni vyjadiime v nasich
soutadnicich

Y =eQY* +eQY® (82)
kde € a € jsou slozky antikomutujiciho infinitezimdalniho spinoru a
J ~ J =
=——00 =——-00 83

Budeme nyni hledat podminky, za kterych md tento model dalsi nezavislou
symetrii, jejiz generdtory tvoii stejnou algebru jako u supersymetrie.
Budeme tedy hledat druhou nezavislou supersymetrii tohoto modelu a
ukazeme, ze tyto symetrie souvisi s komplexnimi strukturami na cilové va-
rieté. Novou symetrii budeme hledat ve néasledujicim tvaru.

8Y* =nJgDY" + i DY" (84)

kde Jg(Y7) a jg (Y7) jsou obecné (1,1) tenzory na cilové varieté. Z nutného
pozadavku aby ¢Y'“ byla komutujici veli¢ina musi byt 1 a 7 antikomutujici.
Nejprve nalezneme podminky na .J a J nutné proto, aby (84) bylo symetrif
akce (77). Tyto podminky ziskdme standardnim zpusobem z rovnice:

55 = /d20d20 G (YO 4 8Y)D(Y* + Y D(Y" +6Y") =0  (85)
kde zanedbame cleny vyssiho nez prvniho fadu:
55 = /d20d20 (9, (Y)Y DY) DY + g, (Y*)DY*D(5Y") +

+ g (Y)Y DY DYV} =0 (86)
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Po zdlouhavém nepfijemném vypoctu, ktery je nutné provideét ve slozkach
dospéjeme k rovnicim

Vg =VaJg = 0
g/\[oné\] = 0
aedy = 0 (87)

Nasim druhym pozadavkem je, aby tato symetrie méla stejné algebraické
vlastnosti jako supersymetrie. Pozadujeme tedy

[517 52]Ya = 27717728Ya + Qﬁlﬁzgya (88)

Rozepiseme tuto podminku pomoci ansatzu (84). Pro jednoduchost to
udélame pouze pro tenzor J pro J je to uplné stejné.

[01,8:]Y* = mJS DI YY) = (1 4 2) = 2mmpd S D(J3Y ) (89)
Nyni uzijeme mimo jiné vztahu DD(Y®) = 0¥ a dostneme
[01, 8]V = 22 {J5 0, JE DY DY* + J5 J{ oY} (90)
Abychom dostali vztah (88) musi tedy platit

J? =1, J30,,J5 =0 (91)

w]
7 prvni podminky je patrné, ze J bude mit vlastnosti "skoro komplexni”
(almost complex) struktury. S pomoci jiz znamych podminek (87) muzeme
dokézat, ze J je dokonce komplexni struktura tj. splituje podmiku integra-
bility [10].

N(u,v)=2([Ju, Jv] = [u,v] = J[u, Jv] = J[Ju,v]) =0 (92)
nebo-li ve slozkach
NET] = Jf05J5) = J§ 0T = 0 (93)

Tenzor N se nazyvd Nijenhuisuv tenzor. Nulovost druhého ¢lenu je presné
jedna z pominek (91) a nulovost prvntho ¢élenu lze dokazat z (87). Celkove
tedy sada podminek na J a J je:

Vg =VaJg = 0

g/\[ozjg] = g/\[ozjg] = 0
JP=J = -1
NalJl=NalJl = 0 (94)
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Nase akce je tedy invariantni vici druhé supersymetrii pravé kdyz na cilové
varieté existuji dvé kovariantné konstantni komplexni struktury a pro obé z
nich je metrika variety hermitovska.

Uvazujme nyni N= (1,1) supersymetricky sigma-model jehoz cilovou va-
rietou je Lieova grupa napi. (67). Korespondence druhé supersymetrie
a komplexnich struktur je zde samoziejmé stejnd (nebot tento model je
specidlnim piipadem obecného modelu z této kapitoly). Druha supersyme-
trie ma tvar:

(GT16,G)* = nJ3(GT'DG)’
(0:GG™H" = pJg(DGG™)P (95)

V tomto piipadé muzeme ukazat bijektivni korespondenci mezi kom-
plexnimi strukturami na Lieové algebfe g a Maninovymi triplety [viz. Do-
datek]. Plati nésledujici tvrzeni: Pro kazdy komplexni Maninuv triplet
(g,8+,8-) existuje existuje komplexni strukura na g takova, ze g4 jsou jeji
vlastni podprostory piislugné vlastnim ¢islim =£i. Pro redlnou Lieovu alge-
bru mizeme uvazovat komplexifikaci g©. Necht g je tentokrat redlnd Lieova
algebra s nedegenerovanou ad-invariantni symetrickou bilinearni formou a
antisymetrickou komplexni strukturou .J. Necht g4 jsou vlastni podpros-
tory g€ operédtoru J piislusné vlastnim éfslim #i. Potom (g€, gy,g_) je
komplexni Maninuv triplet. Navic lze dokdzat nasledujici tvrzeni.

Véta 1 FExistuje 1-1 korespondence mezi témito dvéma objekty

(i) Komplexnim Maninovgm tripletem s antilinedrni involuci 7 : g+ —
8%

(ii) Redlnou Lieovou algebrou s ad-invariantni nedegenerovanou symet-
rickou bilinedrnd formou <, > a komplexni strukturou J, kterd je antisymet-
rickd vzhledem k <, >.

V nagem piipadé chirdlniho -modelu budeme uvazovat komplexn{ Mani-
novy triplety, kde involuce 7 je tvofena hermitovskou konjugaci. Proto grupu
G budeme volit jako podgrupu grupy unitdrnich matic. Elementy rozvoje
(65) tedy budou spliiovat podminky

I = (g_l)mn s U = (¢_1)mn s UV = (¢_1)mn N (F_l)mn
(96)
Méjme tedy pevnou redlnou (unitarni) Lieovu grupu G a jeji algebru s
komplexn{ strukturou (g,.J). Komplexifikace g€ této algebry ma Maniniv
triplet ( g€, g., g_). Exponenciovanim téchto algeber ziskdvame trojici
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(G€, G4, G_). Pivodni grupu G vydélime z G€ pomoci hermitovské
konjugace.

G={9€G r(9)=9"} (97)
Kazdy prvek z okolf jednotkového prvku Gy C GY miizeme rozlozit dvéma
zpusoby:

9=9+9=" =g-95' (98)

Tento vztah uréuje dobte definované zobrazeni g+ — g4 (viz. [9]) Ze vztaha
(97) a (98) vidime, ze prvek ¢ € Gy nalezi redlné grupé G pravékdyz pro
néj plati 7(g+) = ‘(};L;). Pole G v nagem modelu mizeme tedy rozlozit na

G(2,2) = Gy (2,2)GZ Nz, 2) = G_(2,2)G7 (2, 2) (99)
S pouzitim Super-Polyakovovy-Wiegmannovy identity

Swrzw [GH] = Sy 7w [G] + Sy 7w [H] + / &= d?0 <G-'DG, DHH'>
(100)

a definice Maninova tripletu muzeme pfepsat akci (67) v jednodussim a
viditelné redlném tvaru.

1
Swaw = —3 /dzz PO(< pysp- >+ < piy - >) (101)
kde p4, p+ jsou superpole
P+ = G_T_lDG_|_ s P— = EG:I G_
py = GI'DGy ., p- =DGI' G
(102)
korespondujici 1-formam na G4 s hodnotami v g

r¥ = g7ldgy , 7 = g7 dgs (103)

3.7 Superpole typu N = (2,2)

Podobné jako u N=(1,1) supersymetrie zde formulujeme o-model takovym
zpusobem, Ze i jeho druha supersymetrie bude explicitni, tedy dana kon-
strukei. Vyuzijeme opét konstrukce pomoci superprostoru, tentokrat vsak
R?%. Necht je R%* parametrizovdno pomoci (z,, Hi,éi). Kovariantni
derivace jsou

J _ J e

D:t = &F+0:F87 D:t = T—FO:Fa (104)
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a generatory symetrif

0 - 8

Obecnd transformace na superpoli Y pusobi takto:
Y =ctQuY + QY+ QY +e Q.Y (106)

Aby byl ndzorny prechod k modelu z predchozi kapitoly, musime zavést
otoc¢ené soutadnice. Korespondovat s N=(1,1) soutadnicemi budou

(0++0 ), 6= —(0++0 ), (107)

7= N

%\

a navic jsou pridany

c_l, _

0 — = EW —07). (108)

Sl -

Novy tvar derivaci je

%wa, D=L, —p =2 _a,

1
D=—(Dy+D_)= % g

V2
(109)

a podobné pro D a D. Nové generatory budou

0 ~ a  ~
Q= f<cz++@> 55 %0 Q= 5Qs-Q)=5+00. (110)

S -

a podobné vyrazy pro Q a Q.

Na superpole Y ted nalozime néjaké vazby, ¢imz omezime pocet stupii
volnosti. Pouzijeme vazbu v nasledujicim tvaru (7 Lorentzovské invariance
plyne, Ze je to nejobecnéjsi vazba jakou muzeme pro danou levou stranu
pouzit, ale pro nas to neni dulezité, bereme to jako ansatz).

DY® =iJgDY" (111)
Nicméné tato vazba nesmi narusit zdkladni algebraickou strukturu super-

symetrie - tedy {B,B} = —20, ekvivalentné zapsino D? = —§. Dosadime
li do této podminky ziskdme nasleduici rovnici.

~ 1
DY® = (J*)30Y" + SNA] DYPDY? = —gy* (112)
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7 toho ziskdvdme zndmé podminky pro komplexni strukturu. J? = —1
a NEA[J] = 0. Dals vazbou kterou muzeme na nage superpole nalozit je
analogicky R

DY® =iJ§gDY" (113)

Konzistence s D? = —§ opét vyzaduje aby J byla komplexni struktura.
Navic tu jesté mame relaci {D, D} = 0. Jeji zachovani vyzaduje podminku:

0=[J,J]3DDY" + Mg\[J,J]DY" DY (114)

kde tenzor Mg\ [J, J] je definovdn

MI[J, J)(u,v) = [Ju, Jv] — J[u, Jv] — J[Ju,v] + JJ [u, v] (115)

Plati (Dukaz v [3]), ze pokud [J,J] = 0a N[J] = N[J] =0, pak M[J,J] =
0. Nalozeni vyse uvedenych vazeb tedy vyzaduje aby komplexni struktury
komutovaly. V minulé kapitole jsme k této podmince nedospéli.

Nyni tedy mame dvé komutujici komplexni struktury J a J. Existuje

soutadnicovy systém takovy, ze obé komplexni struktury jsou v ném di-
agonalni. Nicméné, toto je mozné udélat celkem ¢tyimi zpisoby (podle
toho jak se kombinuji vlastni ¢isla +¢)

1. chiralni superpole:

DY = -DY, DY = -DY (116)

2. anti-chirdlni superpole:
DY = +DY, DY = +DY (117)

3. twistované chirdlni superpole:

»

DY = —DY, DY = +DY (118)

4. twistované anti-chirdlni superpole:

~

DY = +DY, DY = —-DY (119)
Nalozenim vazeb na obecné (2,2) superpole se nam podafilo zredukovat

pocet stupiia volnosti na stejny jako u (1,1) modelu a navic je pak toto pole
(po soufadnicové transformaci) jednoho ze ¢tyf vyse jmenovanych typiu.
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4 Dodatek - Maninuv triplet

V tomto dodatku uvedeme definci Maninova tripletu, na kterou se v textu
odvolavame.

Definice 8 Necht G je Lieova algebra s nedegenerovanou bi-linedrni formou
<,>. Necht Gy, G_ jsou podalgebry G a plati G = Gy HG_. Nechi jesté plati
0=<G4,G4 >=<G_,G_ >. Potom trojici (G,G+,G_) nazjvime Maninuv
triplet.

Jako piiklad Maninova tripletu nam poslouzi triplet (sl(n,C), su(n),
b(n)), kde b(n) je Lieova algebra odvozena od grupy B, (podgrupy hornich
trojihelnikovych matic s redlnou diagondlou v SL(n,C) ). Prvky al-
gebry b(n) jsou tedy horni trojihelnikoné matice s redlnou digonalou a

nulovou stopou. Ona nedegenerovand bilinedrn{ forma ma tvar < z,y >=
Im(Tr(zy)).
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