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1 �UvodObsahem t�eto pr�ace, jen�z je sou�casn�e v�ysledkem m�eho v�yzkumn�eho �ukolu,je anal�yza n�ekter�ych vlastnost�� supersymetrick�ych model�u vyskytuj��c��ch sev teorii strun. V prvn�� �c�asti se poku�s��m shrnout z�aklady matematick�e teorieantikomutuj��c��ch veli�cin. Ve zbyl�e �c�asti se zab�yv�am r�uzn�ymi zp�usoby for-mulace supersymetrick�ych strunov�ych akc�� a p�redev�s��m tzv. druhou su-persymetri�� a podm��nkami jej�� existence. P�r��padn�emu �cten�a�ri m�u�ze tatopr�ace slou�zit jako �uvod do supersymetrie s aplikacemi v teorii �-model�u.Zab�yv�am se zde v�yhradn�e klasick�ymi vlastnostmi supersymetrick�ych �-model�u, ohledn�e slo�zit�e problematiky jejich kvantov�an�� se odkazuji na liter-aturu (nap�r. [4]).Na tomtom��st�e mus��m pod�ekovat p�redev�s��m sv�emu�skoliteli ing. V�aclavuJ�asensk�emu, bez jeho�z spolupr�ace by tato pr�ace nemohla nikdy vzniknout.D�ekuji tak�e sv�emu kolegovi Lubo�si Kloudovi, za �cetn�e konzultace problem-atick�ych parti��. V neposledn�� �rad�e d�ekuji doc. Ladislavu Hlavat�emu, kter�ymno�zstv��m p�ripom��nek podstatn�e p�risp�el k zkvalitn�en�� t�eto pr�ace.
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2 Supersymetrie2.1 Super�c��slaDe�nice 1 Grassmanovou algebrou naz�yv�ame asociativn�� algebru gen-erovanou mno�zinou N line�arn�e nez�avisl�ych prvk�u �i (i = 1 : : :N), kter�espl�nuj�� relaci: �i�j + �j�i = 0 (1)tedy antikomutuj��. Grassmanovu algebru zna�c��me �N .Pozn�amka: Libovoln�y prvek a 2 �N m�u�zeme vyj�ad�rit ve tvaru:a = �+ NXk=1 1k! Ci1;i2;:::;ik �i1�i2 : : : �ik (2)kde �;Ci1;i2;:::;ik 2 C. V �N tedy m�u�zeme zvolit b�azi:1; �i; �i1�i2 (i1 < i2); : : : ; �i1�i2 :::�ik (i1 < i2 < ::: < ik); : : : ; �1�2:::�n (3)a dimenze �N je tedy 2N .De�nice 2 �1 ozna�cme nekone�cnou Grassmanovu algebru generovanou �ikde i = 1; 2; 3; : : : :. Prvky �1 budeme naz�yvat super�c��sla.Pozn�amka: Prvky �1 maj�� tvar z = zB + zS , 1 kdezB 2 C (4)zS = 1Xk=1 1k! Ci1;i2;:::;ik �i1�i2 : : :�ikkde ale pouze kone�cn�y po�cet koe�cient�u Ci1;i2;::;ik je nenulov�y.Pozn�amka: �1 m�a p�rirozenou Z2 gradaci. Nech�t z 2 �1 je libovoln�yprvek. Potom jej lze jednozna�cn�e rozlo�zit na z = zc + za,zc = zB + 1Xk=1 1(2k)! Ci1;i2;:::;i2k �i1�i2 : : : �i2k (5)za = 1Xk=0 1(2k + 1)! Ci1;i2;:::;i2k+1 �i1�i2 : : : �i2k+1 (6)1Indexy B a S znamenaj�� "Body" a "Soul", tedy t�elo a du�se super�c��sla. Tuto termi-nologii zavedl B. de Witt. 3



jestli�ze za = 0, pak z naz�yv�ame c-�c��slo, mno�zinu v�sech c-�cisel zna�c��me �c.Podobn�e zavedeme �a jako mno�zinu v�sech z, pro kter�e je zc = 0 (a-�c��sla).Z de�nice je zjevn�e, �ze: �c � �c = �c�c ��a = �a (7)�a ��a � �ca jsou tedy spln�eny podm��nky gradace.De�nice 3 Nech�t �i jsou gener�atory �1; u; v 2 �1; � 2 C. Potom de�n-ujme un�arn�� operaci komplexn�� sdru�zen�� � n�asledovn�e:(�i)� = �i(�u)� = ��u� (8)(u+ v)� = u� + v�(uv)� = v�u�Ve slo�zk�ach m�a super�c��slo komplexn�e sdru�zen�e k super�c��slu (4) tvar:z� = z�B + 1Xk=1 1k! C�i1;i2;:::;ik �ik�ik�1 : : :�i1 (9)= z�B + 1Xk=1(�1)k(k�1)=2 1k! C�i1;i2;:::;ik �i1�i2 : : :�ik (10)Pozn�amka: Mno�zinu super�c��sel spl�nuj��c��ch �R1 = fz 2 �1 j z = z�gnaz�yv�ame re�aln�a super�c��sla. Stej�n�e tak �I1 = fz jz = �z�g naz�yv�ameimagin�arn�� super�c��sla.2.2 Supervektorov�y prostorSupervektorov�y prostor je analogi�� line�arn��ho vektorov�eho prostoru nad su-per�c��sly. Proto�ze ale �1 nen�� t�eleso, mus��me de�nici vektorov�eho prostorupozm�enit.De�nice 4 Supervektorov�ym prostorem naz�yv�ame mno�zinu L (prvky jsousupervektory) s operacemi:(i) s�c��t�an�� (+) 4



(ii) n�asoben�� super�c��slem zleva a zprava(iii) komplexn�� sdru�zen��spl�nuj��c�� n�asleduj��c�� axiomy:9 o 2 L (x+ o = x; 8x 2 L)8x 2 L 9y 2 L (x+ y = o)8�; � 2 �1; 8x;y 2 Lx+ y = y+ x(x+ y) + z = x+ (y+ z)(�+ �)x = �x+ �x�(x+ y) = �x+ �y(��)x = �(�x)1 � x = xa analogicky pro n�asobeni zprava(�x)� = �(x�)(x)�� = x(x+ y)� = x� + y�(�x)� = x���(x�)� = ��x�8� 2 �c; 8x 2 L �x = x�Pozn�amka 1: Ka�zd�y x 2 L lze rozd�elit na sudou (x0) a lichou (x1) �c�astx = x0 + x1, kde: 8� 2 �a : �x0 = x0��x1 = �x1�Pozn�amka 2: Kdy�z x 2 L je sud�y (resp. lich�y), pak x� je sud�y (resp.lich�y).Pozn�amka 3: Analogicky de�nujeme re�aln�y supervektorov�y prostor ( nad�R1 ), operace komplexn��ho sdru�zen�� pak pochopiteln�e nem�a smysl.5



2.3 SuperfunkceV n�asleduj��c��ch kapitol�ach budeme pot�rebovat pojem superfunkce. Pokusmese de�novat tento pojem (jeho�z de�nice se v litertu�re �casto obch�az��) conejkorektn�eji:De�nice 5 Nech�t L je re�aln�y supervektorov�y prostor dimenze p+q. Zvolmev tomto prostoru bazi slo�zenou z p sud�ych (e�) a q lich�ych (��) super-vektor�u. De�nujme nyn�� Rp;q jako sudou �c�ast prostoru L (t.j. mno�zinutvo�renou sud�ymi �c�astmi vektor�u z L) rozlo�zenou na direktn�� sou�cet dvoudisjunktn��ch �c�ast��:Rp;q = f��e� + ���� j �� 2 �c; �� 2 �ag (11)Rp;q je tedy paramterizov�an p + q sou�radnicemi: p komutuj��c��mi �a a qantikomutuj��c��mi �b.De�nice 6 Superfunkc�� (nebo fyzik�aln�eji "Superpolem") naz�yv�ame zo-brazen�� � : Rp;q ! �1, kter�e je hladk�e v tom smyslu, �ze koe�cienty � aCi1;i2;:::;ik ve vyj�ad�ren�� (2), jsou z C1(Rp;q).Fyzik�aln�e zaj��mav�e pro n�as budou p�redev�s��m superfunkce zobrazuj��c��Rp;q ! �c. Pro praktick�e v�ypo�cty je fundamet�aln�� fakt, �ze libovolnou su-perfunkci m�u�zeme pomoc�� zobecn�en�eho (Super-)Taylorova rozvoje vyj�ad�ritv n�asleduj��c��m praktick�em tvaru. Tento rozvoj je v�zdy kone�cn�y, nebo�t ka�zd�az antikomutuj��c��ch prom�enn�ych se m�u�ze v rozvoji vyskytnou v nejv�y�se prvn��mocnin�e. (proto�ze (��)2 = 0 8� ) :�(��; ��) = f0(��)+ qX�=1 f1(��)���+ qX�<� f2(��)������+ � � �+fq(��) �1�2: : :�q(12)V r�amci zachov�an�� podm��nky �(��; ��) 2 �c je v�sak nutn�e aby koe�-cienty f2k+1 byly antikomutuj��c�� a f2k komutuj��c��.P�r��klad 1: V n�asleduj��c��m textu se bude �casto vyskytovat p�r��pad kdyq = 2. Obecn�a funkce m�a pak tvar:�(x�; �1; �2) = �(x�) +  1(x�) �1 +  2(x�) �2 + F (x�) �1�2 (13)Zde potom interpretujeme komutuj��c�� pole � jako bosonov�e, antikomutuj��c��pole  1;2 jako fermionov�a a pole F nemaj��c�� fyzik�aln�� interpretaci v�zdy zpohybov�ych rovnic vymiz��. 6



2.4 Superalgebry, SupergrupySuperalgebra je p�rirozen�ym roz�s���ren��m pojmu Lieovy algebry zahrnuj��c��mkrom�e komut�atoru i antikomut�atory.De�nice 7 Superalgebrou naz�yv�ame Z2 gradovan�y vektorov�y prostor L =L0 � L1 kter�y je z�arove�n algebrou s operac�� [:; :g : L� L! L, kter�a spl�nujen�asleduj��c�� podm��nky:1: [a; bg= �(�1)�(a)�(b)[b; ag (14)2: �([a; bg) = (�(a) + �(b)) mod 2 (15)3: (�1)�(a)�(c)[a; [b; cgg+ (�1)�(b)�(a)[b; [c; agg++ (�1)�(c)�(b)[c; [a; bgg= 0 (16)kde �(x) je paritn�� funkce Z2 gradovan�eho prostoru L:�(x) = * 0 x 2 L01 x 2 L1 (17)Prvn�� podm��nka zde vyjad�ruje vlastnost: "Sud�e prvky (L0) komutuj�� s�c��mkoliv, Lich�e L1 mezi sebou antikomutuj��". T�ret�� je analogi�� Jacobihoidentity. Z (14) a (15) vid��me jak se chov�a operace [:; :g v�u�ci gradaci L:[L0; L0] � L0[L0; L1] � L1fL1; L1g � L0 (18)P�r��klad: M�ejme algebru komplexn��ch �ctvercov�ych matic (p+q)�(p+q)ozna�covanouMat(p; qjC). Libovolnou matici vyj�ad�r��me v blokov�em z�apisu:R =  A BC D ! (19)Kde A, B, C, D maj�� rozm�ery p� p, p� q, q � p, q � q. Tato algebra jep�rirozen�e Z2 gradovan�a, sud�a a lich�a �c�ast matice R m�a tento tvar:R0 =  A 00 D ! ; R1 =  0 BC 0 ! (20)7



De�nujeme-li na Mat(p; qjC) super-z�avorku[R; Sg= [R0; S0] + [R0; S1] + [R1; S0] + fR1; S1g (21)vznikne n�am superalgebra ozna�covan�a gl(p; qjC). R�adi bychom m�elina gl(p; qjC) n�ejakou operaci stopy. Snadno zjist��me, �ze oby�cejn�y tracenespl�nuje podm��nku tr [R; Sg = 0. De�nujeme v�sak tzv. supertrace, kter�yu�z tuto valstnost m�a. strR = trA � trD (22)Analogicky s Lieov�ymi algebrami m�u�zeme de�novat nap�r��klad super-algebru sl(p; qjC) jako podalgebru gl(p; qjC) s vazbou strR = 0. Dal�s��mzaj��mav�ym p�r��kladem je orthosymplektick�a superalgebra osp(p; 2qjC) Je topodalgebra sl(p; 2qjC) de�novan�a vazbamiA+AT = 0 ; JD +DTJ = 0 ; B = i CTJ (23)kde J je 2q � 2q matice: J =  0 1q�1q 0 ! (24)Z podm��nek (23) vid��me, �ze A 2 so(p; C) a D 2 sp(2q; C). Sud�a �c�astsuperalgebry osp(p; 2qjC) je oby�cejn�a Lieova algebra:osp(p; 2qjC)0 = so(p; C)� sp(2q; C) (25)Lichou �c�ast v�sak takto rozlo�zit nelze, tyto podalgebry jsou v osp(p; 2qjC)netrivi�aln�e prov�azan�e.P�r��klad 2 - Super-Poincar�eho algebra: Historicky byla supersyme-trie objevena pr�av�e v souvislosti se supersymetrick�ym roz�s���ren��m Poincar�ehoalgebry. Byla hled�ana Lieova algebra netrivi�aln�e kombinuj��c�� Poincar�eho al-gebru s n�ejakou jinou algebrou grupy symetrie. Bylo v�sak dok�az�ano zavelmi obecn�ych p�redpoklad�u (Coleman a Mandula), �ze takov�a algebra ne-existuje, resp. je v�zdy izomorfn�� direktn��mu sou�ctu Poincar�eho algebry sn�ejakou jinou algebrou. Pokud v�sak p�ripust��me i antikomutuj��c�� gener�atory(budeme tedy hledat superalgebru), zjist��me [6], �ze takov�e roz�s���ren�� exis-tuje a nap�r��klad pro dva antikomutuj��c�� (dvojslo�zkov�e) spinorov�e gener�atoryq�; �q� je dokonce jednozna�cn�e. (Jsou-li q�; �q� spinory, jejich komut�atorys gener�atory Poincar�eho algebry jsou d�any jako [jab; q�] = i(�ab) �� q� ,8



[�a; q�] = 0 a podobn�e pro �q�.) Tato Super-Poincar�eho algebra je de�nov�anatakto: [�a; �b] = 0 [jab; �c] = i�ac�b � i�bc�a[jab; jcd] = i�acjbd � i�adjbc + i�bdjac � i�bcjad[jab; q�] = i(�ab) �� q� [�a; q�] = 0[jab; �q�] = i(��ab) �� �q� [�a; �q�] = 0fq�; q�g = 0 f�q�; �q�g = 0fq�; �q�g = 2(�a)�� qa (26)Zde a = 0; 1; 2; 3 ; � = 0; 1; jab jsou gener�atory Lorentzov�ych transformac��,�a gener�atory translac��, �a jsou Pauliho matice, ( ~�a)�� = "��"��(�a)�� ,(�ab)�� = �14(�a~�b � �b~�a), (~�ab)�� = �14(~�a�b � ~�b�a)Podobn�e jako lze exponenciov�an��m Lieovy algebry z��kat p�r��slu�snougrupu, je mo�zn�e vytvo�rit ze superalgebry supergrupu. Matematicky ko-rektn�� teorie supergrup a supervariet existuje [5], nicm�en�e je mimo rozsaht�eto pr�ace. My se spokoj��me se zjednodu�sen�ym pohledem na supergrupy.Ka�zd�y prvek (skoro) g Lieovy grupy m�u�ze b�yt vyj�ad�ren jako g = exp(a), kdea je prvek p�r��slu�sn�e Lieovy algebry. M�ejme tedy superalgebru S. Ch�apejmesupergrupu jako mno�zinu prvk�u tvaru exp(a); a 2 S. Na mno�zin�e t�echto"form�aln��ch exponenciel" de�nujme grupov�e n�asoben�� pomoc�� supersymet-rick�e analogie Hausdor�-Baker-Campbellovy formule:exp(a) exp(b) = exp(a+ b+ 12[a; bg+ 112( [a; [a; bgg+ [b; [b; agg )+ � � �) (27)Topologi�� t�eto grupy se nebudeme zab�yvat.2.5 Diferenci�aln�� a integr�aln�� po�cet s antikomutuj��c��miveli�cinamiV t�eto sekci pod�ame p�rehled z�akladn��ch pravidel pro po�cetn�� pr�aci sderivacemi a integr�aly obsahuj��c��mi antikomutuj��c�� prom�enn�e. Matemat-ickou teorii op�et naleznete v [5].Pro po�c��t�an�� derivac�� superfunkc�� plat�� b�e�zn�a pravidla diferenci�aln��hopo�ctu. Jedin�y problematick�y je p�r��pad:@ (�1�2)@�1 = �@ (�2�1)@�1 (28)Konvenc�� se de�nuje: 9



@ (�1�2)@�1 := �2 (29)P�ri integraci podle Grassmanov�ych prom�enn�ych u�z��v�ame Berezin�uv in-tegr�al de�novan�y jako: Z d� � = 1 (30)Z d� = 0 (31)plus b�e�zn�a pravidla pro integr�al sou�ctu a n�asoben�� konstantou. Nap�r��kladintegr�al funkce ve tvaru (13) spo�c��t�ame n�asledovn�e:Z d�1d�2 (�+  1 �1 +  2 �2 + F �1�2) = F (32)I u Berezinova integr�alu je mo�zn�a integrace per-partes. Plat�� toti�z:Z d�1d�2 @V@�1 = 0 (33)pro libovolnou superfunkci V .3 Supersymetrick�e �-modely3.1 Supersymetrie jako symetrie �-modelu s fermionov�ym�clenemBosonov�a struna detailn�e zmi�novan�a nap�r��klad v [1] m�ela jako fyzik�aln��model �radu nev�yhod. Nap�r��klad neobsahovala �z�adn�a fermionov�a pole.Naivn��m zp�usobem jak tento model zobecnit je pochopiteln�e p�ridat kbosonov�e �c�asti dal�s�� �cleny obsahuj��c�� fermionov�a (spinorov�a) pole. Ukazujese (nap�r. [4]), �ze jen m�alo takto zobecn�en�ych modelu d�av�a zaj��mav�e(netrivi�aln��) teorie. Pro n�as d�ule�zit�e bude toto roz�s���ren��: Nech�t  �A je D-tice Majoranov�ych spinorov�ych pol�� a X� je jako d�r��ve zobrazen�� do c��lov�evariety (zde v lok�aln��ch sou�radnic��ch). 2 Uva�zujme akciS = � 12� Z d2� f@�X�@�X� � i ���@� �g (34)2A = f0; 1g je spinorov�y index, � = 0; : : : ;D� 1 vektorov�y10



kde �� jsou Diracovy matice pro dimenzi 2.3 Tato akce m�a krom�esymetri�� bosonov�e �c�asti [1], kter�e zde nejsou naru�seny, je�st�e novou symetriinaz�yvanou supersymetri��. Akce (34) je tedy invariantn�� v�u�ci:�X� = � �� � = �i��@�X�� (35)Zde � je antikomutuj��c��c�� konstantn�� spinor. 4 V�sim�eme si, �ze tato symetriezam�e�nuje bosonov�a a fermionov�a pole. Z�akladn�� algebraickou vlastnost�� t�etosymetrie je, �ze komut�ator dvou symetri�� d�av�a prostorovou translaci (my�slenotranslaci na sv�etoplo�se). Zjevn�e:[�1; �2]X� = �1(�2 �)� �2(�1 �) = a�@�X� (36)kde a� jsou komutuj��c�� koe�cienty:a� = 2i�1���2 (37)Na z�aklad�e t�echto symetri�� m�u�zeme pomoc�� theor�emu Noetherov�e op�etnaj��t z�akony zachov�an��. [4]3.2 Formulace pomoc�� superprostoruNyn�� p�ristoup��me k formulaci p�redchoz��ho modelu pomoc�� superprostoru.Tentokr�at nebudeme vych�azet z akce, ale z reprezentace supersymetrie nasuperpol��ch, kde je supersymetrie "geometrickou transformac��".N�a�s �-model budeme nyn�� formulovat jako zobrazen�� ze 2-rozm�ern�ehosuperprostoru (R2;2). Antikomutuj��c�� prom�enn�e zde budou 2 (�0 a �1) abudou tvo�rit slo�zky dvojkomponentn��ho Majoranova spinoru. Komutuj��c��prostoro�casov�e prom�enn�e zna�c��me ��. Obecn�a superfunkce na R2;2 m�a tvar:Y �(�; �) = X�(�) + � �(�) + 12��F�(�) (38)Na t�echto superfunkc��ch je supersymetrie reprezentov�ana pomoc��gener�ator�u3Tedy matice sp�nuj��c�� f��; ��g = �2��� . Nap�r��klad matice: �0 = � 0 �ii 0 � ,�1 = � 0 ii 0 �4V cel�em dal�s��m textu plat��: Nech�t � je spinor, pak � = ��011



QA = @@�A + i(���)A@� (39)Je pohodln�e zav�est si in�nitezim�aln�� antikomutuj��c�� paramter �A, jen�zn�am umo�zn�� p�rev�est superkomut�atory z kapitoly 2.4 na komut�atory t��mzp�usobem, �ze m��sto s Q budeme pracovat s �Q. Potom �Q generuje super-prostorovou transformaci:��A = [�Q; �A] = �A��� = [�Q; ��] = i���� (40)Na superpol��ch p�usob�� �Q pochopiteln�e:�Y � = �QY � (41)Algebraick�a struktura supersymetie (36) se zde odraz�� jako antikomuta�cn��relace mezi gener�atory: fQA; QBg = �2i(��)AB@� (42)Rozep���seme-li vztah (41) do komponent, obdr�z��me:�X� = � � (43)� � = �i��@�X�� + F�� (44)�F� = �i���@� � (45)Uv�a�z��me-li, �ze u modelu (34) byla jedna z pohybov�ych rovnic ��@� � = 0a pole F� na po�c�atku nulov�e, reprodukuje se zde p�resn�e symetrie (35).Nyn�� bychom chteli formulovat teorii pomoc�� Lagrangi�amu invariantn��hov�u�ci supersymetrii (41). K tomu pot�rebujeme deriva�cn�� oper�ator D kter�yje tak�e supersymetricky invariantn��. ( Tedy D(�Y ) = �(DY ) ) M�el by tedyspl�novat [�Q;D] = 0 (46)nebo ekvivalentn�e: fQA; DBg = 0 (47)Takov�y oper�ator existuje a m�a tvar [4]:D = @@� � i���@� (48)12



Snadno ov�e�r��me, �ze i tyto oper�atory maj�� antikomuta�cn�� vlastnosti super-symetrie. fDA; DBg = 2i(��)AB@� (49)P�ri formulaci Lagrangi�an�u budeme pochopiteln�e u�z��vat Berezin�uv integr�al.Tento integr�al m�a n�asleduj��c�� pro n�as pozitivn�� vlastnost. Nech�t Y je libo-voln�e superpole, potom v�yrazS = Z d2�d2� Y (50)je supersymetricky invariantn��. Snadno toti�z uk�a�zeme (integrac�� per-partes),�ze variace �S = Z d2�d2� �QY (51)je nulov�a. Zkus��me tedy takto formulovat n�ejak�e supersymetrick�e La-grangi�any. Jako prvn�� n�as asi napadne:S = i4� Z d2�d2� g��(X�)DY �DY � (52)Zde metrika g��(X�) z�avis�� pouze na komutuj��c�� �c�asti superpole Y . (Chcemetoti�z reprodukovat p�uvodn�� akci, kde metrika m�ela tuto vlastnost) Po prove-den�� integrace p�res � podle pravidla (32) Obdr�z��me ve slo�zk�ach akci:S = � 12� Z d2� f@�X�@�X� � i ���@� � + F�F�g (53)Pohybov�a rovnice plynouc�� z varice t�eto akce podle F� je F� = 0. Tento�clen m�u�zeme tedy v akci klidn�e vynechat a z��sk�av�ame takto (34). Tutoakci sme tedy z��skali jako nejjednodu�s�s�� �-model, konstruovan�y tak aby bylsupersymetricky invariantn��.3.3 P�r��klad - supersymetrick�y S2 modelP�redchoz�� postup budeme demonstrovat na p�r��kladu S2 modelu, v ne-supersymetrick�e verzi analyzovan�eho u�z v [1]. V tomto modelu vol��memetriku sv�etoplochy gAB jako �AB (tedy Riemmanovskou), c��lovou vari-etou je sf�era S2, v na�s�� formulaci reprezentovan�a jako R3 s vazbou Y 2 = 1.Pro v�et�s�� po�cetn�� komfort zde p�rejdeme k sou�radnic��m � = (�0+ i�1)=2; � =(�0�i�1)/2, t��m se zbav��me v�sech imagin�arn��ch ko�cient�u v super-derivac��ch.13



(N�a�s model je re�aln�y, tak to bude vhodn�e). Super-derivace nab�yvaj�� tvaru:5 D = @@� + �@ ; D = @@�� + �� �@ (54)Superpole Y vyj�ad�r��me ve tvaruY (z; �z; �; ��) = �(z; �z) +  (z; �z) � + � (z; �z) �� + F (z; �z) ��� (55)Vyjdeme z akce S = Z d2zd2� �ijDY iDY j (56)s vazbou Y 2 = 1, kterou rozlo�z��me podle mocnin �.�i�i = 1�i i = �i � i = 0�iF i �  i � i = 0 (57)V tomto p�r��klad�e s�c��t�ame podle latinsk�ych index�u nez�avisle na jejich poloze[naho�re - dole] (i = 1; 2; 3). Nyn�� rozep���seme akci (56) ve slo�zk�ach,provedeme Berezinovu integraci podle vzorce (32) a aplikujeme vazby (57)pomoc�� Lagrangeov�ych multiplik�ator�u.S = Z d2z(@�i �@�i �  i �@ i � � i@ � i + F iF i �� ��i�i � ��i i � ���i � i � �[�iF i �  i � i]) (58)Variujme nyn�� tuto akci podle F i. Vyn�asob��me-li pohybovou rovnici2F i � ��i = 0 (59)zprava �i a vys�c��t�ame, z��sk�ame hodnotu multiplik�atoru � = 2�iF i. Pozp�etn�em dosazen�� � do (59) a vyn�asoben�� F i z��sk�ame:F iF i = (�iF i)2 (60)a s pou�zit��m posledn�� vazby (57) vid��me.F iF i = ( i � i)2 (61)5@ = @@z ; @ = @@�z ; z = x+ iy 14



Proto�ze se F i nevyskytuje ve vazb�ach ani v akci v derivac��ch, m�u�zeme �re�sen��algebraick�e rovnice dosadit zp�et do (56) a eliminovat pole F i. Akce se n�amredukuje na:S = Z d2z( @�i �@�i�  i �@ i� � i@ � i + ( i � i)2� ��i�i� ��i i� ���i � i) (62)Variac�� t�eto akce po v�ypo�ctu a dosazen�� multiplik�ator�u doch�az��me k pohy-bov�ym rovnic��m tohoto modelu:@ �@�i � (�k@ �@�k)�i � (�k �@ k) i � (�k@ � k) � i = 0�@ i � ( k � k) � i � (�@ k�k)�i = 0@ � i � ( k � k) i � (@ � k�k)�i = 0 (63)Vid��me tedy, �ze roz�s���ren�� p�uvodn��ho (nesupersymetrick�eho) modelu s pohy-bovou rovnic�� @ �@�i � (�k@ �@�k)�i = 0 (64)je i na �urovni pohybov�ych rovnic zna�cn�e netrivi�aln��.3.4 Supersymetrick�y chir�aln�� WZWN modelU klasick�ych chir�aln��ch model�u je je c��lov�ym prostorem zobrazen�� Lieovagrupa. U supersymetrick�ych model�u n�as po�zadavek supersymetrick�e invari-ance vede ke zvolen�� supergrupy jako c��lov�eho prostoru. Obecn�y prvek super-grupy m�a analogicky s (13) tvar (u�zijeme zna�cen�� z p�redchoz��ho p�r��kladu):G = g + � + �� � + ���F (65)kde ov�sem tentokr�at pole q;  ; � ; F nab�yvaj�� hodnot v Lieov�e grup�eG. D�alep�redpokl�adejme, �ze algebra g grupy G je poloprost�a, tedy na n�� existujenedegenerovan�a Killingova forma. P�ri formulaci akce pou�zijeme jako obvykleprvek Lieovy super-algebry ve tvaru G�1DG. Inverzn�� element vypo�ctemez rovnice G�1G = 1 (66)Akce pro n�a�s (N = 1 SUSY chir�aln�� model s WZW �clenem) je tedyS = Z d2z d2� (< G�1DG;G�1DG >)� Z d2z dt d2� (< G�1@G@t ; fG�1DG;G�1DGg >) (67)15



Druh�y �clen integrujeme p�res trojrozm�ernou varietu parametrizovanouprom�enn�ymi (z, �z, t), jej���z hranic�� je na�se sv�etoplocha. Variac�� t�eto akcem�u�zeme z��skat pohybov�e rovnice, kter�e zde nab�yvaj�� elegantn��ho tvaru(stejn�e jako v nesupersymetrick�em p�r��pad�e).D(G�1DG) = D(G�1DG) = 0 (68)Akce (67) je invariantn�� v�u�ci nekone�cn�edimenzion�aln�� grup�e transformac��analogick�e k "obkl�adac��" symetrii g ! h�11 (z)gh2(�z) u nesupersymetrick�ehosigma-modelu. Je to tzv. Super-Kac-Moodyho symetrie:�aG(z; �z; �; ��) = a(�z; �)G(z; �z; �; ��)��aG(z; �z; �; ��) = G(z; �z; �; ��) �a(z; ��) (69)kde a a �a jsou superpole s hodnotami v algeb�re g. Supersymetrick�e trans-formace v�u�ci nim�z je (67) invariantn�� maj�� tvarG�1��G = G�1�QG���GG�1 = �� �QGG�1 (70)Pohybov�e rovnice (68) lze tak�e zapsat jako Lax�uv p�ar (resp. Zobecn�en�yLax�uv p�ar kde m��sto komut�atoru m�ame super-komut�ator). Chceme tedyrovnici vyj�ad�rit ve tvaru:[D+ A(�); �D+ �A(�)g = 0 (71)Kde A a �A jsou lich�e prvky superalgebry g z�avisl�e na re�aln�em parametru�. Proto�ze A i �A jsou lich�e a [D; �Dg = fD; �Dg = 0 m�u�zeme zde ps�at m��stosuper-komut�atoru antikomut�ator. P�redpokl�adejme, �ze z�avislost A a �A na �je polynomi�aln��. A(�) = p(�)A ; �A(�) = q(�) �A (72)kde p a q jsou polynomy v �. Rozep���seme rovnici (71) do slo�zek:q(�)D �A+ p(�) �DA+ p(�)q(�)fA; �Ag = 0 (73)a vyd�el��me ji p(�)q(�) a pod��ly 1=p a 1=q vyj�ad�r��me jako 1 � (p � 1)=p astejn�e pro q.(1 + 1� p(�)p(�) )D �A+ (1 + 1� q(�)q(�) ) �DA+ fA; �Ag = 0 (74)16



Zvol��me-li nyn�� vhodn�e polynomy p a q nap�r p = �2+1 a q = �3+1, potomz po�zadavku, aby rovnice (74) platila pro v�sechna smyslupln�a �, dost�av�ame3 rovnice D �A+ �DA+ fA; �Ag = 0D �A = 0�DA = 0 (75)Prvn�� z nich je podm��nka nulov�e k�rivosti pro super-konexi, kter�a jako vkomutuj��c��m p�r��pad�e implikuje existenci (lok�aln��ho) pole GA = G�1DG�A = �DGG�1 (76)Z dal�s��ch dvou rovnic pak plynou pohybov�e rovnice p�resn�e ve tvaru (68).3.5 N = (1,1) model a jeho komponentn�� rozvojBudeme nyn�� uva�zovat supersymetrick�y �-model tvaru,S = Z d2�d2� g��(Y )DY �DY � (77)jeho�z c��lov�y prostor je Riemmanovskou varietou s n�ejakou netrivi�aln��metrikou g�� , kter�a z�avis�� jak na komutuj��c��ch, tak i na antikomutuj��c��chslo�zk�ach superpole Y �. Pohybovou rovnici tohoto modelu m�u�zeme zapsat velegantn��m kompaktn��m tvaru.DDY � + ���DY �DY  = 0 (78)��� je funkc�� superpole Y � a je to Levi-Civitova konexe od metriky g��(Y �)Tak�e vyj�ad�ren�� t�eto akce v komponent�ach (55) d�av�a zaj��mav�y v�ysledek; akcise n�am toti�z poda�r�� formulovat pomoc�� geometrick�ych veli�cin.Nejprve rozvineme metrick�y tenzor g�� do (kone�cn�eho) Taylorovarozvoje.g��(Y �) = g��(�� +
�) = g��(��) + 
�@�g��(��) + 12
�
@�g��(��)(79)kde 
� je �c�ast pole Y � obsahuj��c�� antikomutuj��c�� prom�enn�e.
� =  (z; �z) � + � (z; �z) �� + F (z; �z) ��� (80)17



Prost�ym dosazen��m tohoto do (77) a proveden��m integrace, z��sk�amevyj�ad�ren�� akce ve tvaru:S = Z d2�fg��(��)@�� �@�� � g��(��) �(r� )� � g��(��) � �(r� � )�+ R����(��) � � � � � �g (81)Zde r� � = @ � + ����@�� � � a r� = �@ � + ���� �@�� � jsou kovariantn��derivace p�r��slu�sn�ych pol�� ve sm�eru dan�em te�cn�ym vektorem d�. ����(��) aR����(��) jsou samoz�rejm�e odvozeny od metrick�eho tenzoru z�u�zen�eho nakomutuj��c�� �c�ast - tedy g��(��).3.6 Druh�a supersymetrie v N = (1,1) modeluV t�eto sekci budeme uva�zovat �-model (77) s pohybovou rovnic�� (78). Su-persymetrii (41) v�u�ci n���z je tento model invariantn�� vyj�ad�r��me v na�sichsou�radnic��ch �Y � = �QY � + �� �QY � (82)kde � a �� jsou slo�zky antikomutuj��c��ho in�nitezim�aln��ho spinoru aQ = @@� � �@ ; �Q = @@�� � �� �@ (83)Budeme nyn�� hledat podm��nky, za kter�ych m�a tento model dal�s�� nez�avislousymetrii, jej���z gener�atory tvo�r�� stejnou algebru jako u supersymetrie.Budeme tedy hledat druhou nez�avislou supersymetrii tohoto modelu auk�a�zeme, �ze tyto symetrie souvis�� s komplexn��mi strukturami na c��lov�e va-riet�e. Novou symetrii budeme hledat ve n�asleduj��c��m tvaru.�Y � = �J��DY � + �� �J�� �DY � (84)kde J�� (Y ) a �J�� (Y ) jsou obecn�e (1,1) tenzory na c��lov�e variet�e. Z nutn�ehopo�zadavku aby �Y � byla komutuj��c�� veli�cina mus�� b�yt � a �� antikomutuj��c��.Nejprve nalezneme podm��nky na J a �J nutn�e proto, aby (84) bylo symetri��akce (77). Tyto podm��nky z��sk�ame standardn��m zp�usobem z rovnice:�S = Z d2�d2� g��(Y � + �Y �)D(Y � + �Y �)D(Y � + �Y �) = 0 (85)kde zanedb�ame �cleny vy�s�s��ho ne�z prvn��ho �r�adu:�S = Z d2�d2� fg��(Y �)D(�Y �)DY � + g��(Y �)DY �D(�Y �) ++ @�g��(Y �) �Y �DY �DY �g = 0 (86)18



Po zdlouhav�em nep�r��jemn�em v�ypo�ctu, kter�y je nutn�e prov�ad�et ve slo�zk�achdosp�ejeme k rovnic��m r�J�� = r� �J�� = 0g�[�J��] = 0g�[� �J��] = 0 (87)Na�sim druh�ym po�zadavkem je, aby tato symetrie m�ela stejn�e algebraick�evlastnosti jako supersymetrie. Po�zadujeme tedy[�1; �2]Y � = 2�1�2@Y � + 2��1��2 �@Y � (88)Rozep���seme tuto podm��nku pomoc�� ansatzu (84). Pro jednoduchost toud�el�ame pouze pro tenzor J pro �J je to �upln�e stejn�e.[�1; �2]Y � = �1J��D(�2J��Y �)� (1$ 2) = 2�1�2J��D(Jb�Y �) (89)Nyn�� u�zijeme mimo jin�e vztahu DD(Y �) = @Y � a dostneme[�1; �2]Y � = 2�1�2fJ�� @J�!DY DY ! + J�� J��@Y �g (90)Abychom dostali vztah (88) mus�� tedy platitJ2 = �1 ; J�� @[J�!] = 0 (91)Z prvn�� podm��nky je patrn�e, �ze J bude m��t vlastnosti "skoro komplexn��"(almost complex) struktury. S pomoc�� ji�z zn�am�ych podm��nek (87) m�u�zemedok�azat, �ze J je dokonce komplexn�� struktura tj. spl�nuje podm��ku integra-bility [10].N(u; v) = 2([Ju; Jv]� [u; v]� J [u; Jv]� J [Ju; v]) = 0 (92)nebo-li ve slo�zk�ach N���[J ] = J�[�@�J��] � J�� @[�J��] = 0 (93)Tenzor N se naz�yv�a Nijenhuis�uv tenzor. Nulovost druh�eho �clenu je p�resn�ejedna z pom��nek (91) a nulovost prvn��ho �clenu lze dok�azat z (87). Celkov�etedy sada podm��nek na J a �J je:r�J�� = r� �J�� = 0g�[�J��] = g�[� �J��] = 0J2 = �J2 = �1N���[J ] = N���[ �J ] = 0 (94)19



Na�se akce je tedy invariantn�� v�u�ci druh�e supersymetrii pr�av�e kdy�z na c��lov�evariet�e existuj�� dv�e kovariantn�e konstantn�� komplexn�� struktury a pro ob�e znich je metrika variety hermitovsk�a.Uva�zujme nyn�� N= (1,1) supersymetrick�y sigma-model jeho�z c��lovou va-rietou je Lieova grupa nap�r. (67). Korespondence druh�e supersymetriea komplexn��ch struktur je zde samoz�rejm�e stejn�a (nebo�t tento model jespeci�aln��m p�r��padem obecn�eho modelu z t�eto kapitoly). Druh�a supersyme-trie m�a tvar: (G�1��G)� = �J�� (G�1DG)�(���GG�1)� = �� �J�� ( �DGG�1)� (95)V tomto p�r��pad�e m�u�zeme uk�azat bijektivn�� korespondenci mezi kom-plexn��mi strukturami na Lieov�e algeb�re g a Maninov�ymi triplety [viz. Do-datek]. Plat�� n�asleduj��c�� tvrzen��: Pro ka�zd�y komplexn�� Manin�uv triplet(g; g+; g�) existuje existuje komplexn�� strukura na g takov�a, �ze g� jsou jej��vlastn�� podprostory p�r��slu�sn�e vlastn��m �c��sl�um �i. Pro re�alnou Lieovu alge-bru m�u�zeme uva�zovat komplexi�kaci gC. Nech�t g je tentokr�at re�aln�a Lieovaalgebra s nedegenerovanou ad-invariantn�� symetrickou biline�arn�� formou aantisymetrickou komplexn�� strukturou J . Nech�t g� jsou vlastn�� podpros-tory gC oper�atoru J p�r��slu�sn�e vlastn��m �c��sl�um �i. Potom (gC; g+; g�) jekomplexn�� Manin�uv triplet. Nav��c lze dok�azat n�asleduj��c�� tvrzen��.V�eta 1 Existuje 1-1 korespondence mezi t�emito dv�ema objekty(i) Komplexn��m Maninov�ym tripletem s antiline�arn�� involuc�� � : g� !g� (ii) Re�alnou Lieovou algebrou s ad-invariantn�� nedegenerovanou symet-rickou biline�arn�� formou <;> a komplexn�� strukturou J, kter�a je antisymet-rick�a vzhledem k <;>.V na�sem p�r��pad�e chir�aln��ho �-modelu budeme uva�zovat komplexn�� Mani-novy triplety, kde involuce � je tvo�rena hermitovskou konjugac��. Proto grupuG budeme volit jako podgrupu grupy unit�arn��ch matic. Elementy rozvoje(65) tedy budou spl�novat podm��nkyg�mn = (g�1)mn ;  �mn = ( �1)mn ; � �mn = ( � �1)mn ; F �mn = (F�1)mn(96)M�ejme tedy pevnou re�alnou (unit�arn��) Lieovu grupu G a jej�� algebru skomplexn�� strukturou (g; J). Komplexi�kace gC t�eto algebry m�a Manin�uvtriplet ( gC, g+, g�). Exponenciov�an��m t�echto algeber z��sk�av�ame trojici20



(GC, G+, G�). P�uvodn�� grupu G vyd�el��me z GC pomoc�� hermitovsk�ekonjugace. G = fg 2 GC j�(g) = g�1g (97)Ka�zd�y prvek z okol�� jednotkov�eho prvku G1 � GC m�u�zeme rozlo�zit dv�emazp�usoby: g = g+g�1� = ~g�~g�1+ (98)Tento vztah ur�cuje dob�re de�novan�e zobrazen�� g� ! ~g� (viz. [9]) Ze vztah�u(97) a (98) vid��me, �ze prvek g 2 G1 n�ale�z�� re�aln�e grup�e G pr�av�ekdy�z pron�ej plat�� �(g�) = ~g�1mp. Pole G v na�sem modelu m�u�zeme tedy rozlo�zit naG(z; �z) = G+(z; �z)G�1� (z; �z) = ~G�(z; �z) ~G�1+ (z; �z) (99)S pou�zit��m Super-Polyakovovy-Wiegmannovy identitySWZW [GH ] = SWZW [G] + SWZW [H ] +Z d2z d2� <G�1DG;DH H�1>(100)a de�nice Maninova tripletu m�u�zeme p�repsat akci (67) v jednodu�s�s��m aviditeln�e re�aln�em tvaru.SWZW = �12 Z d2z d2�(< �+; �� > + < ~�+; ~�� >) (101)kde ��; ~�� jsou superpole�+ = G�1+ DG+ ; �� = DG�1� G�~�+ = ~G�1+ D ~G+ ; ~�� = D ~G�1� ~G� (102)koresponduj��c�� 1-form�am na G� s hodnotami v gr� = g�1� dg� ; ~r� = ~g�1� d~g� (103)3.7 Superpole typu N = (2,2)Podobn�e jako u N=(1,1) supersymetrie zde formulujeme �-model takov�ymzp�usobem, �ze i jeho druh�a supersymetrie bude explicitn��, tedy dan�a kon-strukc��. Vyu�zijeme op�et konstrukce pomoc�� superprostoru, tentokr�at v�sakR2;4. Nech�t je R2;4 parametrizov�ano pomoc�� (z; �z; ��; ���). Kovariantn��derivace jsou D� � @@�� + ��@; �D� � @@��� + ��� �@: (104)21



a gener�atory symetri��Q� = @@�� � ��@; �Q� = @@��� � ��� � (105)Obecn�a transformace na superpoli Y p�usob�� takto:�Y = �+Q+Y + ��Q�Y + ��+ �Q+Y + ��� �Q�Y (106)Aby byl n�azorn�y p�rechod k modelu z p�redchoz�� kapitoly, mus��me zav�estoto�cen�e sou�radnice. Korespondovat s N=(1,1) sou�radnicemi budou� = 1p2(�+ + ��); �� = 1p2(��+ + ���); (107)a nav��c jsou p�rid�anyb� = 1p2(�+ � ��); b�� = 1p2(��+ � ���): (108)Nov�y tvar derivac�� jeD = 1p2(D+ +D�) = @@� + �@; bD = 1p2(D+ �D�) = @@b� � b�@; (109)a podobn�e pro �D a b�D. Nov�e gener�atory budouQ � 1p2(Q+ +Q�) = @@� � �@ bQ = 1p2(Q+ � Q�) = @@b� + b�@; (110)a podobn�e v�yrazy pro �Q a b�Q.Na superpole Y � te�d nalo�z��me n�ejak�e vazby, �c��m�z omez��me po�cet stup�n�uvolnosti. Pou�zijeme vazbu v n�asleduj��c��m tvaru (Z Lorentzovsk�e invarianceplyne, �ze je to nejobecn�ej�s�� vazba jakou m�u�zeme pro danou levou stranupou�z��t, ale pro n�as to nen�� d�ule�zit�e, bereme to jako ansatz).bDY � = iJ��DY � (111)Nicm�en�e tato vazba nesm�� naru�sit z�akladn�� algebraickou strukturu super-symetrie - tedy f bD; bDg = �2@, ekvivalentn�e zaps�ano bD2 = �@. Dosad��meli do t�eto podm��nky z��sk�ame n�asledu��c�� rovnici.bDY � = (J2)��@Y � + 12N���[J ]DY �DY � = �@Y � (112)22



Z toho z��sk�av�ame zn�am�e podm��nky pro komplexn�� strukturu. J2 = �1a N���[J ] = 0. Dal�s�� vazbou kterou m�u�zeme na na�se superpole nalo�zit jeanalogicky b�DY � = i �J�� �DY � (113)Konzistence s bD2 = �@ op�et vy�zaduje aby �J byla komplexn�� struktura.Nav��c tu je�st�e m�ame relaci f bD; b�Dg = 0. Jej�� zachov�an�� vy�zaduje podm��nku:0 = [ �J; J ]�� �DDY � +M���[J; �J ] �DY �DY � (114)kde tenzor M���[J; �J ] je de�nov�anM [J; �J ](u; v) = [Ju; �Jv]� J [u; �Jv]� �J [Ju; v] + J �J [u; v] (115)Plat�� (D�ukaz v [3]), �ze pokud [J; �J ] = 0 a N [J ] = N [ �J] = 0, pak M [J; �J ] =0. Nalo�zen�� v�y�se uveden�ych vazeb tedy vy�zaduje aby komplexn�� strukturykomutovaly. V minul�e kapitole jsme k t�eto podm��nce nedosp�eli.Nyn�� tedy m�ame dv�e komutuj��c�� komplexn�� struktury J a �J . Existujesou�radnicov�y syst�em takov�y, �ze ob�e komplexn�� struktury jsou v n�em di-agon�aln��. Nicm�en�e, toto je mo�zn�e ud�elat celkem �cty�rmi zp�usoby (podletoho jak se kombinuj�� vlastn�� �c��sla �i)1. chir�aln�� superpole:bDY = �DY; b�DY = � �DY (116)2. anti-chir�aln�� superpole:bDY = +DY; b�DY = + �DY (117)3. twistovan�e chir�aln�� superpole:bDY = �DY; b�DY = + �DY (118)4. twistovan�e anti-chir�aln�� superpole:bDY = +DY; b�DY = � �DY (119)Nalo�zen��m vazeb na obecn�e (2,2) superpole se n�am poda�rilo zredukovatpo�cet stup�n�u volnosti na stejn�y jako u (1,1) modelu a nav��c je pak toto pole(po sou�radnicov�e transformaci) jednoho ze �cty�r v�y�se jmenovan�ych typ�u.23



4 Dodatek - Manin�uv tripletV tomto dodatku uvedeme de�nci Maninova tripletu, na kterou se v textuodvol�av�ame.De�nice 8 Nech�t G je Lieova algebra s nedegenerovanou bi-line�arn�� formou<;>. Nech�t G+, G� jsou podalgebry G a plat�� G = G+�G�. Nech�t je�st�e plat��0 =< G+;G+ >=< G�;G� >. Potom trojici (G;G+;G�) naz�yv�ame Manin�uvtriplet.Jako p�r��klad Maninova tripletu n�am poslou�z�� triplet (sl(n;C), su(n),b(n)), kde b(n) je Lieova algebra odvozen�a od grupy Bn (podgrupy horn��chtroj�uheln��kov�ych matic s re�alnou diagon�alou v SL(n;C) ). Prvky al-gebry b(n) jsou tedy horn�� troj�uheln��kon�e matice s re�alnou digon�alou anulovou stopou. Ona nedegenerovan�a biline�arn�� forma m�a tvar < x; y >=Im(Tr(xy)).
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