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Seznam symbolil

a* = c¢islo komplexné sdruzené k ¢islu a

A = operator nebo matice A

AT = operator transponovany k operatoru A
At = sdruZeny operator k operatoru A

<Q> = stiedn{ hodnota operatoru Q

TTG(Q) — stopa operatoru () pies systém a
(...,...) = skalarni soucin

|4) = stavovy vektor

=
I

norma vektoru [¢)

1 = jednotkovy operator

0 = nulovy operator

[,] = komutacni zavorka

H = hamiltonian soustavy

Hy = interakcéni hamiltonian

U(t) = operator ¢asového vyvoje

a; = anihila¢ni operator i-tého modu

&;r = kreacni operator i-tého modu

n; = operator poctu castic v i-tém modu

p = operator hustoty

o = parcialni transpozice operatoru hustoty
Pu = redukovany operator hustoty podsystému u
Poure = operator hustoty ¢istého stavu

? = komplexni jednotka

E¢ = projektor na vektor |¢)

h = Planckova konstanta

kg = Boltzmanova konstanta

w; = parametr sité

G = parametr sité

pij = maticové elementy operatoru hustoty
Q; = amplituda koherentniho stavu v i-tém kanalu

©
I

informac¢ni obsah systému a

SN = von Neumannova entropie systému a
Stin = linearizovan entropie

En = negativni mira provazani

Es = souctova mira provazani

£y = logaritmickéa mira provazani

1. = index korelace

A = vektor koherence

Ki; = korela¢ni tenzor druhého radu

M;; = metricky tenzor druhého radu



Kapitola 1

Uvod

V soucasné dobé se intenzivné zkoumaji hranice a moznosti kvantové teorie. Motiva-
ce pochazi z ruznych oblasti fyziky. Jednou z téchto problematik je kvantovy popis
korelovanych stavi a jeji podmnoziny provazanych stava dvou a vice podsystému.
V klasické fyzice je otazka korelaci podsystému dostatecné dobte popsana, zatimco
tové fyzice maji vlastnosti, které lezi mimo oblast klasické fyziky, a proto je ¢asto
tézké jim intuitivné porozumét. Prikladem je slavny paradox Einsteina, Podolského
a Rosena (viz [12]). Puvodné byl autory povaZovan za dikaz netplnosti kvantové
mechaniky pro popis prirody. Pozdéji po formulovani a experimentalnim ovéfent
Bellovych nerovnosti (viz [13]) se ukazalo, Ze tento nelokalni charakter fyzikalnich
zakont a tedy i korelaci neni pouze dusledek kvantového popisu ale experimentalné
potvrzeny fakt.

Kromé studia téchto fundamentalnich vlastnosti kvantové fyziky roste v sou-
casné dobé zajem o aplikace kvantovych korelaci. Mezi nejvyznaméjsi a zaroven
experimentéalné ovérené patii kvantova kryptografie a teleportace (viz [14]) a dale
cela oblast tykajici se kvantovych pocitaci, kvantovych kodu. S rostoucim vyzna-
mem korelaci se potreba jeho kvantifikace a kvalifikace stava stale naléhavéjsi. V
treti kapitole se budeme vénovat popisu korelaci a provazani druhého a vyssiho
radu. V pripadé systému slozeného z dvou podsystému byli nékteré popisy jiz na-
vrzeny. V nasledujicich kapitolach provedu podrobnéjsi diskuzi vyhod a nevyhod,
které sebou tyto popisy prinaseji. U systému slozeného z vice nez dvou podsystému
(vicedasticovy systém) je nalezeni vhodnych nastroju pro studium korelaci vyssich
rfadu obtizné, a proto se budu v této praci soustiedit na kvantifikaci podmnoziny
korelovanych stavi - provazané stavy.

Pro studium sloZenych systému budu vyuzivat formalismu operatoru hustoty.
Pomérné jednoduchou cestou nam dovoluje rozsirit studium systému v ¢istém stavu
(stavy popsané paprskem z Hilbertova prostoru) o systémy v smiSeném stavu. Je-
ho vyhodou je snadny popis podsystému pomoci redukovanych operatorta hustoty.
Umoznuje nam definovat pojmy nezbytné pro studium ruznych typu korelace véetné
provazani a nasledné kvantifikovat korelované stavy. Vlastnosti operatoru hustoty,
casovy vyvoj, popis sloZzenych soustav a podsystému pomoci operatoru hustotu je



proveden v druhé kapitole. Na zéakladé vlastnosti operatoru hustoty definujeme v
druhé kapitole pojem entropie a provedeme rozbor jejich vlastnosti. V treti kapitole
se budeme vénovat popisu korelaci a provazani druhého a vyssiho radu. Jednotlivé
popisy aplikujeme na jednoduché fyzikalni situace a na dva typy optickych siti, které
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Kapitola

Operator hustoty

2.1 Definice operatoru hustoty a jeho vlastnosti

Existuji dva zavazné duvody, pro¢ je nutné zavést do popisu fyzikalnich situaci
operator hustoty. Prvni z nich je potreba popisu vsech fyzikalnich situaci. Chceme-
li studovat podsystémy soustavy, stava se operator hustoty, jak v dalSich ¢astech
této prace uvidime, elegantnim nastrojem pro popis soustav a jejich podsystému.
Druhym davodem je skutecnost, Zze predpovédi vysledki experimentt v kvantové
fyzice jsou pravdépodobnostniho charakteru. Vezméme napriklad svazek elektront
prolétavajicich Stern-Gerlachovym ptistrojem. 7Z pokusu vyplyva, ze nelze dopredu
predpovédét, kterym z kanalu vybrany elektron vylitne. Vime jen, ze pravdépodob-
nost obou vysledku je % Prilet elektronu Stern-Gerlachovym pristrojem je vlastné
méfeni, které prinuti dany elektron projit jednim z dvou kanalti (moznych hod-
not) pozorovatelné spinu. Do té doby, nez byl prinucen zménit svtj stav do jedné
z projekci spinu, vsak byl v tomto smyslu v smiseném stavu. MaZeme jen rici, Ze
pravdépodobnot, Ze pri méfeni spinu shledame projekci spinu do z-tové osy klad-
nou nebo zapornou je v obou piipadech 3 1 Takovy stav jiz nelze popsat paprskem
z Hilbertova prostoru. To nas vede k zavedem "zobecnéného” poplsu stavu pomoci
operatoru hustoty, ktery pro tento experiment ma tvar:p = 1E1 + Ez, kde E; a
Es j jsou projektory na jednodimenzionalni podprostory prirazené Vlastmm staviim
operatoru spinu.

Oznac¢ime-li w, pravdépodobnost, s kterou nalezneme danou soustavu ve sta-
vu 1, pritadime této soustavé analogicky jako v pripadé spinu operator hustoty

p=> w,E,, (2.1)

operator hustoty ve tvaru

( kde w; je pravdépodobnost, ze vybrany systém je ve stavu v; a E; je projektor na
paprsek urceny timto stavem ). Je tfeba si uvédomit, Ze smiSenym stavem nazyvame
pripad, kdy ve statistické smési jsou zastoupeny stavy s danou pravdépodobnosti a
tedy nejde o superpozici stavi.

Vyhody takto definovaného operatoru hustoty vysvétlim v kapitole 2.1.2, nyni
se budu vénovat matematickym vlastnostem operatoru (2.1).



2.1.1 Operator hustoty z pohledu funkcionalni analyzy

Operator uréeny vztahem (2.1) je omezeny a pro jeho normu plati

A

P

= 1. (2.2)

Rovnéz je ziejmé, Ze operator (2.1) je hermitovsky s pozitivnim ¢iselnym oborem.
Pi#imo z definice plati

2

n

ponllP =3 wh <Y w, =1 (2.3)

(kde v, je libovolna ortonormalni baze)

Odtud plyne, Ze operator (2.1) je Hilbert-Schmidtuv a tedy patii mezi kompaktni
operatory. Kompaktnost a uvedena omezenost nam zarucuje nasledujici vlastnosti
spektra:

e kazdy nenulovy bod spektra je vlastni hodnota

o kazda nenulova vlastni hodnota ma konecnou nasobnost
e spektrum ma nejvyse jeden hromadny bod A =0

e mnozina vlastnich hodnot je nejvyse spocetna.

e vlastni hodnoty spektra nalezi do intervalu < 0,1 >.

Poznamka: Popisuje-li operator hustoty ¢isty stav ma pouze vlastni hodnotu 0 a
1.

7 kompaktnosti a hermitovosti nam plyne jesté jiné zavazné tvrzeni: p ma cisté
bodové spektrum (Véta:Hilbert-Schmidt). Odtud je zfejmé, Ze operator (2.1) lze
vzdy diagonalizovat.

Vzhledem k tomu, Ze T'rp = 3~ w; = 1, Ize operator hustoty ztotoznit se statis-
tickym operatorem. Mnozina vSech operatort hustoty tvori konvexni podmnozinu
jadernych operatort.

Na zavér této casti uvedu dvé tvrzeni tykajici se vlastnosti operatoru hustoty
vzhledem k operaci stopa operatoru: Prvni z nich zni

Tr(p®) < (Trp)”, (2.4)

pfi¢emz rovnost nastava < Trp? = Trp & p* = p < p je projektor (kde p je
statisticky operator).

Tvrzeni plyne z faktu -, w? <3 w, , pficemz rovnost nastane < w; = 1 pro
prave jedno j.
Druhé tvrzeni tika, ze libovolné dva statistické operatory p; a ps spliuji nerovnost

0 < Tr{pip2} <1. (2.5)

Podrobné studium operatoru v kvantové fyzice je podan v knize (viz [10]).



2.1.2 Popis Cistych a smisenych stavt v kvantové fyzice

Pod pojmem smiseny stav chapeme soustavu obsahujici vice stejnych systémua v ruz-
ném stavu a pro popis smiseného stavu jsme zvolili operator hustoty (2.1). Z tohoto
pohledu lze ¢isty stav povazovat za limitni pfipad smiseného stavu-tedy soustavu
obsahujici systémy pouze v jediném stavu. Operator hustoty pro ¢isty stav ma tedy
tvar

Poure = Ey, (2.6)

kde E¢ je jednodimenzionalni projektor na paprsek charakterizujici ¢isty stav.
Uvazujme nyni soustavu obsahujici systémy ve stavech {1, }. Operator hustoty
pro tuto soustavu je

p=2_ walthn)(tnl. (2.7)

Zvolme nyni v Hilbertové prostoru ortonormalni bazi {¢,}. Z principu superpo-
zice plyne

W)n Za |¢m (2.8)
77Z)n| = Za ¢m| (29)

Tvar operatoru (2.1) lze tedy psat ve tvaru

p= 3 waal)al |6, ) (b (2.10)

nm: m

Pro maticové elementy tedy plati

Pig = <¢ plo;

) = anagn)agn)*. (2.11)
Pravdépodobnost, Ze soustavu popsanou stavem |¢,,) naleznu ve stavu |@,,), je |a™ |?
, a pravdépodobnost, Ze pfi méfeni naleznu soustavu popsanou operatorem (2.1) ve
stavu |@,), je

W= P = 3wy |al ] (2.12)

7 vyrazu (2.12) vidime, ze
P = 0 (2.13)

Vysledek lze zobecnit nasledujicim zpusobem:
Pravdépodobnost, Ze soustavu popsanou operatorem (2.7) naleznu ve vybraném
stavu [¢), je rovna

w(t) = (¢

plY), (2.14)

Kde [[h]] = 1.

Toto tvrzeni plyne z faktu, Ze

= > wa [ (Y| (2.15)



Odtud vidime, ze popis smiseného stavu, tak jak jsme jej zavedli v kapitole 2.1,
nam umoznuje jednoduchym zpusobem uré¢it pravdépodobnost nalezeni soustavy v
daném stavu. Obdobnou tlohu hraje operator hustoty pri vypoctu stredni hodnoty
libovolné pozorovatelné Q na soustavé popsané operatorem (2.7):

(Q) = Tr(pQ), (2.16)

(kde p je normovéanak 1, tedy Trp = 1. V opacném pripadé nabyva vyraz pro stfedni
T7(5Q)
Trp

<Q> = Z anag)a%)T<¢M|Q|¢m’> =
= Z Nt | Qo) = Tr(HQ). (2.17)

Vyrazy (2.14) a (2.16) jsou duleZitymi vysledky, nebot z nich plyne, Ze operator

hodnotu operatoru Q tvaru <Q> = .) Dtkaz tohoto tvrzeni plyne z nasledujici

rovnosti

hustoty obsahuje veskerou fyzikalni informaci obsazenou v soustavé. Tento fakt nam
umozni v pristich kapitolach definovat pomoci operatoru hustoty informacni obsah
soustavy.

2.2 Casovy vyvoj smiSeného stavu

2.2.1 Operator casového vyvoje

Casovy vyvo] kvantové mechanického stavu je urcen Schrodingerovou rovnici

4 Ol()

SO — () (218)

kde H je hamiltonian systému. Budeme predpokladat, Ze hamiltonian neni zavisly
na case. Za tohoto pfedpokladu je ¢asovy vyvoj stavu |¢(t)) urcen vztahem

() = e~ (0)), (2.19)

coz je formalni Teseni (2.18). Je-1i |¢£(0)) vlastnim stavem hamiltonianu, lze casovy
vyvoj stavu [1(0)) psat ve tvaru

(1)) = e MEEON g (0)), (2.20)

kde ﬁ|¢(0)> = E((0))[1(0)). Pro ptipad nezavislého hamiltonianu na case je tedy
feseni problému casového vyvoje snadné.
Zkoumejme nyni problém hamiltonianu, ktery je casové zavisly. Hledame reseni
Schrodingerovi rovnice
Ol _

= H(D)|p(t)). 2.21
O _ iy (221)
Ozna¢me nyni symbolem U(t) operator ¢asového vyvoje, pro ktery plati

(1)) = U(1)](0)). (2.22)



Vyuzitim vztaha (2.21) a (2.22) ziskame nasledujici vztah

" W)y = i (o)) (2.23)

Vzhledem k tomu, ze tento vztah plati pro libovolny vektor z Hilbertova prostoru,

muzeme Schrodingerovu rovnici modifikovat do tvaru

LOUM)y .
ih— == H(HU(t). (2.24)

Pocatecni podminka této diferencialni rovnice pro operatory : v case t= 0 je operator

casového vyvoje roven identickému zobrazeni. Zavedenim operatoru casového vyvo-
je jsme tedy prevedli lohu feseni Schrodingerovi rovnice pro vektory z Hilbertova
prostoru na ulohu feseni modifikované Schrodingerovi rovnice pro operatory na tom-
to Hilbertové prostoru. Stejnym zpusobem ziskame analogicky vztah pro operator
sdruzeny k operatoru casového vyvoje

. ) )
—ma(g(f) _ Dy (). (2.25)
Sec¢tenim vztaht (2.24) a (2.25) dostaneme
N

Operator (A](t)TU(t) je tedy nezavisly na ¢ase a z pocateéni podminky pro (A](t) plati
U)oy = 1. (2.27)

Operator casového vyvoje je tedy unitarni, coz matematicka znamena, ze zachovava
normu.

Poznamka: Je-li hamiltonian nezavisly na case, plati pro operator ¢asového vyvoje
vztah

U(t) = e~ C/mH (2.28)

a pro operator sdruzeny k operatoru casového vyvoje

U(t)t = elrmA? (2.29)

2.2.2 Liouvilleova rovnice

Uvazujme nyni soustavu popsanou operatorem hustoty (2.7). V Case t= 0 ma ope-

rator hustoty tvar
p(0) = > walt(0)a) (1(0)]. (2.30)

Stavy systému soustavy se vSak v case vyvijeji, a tedy 1 operator hustoty soustavy
se v Case vyviji:

pt) = D wal (D)) ()al = U(0)A0)T (1) (2.31)



Poznamka: Nezavisi-li hamiltonian na case nabyva vztah pro Casovy vyvoj opera-
toru hustoty tvar

)

Derivovanim operatoru (2.31) podle ¢asu dostaneme

A A

ihQ%%Z:ihagf)MOﬂNﬂT+ihU@h%® =

= H(MU0H0)0 () = U)p0)U (1) H(1).

Uvazime-li vztah (2.31) ziskdame rovnici

20 i o), (2.33)

Diferencialni rovnice (2.33) se nazyva Liouvilleova rovnice.
Vyrazy (2.16),(2.31) a (2.33) jsou zakladni teorémy teorie smisenych stavi.
Poznamka: Predpokladejme nyni nasledujici zavislost hamiltonianu

H(t) = Hy+ V (1), (2.34)

kde [|V(1)|| < ||Ho||. Casovy vivoj vlastnich stavit |9} hamiltonianu Hy je

t

- [ v
() = & Jr0 VO U= (/R E(i=10) |, 0}y, (2.35)

Vztah plyne z feSeni Schrédingerovi rovnice pro hamiltonian (2.34) s pocatecni pod-
minkou vlastniho stavu hamiltonianu [:]0.

Tvori-li tedy vlastni stavy hamiltonianu Hy bézi Hilbertova prostoru lze casovy
v¥voj libovolného stavu ¥ > vyjadfit ve tvaru

(1)) = 3, Colpin()) = 3, Cre do VO H = /m) Enti=t0) |, (0)) —

= 2 C(1)ue” PO 0), (2.36)

Odvodim vztah pro &asovou zavislost prvkit matice hustoty v bazi {|u®)}. Pro
prvky matice hamiltonianu (2.34) plati

(WD) = B8+ (O (0)]2), (237

Uzitim Liouvillova teorému a vztahu (2.37) dospéjeme k rovnici pro ¢asovou zavislost
¢lenu matice hustoty

ih = = (B — B p(t ) + (V@ ). (2:38)

10



2.3 Vazané systémy

2.3.1 Neseparabilnost vzajemné piisobicich kvantovych sy-
stémi

V 2.kapitole jsme shrnuli obecné vztahy pro urceni casového vyvoje operatoru husto-
ty systému. Problém, ktery budeme fesit v této kapitole se tyka vzajemné interakce
dvou a vice kvantovych soustav.

Zacnu analyzou nasledujici situace. Mame dvé nezavislé soustavy castic. Tyto
dvé soustavy slou¢ime tak, aby mohlo dochazet k vzajemné interakci téchto dvou
soustav. Nas bude zajimat popis této sloZené soustavy a jeji casovy vyvoj v danych
fyzikalnich podminkach. Oznac¢ime tyto dva podsystémy pismeny a a b .V danych
podsystémech oznacime ortogonalni baze: pro systém a |®;) a pro systém b |¢;).
Hilbertuv prostor spojené soustavy ziskame jako tenzorovy soucin Hilbertovych pro-
storti systému a a systému b. Je-li v tento moment systém a ve stavu |®,) a systém
b ve stavu |¢g) je vysledny stav spojené soustavy ve stavu |t;,) = |®4)|ds). Béhem
vzajemného pusobeni je Casovy vyvoj urcen operatorem casového vyvoje, ktery je
linearnim operatorem na tenzorovém soucinu prostoru a ma vsechny vlastnosti drive
uvazovaného operatoru Casového vyvoje. Protoze vsak pocatecni stav [1);,) se v Case
vyviji, pfejde v Case t do stavu popsany vektorem z Hilbertova prostoru spojené
soustavy

in) = [ (aB)out)- (2.39)

Je jasné z vlastnosti tenzorového soucinu, Ze vektor |tp(a3),u:) 1ze rozepsat v orto-

gonalni bazi |®;)|¢;)
|¢(a6)out> = Za(ljvaﬂ)|q)z>|¢]> (240)

ij
SloZenim dvou podsystémi ziskame systém, jehoz stavovym prostorem je tenzorovy
sou¢in Hilbertovych prostori (coZ je opét tenzorovy soudin) puvodnich systémau,
pricemz pro takto vybudovany stavovy prostor plati vechny zakony, které jsem az
dosud uvedl.

Koeficienty ve vyrazu (2.40) zavisi na obou podsystémech a je duleZité, Ze ne-
Ize obecné rozepsat libovolny stav spojené soustavy na tenzorovy soucin vektoru z
danych podprostort.

Mame-li vsak soustavu sloZenou ze dvou vzajemné neinteragujicich systémti,
nezavisi pravdépodobnost nalezeni podsystému @ ve stavu |®;) na podsystému ¢ a
pravdépodobnost nalezeni podsystému ¢ ve stavu |¢;) na podsystému ®. Koeficienty
ve vyrazu (2.40) lze pak vyjadiit ve tvaru souéinu a(ij, af3) = a(v, a)a(y, #) a vyraz
(2.40) lze vyjadiit ve tvaru tenzorového soucinu vektort z podsystému

[P(@B)ou) = (3 ali,a)|@:))(D_ alj, B)1¢;) = [9)|9). (2.41)

? J

Jestlize dva podsystémy spolu vzajemné interagovali, neni obecné mozné jejich stav
vyjadrit jako tenzorovy soucin vektoru z Hilbertova prostoru podsystému. Tento

11



princip se nékdy také nazyva principem neseparability. Ma zavazny dusledek
pro casovy vyvoj podsystému, ktery byl na pocatku v ¢istém stavu. Princip nese-
parability zpusobi ,Ze po vzajemné interakci s jinym podsystémem jej nalezneme
obecné ve smiseném stavu.

Pro neinteragujici podsystémy musi platit, ze stavy v obou podsystémech a a b
se vyvijeji nezavisle na vyvoji stava v druhém podsystému. Pro operator casového
vyvoje celé soustavy plati

U(t) = U,(t) @ Uy(1), (2.42)
kde U, (1 (1) a Ub( 1) jsou operatory ¢asového vyvoje na podsystémech a a b. V pripadé
neinteragujicich podsystémi je proto hamiltonian celého systému dan sumou dvou

komutujicich operatoru H = H R ]b + ] R Hb

2.3.2 Operator hustoty sloZené soustavy a podsystému

Vezméme nyni dva (nebo vice) vzajemné interagujici kvantové systémy. V mnoha
pripadech nastane situace, kdy nas zajima pouze jeden z nich. Obecné lze vlastné tici,
7e nikdy nas zkoumany systém neni dokonale izolovan, pouze vzajemnou interakci
s ostatnimi kvantovymi systémy nékdy zanedbavame.

Znéame-li poc¢atecni podminky dvou neprovazanych podsystému (napf. jejich po-
pis pomoci operatoru hustoty) zname i pocateéni podminku pro operator hustoty
soustavy slozené z téchto podsystému. Jeho ¢asovy vyvoj je urcen rovnicemi (2.31)
a (2.33). Nas ale zajiméa casovy vyvoj operatoru hustoty daného podsystému p(e, 1)
, kde 9 charakterizuje dany podsystém.

Sledujme nyni operator Q(;/}), pusobici pouze na proménné systému . Prvky
jeho matice se daji vyjadfit nasledujicim zpusobem

(W3th QU Witks) = (5, 1Q(¢)[1h5) 83 (2.43)
S pomoci vztahu (2.16) a (2.43) muZeme vypocitat stfedni hodnotu operatoru Q(¢)

Q. 1)) = Trp)Q() =
= > (W | (0| W b ) (Wit | Q) [ W00y, ) =

i
- S
Snadno nyni zjistime prvky matice hustoty p(v,1)

P, 1);5 = (W5 (0, 1)) = D (Wb,

7

AT )] (17| Q() |5.). (2.44)

pOIVi;), (2.45)
a muZzeme zapsat vyraz (2.44) ve tvaru

Q. 1)) = > (1),

73

A (1 Q() ;) =
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= Trp(¢, )Q(¥); (2.46)

v souladu s vyjadifenim (2.16). Celkovou informaci obsazenou v systému muzeme
ziskat pres sttedni hodnoty <Q(¢, t)). Z vyrazu (2.16) je vidét, ze libovolnou z téchto
strednich hodnot muZeme najit, je-li znama matice p(¢),t). V tomto smyslu obsahuje
matice p(t), 1) veskerou informaci o systému ).

Operéator p(1,t) je obvykle oznacovan jako redukovany operator hustoty.

Definujme nyni nasledujici prirazeni

TTq;/s(t) = Z<\I/Z

7

(L) (2.47)

Vyraz (2.45) muzeme prepsat do tvaru

(i |p(, )by = (hi \D_ (Wl )W) [abs) = (bj | T p(t) |1hy). (2.48)

7

7 jednoznac¢nosti potom plyne

p(,t) = Trep(t). (2.49)

V pripadech, kdy nelze casovy vyvo] kvantového systému uré¢it Schrédingerovou
nebo Liouvilleovou rovnici, aniz bychom museli pouZit néjaké tenzorové rozsiteni
puvodniho Hilbertova prostoru nazyvame takovy systém otevieny V opacném pii-
padé, kdyz k popisu stavu systému neni nutné pouzit rozsifeny Hilbertuv prostor,
nazyvame systém uzavireny. Casova evoluce otevieného systému, se radikalné lisf
od casového vyvoje uzavrenych systému. Ostatné to jsme mohli vidét jiz v pred-
chazejicich p¥ikladech. Cisty stav uzavieného systému se vidy operatorem ¢asového
vyvoje zobrazi opét v Cisty stav. Naproti tomu v otevienych systémech se Cisty stav
casovou evoluci rozrusi a soustavu pak obecné nalezneme v statistické smési.

Pro redukované operatory hustoty neplati Liouvilleova rovnice.

2.4 Entropie v kvantové teorii

7. predchazejicich kapitol vime, Ze operator hustoty popisujici dany stav, je nosite-
lem veskeré informace o soustavé. Zname-li operator hustoty obecné smiseného stavu
jsme schopni urcit stfedni hodnotu libovolného operatoru a pravdépodobnost nale-
zeni soustavy v daném stavu. Praveé diky této vlastnosti operatoru hustoty muzeme
na tuto tvahu navazat definici entropie, jako absolutni miru neusporadanosti sousta-
vy. Uvedu dvé nejznaméjsi (podrobnéji a v sirsim rozsahu se obecnymi vlastnostmi
entropie zabyva kniha (viz [15])) a provedu rozbor jejich vlastnosti.
Prvni z nich je von Neumannova entropie a je definovana vztahem

S = —kgTr{plnp}, (2.50)

kde kg je Boltzmanova konstanta a p je operator hustoty popisujici dany systém.
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Poznamka: Neni tézké ovérit, Ze pro 0 < x < 1 plati
—e P < zlnz <0. (2.51)

Vezméme nyni bazi [1;) v niZ je operator hustoty diagonalni. Pak plati

(jlplnpl;) =
— Gl BN S (w11 =
= w;lnw;. (2.52)
Odtud plyne pomoci vztahu (2.51)
0<S=-Tr{plnp} =—> w;lnw; < +oo, (2.53)

J

pricemz nule je entropie rovna pravé tehdy, jedna-li se o stav cisty.

Je-li soustava v c¢istém stavu, je mira neusporadanosti nulova a my mame o
soustavé maximalni mnozstvi informace. Jestlize soustava je ve smiseném stavu, je
entropie pozitivni a je mirou odchylky od ¢istého stavu. Mame-li izolovany systém,
entropie zustava v ¢ase konstantni, nebot operator hustoty se v case vyviji podle
vztahu (2.32).

Uvazujme nyni soustavu s dvéma podsystémy a a b. Jeji stav v daném case
je popsan operatorem hustoty a rovnéz stav jednotlivych podsystému je popsan
redukovanymi operatory hustoty. Operaci Tr pres dany podsystém vsak ztracime
informaci obsazenou ve vlastnostech vzniklych spojenim podsystému.

Entropie pro podsystém je definovana analogickym zptisobem jako ve vztahu
pro cely systém (2.50)

Sapy = —kBTro{ pa)npap)} (2.54)

Fakt, Ze pusobenim operatoru stopa pres dany podsystém ztracime informaci o
vlastnostech vzniklych spojenim podsystémai, se odrazi v platnosti znamého Araki-
Liebeho teorému (dokazany v roce 1970 ;[1])

|Sa — Sb| <S5 < S, + 8. (255)

Obecné entropie daného systému neni nezavisla na case. Neni vSak narozdil od
entropie definované v klasické fyzice monotoné rostouci funkei.

Druha definice, kterou nyni uvedu, vyuziva vztahu (2.4). V odborné literatu-
fe [11] je oznaCovana jako linearizovana entropie nebo mira distoty stavu
(purity) . Budu ji nadéle oznacovat symbolem S a plati pro ni

S = Tr(p— 7). (2.56)

kde p je operator hustoty zadané soustavy.
Poznamka: Vztah (2.56) lze upravit do tvaru

St =1 —Tr(p*). (2.57)
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Snadno nahlédneme, ze linearizovana entropie vlastné vznikla tak, Ze jsme v definici
von Neumannovi entropie vzali prvni dva ¢leny z Taylorova rozvoje. Linearizovana
a von Neumannova entropie jsou navzajem svazany nerovnosti

Stin < Sy (2.58)
Obor hodnot, které muze linearizovana entropie nabyvat, je tedy omezen relaci
0<sim<, (2.59)

pficem?Z minima nabyva pravé tehdy, kdyz p? = p. Tato situace nastava v piipadé,
ze operator hustoty p je jednodimenzionalni projektor a popisuje ¢isty stav. Jinymi
slovy, mira neurcitosti definovana linearizovanou entropii je stejné jako v pripadé
von Neumannovi entropie nulova pravé tehdy, kdyz je soustava v ¢istém stavu. Pro
linearizovanou entropii soustavy slozené z dvou podsystému a a b plati také relace

(2.55) o o
|S(llzn _ S£2n| S Slzn S Sézn 4 S£2n7 (260)

kde S' je lin. entropie celé soustavy a Sff(%) je lin. entropie podsystému a (b).
Dikaz: Uvazujme soustavu sloZzenou ze dvou podsystémi. Operator hustoty ma

pak tvar
p=> aiult)ali)s(kla(lls > o =1 (2.61)
gkl ijkl
Redukované operatory hustoty podsystému jsou

pa =D (D imrm)1)a (Kl > Qi = 1 (2.62)

ik tkm

pr =D (> amjm) )5 (s D gt = 1. (2.63)

gl m Jlm
Dokazme nejdiive S + Slin > Slin| Ze vztahti (2.56), (2.61), (2.62) a (2.63) je tato

nerovnost ekvivalentni nerovnosti

Z(Z Cimkm — (Z Qimpm ) )+ (2.64)

ik

+ Z;(Z gt — (D Qmjmt)?) = D (e — ). (2.65)

m ijkl

Vyuzitim vlastnosti koeficientt {a;jp } ji lze upravit na tvar

Z Qg jrkaly Xigjokaly — Z( Z OfimlkmloéikamQ)— (266)

11g1k1liiagakals ik mims
= 20D Cmjmat@mamat) + D adiy 2 0. (2.67)
gl mimz 15kl
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Podrobnéjsim porovnanim jednotlivych ¢asti vyrazu snadno nahlédneme, Ze tato
nerovnost je splnéna. Druha ¢ast tvrzeni S"" > |Shn — Sfin| se dokaze obdobné. Vy-
uzitim vztahu (2.56), (2.61), (2.62) a (2.63) a vlastnosti koeficientt {a;x } zjistime,
7e tato nerovnost je ekvivalentni nerovnosti

Z Qg 51kl Niggokals > (268)
(F171k111) (G2g2k212)

Z |Z Z amljmllam2jm2l_z Z aimlkmlaikam2| (269)

gl mim2 ik mima

Odtud vidime, Ze i tato ¢ast tvrzeni plati a celé tvrzeni (2.60) je timto dokazano.
Na zavér této casti uvedu dualezita tvrzeni pro soustavy popsané Hilbertovym

prostorem konecné dimenze.

Tvrzeni:

T1. Maximalni hodnota von Neumannovi entropie pro soustavu popsanou Hilber-
tovym prostorem dimenze N je S, = kgln N.

T2. Maximalni hodnota Linearizované entropie pro soustavu popsanou Hilberto-

vym prostorem dimenze N je S'" =1 — %

T3. V obou pripadech nabyva entropie maxima pravé tehdy, kdyz operator hustoty
soustavy lze napsat ve tvaru

1 .
o= —1. 2.70
P= (2.70)
Dikaz: Hledanim maxima dospéjeme k tloze feseni extrému na varieté Zé\f:l w; =
1, kde w; jsou vlastni hodnoty operatoru hustoty popisujici hledanou soustavu s
maximalni entropii. Zjistime, Zze v obou pripadech nastava maximum pravé tehdy,
kdyz w; = w; = ... = wy = 3, a tedy operéator hustoty m4 tvar (2.70).
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Kapitola 3

Korelace a provazani

Za hlavni zdroj neklasickych rysu kvantové mechaniky je povazovan princip super-
pozice. V pripadé slozenych soustav z vice podsystému je dusledkem principu super-
pozice existence dulezité t¥idy stavu, kterym fikame korelované. V klasické fyzice se
s timto pojmem setkavame u statistickych smési, ale v kvantové fyzice nabyva tento
pojem mnohem hlubsiho vyznamu. Pristupme nyni k definici dvou dulezitych trid
korelovanych stavi, které se nazyvaji separabilni a neprovazané.
Predpokladejme, Ze mame soustavu K slozenou z N vzajemné disjunktnich podsys-
témt {a;}¥,, kde 1 € N. Necht 2V je mnozina vsech moznych podsystému soustavy
a ©(n) mnozina viech neuspofddanych n-tic z mnoziny 2% takovych, Ze jejich sjed-
noceni tvori celou soustavu

V neusporadané n-tici nemohou byt zadné dva prvky stejné, pricemz nezalezi na
poradi prvkiu. Oznac¢me symbolem © mnozinu

O:=0(2)UB3)U...UB(N). (3.2)
Pro kazdy prvek A € © definujme funkci dim : @ — N

dim(A)=k & Aeco0(k). (3.3)

Definice: Kvantovy systém sloZeny z N podsystémi {a;}Y, je separabilni, jestlize
jeho operator hustoty muze byt zapsan ve tvaru

=Y Sl e o i) A S Y wis1, (64

1 A€O 1 A€O

kde p(4) je statisticky operator piisobici na Hilbertv prostor podsystému A; (ne
nutné redukovany operator hustoty operatoru p) a w# jsou pozitivni vdhové koefi-
cienty.
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Definice: Rikame, Ze stav soustavy slozeny z N podsystémii {ai}il\il je neprovaza-
ny nebo neobsahuje provazani N-tého radu, lze-li jeji operator hustoty p vyjadrit ve
tvaru

/3 = Z OéA/sA1 ® /3142 @...® pAAdim(A) A Z asq = 17 (35)

A€® A€®

kde p4, je redukovany operator hustoty operatoru p pusobici na Hilbertove prostoru
podsystému A; a «; jsou kladné koeficienty.
Poznamka: Je dileZité si uvédomit, ze vsechny uvedené pojmy vzdy tzce souvisi s
pocatecnim vybérem podsystému a k nému jsou také vztazeny. Mame-li N podsys-
tému mluvime o separabilité ¢i neprovazani N-tého radu.
V literatute jsou pojmem provazané stavy oznacovany stavy, které nejsou sepa-
rabilni. Operator hustoty provazaného stavu nelze vyjadfit ve tvaru (3.4). Z definic
plyne, ze neprovazané stavy jsou podmnozinou separabilnich stavu. Stav, ktery je
neprovazany, vsak nemusi byt nutné provazany. Provazani je velice silny pojem a
je velmi obtizné zjistit, zda-li je dany stav soustavy provazany. Z tohoto duvodu se
v této praci budeme soustiedit na studium neprovazanych stavi. Pojem provaza-
ni budu proto pouzivat vyhradné ve vztahu k neprovazanym stavam definovanych
vztahem (3.5).

V pripadé studia provazani druhého radu bylo jiz navrzeno nékolik popisu. Kaz-
dy z nich ma své vyhody a nevyhody. Nékteré z popist v nasledujicich kapitolach
uvedu a provedu jejich kratkou diskuzi. V pripadé provazani vyssich rada je situace
ho radu, ale zaroven na provazani nizsich radi moznych podsoustav. Klasickymi
priklady silné korelovanych stavu jsou Bellovské stavy

! big(]00 11 3.6

) = ~sbial[00) + 1) (36)

které jsou pouzivany v kvantové teleportaci, nebo GHZ stav (tzv. Greenberger-
Horne-Zeilinger stav) definovany vztahem

1
V2

Bellovské a GHZ stavy nemaji zadné jednoc¢asticové vlastnosti. Tim mame na mysli,
7e jejich jednocasticové redukované operatory hustoty jsou v maximalné smiseném
stavu

|GHZ) = —(]000) + [111)). (3.7)

1.
5, = —1. 3.8
pa= 3 (3.8)

Takovéto Cisté stavy povazujeme za nejsilnéji provazané.

Aby jsme mohli néjak kvantitativné postihnout silu provazani daného stavu,
musime definovat miru provazani, ktera nam bude indikovat, zda-li je dany systém
neprovazany.

Sjednotme nyni predstavy o obecnych vlastnostech, které by mira provazani méla
mit. Mé&jme soustavu slozenou z N podsystémti {a;}~ . Mira provazani N-tého tadu
by méla splnovat nasledujici podminky:
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(V1) Obor hodnot je pozitivni a nabyva 0 pro stavy, které neobsahuji provazani
N-tého fadu (neprovéazané stavy).

(V2) Mira by méla nabyvat maxima pro soustavy v ¢istém stavu, jejichZ oba pod-
systémy jsou popsany redukovanymi operatory ve tvaru:
A 1.
Pa(b) = N—]ai; (3.9)

aq

kde N,, je dimenze Hilbertova prostoru popisujici podsystém a;.

(V3) Mira provazani by méla byt invariantni vzhledem k lokalnim unitarnim trans-
formacim, ¢imZ minime unitarni transformace pusobicich na Hilbertovych pro-
storech popisujicich jednotlivé podsystémy soustavy. Formalné jsou tedy ve
tvaru

U=01) el o...0UN), (3.10)

kde U(#) jsou unitarni transformace jednotlivych Hilbertovych prostoru pod-
systému.

Poznamka 1: Vlastnost (V1) vyjadiuje nutnou podminku, aby dany stav byl ne-
provazany. Nékteré uvadéné miry splnuji dokonce silnéjsi variantu vlastnosti (V1),
jsou rovny nule pravé tehdy, je-li dany stav provazany.
Poznamka 2: Druhé podminka se vztahuje na pripad, kdy dimenze Hilbertova pro-
storu popisujiciho soustavu je konecna. Touto podminkou pozadujeme aby mira pro-
vazani nabyvala maximalni hodnoty pro ¢isté stavy bez jednocasticovych vlastnosti
(stav, kdy redukované operatory hustoty podsoustav popisuji maximaéalné
smiseny stav ).
Poznamka 3: Treti podminkou pozadujeme, aby mira provazani byla nezavisla na
volbé unitarné ekvivalentnich Hilbertovych prostoru jednotlivych podsystémiu sou-
stavy. Mira by méla byt invariantni vaéi lokalnim zménam baze, které zachovavaji
normu.

Podivejme se nyni podrobnéji na provazani druhého tadu. V dalsi casti tedy
budeme studovat provazani dvou podsystému (dvouéasticové systémy).

3.1 Provazani druhého radu

Dale, neuvedu-li jinak, budu pod pojmem provazani miti na mysli provazani dvou
podsystémi neboli provazani druhého radu. Uvazujme tedy soustavu slozenou ze
dvou podsystémt a a b. Necht p je operator hustoty popisujici soustavu a p, a
Py jsou redukované operatory hustoty podsystému. Shrime tedy jesté jednou pro
pripad dvou podsystému definici neprovazanych stavi a pozadované vlastnosti miry
provazani. Lze-1i napsat operator hustoty p ve tvaru

p=Pa @ pv, (3.11)

fikame, Ze tyto dva podsystémy nejsou provazané.
Mira provazani by méla splhiovat vlastnosti:
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U1. Obor hodnot je pozitivni a nabyva 0 pro kazdy neprovazany stav.

U2. Mira by méla nabyvat maxima pro soustavy v ¢istém stavu, jejichz oba pod-
systémy jsou popsany redukovanymi operatory ve tvaru:

. 1
Pa(b) — N ®

Lw; (3.12)

kde N, je dimenze Hilbertova prostoru popisujici podsystém a(b ).

U3. Mira provazani by méla byt invariantni vzhledem k lokalnim unitarnim trans-
formacim, ¢imZ minime unitarni transformace pusobicich na Hilbertovych pro-
storech popisujicich jednotlivé podsystémy soustavy. Formalné jsou tedy ve
tvaru

U=01)00(2), (3.13)

A

kde U(#) jsou unitarni transformace jednotlivych Hilbertovych prostoru pod-
systému a a b .

Nyni se budu vénovat konkrétnim popisum provazani druhéhé radu.

3.1.1 Index korelace indukovany kvantovou entropii

Pod indexem korelace mam na mysli absolutni miru charakterizujici vzajemnou in-
terakci dvou podsystému dané soustavy. Opét mame soustavu s dvéma podsystémy
a a b. V minulé kapitole jsem ukazal dvé rizné definice kvantové entropie. Vzhle-
dem k jejich spolecnym vlastnostem budou néasledujici ivahy pro linearizovanou a
von Neumannovu entropii totozné. Entropie vyjadiuje miru neurcitosti obsazenou
v daném systému. Odtud mizeme definovat informac¢ni obsah dané soustavy nasle-
dujicim zptsobem

Q= 85m" 8, (3.14)

kde S™ je maximalni mozna entropie, kterou dany systém miize nabyt - stav
soustavy s maximalni mirou neusporadanosti a S okamzita entropie soustavy. Nyni
jiz mame vytvorené prostiedky, aby jsme mohli definovat index korelace jako miru
informace obsaZenou ve vlastnostech vzniklych spojenim obou podsystému

lo=0Q = (Qu+ Qb); (3.15)

kde Q je informacni obsah celé soustavy a (),(3) informacni obsah podsystémti. Vztah
(3.15) lze prepsat do exaktnéjsiho tvaru. Uvazime-li, ze S = Srar 4 grer
muzeme vztah pro index korelace upravit do tvaru

I.=5,+5 -5 (3.16)

S timto vztahem budeme nadale pracovat.
Ovéfme nyni zda-li, tato mira provazani splituje poZzadované vlastnosti [U1-U3].

Dukaz:

20



(U1) Vlastnost je zarucena platnosti Araki-Libeho teorému (2.54) a obdobné relace
dokazané pro linearizovanou entropii (2.60). Dokonce plati, Ze index korelace
je roven 0 pravé tehdy, je-li stav neprovazany.

(U2) Z tvrzeni [T1-T3] plyne, Ze entropie S, a S, nabyva v nami predpokladaném
pripadé maxima. Vzhledem k ¢istému stavu celé soustavy je entropie S rovna
0. Odtud je jiz zfejmé, ze index korelace definovany vztahem (3.16) spliiuje i
vlastnost U2.

(U3) M&jme dva Hilbertovy prostory H a H' popisujici stejnou soustavu svdzané
unitarni transformaci ve tvaru (3.13). Pro pfislusné vektory a operatory z
Hilbertovych prostorit H a H' tedy plati

W)=l ,  §=.ob)pllel) (3.17)
a pro redukované operatory
pu=Uupull a = UpppU]. (3.18)
7 vlastnosti stopy operatoru vidime, Ze

Tr{(pV"y = Tr{UpUTUp.. . UpUTY = Tr{(p)"} neWN, (3.19)

n krat

kde jsem vyuzil vlastnosti unitarnich operatortt UUT = [ a invariantnosti stopy
vuci cyklické zaméné operatoru v argumentu stopy. Rozepiseme-li definici von
Neumanovi entropie, zjistime, Ze

) ) X o] (_1)n—l—1 . R
S=—kTr{plnp} = —kTr{p Z_: T(P — )"} =
0 (_1)n—l—1 n - £/ on
= Tr [ D)) (3.20)

Linearizovanou entropii jsme definovali nasledovné
Siin = Tr(p — p*). (3.21)

Pfejdeme-li nyni k soustavé popsané Hilbertovym prostorem H', ziistanou hod-
noty von Neumannovi a linearizované entropie soustavy i podsoustav vzhledem
k platnosti vztahu (3.17),(3.18),(3.20) a (3.21) nezménény, a tedy index kore-
lace vlastni i tfeti pozadovanou vlastnost.
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3.1.2 Mira provazani indukovana Peres-Horodeckiho kri-
tériem

NeZ budeme pokracovat, pfipomenu znovu pojem separabilniho stavu soustavy s

dvéma podsystémy.

Definice: Kvantovy systém sloZeny ze dvou podsystému a a b je separabilni, jestliZe

jeho operator hustoty muze byt zapsan ve tvaru

p=Swapy @ py A S ws =1, (3.22)
A A

kde [)Ef) a [)E:) jsou operatory hustoty pro tyto dva podsystémy ( ne nutné reduko-
vané operatory operatoru p ) a wy jsou pozitivni vahové koeficienty.

Je ztejmé, Ze kazdy neprovazany stav dvoukomponentového systému je seperabilni.
Zajima nas, zda-li existuje néjaky zpusob, jak zjistit, je-li dany systém separabilni.
K tomuto acelu mame k dispozici nékolik kritérii. Znamé jsou Bellova nerovnost (viz
[13]), kterou separabilni systém vzdy spliiuje, nebo a-entropy kritérium a pro nas v
tuto chvili nejdulezitéjsi Peres - Horodeckiho kritérium (viz [16]). Je jednodu-
chym algebraickym testem, ktery je nutnou podminkou pro existenci dekompozice ve
tvaru (3.22). Tuto podminku separability nejlépe odvodime explicitnim vyjadienim
maticovych elementi. Vztah (3.22) ma v maticovych elementech tvar

~a ~(b
Pt = 3 0a (P ) (P4 ,0) (3.23)
A

Latinské indexy jsou vztazeny k prvnimu podsystému a fecké k druhému. Definujme
nyni novou matici,

Ompunl = Pnu,mb- (324)

Latinské indexy jsme transponovali, ale fecké zustaly nezménény. To samozrejmé
neni unitarni transformace, nicméné o matice je Hermitovska. Plati-li tedy pro ope-
rator hustoty rovnost (3.22), muZeme zapsat operator & do tvaru

o= walp)" @4 (3.25)
A

Vzhledem ke skutecnosti, ze transponovana matice (pff))T = pff))* je pozitivné semi-
definitni matice s jednotkovou stopou, je operator ¢ opét operatorem hustoty. Odtud
plyne, Ze zadna vlastni hodnota operatoru & nemuze byt zaporna. Nazveme-li ope-
raci (3.24) parcialni transpozici, muZzeme formulovat Peres - Horodeckiho kritérium
nasledovné:
Tvrzeni: Nutnou podminkou, aby systém byl separabilni, je nezapornost vlastnich
hodnot matice ziskané parcialni transpozice.
Poznamka: Pro soustavu, jejiz podsystémy jsou popsany Hilbertovymi prostory
dimenze dvé, plati dokonce opacné tvrzeni. Jsou-li vSechny vlastni hodnoty matice
ziskané parcialni transpozici operatoru hustoty nezaporné, je stav soustavy separa-

bilni.
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Pristupme nyni k definici miry provazani zalozené na pravé dokazaném kritériu.
Vime, ze mame-li separabilni systém, jsou vsechny vlastni hodnoty parcialni trans-
pozice nezaporné. Nabizi se tedy moznost navrhnout miru provazani vhodnou volbou
vztahu zaloZeném na pravé ziskaném faktu o vlastnich hodnotéach parcialni transpo-
zice operatoru hustoty. V literature se uvadi mira definovana nasledujicim zpusobem

EN(p) = |m1n{07 Afa7Aga7A§a7"'}|7 (326)

kde AT* jsou vlastni hodnoty parcialni transpozice operatoru hustoty. V literatute
se nékdy oznacuje vyse uvedend mira jako negativni. Dale budeme pouZivat toto
oznaceni.

Na nékolika prikladech srovnam tuto miru s indexem korelace. Jiz na prikladu op-
tické sité se ukazuje, Ze tato mira neni citliva k pripadu, kdy v optické siti roste
pocet vstupnich fotont v signalu, nebot misto ocekavaného narustu naopak velikost
provazani podle této miry klesa. Vysvétleni je jednoduché, nebot mira definova-
na vztahem (3.26) nikterak neobrazi vsechny zaporné vlastni hodnoty, ale pouze
nejmensi z nich. Ma-li mira reflektovat vyse zminénou skutec¢nost, musi mira zoh-
lednovat vsechny zaporné vlastni hodnoty parcialni transpozice. Definujme nyni dvé
miry provazani.

Prvni z nich budu dale nazyvat souc¢tova a predepisu ji vztahem

Es(p)=>_1A A Ale<o. (3.27)

K3

Druhou nazvu logaritmicka a definuju ji vztahem

Er(p)= =2 I\l (A=) A A <0 (3.28)

K3

Vénujme se nyni pravé definovanym miram provazani z pohledu vlastnosti (U1) -
(U3).

Vlastnost (U1) splnéna je, nebot vSechny tii miry jsme definovali na zakladé Peres
- Horodeckiho kritéria, ktery je nutnou podminku pro to, aby dana soustava byla v
separabilnim stavu. Jingymi slovy neprovazany stav (3.11) spliuje podminku sepa-
rabilnosti, a tedy vlastni hodnoty parcialni transpozice jeho operatoru hustoty jsou
vsechny nezaporné a obé miry provazani nabyvaji pro neprovazany stav nulovou
hodnotu. Opacné tvrzeni vsak neplati. Je-li hodnota miry provazani nulova, jsou
vsechny vlastni ¢isla parcialni transpozice nezaporna, ale odtud neplyne, Ze dany
stav je separabilni, nebot Peres - Horodeckiho kritérium je pouze nutnou podmin-
kou.

Poznamka: V pfipadé, Ze soustava je slozena z podsystému popsanych Hilbertovy-
mi prostory s dimenzi dva, plati, Ze jsou-li tyto miry pro dany stav nulové, je tento
stav separabilni.

Na otazku, zda-li miry spliuji vlastnost (U2), neumim odpovédét. 7 prikladi fese-
nych v kapitole (3.1.3) plyne, Ze logaritmicka mira tuto vlastnost nespliuje. Ostatni
miry v resenych priklad tuto skute¢nost nepotvrdily.
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Vlastnost (U3) splnéna je. Mame dva Hilbertovy prostory H a H popisujici stejnou
soustavu svazané unitarni transformaci ve tvaru (3.13). Maticové prvky pp,.ne lze
zapsat nasledovné

Pmune = <m7 :u|/3|n7 0> (329)

Pro maticové elementy unitarni transformace ve tvaru (3.13) plati

(U(1) @ U2 = (my pl(U(1) @ U(2))In, 0) = {m|U(1)n)(u]U(2)|6) =

= (U(1))mn(U(2)) 0 (3.30)
Odtud vidime, ze
(A )miuns = {(AA (1) ®AU(2))/3(U(1)T ® UA(Q) Vbmisno =
(({(1) ® (?))mu,ne(ﬁ)m,m(ff(lﬁ ® ({(Q)T)m,ne =
(T i U(2)) g (iU (1)) (O(2)] - (3.31)

S pouzitim pravé ziskanych vztahu muzeme vyjadrit maticové elementy opera-
A ! 4 . . 7 Vé . Vé Ve /\/
toru ¢, ktery vznikne parcialni transpozici operatoru hustoty p .

(6 Vet = (A nssms = (00 (0(2))a()ianip (T (D)) (T (2)} 4
()2 )T (O )
(UMW) (U2 (pianis (U ))in(U(2)1) 56 (3.32)
Operétor &' je svézany s operatorem & unitarn{ transformaci U’ = U(I)T ® (A](Z)
6 = {(U)" 20BN @ [O@)1). (3.33)

Unitarni transformace ponechavaji spektra operatoru beze zmény, a proto i obé
miry ( souctova i logaritmicka ) jsou invariantni vuéi transformaci (3.22). Tim jsme
dokazali vlastnost (U3).

Podivejme se nyni na nékteré zajimavé fyzikalni systémy a zkoumejme rozsah vyuziti
jednotlivych mér provazani pro tyto konkrétni situace.

3.1.3 Srovnani mér provazani na konkrétnich prikladech
Smeés ¢istych a smisenych korelovanych stavi

Prvni pripad, kterym se budu zabyvat je smés korelovanych stavi v ¢istém a smi-
seném stavu popsanych operatorem hustoty ve tvaru

p = af|00) + [11)}{(00] 4+ (11|} + (% — a){|01)(01] + [10)(10]}. (3.34)

Resime tedy piipad, kdy dimenze podsystémi je N, = N, = 2. Podivejme se nejdiive
na index korelace.
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Index Korelace:
Redukované operatory hustoty jsou

R 1
pe = S A1a(1le +10).(01.) (3.35)
¢ 1
pv = Ao (Ll +10)s (0]} (3.36)
Spektra vlastnich hodnot obou redukovanych operatort jsou totozna,
. 11
o(puy) = {53 (3.37)
Snadno nahlédneme, ze
Sy + 5, =21In2. (3.38)

Operator hustoty p ma nasledujici maticové vyjadrent

a 0 0 o
p= 8%50‘%3@8 (3.39)
a 0 0 o
Spektrum operatoru hustoty p je mnozina
{— —a,5 — a,20,0}. (3.40)

Jednoduchou diskuzi moznych pripadi, které mohou nastat, zjistime ze vztahu pro

index korelace (3.16)

21n2—|—2(%—oz)ln(%—oz)—l—Zozanoz 0<oz<%
I.=<1In2 a=0 (3.41)
2In2 oz:%.

Miry indukované Peres-Horodeckiho kritériem:
Musime nejdiive uréit vlastni hodnoty parcialni transpozice operatoru hustoty (3.34).
Maticovy zapis parcialni transpozice p'* snadno uréime ze vztahu (3.39)

a 0 0 0
pTa = géga%fag (3.42)
0 0 0
Spektrum parcialni transpozice operatoru p je tedy
(p") = {a.a, 5 — 20, —} (3.43)
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7 podminek obsazenych v definici stavu (3.34) na koeficient o vidime, Ze jedinou
zapornou vlastni hodnotou parcialni transpozice je

1 1 1
o~ (ple) = {5 — a} pro <« < 7" (3.44)
Negativni mira se shoduje se souctovou a ma hodnotu
0 0<a<!
me=ps={p,_, 1505 (3.49
200 — 5 1 < a< 5
Logaritmicka mira Ey, je rovna
_Jo 0<a<i
B~ {0y —sarmizat) §2ash (346)

Zobrazme nyni ziskané vysledky do jednoho grafu

Graf mér provazéni

index korelace

1k negativni (souctova) mira

logaritmické mira

sila provazéni

051

v

0 005 01 015 02 025 03 03 04 045 05
parametr alfa

Obr. 3.1: Graf indexu korelace, negativni, souctové a logaritmické miry

7. obrazku vidime hned nékolik zavaznych poznatkt. Prvnim z nich je skutec-
nost, ze logaritmicka mira nenabyva maxima pro a = %, nybrz nabyva maxima
v bodé V(a = 0.43). Nespliuje tedy vlastnost (U2). Dalsim (nutno tici ocekava-
nym) poznatkem je niZsi citlivost vSech ti1 mér indukovanych Peres - Horodeckiho
kritériem viéi stavam popsanych operatorem (3.34) pro parametr 0 < o < i. Oce-
kavany pravé proto, ze Peres - Horodeckiho kritérium je nutna a zaroven postacujici
podminka pro to, aby dany systém byl separabilni. Z rozboru zobrazenych prubéhu
mér muZzeme Tici, ze stavy s parametrem « z intervalu (0, i] jsou separabilni, ale
nejsou neprovazané.
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Dva korelované spiny

V této casti ukazi vypocet mér pro dobte znamy priklad korelace dvou spinti popsané
¢istym stavem

() = a'*[1)a]0)s + (1 — )t 2e™]0)a|1)s; (3.47)

kde stavy |1) a |0) 1ze chapat jako vlastni stavy operatoru z-ové komponenty spinu
a0 < a < 1. Opét fesime soustavu, jejiz podsystémy jsou popsany Hilbertovym
prostorem, jehoZ dimenze je dva.

Index korelace:

Operatory hustoty podsytému nalezneme ve tvaru

pa = a|l)a(lla + (1 — @)]0)a (04 (3.48)
a
po = a|0)5(0]p + (1 — @) [1)s(1]s. (3.49)
Vzhledem k tomu, Ze entropie celé soustavy je nula, staci vypocitat entropie pod-
systémiu
. =" . Sm
Suty = =Tr{pan (30— (ayy = D" }. (3.50)

Vzhledem k tomu, ze
Tr{papy(papy — 1)" = ala = 1)" + (1 = a)(=1)"a" }, (3.51)

ma index korelace tohoto systému velikost

IL=-2[} (=) (a(a —1)"+ (1 —a)(=1)"a™)]. (3.52)

n

n

Upravou vyrazu (3.52) s pouzitim vlastnosti rozvoje logaritmu dostaneme index
korelace ve tvaru

I.= 2[alna+ (1 —a)ln(l —a)]. (3.53)

Index korelace je maximalni, kdyz o = % Pro tuto hodnotu nabyva index korelace
velikosti

17 = 21n 2. (3.54)

Miry indukované Peres - Horodeckiho kritériem:
Operator hustoty systému popsaného vektorem (3.47) ma tvar

p = 1) = a[10)(10] + (1 — )|01)(01] +
exp (—iw)|10)(01] +
exp (1w)|01)(10]. (3.55)

27



Maticovy zapis vyse uvedeného operatoru hustoty je

0 0 0 0
p= ! 1 “ 1o a(l —a)re™ 0 (3.56)
0 az(l —a)ze 1 —« 0
0 0 0 0
A parcialni transpozice operatoru hustoty p ma tvar
0 0 0 oz%(l —oz)%e_i‘”
Ta _ 0 a 0 0
ro= 0 0l—a 0 ‘ (3.57)
oz%(l—oz)%ei‘” 0 0 0

7. charakteristického polynomu spoc¢itame vlastni hodnoty parcidlni transpozice a
zjistime, Ze jeji spektrum je mnozZina

o(pl) = {oz,l — a, \/a(l —a),—\/a(l —oz)}. (3.58)

Odtud snadno urcime, které vlastni hodnoty ze spektra jsou zaporné. Vzhledem k

parametru «, ktery je vymezen podminkou 0 < o < 1, je to pouze vlastni ¢islo

o (p") ={ = a(l —a)}. (3.59)

Opét jednoduchym rozborem moznych pripadi, které mohou nastat, zjistime z de-
fini¢nich vztaht pro miry, Ze

Exy = Es =+/a(l —a), (3.60)
EL:{O1 a=0,1 (3.61)
—va(l—a)ln(a(l —a)) 0<a<l
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Ziskané vysledky zobrazme do jednoho grafu

25 T T T T T T

index korelace

logaritrmickd mira

negativni (souctovd) mira

mira provazani

parametr alfa

Obr. 3.2: Graf indexu korelace, negativni, souctové a logaritmické miry

Opét vidime, Ze logaritmickd mira nesplituje vlastnost (U2), nebof nenabyva
maxima pro o = % Ostatni miry na této parametrické mnoZiné stavu (3.47) vlast-
nost (U2) spliuji.

Opticka sit s M vstupy

Obecna sit je systém mnoha interagujicich prvki. Potfeba porozumét chovani svétla
v kvantovych sitich méa dva kofeny. Prvnim je pouziti siti pro velmi presny informacni
prenos nebo méreni, pri kterém je nutné kvantovou neurcitost snizit na minimum.
Druhym je moznost testovat nékteré predpovédi kvantové mechaniky na optickych
siti. Sit lze zadat napf. jejim systémovym hamiltonianem nebo tzv. transformacni
funkei, ktera urcuje relaci mezi vstupem a vystupem. Z pohledu transformacni funkce
1ze sité rozdélit na linearni (kombinace cocek, zrcadel, déli¢ paprski) a nelinearni
(Kerrové medium, fazové konjugace, zesilovace). V piipadé linearni transformace méa
relace mezi vstupem a vystupem nasledujici tvar

b= La, (3.62)

kde @ je anihilacni operator popisujici vstup, b je anihilac¢ni operator popisujici
vystup a L je linearni transformace mezi vstupnim a vystupnim anihila¢nim opera-
torem.

Sité také rozdélujeme na pasivni, které neméni pocet castic v soustavé, a aktivni,
které naopak tento pocet méni.
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Fyzikalni stavy, které jsme fesili v predchazejicich prikladech, byli jednoduché
a maéli ﬂustrovat Vlastnosti jednotlivych mér provézéni Pro realizaci a studium

tonidnem

= Zwla a; + — Z G Ja a; aTa], (3.63)

1,5=1

kde w;,Gi; € R, G;; = G; a G;; = 0 pro vsechna 1, € M. UvaZovana sit patii
mezi nelinearni pasivni sité s M vstupy (M> 2).

Predpokladejme nyni, Ze do této sité s M mody vstupuje svételny stav |tg) sloZeny
z M modu, pricemz i-ty je v kanonickém koherentnim stavu s amplitudou «;

o) = |ar) @ ... @ |aar), (3.64)
kde o
la;) = exp (— |0422| ) Z_: OZ.! In:). (3.65)

Casovy vyvoj (1)) stavu [1hg) v siti s Casové nezavislym hamiltonianem (3.63)
ma tvar

60)) = Do) = exp i0fee) = (3 i) (366)

n=0

Odtud tedy

6(0) = explsllon 4t o] Y 5 S w4 L S G

N1 e, pr=0 n=0 ! =1 7,j=1
oty 1
\/linj\iml,...., nar) = exp [—§(|oz1|2—|—....—|—|on|2)]>|<
= aft.ayy
* Z exp ZMW‘F Z Glini n])@t]ﬁ|n1,....,nM> (3.67)
MY yeeneyi s =0 ij=1 AT nar.

Pavodné M nezavislych koherentnich stavi se navzajem provazali. Celou sou-
stavu nelze vyjadrit jako tenzorovy soucin nezavislych stavi. Pro feSeni korelaci
musime prejit k operatorovému popisu stavi. Operator hustoty odpovidajici stavu
|tp(1)) méa tvar

pe(t) = [0) ()] = exp[—(laa* + ... + [an[*)] =

M

= i i exp[[Zw (n; —m;)+ = Z G j(nany — mym;)]it]*

N1y ar=0 mq,..,mpr=0 =1 7,j=1
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M *ml * M pf
ozl Lapraltagy,

\/n1 nM!ml’ mM

|1y ey ag) (M1 ooy Mg (3.68)

Nasim tkolem je aplikovat definované miry provazani na dva vybrané mody u a v
popsané redukovanym operatorem hustoty p.,

pun(t) = exp [=(laa|* + ... + Jan [*)]«

f: Z exp {[wu(n1 — m1) + wy(ny — mo)]it} exp {Guy(niny — myms)it bx

ni,np=0 mi,m2

* TN KT

OéOéOéOé

ey H exp {la; " exp {[Guj(n1 — 1) + G j(n2 — ma)lit}}
nl’ng’ml’mg j=1

7] #’qu

|n1,n2><m1,m2|. (369)
Vidime, Ze jde o komplikovany operator hustoty. Nebudu uvadét cely postup, jak
analyticky vyftesit index korelace, nebot je velmi pracny a zdlouhavy. Spoc¢iva v
nalezeni redukovanych operatoru p, a p, prislusnych k vybranym modim u a v.

Nasledné spocteme jednotlivé entropie vystupujici ve vztahu pro index korelace a
vyjadiime index korelace

I = ii f: (=) (J) exp [=(I+ D(lenl* + ... + [anm[*)] a2

nll...nH_l!

+exp { Z o Zexp wj(Mhpr = ng)it] 4 exp (G, j(nn — nig )it]] 3+

J=1,5#u

M l
oo oxp {3 oy P[Y exp [Goness — milif] + exp [Gosns — misn)it]}
j=1,5#4v k=1

nll...ngH_Q!

—I—izjz i (_1,) _ (]) exp [—(I+ )(Jay | + ... + |aM|2)]f((n1,---,n21+2)*

*exp{ Z EHE [Z exp (G j(Noks1 — Nok—1)tt] exp [Gy ; (nagye — nog)tt]+

7=1,73u,v

+ exp [G,j(nogs1 — nog—1)it] exp [Gyj(n2kt2 — ngk)it]}, (3.70)
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kde
I((nlv s n21+2) — |au|2(n1+n3+...+n2l+1) |av|2(n2+n4+...+n2l+2)‘ (371)

Poznamka: Pro dvoumodovy vstup lze vysledek znaéné zjednodusit, nebot S, = 0,
protoZe operator p,,(t) popisuje ¢isty stav.

]C:iz f: —.1 (jl) exp[—(l—l—l)(|oz1|’—|—|oz2| )]*

]
§=11=0 11 ,...npg=0 J Ny Mg

l
*{|041|2(n1+"'+m+1) exp {|az*[Y_ exp [Gra(nper — ni)it] + exp [Gra(ng — nug i)+
k=1

l
F lag 201080 e aq P13 exp (G (i — me)it] + exp G — )i}
k=1
(3.72)

Numerické vy¢isleni tohoto vztahu je vzhledem k jeho sloZitosti v soucasné dobé
nemozné. Povsimnéme si vSak dvou dusledku, které z analytického feseni plynou:
(I) Stupen korelace je zavisly pouze na velikosti amplitudy. Faze amplitudy nema
na provazani vliv.

(IT) Index korelace vykazuje v case periodické chovani. Délka periody zavisi na
parametrech G ;. Snadno se presvédcime, ze kdyz dosadime G, ; = 0, nedojde k
zadnému provazani.

Poznamka: V piipadé, Zze misto koherentnich stavi posleme na vstup fokovské
stavy, nedojde mezi mody k Zadnému provazani.

Pro ostatni miry indukované Peres - Horodeckiho kritériem nelze nalézt analy-
tické feseni. Muzeme vsak resit stupen korelace dvou moda numericky. Vzhledem k
vlastnostem kanonickych koherentnich stavu rozlozime jednotlivé vstupni mody na
dveé casti

|ai) = Zexp ——Iaz )¢—|nz>)=

> 1, o
exp ( o] exp (—=|a; | ) —=|n; 3.73
Z | 5 |>)(ZN:+1 (2||)\/n_ﬂ| )) (3.73)
[b§) [5°%%)

0e5t) je dostatecné mald a dale budeme popisovat vstupni

Staci tedy vytesit provazanost dvou vybranych modu

tak, Ze norma vektoru [¢
-ty mod «; vektorem [¢5%").
u,v popsanych redukovanym operatorem

Pun(t) = exp [=(laa|* + ... + Jan [*)]«
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* Z Z exp {[wu(n1 — m1) + wy(ny — mo)]it} exp {Guy(niny — myms)it bx

ni,np=0 mi,m2

sk T1 ] a*mg

nq no M
fefefe Sv o TT exp {Jagffexp {[Gui(nn — ma) + Gj(ng — ma)lit})

*
\/ n1!n2!m1!m2! §=1,j7uw

|n17n2><m17m2|7 (374)

kde N je dostatecné velké. To znamena, Ze stopa operatoru hustoty

po = lubg }5 | (3.75)

je v fadu, ktery potiebujeme, dostatecné blizka jednicce.

Nyni fesime provazanost stavu popsaného konecné dimenzionalnim operatorem. Hle-
déame tedy vlastni hodnoty operatoru (3.74) a vlastni hodnoty jeho parcialni trans-
pozice. Na obrazku (3.3) vidime srovnani indexu korelace s mirami indukovanymi
Peres - Horodeckiho kritériem pro dvoumodovy vstup s parametrem G5 = 1.

logaritricka mira

souttova mira

index korelace
10+
negativni mira

mira provazani

o
T

0 5 10 15 20 25 30

celkovj pocet foton v obou modech

Obr. 3.3: Srovnani indexu korelace, negativni, souctové a logaritmicke miry v zd-
vislosti na poctu fotoni (v obou modech je stejny pocet fotoni).

Vsechny miry kromé negativni maji typove stejny prubéh. S rostoucim poctem
excitaci vstupujicich do vzajemné interakce roste i mira provazani. Jedinou vyjimkou
je negativni mira. Je to zpusobeno tim, Ze zohledihuje pouze nejmensi negativni
vlastni hodnotu parcialni transpozice. Tento fakt jsme samoziejmé nepostiehli u
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prikladii, kde méla parcialni transpozice pouze jednu vlastni hodnotu. Negativni
mira je tedy urc¢itym numerickym testem, zda-li je dany stav separabilni. Ale nemuze
byt v slozitéjsich pripadech numerickym testem pro urceni sily korelace.

Podivejme se nyni na graty jednotlivych mér pro dvoumodovy vstup v zavislosti na

amplitudé a7 a as.

Obr. 3.4: Graf indexu korelace v zdvislostt na poctu fotonu v pronim a druhém
modu, Gi1o =1 at=1.

o
@

o o o
oW =

o

o= =

Hadnota nagativni miry En

pocet fotoni v 2. modu

poet fotonfi v 1. modu

Obr. 3.5: Graf negativnt miry v zavislosti na poctu fotonu v pronim a druhém modu,
G12 =lat=1.

Ziskané vysledky v grafech potvrzuji nase poznatky. Vsechny miry jsou symet-
rické vzhledem k amplitudam oy a as. Kromé negativni miry vykazuji testy sily
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Hodnota souttové miry Es

pocet foton v 2. modu 0
pocet fotond v 2. modu

pocet fotontiv 1. modu

poet fotond v 1. modu

Obr. 3.6: Graf souctové miry v zavis- Obr. 3.7: Graf logaritmické miry v za-
losti na poctu fotonu v pronim a druhém  wvislosti na poctu fotoniu v pronim a dru-
modu, Gi1o =1 at=1. hém modu, Gio =1 at =1.

korelace podobnou zavislost sily provazani na poctu fotonu vstupujicich do vzajem-
né interakce. Jinymi slovy definuji stejné usporadani na mnoziné vystupnich stavi
ze sité. 7 numerickych vypocta déle plyne, Ze sila provazani neni zavisla na fazi
amplitud. To koresponduje s nasimi teoretickymi poznatky, nebot operator hustoty
(3.74) rovnéz neni zavisly na fazi amplitud.

3.2 Provazani vyssich radua

Hledani popisu korelaci, ¢i silnéjstho pojmu provazani, vice¢asticovych systémi je
velmi obtizné. Studium by se mélo sousttedit nejen na silu korelace, ale zajimaji nas
rovnéz mozné korelace podsystému. Vzhledem k obtiznosti celého problému zuzim
svuj zajem na studium silnéjstho pojmu provazani. Cilem tohoto zajmu je najit
kritérium (numericky test), zda-li je dany stav provéazany, jakého fadu provazani
obsahuje a muze-li byt tento numericky test vhodnou mirou pro uréeni sily provazani.
Zajimavy a pomérné uspésny popis byl navrzen J. Schlienzem a G. Mahlerem [9].
Jeho nevyhodou je, Ze je navrzen pouze pro systémy konec¢né dimenze. Nicméné,
jak pozdéji uvidime, je pro nas motivujicim prikladem, ktery tzce souvisi s nasim
navrhovanym popisem. Navic je zalozen na dekompozici daného stavu bez nutnosti
pouziti diagonalizac¢nich a maximalizacnich procedur.

3.2.1 Schlienz - Mahlertv popis provazani

Hned v tvodu znovu zduraznuji, ze tento popis se tyka pouze kvantovych systému
s Hilbertovym prostorem H konecné dimenze N. Libovolny Hermitovsky operator
L na tomto prostoru lze vyjadrit jako linearni kombinaci jednotkového operatoru a
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generatora SU(N) algebry
A N2-1

L=20+2 3 A .
N —I_QJZ:; J7070 (376)

kde koeficient A je uréen normaliza¢ni podminkou A = Tr(f/), {5\}5\;21_1 jsou genera-
tory SU(N) algebry a tedy splnuji relaci

Tr{\} =0, (3.77)

Koeficienty {); };le_l lze vyjadfit ve tvaru
A = Tr{\L}. (3.79)

Pro pripad N = 2 mohou byt generatory reprezentovany Pauliho maticemi. Nada-
le budu pracovat s generatory definovanymi nasledujicim zptsobem. Oznacme Pjj
projekéni operator

Py = [5) (k] (3.80)

kde |n) jsou ortonormalni vlastni stavy Hermitovského operatoru L na H. To sa-
moziejmé jde, nebot Hermitovsky operator je normalni a protoZze jsme na linearnim
prostoru konecné dimenze je i Hilbert - Schmidtuv. Z teorie linearnich operatoru
plyne, Ze je to operator s ¢isté bodovym spektrem. Zkonstruujme N? — 1 operétorti

{A}

{5\]‘}?7:21_1 = {ﬁlg,ﬁlg, ...,@12,&13, ...,11)1,12)2, ...,11)]\7_1} (] == 1, ...,]\/v2 - 1), (381)

kde
A~ 2 > 5 5 5
w; = — Z(Z—I_l)(Pll—|—P22‘|‘---+Pll_lpl+1,l+17 (382)
ijr = P+ Py, (3.83)
f)jk = Z(ij - Pk]) (384)

prol <I<N-lal<j<k<N.
Operator hustoty lze zapsat ve tvaru

1 R 1N2—1 .
p=—=1+=> A (3.85)
N 2 = J7Y

Vektor A = {);} je (N? — 1) - dimenzionalni vektor oznac¢ovany jako vektor kohe-
rence nebo také zobecnény Blochiv vektor. Vzhledem k hermitovosti operatoru
p je vektor koherence realny. Dilezité je zminit transformacni vlastnosti vektoru ko-
herence vzhledem k unitarn{ transformaci {/

p—p =UpUt, (3.86)
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Dekompozici p’ do tvaru (3.85) s koeficienty )\; a vyuzitim invariantnosti operatory
stopy vzhledem k cyklické zaméné operatoru v argumentu ziskame transformacni
vztah pro slozky )\; transformovaného vektoru koherence

No=Tr{\p'} = Tr{UTA;Up}. (3.87)

Operator UTS\jU lze vzhledem k jeho hermitovosti rovnéz zapsat pomoci generatort
SU(N) algebry

NP 1 Aia Aa N

UT)\]‘U == §TT{UT)\]U)\])\]} = TZ']‘)\]‘. (388)
Koeficienty T;; 1ze chépat jako prvky redlné matice rozméru (N? — 1) x (N? —

1). Odtud dosazenim vztahu (3.88) do vyrazu (3.87) ziskame koneény vztah pro
transformaci vektoru koherence

X — A =T\ (3.89)

T je orthonormalni matice a plati pro ni relace

N2-1 N2_-1
Y Tyl =8k, Y Tjilki = 8. (3.90)
=1 =1

Aplikujeme-li na operator hustoty dvé unitarni transformace Uy a Ug, bude mit
vysledna transformacni matice T' tvar

T (01 03) = Tij (U1) T (1), (3.91)

Matice T tedy popisuje (N? — 1) - dimenzionélni reprezentaci grupy SU(N).

Dva podsystémy

Méame soustavu slozenou ze dvou podsystému a a b popsané stavovym Hilbertovym
prostorem H, a H; s dimenzi N, a N,. Bazi SU(N,N,) algebry ziskame tenzorovym
sou¢inem generatorua SU(N,) a SU(N;). V duchu této myslenky muZeme operator
hustoty p soustavy slozené ze dvou komponent psat ve tvaru

1, 1 Negt oo
h = 1, A(b 1 AD) (1, @ A
P= W, 2%2 ®b>+2Na; (6)(La @ Ai)
N2—1 NZ-1
+1 Z Z Kij(a,b)(A @ A)). (3.92)
=1 j=1
Faktor opét normalizuje stopu operatoru hustoty na jednicku. Vektory

N N
koherence A(a) a

A(b) , pro néz plati
Ml(a)=Trip(h @ 1)) (3.93)
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\i(b) = Tr{p(1. @ M)}, (3.94)
urcuji vlastnosti jednotlivych podsystému, nebot pro redukované operatory hustoty
plati

1. | Vi )
/A)a = Trb{[)} = —1a + = Z )\Z(a))\Z (395)
N, 2 =
1 1 NZ-1 X
ﬁb = Tra{[)} = Flb + 5 Z )\Z(b))\Z (396)
b =1
V tenzoru druhého tadu K;;(a,b)
Kij(a,b) = Tr{p(h © )} (3.97)

je obsazena informace o korelaci dvou podsystému a a b. Tenzor K;;(a,b) se nazyva
korela¢ni. Oznac¢me rozdil

Mij(a, b) = [X’Z’]‘(a, b) — )\Z(a))\](b) (398)

jako prvky tenzoru M(a,b). 7 definice tenzoru M (a,b) (3.98) vidime, ze jeho slozky
jsou nulové pro libovolnou neprovazanou systavu dvou podsystému. Proto nazyvame
tenzor M(a,b) tenzorem provazani. Stav libovolné dvoukomponentové soustavy
je jednoznac¢né urcen tenzorem provazani M(a,b) a Blochovy vektory A(a) a A(b).
Uvazujme nyni unitarni transformaci ve tvaru U(a) ® U(b), kde U(a), resp. U(b),
je unitarni tranformace na H,, resp. H;. Stejné jako v pripadé vektoru koherence

zjistime transformacni vlastnosti koeficientu
Ai(a(b)) — Tir(a(b))Ae(a(D)), (3.99)
Kij — Tip(a)Tjn(0) Kin, (3.100)
kde T'(a(b)) je pfifazena transformacni matice dle (3.88) k U(a(b)). Ze vztahu (3.100)
a definice tenzoru M (3.98) plyne, Ze transformace tenzoru provazani je stejna jako
tenzoru K (a,b),
Definujme nyni na zakladé znalosti tenzoru provazani miru provazani. Oznac¢me
N jako min(N,, Nj) a definujme miru provazani nasledovné

N2

=———Tr{M"M 3.102
6 4:(N2 _ 1) r{ }7 ( )

kde 4(NN722_1) je normalizac¢ni faktor, aby
0<p <. (3.103)

Vyuzijeme-li defini¢niho vztahu pro tenzor provazani (3.98), muzeme miru provazani
(3 prepsat do tvaru

N2 Ng—l Nb2_1 . 5
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Soustava se tfemi a vice podsystémy

Stejnym zpusobem, kterym jsme definovali generatory SU(NV) algebry soustavy s
dvéma podsystémy, muZzeme definovat generatory SU(N) soustavy s tfemi a vice
komponentami. Podivejme se na pripad soustavy sloZené ze tii podsystému, které
budeme pro snazsi zapis oznacovat ¢isly 1,2 a 3. Libovolny operator hustoty je zcela
popsan tremi zobecnénymi Blochovymi vektory A(m), m = 1,2,3, tfemi dvousysté-
movymi korelaénimi tenzory K;j(m,n), 1 < m < n < 3 a jednim tiisystémovym
tenzorem K,j;(1,2,3) tretiho fadu definovanym vztahem

Kijn(1,2,3) = Tr{p(Mi(1) @ A;(2) @ Ae(3))}. (3.105)

Odpovidajici tenzor provazani tretitho radu dostaneme odectenim vsech soucint ten-
zoru provazani nizsiho fadu a zobecnénych Blochovych vektoru od korela¢niho ten-
zoru tretiho radu:

Mij(m, n) = [X’Z’]‘(m, n) — )\Z(m))\](n), (3106)

Ak(g)Mij(l,Q) — )\i( ))\]‘( ))\k(3). (3.107)

7 jakého divodu oznacujeme tento tenzor jako tenzor provazani tretiho radu? Du-
vodem je skute¢nost, ze pro libovolny neprovazany stav jsou prvky tohoto tenzoru
nulové. Dukaz provedu az v kapitole 3.96, nebot je zalozen na definici miry provazani
soustavy s tremi podsystémy.

Podivejme se na nasledujici situaci. Predpokladejme, Ze mame soustavu v ¢istém
stavu a tenzor provazani tfettho fadu neni nulovy (vzhledem k tomu, ze mluvime o
celé soustavé, znamena to, Ze soustava obsahuje provazani tfettho fadu). Zajima nas,
mohou-li byt vsechny tfi tenzory provazani a vektory koherence nulovy. Uvazujme
specialni pripad, kdy dimenze vsech tfi podsystému je N. V takovém pripadé ma
operator hustoty tvar
1 - . . .
= Z Mk (1,2, 3)0:(1) @ A;(2) @ Ak(3). (3.108)

1,5,k=1

e Lioisi

OO

Rozdélme nyni sousatvu na dva podsystémy a spocitejme jejich prislusné redukované
operatory hustoty, napt. p12 a ps. Protoze stopa pres generatory SU(N) algebry je
nulova, jsou oba redukované operatory hustoty v maximalné smiseném stavu. Jejich
von Neumannova entropie je tedy In N? a In V. Cely operator ale reprezentuje éisty
stav, a proto entropie celého systému je nulova. 7Z Araki - Liebeho teorému plyne,
7e entropie obou podsystému musi byt stejna. To je spor. Odpovéd je tedy zaporna.
Jak cely postup zobecnit na popis provazani soustavy s n podsystémy? Stejnym
zpusobem jako v pripadé ti1 podsystému nalezneme generatory SU(N) algebry a
obecné vyjadiime operator hustoty. Podobné jako v pripadé t¥i podsystému (3.109)
vyjadiime postupné tenzory provazani od druhého fadu az po tenzor provazani n-
tého radu.
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3.2.2 Mira provazani

V minulé casti jsme ukézali, ze hlavni myslenkou Schlienz - Mahlerova popisu je
vypocteni tenzoru provazani odectenim vsech soucinovych kombinaci tenzoru pro-
vazani nizsich fadu od korela¢niho tenzoru, napt. pro soustavu s tfemi podsystémy
je tenzor provazani tretiho radu definovan nasledovné

Mij(1,2,3) = Kijp(1,2.3) — M(1D)M;r(2,3) — A (2) Min(1,3) —
Ar(3)Mi(1,2) — (DA (2)Ak(3). (3.109)

Odectenim vsech korelaci nizsitho radu ziskame tenzor, ktery indikuje provazani nej-
vyssiho fadu. Formulujme vyse zminénou ideu v pojmech vzdalenost operatoru hus-
toty p popisujici nas zkoumany stav od objektu pgppros, ktery reprezentuje korelace
nizsiho radu. Vzdalenost mezi dvéma Hermitovskymi operatory definujeme jako

D(p, pappro) = \J(L(p = pappros)?) (3.110)

a odtud

D(ﬁvﬁappmx) = \/Tr{[)Q} —I_ Tr{/sgpprox - QTT{[)/;GPPTOI’}‘ (3111)

Pro pfipad, Ze oba objekty (operator hustoty a operator reprezentujici nizsi kore-
lace) jsou operatory hustoty ¢istého stavu, redukuje se vztah pro vzdalenost téchto
objektu na

D(p, papproz) = /2 = 2{t[$appron) 2, (3.112)

kde je p = |¥) (Y] @ appror = |Yapproz) (Vapproz|- Obor hodnot vzdalenosti D je z inter-

valu [0,2]. Muzeme jej snadno preskalovat, vynasobime-li vzdalenost faktorem %

Maximum nabyva v pfipadé, kdyZ Tr{ppapproz } = 0, coZ znamena, ze aproximujeme
operator hustoty jeho ortogonalnim doplnkem.

Dva podsystémy

Pro pripad soustavy s dvéma podsystémy 1 a 2 definujeme pgppr0p nasledovné

/A)approx = TTQ{/A)} & TT{/A)} = /31 @ /32- (3113)

Mira provazani druhého radu je potom vyjadrena jako

Dy(p) = J(Tr{(p— p1 @ p2)?). (3.114)

7. definice trivialné plyne, Ze mira je nulova pravé tehdy, kdyz soustava je neprova-
zana.
Predpokladejme transformaci Hilbertova prostoru celé soustavy ve tvaru

A

U=0U(1)oU(2). (3.115)
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Pro operator hustoty a redukované operatory hustoty jeho podsystému plati
p— it = U0y — pi = UWAUD), o — iy = U(2)50(2)". (3.116)

Dosazenim (3.116) do (3.114) dostaneme

Dy — D3 = [T {(010) & D)) © D)) - (WRT0 & G0N

- wr{m @ 02)(p— 1 © p)(0(1) © ﬁ(z))f}2 = D). (3.117)

Mira je tedy invariantni vuéi transformaci (3.115) a spliuje vlastnost U(3).
Uvazujeme soustavu sloZzenou z dvou podsystému konecné dimenze Ny a Ny. Vime,
Ze operator hustoty lze vyjadiit ve tvaru (3.92) a redukované operatory jsou po-
psany rovnicemi (3.96). Dosadime-li tyto vztahy do miry provazani druhého fadu,
dostaneme

N2-1NZ-1

D, = { Kiy(1,2) = M(1)A,(2 )](x@}j)}z. (3.118)

21]1

S vyuzitim vztaht pro generatory SU(N) alegeber (3.77) a (3.78) dostaneme pro
miru provazani vztah

N2Z2-1NZ-1

DQZ% Z Z [K:;(1,2) — M (1)A;(2))2 (3.119)

=1 j=1

Zjistili jsme, Ze miry provazani definované vztahy (3.114) a (3.102) jsou pro piipad
systému popsanych Hilbertovymi prostory koneéné dimenze svazany vztahem

N2

b= D2N2 1

(3.120)

Mira (3.102) je vzhledem k vySe zminénému faktu invariantni vzhledem k transfor-
maci (3.115).

Podivejme se na vlastnost U(3). Jakékoliv dikazy tykajici se tlohy, pro jaké stavy
nabyvéa mira maxima, jsou velmi obtizné, nebot se jiz odvijeji od primé struktory
koeficientu, kterymi je operator hustoty urcéen. Podafilo se mi ukazat, Ze na mnoziné
¢istych stavt, dosahuje mira Dy a proto i mira (3.102) maxima pro stavy s nulovym
vektorem koherence.

Dikaz:

Soustava je v ¢istém stavu. Oznacme jej naptiklad |¢). Jeji operator hustoty je
p = 1) (2|. Libovolny ¢isty stav [¢) lze pfepsat Schmidtovou dekompozici do tvaru

=2 _a;[i(1) @1i(2)), (3.121)
=1 lid)
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kde N = min(Ny, Nz). Koeficienty «; lze zvolit realné. Stavovy vektor |it) = |¢(1)) @
|i(2)) je tenzorovy soudin stavovych vektort jednotlivych podsystému. Pro stavové
vektory |i(1)) a |i(2)) plati relace ortogonality

EA) = by (12)]5(2)) = &ij. (3.122)

Snadno nahlédneme, Ze matice redukovaného operatoru hustoty soustavy v ¢istém
stavu zapsaného v Schmidtové dekompozici musi byt diagonalni. Se znalosti této
skutecnosti a zptsobu, jak jsme konstruovali generatory SU(N) algebry, zjistime, Ze
vztah (3.92) maZzeme prepsat do tvaru

R .
—|—§ Z OéiOé]‘(uZ’]‘ X Uiy — Ugy X vij), (3123)

1,y=14<yg

kde SN o? = 1. Z tohoto vztahu miiZeme snadno vydist koeficienty vektorti kohe-
rence a korela¢niho tenzoru. Dosazenim koeficientiu do vztahu pro miru provazani
(3.119) dostaneme

N
D2 =2 Z oz?oz?—l—

6,j=1,1<j
1 N1—1 N2—1 N ) () N () () 2
APIpY Z;a?wz(l)(”w; ()= 3 alajul’(up’(2)] . (3124
= =1 = 1,]=

Jak jsem jiz poznamenal, redukované operatory jsou v tomto pripadé diagonalni.
Jediné nenulové koeficienty v rozkladu do generatora SU(N) algebry stoji u (N; —1)
generatoru w; prvniho podsystému a (Ny — 1) generatoru «; druhého podsystému.
7 definice (3.81) generatoru w; vime, Ze jejich vlastni hodnoty jsou

(n) — 2 1<n<lI
2
(I+1) —1
w™(m)=0, I+1<n<N,, (3.125)

kde m je prislusny index podsystému. Pro diagonalni redukované operatory hustoty
p1 a py plati
P |1} = pin|10) - (3.126)
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Aplikujeme-li tyto rovnosti na projekéni operatory P dostaneme nasledujici su-
ma¢ni pravidlo pro vlastni hodnoty w"(m):

Np—1 ) ) 2
Z wy(m)wi(m) = 26;; — — (3.127)
=1 Nm
Upravme nyni dle pravé ziskaného pravidla vyraz pro miru (3.124)
N N
Di=1-2> o} 4+ ) alal. (3.128)
i=1 ij=1

Resime extrém miry ve tvaru (3.128) na varieté zadané rovnici 3%, o? = 1. Uloha
je ekvivalentni problému nalézt extremalni hodnotu Lagrangeova multiplikatoru

N N N
Aw,ar,...;an) =1=2> a7+ Y afal —w(d_al —1). (3.129)
=1 7,7=1 =1
7 podminky pro extrém JyA(w, aq,...,ay) = 0 dostaneme rovnici
N
— 2ay, (6@% — 4o Z oz? + w) = 0. (3.130)
7=1

Odtud vidime, Ze nastavaji dvé moznosti

—2Mw £ \/(—2Mw)? — 6w
6 2

kde M je pocet nenulovych koeficientii ;. Z podminky SM. a? = 1 zjistime, Ze

(3.131)

Oék:() vV Oéz:

hodnota nenulovych koeficientt ay je
1
ap = ——. 3.132
NI (3.132)

Vztah pro miru (3.128) muZeme upravit do tvaru
1
2
D3 je vzhledem k parametru M na intervalu (0, +00) rostouci funkei, a proto nabyva
maximalni hodnotu pro ap = \/Lﬁ

Cisty stav soustavy dvou podsystémi popsanymi Hilbertovymi prostory koneéné
dimenze Ny a Ny, pro ktery mira (3.92) nabyva maxima, ma tvar

1 N
[9) = —= > _ [:(1))[:(2)), (3.134)
v
pricemnz hodnota miry pro tento stav je

max 1
Dyt =41 5. (3.135)

kde N = min(Ny, N3). Tim je tvrzeni dokazano.
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Provazani soustavy s tfemi a vice podsystémy

V pripadé soustavy s tfemi podsystémy oznacenymi ¢isly 1.2 a 3 hledame pyppron ve
tvaru

Pappros(Q1, (2, (3, (g) = 1 P12 @ P34 Az P13 @ P2+ 3Pz @ p1 +upy @ p2 @ ps. (3.136)

Pro parametry {a;}%, necht plati 3%, a; = 1. Tato podminka nam zarucuje,
Z€ Pappror PINE reprodukuje jednocasticové podsystémy soustavy

TTij{/A)appmw} = TTZ']‘{/A)}, 1 < 7 <j < 3. (3137)

Zajimavou otazkou je, 1ze-li zvolit parametery {a;}*, tak, aby pappror plné reprodu-
kovala nejen vSechny jednocasticové podsystémy ale zaroven i dvoucasticové podsys-
témy. Odpovéd je kladna. Existuje pravé jeden vybér parametri «; takovy, ze pappror
plné reprodukuje viechny jednocasticové a dvoucasticové podsystémy pro libovolny
stav soustavy

{O‘};’l:l = {171717_2} (3138)

a operator Puppror Ma tvar
Papproa(L. 1,1, =2) = p1o @ ps + p1s @ pa + pa3 @ p1 — 2p1 @ p2 @ ps. (3.139)
Snadno ovérime, ze pro libovolné vybrany dvoucasticovy podsystém plati
Tri{ papprocy = Tri{p} (3.140)

Plné tedy urcuje méreni na libovolné vybraném podsystému, nebot stredni hodnota
pozorovatelné A na daném stavu je urcena vztahem

< A >=Tr{pA}. (3.141)

V tomto duchu je proto dobrou aproximaci operatoru hustoty p. Operator (3.139)
neni obecné operatorem hustoty. Redukované operatory jsou vsak operatory hustoty
shodné s redukovanymi operatory operatoru hustoty p.

Druhy zptsob, jak definovat pgppron, je motivovan myslenkou, aby pgppron byl statis-
tickym operatorem. To lze obecné zarucit jen tak, Ze koeficienty «; budou z intervalu
[0, 1]. Tato podminka je postacujici, nikoliv vSak nutnéa. Necht Ds(ay, ag, as, ay) je
vzdalenost operatoru hustoty p od operatoru poppros(0, g, s, o)

2
D3(Oé1, Qg, A3, Oé4) = \/Tr{ﬁ — fsapprox(ala Qg, (3, 064)} . (3142)

. 7 v 14 Ié Vé 7 v 7 t 3 l 1
Definujme nyni oba dva typy mér provazani. Prvni oznac¢ime D57 a druhou D"
a definujeme je vztahy

' 2
Dgartzcle = D3(17 17 17 _2) = \/TT{/A) - /A)appTox(lv 17 17 _2)} ’ (3143)
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min .
DI = min {Dg(Oél, a2, (3, (q)

Papproz (1, 2, g, ) > 0}- (3.144)
Pro soustavu, jejiz stav je popsan operatorem hustoty ve tvaru

pA = pAappTOl’(a17a27a37a4)7 (3145)

nabyvaji obé miry hodnotu 0. Mira DJ*" uréuje nutnou a zarovei postacujici pod-
minkou pro to, aby dany stav byl neprovédzany, nebot mira D" = 0 pravé tehdy,
kdyZ stav je neprovazany. Mira D7" je numericky test, zda-li je dany stav nepro-
vazany. Naproti tomu mira Dg‘”“de urc¢uje pouze nutnou podminkou pro to, aby
dany stav byl neprovazany. Numericky test se vsak v tomto piipadé sestava pouze z
vy&isleni miry D5 a neni nutné fesit extremalni dlohu. To je v p¥ipadech, kdy
je stav slozity, velmi vyhodné.
Obé miry spliji vlastnost (V1), pficemz mira D" spliuje i jeji silnéjsi variantu.
Stejnym zpusobem jako v pfipadé miry provazani pro soustavu s dvéma podsysté-
my ovérime, ze tyto miry jsou invariantni vzhledem k transformaci (3.10). Obé miry
tedy splnuji i vlastnost (V3).

Podivejme se nyni na tvar obou mér v piipadé, Ze podsystémy soustavy jsou
popsany Hilbertovymi prostory konecné dimenze Ny, Ny a N3. Libovolny operator
hustoty ma v rozkladu do generatora SU(N) algebry tvar

. 1 c
=Nt 2N2N3 Z; M (Ai®1®1)+”'

1 N2-1N2Z-1 X X )
+— > > I(Z»j(l,Q)(Ai@)\j@l) +...

INs o= o
N2-1N2-1N2-1

+ Z Z Z Kij(1,2,3) ()\ ® A ®)\k) (3.146)

=1 j=1 =

7 vyse uvedeného tvaru operatoru hustoty pomoci vztaht pro generatory SU(N)
algebry (3.77) a (3.78) spocitame redukované operatory hustoty a dosadime je do
vztahu p — pappros

1 N2-1N2-1 X R
ﬁ_ﬁapprox: (1 _051) Z Z MZ](172)<)\2®)\]®1) —|—
4N3 =1 7=1

N2—1 NZ-1N2-1

+ Z Z Z l[s”k 1,2,3) — ay My (1,2) A (3) — g M (1,3)1;(2) —

=1 j7=1 k=1

—asM(2,3)M (1) — )\i(l))\j(Q))\k(S)] ()\ @A ® &k). (3.147)

Kde jsme v souladu s nasi konvenci oznacili
M;j(m,n) = Kij(m,n) — Ai(m)Ai(n). (3.148)
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Dosadme vyraz (3.147) do vztahu pro Ds(aq, az, as, aq) a upravme jej pomoci vztaht

pro generatory SU(N) algebry (3.77) a (3.78)

1 N2Z2-1NZ-1
2 2 2
D3(Oé17062706370é4) = 1(1 —Oél Z M 1 2
=1 j=1
N2 1NZ-1N2-1

+ Z Z Z l[s”k 1,2,3) — ay My (1,2) A (3) — g M (1,3)1;(2) —

—OégMjk(Q,g))\l(l) — )\2(1))\](2))%(3)]27 (3149)

Mira DZ“" je v piipadé soustavy s podsystémy popsanymi Hilbertovymi prostory
koneéné dimenze uréend minimalni hodnotou vyrazu (3.149) vzhledem k paramet-
rum «; takovym, Ze pappror ma kladny ¢iselny obor. Naproti tomu miru DBl feme

schopni vyjadfit primo

N2-1NZ-1N2-1

Y Yy [[x”k (1,2,3) — My (1,2)M(3) —

=1 j7=1 k=1

particle

1

w(13)A(2) — Myn(2,3)M(1) — )\i(l))\j(Q))\k(3)]2}2. (3.150)

Pomoci vztahu (3.109) muZeme tento vztah upravit na tvar

' Z-1NZ-1N2-1 2
il = { 3 Z Z 2.(1,2,3 } (3.151)

=1 j=1 k=1

kde M;;x(1,2,3) jsou elementy tenzoru provazani tretiho fadu.
Nyni jsme jiz schopni dokézat, Ze tenzor provazani tretiho radu je pro neprovazané

’ , , . , ;7 s pypartical
stavy nulovy. Pro neprovazané stavy je mira provazani D

rovna nule. S pomo-
ci vztahu (3.151) odtud plyne, Ze viechny elementy tenzoru provazani tretiho fadu
musi byt nulové.

Zda-li obé miry spliuji vlastnost (U2) neumim odpovédét. Obé miry jsou vSak
shodné na mnoziné stavii s nulovymi vektory koherence. V fesenych prikladech pa-
rametrickych mnozin stavi se nepotvrdilo, Ze by tato vlastnost splnéna nebyla.
Tato otazka zustava nadale oteviena. Na zavér této casti uvedu tvar vzdalenosti
Ds(an, ag, a3, a4), ktery je uziteény pro zjednoduseni vypocétu pri feseni konkrét-
nich fyzikalnich situaci a ukazuje, jakym zptsobem muZeme rozsifit nase uvahy na
systémy CtyT a vice podsystémal.

1
2

D3(Oé1, Qg, (3, Oé4) == {Tr(ﬁdiff(oq, Qg, A3, Oé4))2} 5 (3152)
kde

piflon, ag,as,aq) = (p— p1 @ p2 @ ps) —aq (P12 — p1 @ p2) @ ps —

£1,2,3 p12,3
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—ay (P13 — P1 @ p3) @ P2 —as (Pas — p2 @ p3) @ pr - (3.153)

p13,2 p23,1

Pro operator papprox(1,1,1,—2), ktery volime jako aproximaci popisujici vSechny
podsystémy, potom plati

Papproe(1, 1,1, =2) = 123+ P13z + Pasq + p1,2.3- (3.154)

Ptame-li se jakym zptisobem rozsifit nase ivahy na soustavu se ¢tyfmi a vice pod-
systémy, naskyta se nasledujici avaha. Pfedpokladejme soustavu s podsystémy 1, 2,
3 a 4. Definujme nasledujici operatory

/A)a,b,c,d - ﬁa & /A)b & ﬁc & /A)d7 (3155)
/A)ab,cd - (/A)ab - /3(1 & ﬁb) & (/A)cd - /A)c @ ﬁd), (3156)
Pabed = (Pave + Pach + Prea + Pajpe) @ pa- (3.157)

Potom hledanym objektem pg,pr00, ktery aproximuje vsechny podsystémy soustavy
se ¢tyfmi komponentami, je analogicky ke vztahu (3.154) operator

Papproz = P123.4 + P12as+ -+ pr2sa+ pisza+ -+ Paped- (3.158)

Dalsi kroky jsou stejné jako v pfipadé soustavy s tfemi podsystémy.

3.2.3 Aplikace mér provazani na konkrétni priklady

Priklad 1

Prvni priklad, ktery budeme fesit je stav urceny operatorem hustoty

p=ca|lGHZYGHZ]| + I_TO‘(| + 4+ {++ 4+ - —=){———)|), (3.159)

kde
1
V2

Redukované operatory jednotlivych podsystémi jsou

GHZ) = —(|+++)+|——=)) ; 0<a<l. (3.160)

. . . 1
P12 = p13 = P23 = §(|‘|“|‘><‘|“|‘|‘|‘|——><——|)7 (3.161)

po=ir = s = S+ 1D, (3.162)

Po dosazeni redukovanych operatortu podsystému do vztahu pro vzdalenost
Ds(A1, Ag, A3, Ay) a vhodné Gpravé vyrazu dostaneme

2

1
DM\, Agy Asy M) = % £ =P e = D7 4 (e - 1) (3.163)

oo | =
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Minimum vyrazu nastava pro Ay = Ay = A3 = 1. Snadno ovéfime, %e puppror(1, 1,1, —2)
je v tomto pripadé pozitivni. Pro miry provazani plyne

Dgarticle — D:T))nax — % (3164)

Obé miry jsou na parametrické mnoziné stavi (3.159) shodné. Je to dusledek sku-
tecnosti, ze vektory koherence jsou nulové. Maximum obou mér nastava pro a = 1.
GHYZ stav je v této parametrické mnoziné stavii nejsilnéji provazan.

Priklad 2

Dalsim stavem, na ktery aplikujeme vypocet mér, je Cisty stav

1 . ..
1) = ﬁ{cos ol +++) +ising| — +4) +esin | + ——) + cos ¢| — ——>}7 (3.165)

Redukované operatory podsystému maji tvar
. . 1
o = o = 5| cos? (|4 )+ [+ = =) (- =) +

—I—sin2</$<| — )=+ )+ - |) —|—isinq§cos¢<|——|—><—|—+|—|—

R e )| (3.166)
oo = 51+ )+ = =)= = ), (3.167)
=2 = o = SR 1), (3.168)

~~

Dosazenim operatortt do Ds(A1, Az, A3, Ay) a Gpravami, které pro velkou pracnost

nebudu uvadét, dostaneme
1
Dg()\l, )\27 )\37 )\4) — 5 —|— ()\1 - 1)2 —|— ()\2 - 1)2 —|— —|—()\1 - 1)3 (3169)
Minimum nastava pro Ay = A2 = A3 = 1 a Pagprex(1, 1,1, —2) spliuje pro tyto

koeficienty podminku pozitivnosti. Miry jsou si rovny

, 1
Dgartzcle — Dgnax — ﬁ (3170)

Mira provazani v tomto pripadé je shodna s mirou provazani GHZ stavu. Duvod je
prosty. Stav (3.165) je svazan s GHZ stavem lokalni unitarni transformaci

18N ¢ Cos ¢

U=01)ol2)el@3) = ( cos ¢ ism(b) eioi (3.171)
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Priklad 3

Podivejme se nyni na smés dvou GHZ stavu popsanou operatorem hustoty

=S40+l m =) (= —]) +
l—«

+T(|+_+>+|_+_>) (<+—+|+<—+—|), (3.172)

kde 0 < a < 1. Redukované operatory maji tvar

pro= s = SUHEF I+ =)= Db (=)o =+ |+ (= +]), (3173)
o = {1+ )+ = =)= = ), (3174)
=2 = o = SR 1), (3.175)

Po dosazeni pravé ziskanych vztahu do vzdalenosti Ds(A1, A2, A3, A4) dostaneme

1
D0 e o, ) = £[(20 = 1700 = 1) 4+ (o — 1) +

2 — 1)\ — 1)2] + %[Oﬂ +(a— 1)2]. (3.176)

Diskuzi pripadu, které mohou nastat, zjistime, Ze

1

prin %[a%(a—l)z] aF ph=d =X =1 (3.177)
2 a=3A=LM+X+0=0
a 1
article 1 2
ppertic :ﬁ[az—l—(a—l)z] . (3.178)

D7 je spojitou funkei parametru a. Obé miry jsou opét shodné. To je ocekavany
vysledek, nebot vektory koherence maji nulové vSechny slozky. Maximum nabyvaji
miry provazani pro hodnoty a = 0 a a = 1. Nejsilnéji provazané stavy v parametrické
mnoziné stavu (3.172) jsou GHZ stavy.

Priklad 4

Posledni pripad, kterym se budu zabyvat a na ktery budu aplikovat teorii provazani
je stav realizovany optickou siti.

Uvazujme sit urcenou transformac¢nim vztahem mezi vstupnimi {&;r}?:l a vystupnimi
krea¢nimi operatory {j):r ?_, jednotlivych modi ve tvaru

111

Uy=—4=|12 22|, 3.179
v V3 1 22 2t ( )
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- 27T
kde z = e'5 .

Oznacme transformaci mezi vystupni a vstupnim stavem U

|77Z)out> = U|77Z)m> (3180)

Potom pro transformaci vstupnich a vystupnich krea¢nich operatora plati
X o 3
bl = UalUt = 5" Uyal. (3.181)
j=1

Vstupni stav, na kterém budeme testovat, zda-li se vyvojem v siti provaze,
zvolime fokovsky stav

|in) = [111). (3.182)

Vystupni stav je potom dan vztahem

out) = U = i) = Udladad

000) = (e} UM (Oallt)(Cali)ir|oo0).  (3.183)
it it it
by by bl

Pomoci transformacniho vztahu pro krea¢ni operatory (3.181) muzeme vystupni stav
vyjadrit ve tvaru

1
V27

Postupnymi Gipravami lze tento vztah prepsat na tvar

thout) = (a{ + 2%+ x4a;) (&1 +aal+ xZa;) (a{ +al+ a;) 000)  (3.184)

1

|77Z)out> = \/ﬁ

[\/6|300> + /6030 + v/6]003) —3|111>]. (3.185)

Operator hustoty je
/A)out — |¢out><¢out|- (3186)

Redukované operatory hustoty jednotlivych podsystému maji tvar
. . . 1
pra = pra = faa = |2130)(30] + 2103)(03] + 2(30)(03] +

+2]03)(30] + 2]00)(00] + 3|11><11|], (3.187)

= = s = 5 23161+ 3101+ 410)0]]. (3.133)

Dosazenim pravé ziskanych redukovanych operatort hustoty do vyrazu Ds(Ay, Ag, A3, Ay)
zjistime, Ze vypocet miry provazani D7"*" je velmi komplikovany, nebot je tézké najit
minimum ze vzdalenosti D3 (A1, Ay, A3, Ag) a piitom splnit podminky kladené na koe-
ficienty A; pozadavkem pozitivnosti operatoru Poppros(A1, A2y As, A1). Pro kvantifikaci
miry provazani z tohoto ditvodu pouZijeme miru provazani D2 "“'*. Nebudu uvadét
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pomérné pracny postup. Vysledkem je zjisténi, Ze mira provazani vystupniho stavu

je
artical 498 .
Dt = o7z = (.68312. (3.189)
Pro srovnani stav
1
b= §(|111> +[222) + |333>) (<111| +(222] + <333|), (3.190)

ktery povazujeme na Grovni ti¥i hladinovych systému za nejsilnéji provazany (re-
prezentuje ¢isty stav a vsechny vektory koherence stavu (3.190) jsou nulové), ma
hodnotu miry provazani

. . [20
prin — prerticle — 57 = 0-86066. (3.191)

Pavodné neprovazany stav vstupujici do sité se silné provazal.
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Kapitola 4
Zaveér

Provazani hraje dulezitou roli v modernich fyzikalnich aplikacich. Mezi nejslibnéjsi
patti kvantova kryptografie a kvantové pocitace. V soucasnosti se nejvétsi duraz
klade na soustavy dvouhladinovych systémi. Soustavy slozené z vicehladinovych
podsystému zatim nebyli prili§ studovany. Proto je zajimavé studovat provazani i v
podsystémech s vys$simi dimenzemi.

Pti analyze provazani jsme vychazeli z formalismu operatoru hustoty. Jednotli-
vé podsystémy popisujeme redukovanymi operatory hustoty. Jedna z moznosti jak
pohliZet na dvoucasticové provazani je index korelace. Index korelace se snazi postih-
nout mnozstvi informace, které je obsazeno v dvoucasticovych vlastnostech systému.
Vyuziva k tomu pojmu entropie, ktera je definovana jako mira neurcitosti obsaze-
na v daném stavu. Vlastnosti indexu korelace a jeho schopnost postihnout miru
provazani jsme studovali na konkrétnich fyzikalnich pfipadech a provedli srovnani
s dalsimi mirami provazani indukovanymi Peres-Horodeckiho kritériem nesepara-
bility. Na trovni dvou dvouhladinovych systému nam tyto miry umoznuji uplnou
klasifikaci korelaci.

Znacnéa cast prace je vénovana problematice vicecasticového provazani. Motivo-
vani praci J.Schlienze a G.Mahlera jsme miru provazani definovali jako vzdalenost
mezi danym stavem a jeho aproximaci konstruovanou pomoci redukovanych operato-
ru hustoty. Na zakladé dvou odlisnych pristupt jsme definovali dva typy aproximaci
a tomu odpovidajici dva typy mér provazani. Studovali jsme jejich vlastnosti a jejich
vzajemnou souvislost s tenzorem provazani. Zda se, ze uvedeny postup lze zobecnit
na studium provazani soustav s ¢tyfmi a vice komponentami. Na fesenych prikla-
dech parametrickych mnozin t#1 dvouhladinovych systému se ukazuje, Ze obé miry
maji schopnost kvantifikovat provazani.
sitémi. Pro koherentni vstupy jsme podali kvantitativni analyzu. Limitujicim bodem
bylo numerické zvladnuti ilohy. Pro koherentni stavy to znacilo omezeni amplitudy
koherentnich stavu, respektivé poctu vstupnich stavi s nenulovou koherentni ampli-
tudou. Numericka naro¢nost neumoznila studium provazani pro neklasické vstupy.

Vzhledem k potencialnim moznostem provazani se da ocekavat, ze uvedena pro-
blematika bude zajimavou i v nejblizsi budoucnosti.
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