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Seznam symbolùa� = èíslo komplexnì sdru¾ené k èíslu aÂ = operátor nebo matice AÂT = operátor transponovaný k operátoru ÂÂy = sdru¾ený operátor k operátoru ÂhQ̂i = støední hodnota operátoru Q̂T ra(Q̂) = stopa operátoru Q̂ pøes systém ah: : : ; : : :i = skalární souèinj i = stavový vektorjjj ijj = norma vektoru j i1̂ = jednotkový operátor0̂ = nulový operátor[; ] = komutaèní závorkaĤ = hamiltonián soustavyĤI = interakèní hamiltoniánÛ(t) = operátor èasového vývojeâi = anihilaèní operátor i-tého moduâyi = kreaèní operátor i-tého modun̂i = operátor poètu èástic v i-tém modu�̂ = operátor hustoty�̂ = parciální transpozice operátoru hustoty�̂u = redukovaný operátor hustoty podsystému u�̂pure = operátor hustoty èistého stavui = komplexní jednotkaÊ = projektor na vektor j i�h = Planckova konstantakB = Boltzmanova konstanta!i = parametr sítìGi;j = parametr sítì�̂i;j = maticové elementy operátoru hustoty�i = amplituda koherentního stavu v i-tém kanáluQa = informaèní obsah systému aSN = von Neumannova entropie systému aSlin = linearizovan entropieEN = negativní míra provázáníES = souètová míra provázáníEL = logaritmická míra provázáníIc = index korelace� = vektor koherenceKij = korelaèní tenzor druhého øáduMij = metrický tenzor druhého øádu2



Kapitola 1ÚvodV souèasné dobì se intenzivnì zkoumají hranice a mo¾nosti kvantové teorie. Motiva-ce pochází z rùzných oblastí fyziky. Jednou z tìchto problematik je kvantový popiskorelovaných stavù a její podmno¾iny provázaných stavù dvou a více podsystémù.V klasické fyzice je otázka korelací podsystémù dostateènì dobøe popsána, zatímcov kvantovém pøípadì se situace stává podstatnì slo¾itìj¹í. Korelované stavy v kvan-tové fyzice mají vlastnosti, které le¾í mimo oblast klasické fyziky, a proto je èastotì¾ké jim intuitivnì porozumìt. Pøíkladem je slavný paradox Einsteina, Podolskéhoa Rosena (viz [12]). Pùvodnì byl autory pova¾ován za dùkaz neúplnosti kvantovémechaniky pro popis pøírody. Pozdìji po formulování a experimentálním ovìøeníBellových nerovností (viz [13]) se ukázalo, ¾e tento nelokální charakter fyzikálníchzákonù a tedy i korelací není pouze dùsledek kvantového popisu ale experimentálnìpotvrzený fakt.Kromì studia tìchto fundamentálních vlastností kvantové fyziky roste v sou-èasné dobì zájem o aplikace kvantových korelací. Mezi nejvýznamìj¹í a zároveòexperimentálnì ovìøené patøí kvantová kryptogra�e a teleportace (viz [14]) a dálecelá oblast týkající se kvantových poèítaèù, kvantových kódù. S rostoucím význa-mem korelací se potøeba jeho kvanti�kace a kvali�kace stává stále naléhavìj¹í. Vtøetí kapitole se budeme vìnovat popisu korelací a provázání druhého a vy¹¹íhoøádu. V pøípadì systému slo¾eného z dvou podsystémù byli nìkteré popisy ji¾ na-vr¾eny. V následujících kapitolách provedu podrobnìj¹í diskuzi výhod a nevýhod,které sebou tyto popisy pøiná¹ejí. U systému slo¾eného z více ne¾ dvou podsystémù(víceèásticový systém) je nalezení vhodných nástrojù pro studium korelací vy¹¹íchøádù obtí¾né, a proto se budu v této práci soustøedit na kvanti�kaci podmno¾inykorelovaných stavù - provázané stavy.Pro studium slo¾ených systémù budu vyu¾ívat formalismu operátoru hustoty.Pomìrnì jednoduchou cestou nám dovoluje roz¹íøit studium systémù v èistém stavu(stavy popsané paprskem z Hilbertova prostoru) o systémy v smí¹eném stavu. Je-ho výhodou je snadný popis podsystémù pomocí redukovaných operátorù hustoty.Umo¾òuje nám de�novat pojmy nezbytné pro studium rùzných typù korelace vèetnìprovázání a následnì kvanti�kovat korelované stavy. Vlastnosti operátoru hustoty,èasový vývoj, popis slo¾ených soustav a podsystémù pomocí operátoru hustotu je3



proveden v druhé kapitole. Na základì vlastností operátoru hustoty de�nujeme vdruhé kapitole pojem entropie a provedeme rozbor jejích vlastností. V tøetí kapitolese budeme vìnovat popisu korelací a provázání druhého a vy¹¹ího øádu. Jednotlivépopisy aplikujeme na jednoduché fyzikální situace a na dva typy optických sítí, kterénám umo¾òují generovat slo¾itìj¹í fyzikální stavy.
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Kapitola 2Operátor hustoty2.1 De�nice operátoru hustoty a jeho vlastnostiExistují dva záva¾né dùvody, proè je nutné zavést do popisu fyzikálních situacíoperátor hustoty. První z nich je potøeba popisu v¹ech fyzikálních situací. Chceme-li studovat podsystémy soustavy, stává se operátor hustoty, jak v dal¹ích èástechtéto práce uvidíme, elegantním nástrojem pro popis soustav a jejich podsystémù.Druhým dùvodem je skuteènost, ¾e pøedpovìdi výsledkù experimentù v kvantovéfyzice jsou pravdìpodobnostního charakteru. Vezmìme napøíklad svazek elektronùprolétavajících Stern-Gerlachovým pøístrojem. Z pokusu vyplývá, ¾e nelze dopøedupøedpovìdìt, kterým z kanálù vybraný elektron vylítne. Víme jen, ¾e pravdìpodob-nost obou výsledkù je 12 . Prùlet elektronu Stern-Gerlachovým pøístrojem je vlastnìmìøení, které pøinutí daný elektron projít jedním z dvou kanálù (mo¾ných hod-not) pozorovatelné spinu. Do té doby, ne¾ byl pøinucen zmìnit svùj stav do jednéz projekcí spinu, v¹ak byl v tomto smyslu v smí¹eném stavu. Mù¾eme jen øíci, ¾epravdìpodobnot, ¾e pøi mìøení spinu shledáme projekci spinu do z-tové osy klad-nou nebo zápornou je v obou pøípadech 12. Takový stav ji¾ nelze popsat paprskemz Hilbertova prostoru. To nás vede k zavedení "zobecnìného" popisu stavu pomocíoperátoru hustoty, který pro tento experiment má tvar:�̂ = 12Ê1 + 12Ê2, kde Ê1 aÊ2 jsou projektory na jednodimenzionální podprostory pøiøazené vlastním stavùmoperátoru spinu.Oznaèíme-li wn pravdìpodobnost, s kterou nalezneme danou soustavu ve sta-vu  n, pøíøadíme této soustavì analogicky jako v pøípadì spinu operátor hustotyoperátor hustoty ve tvaru �̂ = Xn wnÊn; (2.1)( kde wi je pravdìpodobnost, ¾e vybraný systém je ve stavu  i a Êi je projektor napaprsek urèený tímto stavem ). Je tøeba si uvìdomit, ¾e smí¹eným stavem nazývámepøípad, kdy ve statistické smìsi jsou zastoupeny stavy s danou pravdìpodobností atedy nejde o superpozici stavù.Výhody takto de�novaného operátoru hustoty vysvìtlím v kapitole 2.1.2, nyníse budu vìnovat matematickým vlastnostem operátoru (2.1).5



2.1.1 Operátor hustoty z pohledu funkcionální analýzyOperátor urèený vztahem (2.1) je omezený a pro jeho normu platíjj�̂jj = 1: (2.2)Rovnì¾ je zøejmé, ¾e operátor (2.1) je hermitovský s pozitivním èíselným oborem.Pøímo z de�nice platí Xn jj�̂ njj2 = Xn w2n <Xn wn = 1 (2.3)(kde  n je libovolná ortonormální báze)Odtud plyne, ¾e operátor (2.1) je Hilbert-Schmidtùv a tedy patøí mezi kompaktníoperátory. Kompaktnost a uvedená omezenost nám zaruèuje následující vlastnostispektra:� ka¾dý nenulový bod spektra je vlastní hodnota� ka¾dá nenulová vlastní hodnota má koneènou násobnost� spektrum má nejvý¹e jeden hromadný bod � = 0� mno¾ina vlastních hodnot je nejvý¹e spoèetná.� vlastní hodnoty spektra nále¾í do intervalu < 0; 1 >.Poznámka: Popisuje-li operátor hustoty èistý stav má pouze vlastní hodnotu 0 a1. Z kompaktnosti a hermitovosti nám plyne je¹tì jiné záva¾né tvrzení: �̂ má èistìbodové spektrum (Vìta:Hilbert-Schmidt). Odtud je zøejmé, ¾e operátor (2.1) lzev¾dy diagonalizovat.Vzhledem k tomu, ¾e Tr�̂ = Pj wj = 1 , lze operátor hustoty ztoto¾nit se statis-tickým operátorem. Mno¾ina v¹ech operátorù hustoty tvoøí konvexní podmno¾inujaderných operátorù.Na závìr této èásti uvedu dvì tvrzení týkající se vlastností operátoru hustotyvzhledem k operaci stopa operátoru: První z nich zníTr(�̂2) � (Tr�̂)2; (2.4)pøièem¾ rovnost nastává , Tr�̂2 = Tr�̂ , �̂2 = �̂ , �̂ je projektor (kde �̂ jestatistický operátor).Tvrzení plyne z faktu Pn w2n � Pn wn , pøièem¾ rovnost nastane , wj = 1 proprávì jedno j.Druhé tvrzení øíká, ¾e libovolné dva statistické operátory �̂1 a �̂2 splòují nerovnost0 � Trf�̂1�̂2g � 1: (2.5)Podrobné studium operátorù v kvantové fyzice je podán v knize (viz [10]).6



2.1.2 Popis èistých a smí¹ených stavù v kvantové fyzicePod pojmem smí¹ený stav chápeme soustavu obsahující více stejných systémù v rùz-ném stavu a pro popis smí¹eného stavu jsme zvolili operátor hustoty (2.1). Z tohotopohledu lze èistý stav pova¾ovat za limitní pøípad smí¹eného stavu-tedy soustavuobsahující systémy pouze v jediném stavu. Operátor hustoty pro èistý stav má tedytvar �̂pure = Ê ; (2.6)kde Ê je jednodimenzionální projektor na paprsek charakterizující èistý stav.Uva¾ujme nyní soustavu obsahující systémy ve stavech f ng. Operátor hustotypro tuto soustavu je �̂ = Xn wnj nih nj: (2.7)Zvolme nyní v Hilbertovì prostoru ortonormální bázi f�ng. Z principu superpo-zice plyne j ni = Xm; a(n)m; j�mi; (2.8)h nj = Xm a(n)�m h�mj: (2.9)Tvar operátoru (2.1) lze tedy psát ve tvaru�̂ = Xnm;mwna(n)m; a(n)�m j�m;ih�mj: (2.10)Pro maticové elementy tedy platí�ij = h�ij�̂j�ji = Xn wna(n)i a(n)�j : (2.11)Pravdìpodobnost, ¾e soustavu popsanou stavem j ni naleznu ve stavu j�ni, je janmj2, a pravdìpodobnost, ¾e pøi mìøení naleznu soustavu popsanou operátorem (2.1) vestavu j�ni, je w = �mm = Xn wnja(n)m j2: (2.12)Z výrazu (2.12) vidíme, ¾e �mm � 0 (2.13)Výsledek lze zobecnit následujícím zpùsobem:Pravdìpodobnost, ¾e soustavu popsanou operátorem (2.7) naleznu ve vybranémstavu j i, je rovna w( ) = h j�̂j i; (2.14)kde jj jj = 1.Toto tvrzení plyne z faktu, ¾ew( ) = Xn wnjh nj ij2: (2.15)7



Odtud vidíme, ¾e popis smí¹eného stavu, tak jak jsme jej zavedli v kapitole 2.1,nám umo¾òuje jednoduchým zpùsobem urèit pravdìpodobnost nalezení soustavy vdaném stavu. Obdobnou úlohu hraje operátor hustoty pøi výpoètu støední hodnotylibovolné pozorovatelné Q̂ na soustavì popsané operátorem (2.7):hQ̂i = Tr(�̂Q̂); (2.16)(kde �̂ je normována k 1, tedy Tr�̂ = 1. V opaèném pøípadì nabývá výraz pro støedníhodnotu operátoru Q̂ tvaru hQ̂i = Tr(�̂Q̂)Tr�̂ .) Dùkaz tohoto tvrzení plyne z následujícírovnosti hQ̂i = Xmm;Xn wna(n)m; a(n)ym h mjQ̂j m;i == Xmm;h m; j�̂j mih mjQ̂j m;i = Tr(�̂Q̂): (2.17)Výrazy (2.14) a (2.16) jsou dùle¾itými výsledky, nebo» z nich plyne, ¾e operátorhustoty obsahuje ve¹kerou fyzikální informaci obsa¾enou v soustavì. Tento fakt námumo¾ní v pøí¹tích kapitolách de�novat pomocí operátoru hustoty informaèní obsahsoustavy.2.2 Èasový vývoj smí¹eného stavu2.2.1 Operátor èasového vývojeÈasový vývoj kvantovì mechanického stavu je urèen Schr�odingerovou rovnicíi�h@j (t)i@t = Ĥj (t)i; (2.18)kde Ĥ je hamiltonián systému. Budeme pøedpokládat, ¾e hamiltonián není závislýna èase. Za tohoto pøedpokladu je èasový vývoj stavu j (t)i urèen vztahemj (t)i = e�(i=�h)Ĥtj (0)i; (2.19)co¾ je formální øe¹ení (2.18). Je-li j (0)i vlastním stavem hamiltoniánu, lze èasovývývoj stavu j (0)i psát ve tvaruj (t)i = e�(i=�h)E( (0))tj (0)i; (2.20)kde Ĥj (0)i = E( (0))j (0)i. Pro pøípad nezávislého hamiltoniánu na èase je tedyøe¹ení problému èasového vývoje snadné.Zkoumejme nyní problém hamiltoniánu, který je èasovì závislý. Hledáme øe¹eníSchr�odingerovi rovnice i�h@j (t)i@t = Ĥ(t)j (t)i: (2.21)Oznaème nyní symbolem Û(t) operátor èasového vývoje, pro který platíj (t)i = Û (t)j (0)i: (2.22)8



Vyu¾itím vztahù (2.21) a (2.22) získáme následující vztahi�h@Û(t)@t j (0)i = Ĥ(t)Û(t)j (0)i: (2.23)Vzhledem k tomu, ¾e tento vztah platí pro libovolný vektor z Hilbertova prostoru,mù¾eme Schr�odingerovu rovnici modi�kovat do tvarui�h@Û(t)@t = Ĥ(t)Û(t): (2.24)Poèateèní podmínka této diferenciální rovnice pro operátory : v èase t= 0 je operátorèasového vývoje roven identickému zobrazení. Zavedením operátoru èasového vývo-je jsme tedy pøevedli úlohu øe¹ení Schr�odingerovi rovnice pro vektory z Hilbertovaprostoru na úlohu øe¹ení modi�kované Schr�odingerovi rovnice pro operátory na tom-to Hilbertovì prostoru. Stejným zpùsobem získáme analogický vztah pro operátorsdru¾ený k operátoru èasového vývoje� i�h@Û(t)y@t = Û (t)yĤ(t): (2.25)Seètením vztahù (2.24) a (2.25) dostanemei�h@(Û(t)yÛ(t))@t = 0: (2.26)Operátor Û(t)yÛ (t) je tedy nezávislý na èase a z poèáteèní podmínky pro Û (t) platíÛ (t)yÛ(t) = Î: (2.27)Operátor èasového vývoje je tedy unitární, co¾ matematická znamená, ¾e zachovávánormu.Poznámka: Je-li hamiltonián nezávislý na èase, platí pro operátor èasového vývojevztah Û(t) = e�(i=�h)Ĥt (2.28)a pro operátor sdru¾ený k operátoru èasového vývojeÛ(t)y = e(i=�h)Ĥt: (2.29)2.2.2 Liouvilleova rovniceUva¾ujme nyní soustavu popsanou operátorem hustoty (2.7). V èase t= 0 má ope-rátor hustoty tvar �̂(0) = Xn wnj (0)nih (0)nj: (2.30)Stavy systémù soustavy se v¹ak v èase vyvíjejí, a tedy i operátor hustoty soustavyse v èase vyvíjí: �̂(t) = Xn wnj (t)nih (t)nj = Û (t)�̂(0)Û (t)y: (2.31)9



Poznámka: Nezávisí-li hamiltonián na èase nabývá vztah pro èasový vývoj operá-toru hustoty tvar �̂(t) = e�(i=�h)Ĥt�̂(0)e(i=�h)Ĥt (2.32)Derivováním operátoru (2.31) podle èasu dostanemei�h@�̂(t)@t = i�h@Û(t)@t �̂(0)Û (t)y + i�hÛ (t)�̂(0)@Û(t)y@t == Ĥ(t)Û(t)�̂(0)Û (t)y� Û(t)�̂(0)Û (t)yĤ(t):Uvá¾ime-li vztah (2.31) získáme rovnicii�h@�̂(t)@t = [Ĥ(t); �̂(t)]; (2.33)Diferenciální rovnice (2.33) se nazývá Liouvilleova rovnice.Výrazy (2.16),(2.31) a (2.33) jsou základní teorémy teorie smí¹ených stavù.Poznámka: Pøedpokládejme nyní následující závislost hamiltoniánuĤ(t) = Ĥ0 + V̂ (t); (2.34)kde jjV̂ (t)jj � jjĤ0jj. Èasový vývoj vlastních stavù j�(0)n i hamiltoniánu Ĥ0 jej�n(t)i = e�R tt0 V (t)dte�(i=�h)En(t�t0)j�(0)n i: (2.35)Vztah plyne z øe¹ení Schr�odingerovi rovnice pro hamiltonián (2.34) s poèáteèní pod-mínkou vlastního stavu hamiltoniánu Ĥ0.Tvoøí-li tedy vlastní stavy hamiltoniánu Ĥ0 bázi Hilbertova prostoru lze èasovývývoj libovolného stavu  (0) > vyjádøit ve tvaruj (t)i = Pn Cnj�n(t)i = Pn Cne�R tt0 V (t) dte�(i=�h)En(t�t0)j�(0)n i == Xn C(t)ne�(i=�h)En(t�t0)j�(0)n i: (2.36)Odvodím vztah pro èasovou závislost prvkù matice hustoty v bázi fj�(0)n ig. Proprvky matice hamiltoniánu (2.34) platíh�(0)m; jĤ(t)j�(0)m i = E(0)m �m;m + h�(0)m; jV̂ (t)j�(0)m i: (2.37)U¾itím Liouvillova teorému a vztahu (2.37) dospìjeme k rovnici pro èasovou závislostèlenù matice hustotyi�h@�̂(t)m;m@t = (E(0)m; � E(0)m )�̂(t)m;m + h�(0)m; j[V̂ (t); �̂(t)]j�(0)m i: (2.38)10



2.3 Vázané systémy2.3.1 Neseparabilnost vzájemnì pùsobících kvantových sy-stémùV 2.kapitole jsme shrnuli obecné vztahy pro urèení èasového vývoje operátoru husto-ty systému. Problém, který budeme øe¹it v této kapitole se týká vzájemné interakcedvou a více kvantových soustav.Zaènu analýzou následující situace. Máme dvì nezávislé soustavy èástic. Tytodvì soustavy slouèíme tak, aby mohlo docházet k vzájemné interakci tìchto dvousoustav. Nás bude zajímat popis této slo¾ené soustavy a její èasový vývoj v danýchfyzikálních podmínkách. Oznaèíme tyto dva podsystémy písmeny a a b .V danýchpodsystémech oznaèíme ortogonální báze: pro systém a j�ii a pro systém b j�ji.Hilbertùv prostor spojené soustavy získáme jako tenzorový souèin Hilbertových pro-storù systému a a systému b. Je-li v tento moment systém a ve stavu j��i a systémb ve stavu j��i je výsledný stav spojené soustavy ve stavu j ini = j��ij��i. Bìhemvzájemného pùsobení je èasový vývoj urèen operátorem èasového vývoje, který jelineárním operátorem na tenzorovém souèinu prostorù a má v¹echny vlastnosti døíveuva¾ovaného operátoru èasového vývoje. Proto¾e v¹ak poèáteèní stav j ini se v èasevyvíjí, pøejde v èase t do stavu popsaný vektorem z Hilbertova prostoru spojenésoustavy j ini ! j (��)outi: (2.39)Je jasné z vlastností tenzorového souèinu, ¾e vektor j (��)outi lze rozepsat v orto-gonálni bázi j�iij�ji j (��)outi = Xij a(ij; ��)j�iij�ji: (2.40)Slo¾ením dvou podsystémù získáme systém, jeho¾ stavovým prostorem je tenzorovýsouèin Hilbertových prostorù (co¾ je opìt tenzorový souèin) pùvodních systémù,pøièem¾ pro takto vybudovaný stavový prostor platí v¹echny zákony, které jsem a¾dosud uvedl.Koe�cienty ve výrazu (2.40) závisí na obou podsystémech a je dùle¾ité, ¾e ne-lze obecnì rozepsat libovolný stav spojené soustavy na tenzorový souèin vektorù zdaných podprostorù.Máme-li v¹ak soustavu slo¾enou ze dvou vzájemnì neinteragujících systémù,nezávisí pravdìpodobnost nalezení podsystému � ve stavu j�ii na podsystému � apravdìpodobnost nalezení podsystému � ve stavu j�ji na podsystému �. Koe�cientyve výrazu (2.40) lze pak vyjádøit ve tvaru souèinu a(ij; ��) = a(i; �)a(j; �) a výraz(2.40) lze vyjádøit ve tvaru tenzorového souèinu vektorù z podsystémùj (��)outi = (Xi a(i; �)j�ii)(Xj a(j; �)j�ji) = j�ij�i: (2.41)Jestli¾e dva podsystémy spolu vzájemnì interagovali, není obecnì mo¾né jejich stavvyjádøit jako tenzorový souèin vektorù z Hilbertova prostoru podsystémù. Tento11



princip se nìkdy také nazývá principem neseparability. Má záva¾ný dùsledekpro èasový vývoj podsystému, který byl na poèátku v èistém stavu. Princip nese-parability zpùsobí ,¾e po vzájemné interakci s jiným podsystémem jej naleznemeobecnì ve smí¹eném stavu.Pro neinteragující podsystémy musí platit, ¾e stavy v obou podsystémech a a bse vyvíjejí nezávisle na vývoji stavù v druhém podsystému. Pro operátor èasovéhovývoje celé soustavy platí Û(t) = Ûa(t)
 Ûb(t); (2.42)kde Ûa(t) a Ûb(t) jsou operátory èasového vývoje na podsystémech a a b. V pøípadìneinteragujících podsystémù je proto hamiltonián celého systému dán sumou dvoukomutujících operátorù Ĥ = Ĥa 
 Îb + Îa 
 Ĥb.2.3.2 Operátor hustoty slo¾ené soustavy a podsystémuVezmìme nyní dva (nebo více) vzájemnì interagující kvantové systémy. V mnohapøípadech nastane situace, kdy nás zajímá pouze jeden z nich. Obecnì lze vlastnì øíci,¾e nikdy ná¹ zkoumaný systém není dokonale izolován, pouze vzájemnou interakcis ostatními kvantovými systémy nìkdy zanedbáváme.Známe-li poèáteèní podmínky dvou neprovázaných podsystémù (napø. jejich po-pis pomocí operátoru hustoty) známe i poèáteèní podmínku pro operátor hustotysoustavy slo¾ené z tìchto podsystémù. Jeho èasový vývoj je urèen rovnicemi (2.31)a (2.33). Nás ale zajímá èasový vývoj operátoru hustoty daného podsystému �̂( ; t), kde  charakterizuje daný podsystém.Sledujme nyní operátor Q̂( ), pùsobící pouze na promìnné systému  . Prvkyjeho matice se dají vyjádøit následujícim zpùsobemh	i; j; jQ̂( )j	i ji = h j; jQ̂( )j ji�i;i: (2.43)S pomocí vztahù (2.16) a (2.43) mù¾eme vypoèítat støední hodnotu operátoru Q̂( )hQ̂( ; t)i = Tr�̂(t)Q̂( ) == Xi;ij;jh	i; j; j�̂(t)j	i jih	i jjQ̂( )j	i; j;i == Xj;j [Xi h	i j;j�̂(t)j	i ji]h j jQ̂( )j j;i: (2.44)Snadno nyní zjistíme prvky matice hustoty �̂( ; t)�̂( ; t)j;j = h j; j�̂( ; t)j ji = Xi h	i j; j�̂(t)j	i ji; (2.45)a mù¾eme zapsat výraz (2.44) ve tvaruhQ̂( ; t)i = Xj;j h j;j�̂( ; t)j jih j jQ̂( )j j;i =12



= Tr�̂( ; t)Q̂( ); (2.46)v souladu s vyjádøením (2.16). Celkovou informaci obsa¾enou v systému mù¾emezískat pøes støední hodnoty hQ̂( ; t)i. Z výrazu (2.16) je vidìt, ¾e libovolnou z tìchtostøedních hodnot mù¾eme najít, je-li známa matice �̂( ; t). V tomto smyslu obsahujematice �̂( ; t) ve¹kerou informaci o systému  .Operátor �̂( ; t) je obvykle oznaèován jako redukovaný operátor hustoty.De�nujme nyní následující pøiøazeníTr	�̂(t) = Xi h	ij�̂(t)j	ii: (2.47)Výraz (2.45) mù¾eme pøepsat do tvaruh j; j�̂( ; t)j ji = h j;j[Xi h	ij�̂(t)j	ii]j ji = h j; jTr	�̂(t)j ji: (2.48)Z jednoznaènosti potom plyne �̂( ; t) = Tr	�̂(t): (2.49)V pøípadech, kdy nelze èasový vývoj kvantového systému urèit Schrödingerovounebo Liouvilleovou rovnicí, ani¾ bychom museli pou¾ít nìjaké tenzorové roz¹íøenípùvodního Hilbertova prostoru nazýváme takový systém otevøený V opaèném pøí-padì, kdy¾ k popisu stavu systému není nutné pou¾ít roz¹íøený Hilbertùv prostor,nazýváme systém uzavøený. Èasová evoluce otevøeného systému, se radikálnì li¹íod èasového vývoje uzavøených systémù. Ostatnì to jsme mohli vidìt ji¾ v pøed-cházejících pøíkladech. Èistý stav uzavøeného systému se v¾dy operátorem èasovéhovývoje zobrazí opìt v èistý stav. Naproti tomu v otevøených systémech se èistý stavèasovou evolucí rozru¹í a soustavu pak obecnì nalezneme v statistické smìsi.Pro redukované operátory hustoty neplatí Liouvilleova rovnice.2.4 Entropie v kvantové teoriiZ pøedcházejících kapitol víme, ¾e operátor hustoty popisující daný stav, je nosite-lem ve¹keré informace o soustavì. Známe-li operátor hustoty obecnì smí¹eného stavujsme schopni urèit støední hodnotu libovolného operátoru a pravdìpodobnost nale-zení soustavy v daném stavu. Právì díky této vlastnosti operátoru hustoty mù¾emena tuto úvahu navázat de�nicí entropie, jako absolutní míru neuspoøádanosti sousta-vy. Uvedu dvì nejznámìj¹í (podrobnìji a v ¹ir¹ím rozsahu se obecnými vlastnostmientropie zabývá kniha (viz [15])) a provedu rozbor jejich vlastností.První z nich je von Neumannova entropie a je de�nována vztahemS = �kBTrf�̂ln�̂g; (2.50)kde kB je Boltzmanova konstanta a �̂ je operátor hustoty popisující daný systém.13



Poznámka: Není tì¾ké ovìøit, ¾e pro 0 � x � 1 platí� e�1 � xlnx � 0: (2.51)Vezmìme nyní bázi j ii v ní¾ je operátor hustoty diagonální. Pak platíh jj�̂ln�̂j ji == h jj(Xi wiÊi)(Xn (�1)nn (Xm wmÊm � Î)n)j ji == wjlnwj: (2.52)Odtud plyne pomocí vztahu (2.51)0 � S = �Trf�̂ln�̂g = �Xj wj lnwj � +1; (2.53)pøièem¾ nule je entropie rovna právì tehdy, jedná-li se o stav èistý.Je-li soustava v èistém stavu, je míra neuspoøádanosti nulová a my máme osoustavì maximální mno¾ství informace. Jestli¾e soustava je ve smí¹eném stavu, jeentropie pozitivní a je mírou odchylky od èistého stavu. Máme-li izolovaný systém,entropie zùstává v èase konstantní, nebo» operátor hustoty se v èase vyvíjí podlevztahu (2.32).Uva¾ujme nyní soustavu s dvìma podsystémy a a b. Její stav v daném èaseje popsán operátorem hustoty a rovnì¾ stav jednotlivých podsystémù je popsánredukovanými operátory hustoty. Operací Tr pøes daný podsystém v¹ak ztrácímeinformaci obsa¾enou ve vlastnostech vzniklých spojením podsystémù.Entropie pro podsystém je de�nována analogickým zpùsobem jako ve vztahupro celý systém (2.50) Sa(b) = �kBTraf�̂a(b)ln�̂a(b)g (2.54)Fakt, ¾e pùsobením operátoru stopa pøes daný podsystém ztrácíme informaci ovlastnostech vzniklých spojením podsystémù, se odrá¾í v platnosti známého Araki-Liebeho teorému (dokázaný v roce 1970 ;[1])jSa � Sbj � S � Sa + Sb: (2.55)Obecnì entropie daného systému není nezávislá na èase. Není v¹ak narozdíl odentropie de�nované v klasické fyzice monotonì rostoucí funkcí.Druhá de�nice, kterou nyní uvedu, vyu¾ívá vztahu (2.4). V odborné literatu-øe [11] je oznaèována jako linearizovaná entropie nebo míra èistoty stavu(purity) . Budu ji nadále oznaèovat symbolem Slin a platí pro niSlin = Tr(�̂� �̂2); (2.56)kde �̂ je operátor hustoty zadané soustavy.Poznámka: Vztah (2.56) lze upravit do tvaruSlin = 1� Tr(�̂2): (2.57)14



Snadno nahlédneme, ¾e linearizovaná entropie vlastnì vznikla tak, ¾e jsme v de�nicivon Neumannovi entropie vzali první dva èleny z Taylorova rozvoje. Linearizovanáa von Neumannova entropie jsou navzájem svázány nerovnostíSlin � SN : (2.58)Obor hodnot, které mù¾e linearizovaná entropie nabývat, je tedy omezen relací0 � Slin � 1; (2.59)pøièem¾ minima nabývá právì tehdy, kdy¾ �̂2 = �̂. Tato situace nastává v pøípadì,¾e operátor hustoty �̂ je jednodimenzionální projektor a popisuje èistý stav. Jinýmislovy, míra neurèitosti de�nována lineárizovanou entropií je stejnì jako v pøípadìvon Neumannovi entropie nulová právì tehdy, kdy¾ je soustava v èistém stavu. Prolineárizovanou entropii soustavy slo¾ené z dvou podsystémù a a b platí také relace(2.55) jSlina � Slinb j � Slin � Slina + Slinb ; (2.60)kde Slin je lin. entropie celé soustavy a Slina(b) je lin. entropie podsystému a (b).Dùkaz: Uva¾ujme soustavu slo¾enou ze dvou podsystémù. Operátor hustoty mápak tvar �̂ = Xijkl�ijkljiiajjibhkjahljb Xijkl�ijkl = 1 (2.61)Redukované operátory hustoty podsystémù jsou�̂a = Xik (Xm �imkm)jiiahkja Xikm�imkm = 1 (2.62)a �̂b = Xjl (Xm �mjml)jjibhljb Xjlm�mjml = 1: (2.63)Doka¾me nejdøíve Slina +Slinb � Slin. Ze vztahù (2.56), (2.61), (2.62) a (2.63) je tatonerovnost ekvivalentni nerovnostiXik (Xm �imkm � (Xm �imkm)2)+ (2.64)+Xjl (Xm �mjml � (Xm �mjml)2) �Xijkl(�ijkl � �2ijkl): (2.65)Vyu¾itím vlastností koe�cientù f�ijklg ji lze upravit na tvarXi1j1k1l1i2j2k2l2 �i1j1k1l1�i2j2k2l2 �Xik ( Xm1m2 �im1km1�im2km2)� (2.66)�Xjl ( Xm1m2 �m1jm1l�m2jm2l) +Xijkl�2ijkl � 0: (2.67)15



Podrobnìj¹ím porovnáním jednotlivých èástí výrazu snadno nahlédneme, ¾e tatonerovnost je splnìna. Druhá èást tvrzení Slin � jSlina �Slinb j se doká¾e obdobnì. Vy-u¾itím vztahù (2.56), (2.61), (2.62) a (2.63) a vlastností koe�cientù f�ijklg zjistíme,¾e tato nerovnost je ekvivalentní nerovnostiX(i1j1k1l1)(i2j2k2l2)�i1j1k1l1�i2j2k2l2 � (2.68)� jXjl Xm1m2 �m1jm1l�m2jm2l �Xik Xm1m2 �im1km1�im2km2j (2.69)Odtud vidíme, ¾e i tato èást tvrzení platí a celé tvrzení (2.60) je tímto dokázáno.Na závìr této èásti uvedu dùle¾itá tvrzení pro soustavy popsané Hilbertovýmprostorem koneèné dimenze.Tvrzení:T1. Maximální hodnota von Neumannovi entropie pro soustavu popsanou Hilber-tovým prostorem dimenze N je Smax = kB lnN .T2. Maximální hodnota Linearizované entropie pro soustavu popsanou Hilberto-vým prostorem dimenze N je Slinmax = 1 � 1N .T3. V obou pøípadech nabývá entropie maxima právì tehdy, kdy¾ operátor hustotysoustavy lze napsat ve tvaru �̂ = 1N Î: (2.70)Dùkaz: Hledáním maxima dospìjeme k úloze øe¹ení extrému na varietì PNj=1wj =1, kde wj jsou vlastní hodnoty operátoru hustoty popisující hledanou soustavu smaximální entropií. Zjistíme, ¾e v obou pøípadech nastává maximum právì tehdy,kdy¾ w1 = w2 = ::: = wN = 1N , a tedy operátor hustoty má tvar (2.70).
16



Kapitola 3Korelace a provázáníZa hlavní zdroj neklasických rysù kvantové mechaniky je pova¾ován princip super-pozice. V pøípadì slo¾ených soustav z více podsystémù je dùsledkem principu super-pozice existence dùle¾ité tøídy stavù, kterým øíkáme korelované. V klasické fyzice ses tímto pojmem setkáváme u statistických smìsí, ale v kvantové fyzice nabývá tentopojem mnohem hlub¹ího významu. Pøistupme nyní k de�nici dvou dùle¾itých tøídkorelovaných stavù, které se nazývají separabilní a neprovázané.Pøedpokládejme, ¾e máme soustavu K slo¾enou z N vzájemnì disjunktních podsys-témù faigNi=1, kde i 2 N̂ . Nech» 2N je mno¾ina v¹ech mo¾ných podsystémù soustavya �(n) mno¾ina v¹ech neuspoøádaných n-tic z mno¾iny 2N takových, ¾e jejich sjed-nocení tvoøí celou soustavu�(n) = (fA1; A2; : : : ; Ang����� A1 [A2 [ : : : [ AN = K ^ Ai 2 2N): (3.1)V neuspoøádané n-tici nemohou být ¾ádné dva prvky stejné, pøièem¾ nezále¾í napoøadí prvkù. Oznaème symbolem � mno¾inu� := �(2) [�(3) [ : : : [�(N): (3.2)Pro ka¾dý prvek A 2 � de�nujme funkci dim : � �! Ndim(A) = k , A 2 �(k): (3.3)De�nice: Kvantový systém slo¾ený z N podsystémù faigNi=1 je separabilní, jestli¾ejeho operátor hustoty mù¾e být zapsán ve tvaru�̂ = Xi XA2�wAi �̂(A1)i 
 �̂(A2)i 
 : : :
 �̂(Adim(A))i ^ Xi XA2�wAi = 1; (3.4)kde �̂(Ai) je statistický operátor pùsobící na Hilbertùv prostor podsystému Ai (nenutnì redukovaný operátor hustoty operátoru �̂) a wAi jsou pozitivní váhové koe�-cienty. 17



De�nice: Øíkáme, ¾e stav soustavy slo¾ený z N podsystémù faigNi=1 je neprováza-ný nebo neobsahuje provázání N-tého øádu, lze-li její operátor hustoty �̂ vyjádøit vetvaru �̂ = XA2��A�̂A1 
 �̂A2 
 : : :
 �̂Adim(A) ^ XA2��A = 1; (3.5)kde �̂Ai je redukovaný operátor hustoty operátoru �̂ pùsobící na Hilbertovì prostorupodsystému Ai a �i jsou kladné koe�cienty.Poznámka: Je dùle¾ité si uvìdomit, ¾e v¹echny uvedené pojmy v¾dy úzce souvisí spoèáteèním výbìrem podsystému a k nìmu jsou také vzta¾eny. Máme-li N podsys-témù mluvíme o separabilitì èi neprovázání N-tého øádu.V literatuøe jsou pojmem provázané stavy oznaèovány stavy, které nejsou sepa-rabilní. Operátor hustoty provázaného stavu nelze vyjádøit ve tvaru (3.4). Z de�nicplyne, ¾e neprovázané stavy jsou podmno¾inou separabilních stavù. Stav, který jeneprovázaný, v¹ak nemusí být nutnì provázaný. Provázání je velice silný pojem aje velmi obtí¾né zjistit, zda-li je daný stav soustavy provázaný. Z tohoto dùvodu sev této práci budeme soustøedit na studium neprovázaných stavù. Pojem provázá-ní budu proto pou¾ívat výhradnì ve vztahu k neprovázaným stavùm de�novanýchvztahem (3.5).V pøípadì studia provázání druhého øádu bylo ji¾ navr¾eno nìkolik popisù. Ka¾-dý z nich má své výhody a nevýhody. Nìkteré z popisù v následujících kapitoláchuvedu a provedu jejich krátkou diskuzi. V pøípadì provázání vy¹¹ích øádù je situacepodstatnì slo¾itìj¹í. Popis se potom soustøeïuje nejen na sílu provazání pøíslu¹né-ho øádu, ale zároveò na provázání ni¾¹ích øádù mo¾ných podsoustav. Klasickýmipøíklady silnì korelovaných stavù jsou Bellovské stavyj i = 1p2big(j00i + j11i) (3.6)které jsou pou¾ívány v kvantové teleportaci, nebo GHZ stav (tzv. Greenberger-Horne-Zeilinger stav) de�novaný vztahemjGHZi = 1p2(j000i + j111i): (3.7)Bellovské a GHZ stavy nemají ¾ádné jednoèásticové vlastnosti. Tím máme na mysli,¾e jejich jednoèásticové redukované operátory hustoty jsou v maximálnì smí¹enémstavu �̂a = 12 1̂: (3.8)Takovéto èisté stavy pova¾ujeme za nejsilnìji provázané.Aby jsme mohli nìjak kvantitativnì postihnout sílu provázání daného stavu,musíme de�novat míru provázání, která nám bude indikovat, zda-li je daný systémneprovázaný.Sjedno»me nyní pøedstavy o obecných vlastnostech, které by míra provázání mìlamít. Mìjme soustavu slo¾enou z N podsystémù faigNi=1. Míra provázání N-tého øáduby mìla splòovat následující podmínky: 18



(V1) Obor hodnot je pozitivní a nabývá 0 pro stavy, které neobsahují provázáníN-tého øádu (neprovázané stavy).(V2) Míra by mìla nabývat maxima pro soustavy v èistém stavu, jejich¾ oba pod-systémy jsou popsány redukovanými operátory ve tvaru:�̂a(b) = 1Nai Îai; (3.9)kde Nai je dimenze Hilbertova prostoru popisující podsystém ai.(V3) Míra provázání by mìla být invariantní vzhledem k lokálním unitárním trans-formacím, èím¾ míníme unitární transformace pùsobících na Hilbertových pro-storech popisujících jednotlivé podsystémy soustavy. Formálnì jsou tedy vetvaru Û = Û(1) 
 Û (2)
 : : :
 ^U(N); (3.10)kde ^U(i) jsou unitární transformace jednotlivých Hilbertových prostorù pod-systémù.Poznámka 1: Vlastnost (V1) vyjadøuje nutnou podmínku, aby daný stav byl ne-provázaný. Nìkteré uvádìné míry splòují dokonce silnìj¹í variantu vlastnosti (V1),jsou rovny nule právì tehdy, je-li daný stav provázaný.Poznámka 2: Druhá podmínka se vztahuje na pøípad, kdy dimenze Hilbertova pro-storu popisujícího soustavu je koneèná. Touto podmínkou po¾adujeme aby míra pro-vázání nabývala maximální hodnoty pro èisté stavy bez jednoèásticových vlastností(stav, kdy redukované operátory hustoty podsoustav popisují maximálnìsmí¹ený stav ).Poznámka 3: Tøetí podmínkou po¾adujeme, aby míra provázání byla nezávislá navolbì unitárnì ekvivalentních Hilbertových prostorù jednotlivých podsystémù sou-stavy. Míra by mìla být invariantní vùèi lokálním zmìnám báze, které zachovávajínormu.Podívejme se nyní podrobnìji na provázání druhého øádu. V dal¹í èásti tedybudeme studovat provázání dvou podsystémù (dvouèásticové systémy).3.1 Provázání druhého øáduDále, neuvedu-li jinak, budu pod pojmem provázání míti na mysli provázání dvoupodsystémù neboli provázání druhého øádu. Uva¾ujme tedy soustavu slo¾enou zedvou podsystémù a a b. Nech» �̂ je operátor hustoty popisující soustavu a �̂a a�̂b jsou redukované operátory hustoty podsystémù. Shròme tedy je¹tì jednou propøípad dvou podsystémù de�nici neprovázaných stavù a po¾adované vlastnosti míryprovázání. Lze-li napsat operátor hustoty �̂ ve tvaru�̂ = �̂a 
 �̂b; (3.11)øíkáme, ¾e tyto dva podsystémy nejsou provázané.Míra provázání by mìla splòovat vlastnosti:19



U1. Obor hodnot je pozitivní a nabývá 0 pro ka¾dý neprovázaný stav.U2. Míra by mìla nabývat maxima pro soustavy v èistém stavu, jejich¾ oba pod-systémy jsou popsány redukovanými operátory ve tvaru:�̂a(b) = 1Na(b) Îa(b); (3.12)kde Na(b) je dimenze Hilbertova prostoru popisující podsystém a(b ).U3. Míra provázání by mìla být invariantní vzhledem k lokálním unitárním trans-formacím, èím¾ míníme unitární transformace pùsobících na Hilbertových pro-storech popisujících jednotlivé podsystémy soustavy. Formálnì jsou tedy vetvaru Û = Û(1)
 Û(2); (3.13)kde ^U(i) jsou unitární transformace jednotlivých Hilbertových prostorù pod-systémù a a b .Nyní se budu vìnovat konkrétním popisùm provázání druhéhé øádu.3.1.1 Index korelace indukovaný kvantovou entropiíPod indexem korelace mám na mysli absolutní míru charakterizující vzájemnou in-terakci dvou podsystémù dané soustavy. Opìt máme soustavu s dvìma podsystémya a b. V minulé kapitole jsem ukázal dvì rùzné de�nice kvantové entropie. Vzhle-dem k jejich spoleèným vlastnostem budou následující úvahy pro linearizovanou avon Neumannovu entropii toto¾né. Entropie vyjadøuje míru neurèitosti obsa¾enouv daném systému. Odtud mù¾eme de�novat informaèní obsah dané soustavy násle-dujícím zpùsobem Q = Smax � S; (3.14)kde Smax je maximální mo¾ná entropie, kterou daný systém mù¾e nabýt - stavsoustavy s maximální mírou neuspoøádanosti a S okam¾itá entropie soustavy. Nyníji¾ máme vytvoøené prostøedky, aby jsme mohli de�novat index korelace jako míruinformace obsa¾enou ve vlastnostech vzniklých spojením obou podsystémùIc = Q� (Qa +Qb); (3.15)kde Q je informaèní obsah celé soustavy a Qa(b) informaèní obsah podsystémù. Vztah(3.15) lze pøepsat do exaktnìj¹ího tvaru. Uvá¾íme-li, ¾e Smax = Smaxa + Smaxb ,mù¾eme vztah pro index korelace upravit do tvaruIc = Sa + Sb � S: (3.16)S tímto vztahem budeme nadále pracovat.Ovìøme nyní zda-li, tato míra provázání splòuje po¾adované vlastnosti [U1-U3].Dùkaz: 20



(U1) Vlastnost je zaruèena platností Araki-Libeho teorému (2.54) a obdobné relacedokázané pro linearizovanou entropii (2.60). Dokonce platí, ¾e index korelaceje roven 0 právì tehdy, je-li stav neprovázaný.(U2) Z tvrzení [T1-T3] plyne, ¾e entropie Sa a Sb nabývá v námi pøedpokládanémpøípadì maxima. Vzhledem k èistému stavu celé soustavy je entropie S rovná0. Odtud je ji¾ zøejmé, ¾e index korelace de�novaný vztahem (3.16) splòuje ivlastnost U2.(U3) Mìjme dva Hilbertovy prostory H a H0 popisující stejnou soustavu svázanéunitární transformací ve tvaru (3.13). Pro pøíslu¹né vektory a operátory zHilbertových prostorù H a H0 tedy platíj 0i = (Ûa 
 Ûb)j i ; �̂0 = (Ûa 
 Ûb)�̂(Ûya 
 Ûyb ) (3.17)a pro redukované operátory�̂0a = Ûa�̂aÛya a �̂0b = Ûb�̂bÛyb : (3.18)Z vlastností stopy operátoru vidíme, ¾eTrf(�̂0)ng = TrfÛ �̂ÛyÛ �̂:::Û�̂Ûy| {z }n krát g = Trf(�̂)ng n 2 N ; (3.19)kde jsem vyu¾il vlastnosti unitárních operátorù Û Ûy = Î a invariantnosti stopyvùèi cyklické zámìnì operátorù v argumentu stopy. Rozepí¹eme-li de�nici vonNeumanovi entropie, zjistíme, ¾eS = �kbTrf�̂ ln �̂g = �kbTrf�̂ 1Xn=1 (�1)n+1n (�̂� Î)ng == �kbTrf 1Xn=1 (�1)n+1n nXk=0(�1)k(�̂)ng: (3.20)Linearizovanou entropii jsme de�novali následovnìSlin = Tr(�̂� �̂2): (3.21)Pøejdeme-li nyní k soustavì popsané Hilbertovým prostoremH0 , zùstanou hod-noty von Neumannovi a linearizované entropie soustavy i podsoustav vzhledemk platnosti vztahù (3.17),(3.18),(3.20) a (3.21) nezmìnìny, a tedy index kore-lace vlastní i tøetí po¾adovanou vlastnost.21



3.1.2 Míra provázání indukovaná Peres-Horodeckiho kri-tériemNe¾ budeme pokraèovat, pøipomenu znovu pojem separabilního stavu soustavy sdvìma podsystémy.De�nice:Kvantový systém slo¾ený ze dvou podsystémù a a b je separabilní, jestli¾ejeho operátor hustoty mù¾e být zapsán ve tvaru�̂ = XA wA�̂(a)A 
 �̂(b)A ^ XA wA = 1; (3.22)kde �̂(a)A a �̂(b)A jsou operátory hustoty pro tyto dva podsystémy ( ne nutnì reduko-vané operátory operátoru �̂ ) a wA jsou pozitivní váhové koe�cienty.Je zøejmé, ¾e ka¾dý neprovázaný stav dvoukomponentového systému je seperabilní.Zajímá nás, zda-li existuje nìjaký zpùsob, jak zjistit, je-li daný systém separabilní.K tomuto úèelu máme k dispozici nìkolik kritérií. Známé jsou Bellova nerovnost (viz[13]), kterou separabilní systém v¾dy splòuje, nebo �-entropy kritérium a pro nás vtuto chvíli nejdùle¾itìj¹í Peres - Horodeckiho kritérium (viz [16]). Je jednodu-chým algebraickým testem, který je nutnou podmínkou pro existenci dekompozice vetvaru (3.22). Tuto podmínku separability nejlépe odvodíme explicitním vyjádøenímmaticových elementù. Vztah (3.22) má v maticových elementech tvar�m�;n� = XA wA(�̂(a)A )mn(�̂(b)A )��): (3.23)Latinské indexy jsou vzta¾eny k prvnímu podsystému a øecké k druhému. De�nujmenyní novou matici, �m�;n� = �n�;m�: (3.24)Latinské indexy jsme transponovali, ale øecké zùstaly nezmìnìny. To samozøejmìnení unitární transformace, nicménì � matice je Hermitovská. Platí-li tedy pro ope-rátor hustoty rovnost (3.22), mù¾eme zapsat operátor �̂ do tvaru�̂ = XA wA(�̂(a)A )T 
 �̂(b)A : (3.25)Vzhledem ke skuteènosti, ¾e transponovaná matice (�(a)A )T = �(a)A )� je pozitivnì semi-de�nitní matice s jednotkovou stopou, je operátor �̂ opìt operátorem hustoty. Odtudplyne, ¾e ¾ádná vlastní hodnota operátoru �̂ nemù¾e být záporná. Nazveme-li ope-raci (3.24) parciální transpozicí, mù¾eme formulovat Peres - Horodeckiho kritériumnásledovnì:Tvrzení: Nutnou podmínkou, aby systém byl separabilní, je nezápornost vlastníchhodnot matice získané parciální transpozice.Poznámka: Pro soustavu, její¾ podsystémy jsou popsány Hilbertovými prostorydimenze dvì, platí dokonce opaèné tvrzení. Jsou-li v¹echny vlastní hodnoty maticezískané parciální transpozicí operátoru hustoty nezáporné, je stav soustavy separa-bilní. 22



Pøistupme nyní k de�nici míry provázání zalo¾ené na právì dokázaném kritériu.Víme, ¾e máme-li separabilní systém, jsou v¹echny vlastní hodnoty parciální trans-pozice nezáporné. Nabízí se tedy mo¾nost navrhnout míru provázání vhodnou volbouvztahu zalo¾eném na právì získaném faktu o vlastních hodnotách parciální transpo-zice operátoru hustoty. V literatuøe se uvádí míra de�novaná následujícím zpùsobemEN(�) = jminf0; �Ta1 ; �Ta2 ; �Ta3 ; : : :gj; (3.26)kde �Tai jsou vlastní hodnoty parciální transpozice operátoru hustoty. V literatuøese nìkdy oznaèuje vý¹e uvedená míra jako negativní. Dále budeme pou¾ívat totooznaèení.Na nìkolika pøíkladech srovnám tuto míru s indexem korelace. Ji¾ na pøíkladu op-tické sítì se ukazuje, ¾e tato míra není citlivá k pøípadu, kdy v optické síti rostepoèet vstupních fotonù v signálu, nebo» místo oèekávaného nárustu naopak velikostprovázání podle této míry klesá. Vysvìtlení je jednoduché, nebo» míra de�nova-ná vztahem (3.26) nikterak neobrá¾í v¹echny záporné vlastní hodnoty, ale pouzenejmen¹í z nich. Má-li míra re
ektovat vý¹e zmínìnou skuteènost, musí míra zoh-ledòovat v¹echny záporné vlastní hodnoty parciální transpozice. De�nujme nyní dvìmíry provázání.První z nich budu dále nazývat souètová a pøedepí¹u ji vztahemES(�̂) = Xi j�Tai j ^ �Tai < 0: (3.27)Druhou nazvu logaritmická a de�nuju ji vztahemEL(�̂) = �Xi j�Tai j ln (j�Tai j) ^ �Tai < 0: (3.28)Vìnujme se nyní právì de�novaným mírám provázání z pohledu vlastností (U1) -(U3).Vlastnost (U1) splnìna je, nebo» v¹echny tøi míry jsme de�novali na základì Peres- Horodeckiho kritéria, který je nutnou podmínku pro to, aby daná soustava byla vseparabilním stavu. Jinými slovy neprovázaný stav (3.11) splòuje podmínku sepa-rabilnosti, a tedy vlastní hodnoty parciální transpozice jeho operátoru hustoty jsouv¹echny nezáporné a obì míry provázání nabývají pro neprovázaný stav nulovouhodnotu. Opaèné tvrzení v¹ak neplatí. Je-li hodnota míry provázání nulová, jsouv¹echny vlastní èísla parciální transpozice nezáporná, ale odtud neplyne, ¾e danýstav je separabilní, nebo» Peres - Horodeckiho kritérium je pouze nutnou podmín-kou.Poznámka: V pøípadì, ¾e soustava je slo¾ená z podsystémù popsaných Hilbertový-mi prostory s dimenzí dva, platí, ¾e jsou-li tyto míry pro daný stav nulové, je tentostav separabilní.Na otázku, zda-li míry splòují vlastnost (U2), neumím odpovìdìt. Z pøíkladù øe¹e-ných v kapitole (3.1.3) plyne, ¾e logaritmická míra tuto vlastnost nesplòuje. Ostatnímíry v øe¹ených pøíklad tuto skuteènost nepotvrdily.23



Vlastnost (U3) splnìna je. Máme dva Hilbertovy prostory H a H0 popisující stejnousoustavu svázané unitární transformací ve tvaru (3.13). Maticové prvky �m�;n� lzezapsat následovnì �m�;n� = hm;�j�̂jn; �i: (3.29)Pro maticové elementy unitární transformace ve tvaru (3.13) platí(Û (1)
 Û(2))m�;n� = hm;�j(Û(1)
 Û (2))jn; �i = hmjÛ(1)jnih�jÛ (2)j�i == (Û (1))m;n(Û (2))�;�: (3.30)Odtud vidíme, ¾e(�̂0)m�;n� = f(Û(1)
 Û(2))�̂(Û(1)y 
 Û(2)y)gm�;n� =(Û(1)
 Û (2))m�;n�(�̂)i�;j�(Û (1)y 
 Û(2)y)j�;n� =(Û(1))m;i(Û (2))�;�(�̂)i�;j�(Û(1)y)j;n(Û(2)y�;�: (3.31)S pou¾itím právì získaných vztahù mù¾eme vyjádøit maticové elementy operá-toru �̂0, který vznikne parciální transpozicí operátoru hustoty �̂0 .(�̂0)m�;n� = (�̂0)n�;m� = (Û(1))n;i(Û(2))�;�(�̂)i�;j�(Û (1)y)j;m(Û(2)y�;�(Û(1))m;i(Û (2)�;�(�̂)j�;i�(Û (1)y)j;n(Û (2)y)�;�(Û(1)T )m;j(Û(2)�;�(�̂)i�;j�((Û(1)T )y)i;n(Û(2)y)�;�: (3.32)Operátor �̂0 je svázaný s operátorem �̂ unitární transformací Û 0 = Û(1)T 
 Û(2)�̂0 = f(Û(1))T 
 Û (2)g�̂f((Û (1))T )y 
 (Û(2)))yg: (3.33)Unitární transformace ponechávají spektra operátorù beze zmìny, a proto i obìmíry ( souètová i logaritmická ) jsou invariantní vùèi transformaci (3.22). Tím jsmedokázali vlastnost (U3).Podívejme se nyní na nìkteré zajímavé fyzikální systémy a zkoumejme rozsah vyu¾itíjednotlivých mìr provázání pro tyto konkrétní situace.3.1.3 Srovnání mìr provázání na konkrétních pøíkladechSmìs èistých a smí¹ených korelovaných stavùPrvní pøípad, kterým se budu zabývat je smìs korelovaných stavù v èistém a smí-¹eném stavu popsaných operátorem hustoty ve tvaru�̂ = �fj00i + j11igfh00j + h11jg + (12 � �)fj01ih01j + j10ih10jg: (3.34)Øe¹íme tedy pøípad, kdy dimenze podsystémù je Na = Nb = 2. Podívejme se nejdøívena index korelace. 24



Index Korelace:Redukované operátory hustoty jsou�̂a = 12fj1iah1ja + j0iah0jag (3.35)a �̂b = 12fj1ibh1jb + j0ibh0jbg: (3.36)Spektra vlastních hodnot obou redukovaných operátorù jsou toto¾ná,�(�̂a(b)) = n12 ; 12o: (3.37)Snadno nahlédneme, ¾e Sa + Sb = 2 ln 2: (3.38)Operátor hustoty �̂ má následující maticové vyjádøení� = 0BBB@� 0 0 �0 12 � � 0 00 0 12 � � 0� 0 0 �1CCCA : (3.39)Spektrum operátoru hustoty �̂ je mno¾ina�(�̂) = n12 � �; 12 � �; 2�; 0o: (3.40)Jednoduchou diskuzí mo¾ných pøípadù, které mohou nastat, zjistíme ze vztahu proindex korelace (3.16)Ic = 8><>: 2 ln 2 + 2(12 � �) ln (12 � �) + 2� ln 2� 0 < � < 12ln 2 � = 02 ln 2 � = 12 : (3.41)Míry indukované Peres-Horodeckiho kritériem:Musíme nejdøíve urèit vlastní hodnoty parciální transpozice operátoru hustoty (3.34).Maticový zápis parciální transpozice �̂Ta snadno urèíme ze vztahu (3.39)�Ta = 0BBB@� 0 0 00 12 � � � 00 � 12 � � 00 0 0 �1CCCA : (3.42)Spektrum parciální transpozice operátoru �̂ je tedy�(�̂Ta) = n�;�; 12 � 2�; 12o: (3.43)25



Z podmínek obsa¾ených v de�nici stavu (3.34) na koe�cient � vidíme, ¾e jedinouzápornou vlastní hodnotou parciální transpozice je��(�̂Ta) = n12 � �o pro 14 < � � 12 : (3.44)Negativní míra se shoduje se souètovou a má hodnotuEN = ES = ( 0 0 � � � 142� � 12 14 < � � 12: (3.45)Logaritmická míra EL je rovnaEL = ( 0 0 � � < 14(12 � 2�) ln (2� � 12) 14 < � � 12 : (3.46)Zobrazme nyní získané výsledky do jednoho grafu
Obr. 3.1: Graf indexu korelace, negativní, souètové a logaritmické míryZ obrázku vidíme hned nìkolik záva¾ných poznatkù. Prvním z nich je skuteè-nost, ¾e logaritmická míra nenabývá maxima pro � = 12 , nýbr¾ nabývá maximav bodì V(� = 0:43). Nesplòuje tedy vlastnost (U2). Dal¹ím (nutno øíci oèekáva-ným) poznatkem je ni¾¹í citlivost v¹ech tøí mìr indukovaných Peres - Horodeckihokritériem vùèi stavùm popsaných operátorem (3.34) pro parametr 0 � � � 14 . Oèe-kávaný právì proto, ¾e Peres - Horodeckiho kritérium je nutná a zároveò postaèujícípodmínka pro to, aby daný systém byl separabilní. Z rozboru zobrazených prùbìhùmìr mù¾eme øíci, ¾e stavy s parametrem � z intervalu (0; 14 ] jsou separabilní, alenejsou neprovázané. 26



Dva korelované spinyV této èásti uká¾i výpoèet mìr pro dobøe známý pøíklad korelace dvou spinù popsanéèistým stavem j i = �1=2j1iaj0ib + (1 � �)1=2ei!j0iaj1ib; (3.47)kde stavy j1i a j0i lze chápat jako vlastní stavy operátoru z-ové komponenty spinua 0 � � � 1. Opìt øe¹íme soustavu, její¾ podsystémy jsou popsány Hilbertovýmprostorem, jeho¾ dimenze je dva.Index korelace:Operátory hustoty podsytémù nalezneme ve tvaru�̂a = �j1iah1ja + (1� �)j0iah0ja (3.48)a �̂b = �j0ibh0jb + (1 � �)j1ibh1jb: (3.49)Vzhledem k tomu, ¾e entropie celé soustavy je nula, staèí vypoèítat entropie pod-systémù Sa(b) = �Trn�̂a(b)(Xn (�1)nn (�̂a(b) � Î)no: (3.50)Vzhledem k tomu, ¾eTrn�̂a(b)(�̂a(b) � Î)n = �(�� 1)n + (1� �)(�1)n�no; (3.51)má index korelace tohoto systému velikostIc = �2[Xn (�1)n�1n (�(�� 1)n + (1 � �)(�1)n�n)]: (3.52)Úpravou výrazu (3.52) s pou¾itím vlastností rozvoje logaritmu dostaneme indexkorelace ve tvaru Ic = �2[� ln�+ (1 � �) ln (1 � �)]: (3.53)Index korelace je maximální, kdy¾ � = 12 . Pro tuto hodnotu nabývá index korelacevelikosti Imaxc = 2 ln 2: (3.54)Míry indukované Peres - Horodeckiho kritériem:Operátor hustoty systému popsaného vektorem (3.47) má tvar�̂ = j ih j = �j10ih10j + (1� �)j01ih01j ++ � 12 (1� �) 12 exp (�i!)j10ih01j ++ � 12 (1� �) 12 exp (i!)j01ih10j: (3.55)27



Maticový zápis vý¹e uvedeného operátoru hustoty je� = 0BBBB@ 0 0 0 00 � � 12 (1 � �) 12 e�i! 00 � 12 (1 � �) 12 ei! 1 � � 00 0 0 01CCCCA : (3.56)A parciální transpozice operátoru hustoty �̂ má tvar�Ta = 0BBBB@ 0 0 0 � 12 (1� �) 12 e�i!0 � 0 00 0 1 � � 0� 12 (1� �) 12 ei! 0 0 0 1CCCCA : (3.57)Z charakteristického polynomu spoèítáme vlastní hodnoty parciální transpozice azjistíme, ¾e její spektrum je mno¾ina�(�̂Ta) = n�; 1 � �;q�(1 � �);�q�(1 � �)o: (3.58)Odtud snadno urèíme, které vlastní hodnoty ze spektra jsou záporné. Vzhledem kparametru �, který je vymezen podmínkou 0 � � � 1, je to pouze vlastní èíslo��(�̂Ta) = n�q�(1� �)o: (3.59)Opìt jednoduchým rozborem mo¾ných pøípadù, které mohou nastat, zjistíme z de-�nièních vztahù pro míry, ¾e EN = ES = q�(1 � �); (3.60)EL = ( 0 � = 0; 1�12q�(1 � �) ln (�(1 � �)) 0 < � < 1: (3.61)
28



Získané výsledky zobrazme do jednoho grafu
Obr. 3.2: Graf indexu korelace, negativní, souètové a logaritmické míryOpìt vidíme, ¾e logaritmická míra nesplòuje vlastnost (U2), nebo» nenabývámaxima pro � = 12. Ostatní míry na této parametrické mno¾inì stavù (3.47) vlast-nost (U2) splòují.Optická sí» s M vstupyObecná sí» je systém mnoha interagujících prvkù. Potøeba porozumìt chování svìtlav kvantových sítích má dva koøeny. Prvním je pou¾ití sítí pro velmi pøesný informaènípøenos nebo mìøení, pøi kterém je nutné kvantovou neurèitost sní¾it na minimum.Druhým je mo¾nost testovát nìkteré pøedpovìdi kvantové mechaniky na optickýchsítí. Sí» lze zadat napø. jejím systémovým hamiltoniánem nebo tzv. transformaènífunkcí, která urèuje relaci mezi vstupem a výstupem. Z pohledu transformaèní funkcelze sítì rozdìlit na lineární (kombinace èoèek, zrcadel, dìliè paprskù) a nelineární(Kerrové medium, fázové konjugace, zesilovaèe). V pøípadì lineární transformace márelace mezi vstupem a výstupem následující tvarb̂ = L̂â; (3.62)kde â je anihilaèní operátor popisující vstup, b̂ je anihilaèní operátor popisujícívýstup a L̂ je lineární transformace mezi vstupním a výstupním anihilaèním operá-torem.Sítì také rozdìlujeme na pasivní, které nemìní poèet èástic v soustavì, a aktivní,které naopak tento poèet mìní. 29



Fyzikální stavy, které jsme øe¹ili v pøedcházejících pøíkladech, byli jednoduchéa mìli ilustrovat vlastnosti jednotlivých mìr provázání. Pro realizaci a studiumslo¾itìj¹ích provázaných stavù pou¾ijeme optickou sí» zadanou systémovým hamil-toniánem Ĥ = MXi=1 !iâyi âi + 12 MXi;j=1Gi;j âyi âiâyjâj; (3.63)kde !i; Gi;j 2 <, Gi;j = Gj;i a Gi;i = 0 pro v¹echna i; j 2 M̂ . Uva¾ovaná sí» patøímezi nelineární pasivní sítì s M vstupy (M� 2).Pøedpokládejme nyní, ¾e do této sítì s M mody vstupuje svìtelný stav j 0i slo¾enýz M modù, pøièem¾ i-tý je v kanonickém koherentním stavu s amplitudou �ij 0i = j�1i 
 ::::
 j�Mi; (3.64)kde j�ii = exp (�j�ij22 ) 1Xni=1 �nipni! jnii: (3.65)Èasový vývoj j (t)i stavu j 0i v síti s èasovì nezávislým hamiltoniánem (3.63)má tvar j (t)i = Û (t)j 0i = exp (iĤt)j 0i = ( 1Xn=0 (it)nn! Ĥn)j 0i (3.66)Odtud tedyj (t)i = exp [�12(j�1j2 + ::::+ j�M j2)] 1Xn1;:::;nM=0 1Xn=0 (it)nn! [ MXi=1 !ini + 12 MXi;j=1Gi;jninj ]�� �n11 ::::�nMMpn1!:::nM!jn1; ::::; nMi = exp [�12(j�1j2 + ::::+ j�M j2)]�� 1Xn1;::::;nM=0 exp [( MXi=1!ini + 12 MXi;j=1Gi;jninj)it] �n11 ::::�nMMpn1!::::nM!jn1; ::::; nMi (3.67)Pùvodnì M nezávislých koherentních stavù se navzájem provázali. Celou sou-stavu nelze vyjádøit jako tenzorový souèin nezávislých stavù. Pro øe¹ení korelacímusíme pøejít k operátorovému popisu stavù. Operátor hustoty odpovídající stavuj (t)i má tvar �̂C(t) = j (t)ih (t)j = exp [�(j�1j2 + ::::+ j�M j2)] == 1Xn1;::;nM=0 1Xm1;::;mM=0 exp [[ MXi=1!i(ni �mi) + 12 MXi;j=1Gi;j(ninj �mimj)]it]�30



� �n11 :::�nMM ��1m1:::��MmMpn1!:::nM!m1!:::mM! jn1; :::; nMihm1; :::;mMj: (3.68)Na¹ím úkolem je aplikovat de�nované míry provázání na dva vybrané mody u a vpopsané redukovaným operátorem hustoty �̂uv�̂uv(t) = exp [�(j�1j2 + :::+ j�M j2)]�� 1Xn1;n2=0 Xm1;m2 exp f[!u(n1 �m1) + !v(n2 �m2)]itg exp fGuv(n1n2 �m1m2)itg���n1u �n2v ��um1��vm2pn1!n2!m1!m2! MYj=1;j 6=u;v exp fj�jj2 exp f[Gu;j(n1 �m1) +Gv;j(n2 �m2)]itggjn1; n2ihm1;m2j: (3.69)Vidíme, ¾e jde o komplikovaný operátor hustoty. Nebudu uvádìt celý postup, jakanalyticky vyøe¹it index korelace, nebo» je velmi pracný a zdlouhavý. Spoèívá vnalezení redukovaných operátorù �̂u a �̂v pøíslu¹ných k vybraným modùm u a v.Následnì spoèteme jednotlivé entropie vystupující ve vztahu pro index korelace avyjádøíme index korelaceIc = 1Xj=1 jXl=0 1Xn1;:::;nM=0 (�1)lj  jl!exp [�(l+ 1)(j�1j2 + :::+ j�M j2)]n1!:::nl+1! nj�uj2(n1+:::+nl+1)�� exp f MXj=1;j 6=u j�jj2[ lXk=1 exp [Gu;j(nk+1 � nk)it] + exp [Gu;j(n1 � nl+1)it]]g++j�vj2(n1+:::+nl+1) exp f MXj=1;j 6=v j�jj2[ lXk=1 exp [Gv;j(nk+1 � nk)it] + exp [Gv;j(n1 � nl+1)it]]go++ 1Xj=1 jXl=0 1Xn1;:::n2l+2=0 (�1)l�1j  jl!exp [�(l+ 1)(j�1j2 + :::+ j�M j2)]n1!:::n2l+2! K(n1; :::; n2l+2)�� expn MXj=1;j3u;v j�jj2h lXk=1 exp [Gu;j(n2k+1 � n2k�1)it] exp [Gv;j(n2k+2 � n2k)it]++ exp [Gu;j(n2k+1 � n2k�1)it] exp [Gv;j(n2k+2 � n2k)it]o; (3.70)31



kde K(n1; :::; n2l+2) = j�uj2(n1+n3+:::+n2l+1)j�vj2(n2+n4+:::+n2l+2): (3.71)Poznámka: Pro dvoumodový vstup lze výsledek znaènì zjednodu¹it, nebo» Suv = 0,proto¾e operátor �̂uv(t) popisuje èistý stav.Ic = 1Xj=1 jXl=0 1Xn1;:::;nM=0 �1lj  jl!exp [�(l+ 1)(j�1j2 + j�2j2)]n1!:::nl+1! ��nj�1j2(n1+:::+nl+1) exp fj�2j2[ lXk=1 exp [G1;2(nk+1 � nk)it] + exp [G1;2(n1 � nl+1)it]]g++ j�2j2(n1+:::+nl+1) expfj�1j2[ lXk=1 exp [G2;j(nk+1 � nk)it] + exp [G2;j(n1 � nl+1)it]]go(3.72)Numerické vyèíslení tohoto vztahu je vzhledem k jeho slo¾itosti v souèasné dobìnemo¾né. Pov¹imnìme si v¹ak dvou dùsledkù, které z analytického øe¹ení plynou:(I) Stupeò korelace je závislý pouze na velikosti amplitudy. Fáze amplitudy nemána provázání vliv.(II) Index korelace vykazuje v èase periodické chování. Délka periody závisí naparametrech Gi;j. Snadno se pøesvìdèíme, ¾e kdy¾ dosadíme Gu;j = 0, nedojde k¾ádnému provázaní.Poznámka: V pøípadì, ¾e místo koherentních stavù po¹leme na vstup fokovskéstavy, nedojde mezi mody k ¾ádnému provázání.Pro ostatní míry indukované Peres - Horodeckiho kritériem nelze nalézt analy-tické øe¹ení. Mù¾eme v¹ak øe¹it stupeò korelace dvou modù numericky. Vzhledem kvlastnostem kanonických koherentních stavù rozlo¾íme jednotlivé vstupní mody nadvì èástij�ii = ( 1Xni=0 exp (�12 j�ij2) �niipni! jnii) == ( NXni=0 exp (�12 j�ij2) �niipni! jnii)| {z }j C0 i + ( 1Xni=N+1 exp (�12 j�ij2) �niipni!jnii)| {z }j rest0 i (3.73)tak, ¾e norma vektoru j rest0 i je dostateènì malá a dále budeme popisovat vstupníi-tý mod �i vektorem j rest0 i. Staèí tedy vyøe¹it provázanost dvou vybraných moduu,v popsaných redukovaným operátorem�̂0cuv(t) = exp [�(j�1j2 + :::+ j�M j2)]�32



� N2Xn1;n2=0 N2Xm1;m2 exp f[!u(n1 �m1) + !v(n2 �m2)]itg exp fGuv(n1n2 �m1m2)itg���n1u �n2v ��um1��vm2pn1!n2!m1!m2! MYj=1;j 6=u;v exp fj�jj2 exp f[Gu;j(n1 �m1) +Gv;j(n2 �m2)]itggjn1; n2ihm1;m2j; (3.74)kde N je dostateènì velké. To znamená, ¾e stopa operátoru hustoty�̂C0 = j C0 ih C0 j (3.75)je v øádu, který potøebujeme, dostateènì blízká jednièce.Nyní øe¹íme provázanost stavu popsaného koneènì dimenzionálním operátorem. Hle-dáme tedy vlastní hodnoty operátoru (3.74) a vlastní hodnoty jeho parciální trans-pozice. Na obrázku (3.3) vidíme srovnání indexu korelace s mírami indukovanýmiPeres - Horodeckiho kritériem pro dvoumodový vstup s parametrem G12 = 1.
Obr. 3.3: Srovnání indexu korelace, negativní, souètové a logaritmické míry v zá-vislosti na poètu fotonù (v obou modech je stejný poèet fotonù).V¹echny míry kromì negativní mají typovì stejný prùbìh. S rostoucím poètemexcitací vstupujících do vzájemné interakce roste i míra provázání. Jedinou výjimkouje negativní míra. Je to zpùsobeno tím, ¾e zohledòuje pouze nejmen¹í negativnívlastní hodnotu parciální transpozice. Tento fakt jsme samozøejmì nepostøehli u33



pøíkladù, kde mìla parciální transpozice pouze jednu vlastní hodnotu. Negativnímíra je tedy urèitým numerickým testem, zda-li je daný stav separabilní. Ale nemù¾ebýt v slo¾itìj¹ích pøípadech numerickým testem pro urèení síly korelace.Podívejme se nyní na grafy jednotlivých mìr pro dvoumodový vstup v závislosti naamplitudì �1 a �2.
Obr. 3.4: Graf indexu korelace v závislosti na poètu fotonù v prvním a druhémmodu, G12 = 1 a t = 1.
Obr. 3.5: Graf negativní míry v závislosti na poètu fotonù v prvním a druhém modu,G12 = 1 a t = 1.Získané výsledky v grafech potvrzují na¹e poznatky. V¹echny míry jsou symet-rické vzhledem k amplitudám �1 a �2. Kromì negativní míry vykazují testy síly34



Obr. 3.6: Graf souètové míry v závis-losti na poètu fotonù v prvním a druhémmodu, G12 = 1 a t = 1. Obr. 3.7: Graf logaritmické míry v zá-vislosti na poètu fotonù v prvním a dru-hém modu, G12 = 1 a t = 1.korelace podobnou závislost síly provázání na poètu fotonù vstupujících do vzájem-né interakce. Jinými slovy de�nují stejné uspoøádání na mno¾inì výstupních stavùze sítì. Z numerických výpoètù dále plyne, ¾e síla provázání není závislá na fáziamplitud. To koresponduje s na¹imi teoretickými poznatky, nebo» operátor hustoty(3.74) rovnì¾ není závislý na fázi amplitud.3.2 Provázání vy¹¹ích øádùHledání popisu korelací, èi silnìj¹ího pojmu provázání, víceèásticových systémù jevelmi obtí¾né. Studium by se mìlo soustøedit nejen na sílu korelace, ale zajímají násrovnì¾ mo¾né korelace podsystémù. Vzhledem k obtí¾nosti celého problému zù¾ímsvùj zájem na studium silnìj¹ího pojmu provázání. Cílem tohoto zájmu je najítkritérium (numerický test), zda-li je daný stav provázaný, jakého øádu provázáníobsahuje a mù¾e-li být tento numerický test vhodnou mírou pro urèení síly provázání.Zajímavý a pomìrnì úspì¹ný popis byl navr¾en J. Schlienzem a G. Mahlerem [9].Jeho nevýhodou je, ¾e je navr¾en pouze pro systémy koneèné dimenze. Nicménì,jak pozdìji uvidíme, je pro nás motivujícím pøíkladem, který úzce souvisí s na¹ímnavrhovaným popisem. Navíc je zalo¾en na dekompozici daného stavu bez nutnostipou¾ití diagonalizaèních a maximalizaèních procedur.3.2.1 Schlienz - Mahlerùv popis provázáníHned v úvodu znovu zdùrazòuji, ¾e tento popis se týká pouze kvantových systémùs Hilbertovým prostorem H koneèné dimenze N . Libovolný Hermitovský operátorL̂ na tomto prostoru lze vyjádøit jako lineární kombinaci jednotkového operátoru a35



generátorù SU(N) algebry  ̂L = �N 1̂ + 12 N2�1Xj=1 �j �̂j; (3.76)kde koe�cient � je urèen normalizaèní podmínkou � = Tr(L̂), f�̂gN2�1i=1 jsou generá-tory SU(N) algebry a tedy splòují relaciTrf�̂ig = 0; (3.77)Trf�̂i�̂jg = 2�ij : (3.78)Koe�cienty f�jgN2�1j=1 lze vyjádøit ve tvaru�j = Trf�̂jL̂g: (3.79)Pro pøípad N = 2 mohou být generátory reprezentovány Pauliho maticemi. Nadá-le budu pracovat s generátory de�novanými následujícím zpùsobem. Oznaème P̂jkprojekèní operátor P̂jk = jjihkj; (3.80)kde jni jsou ortonormální vlastní stavy Hermitovského operátoru L̂ na H. To sa-mozøejmì jde, nebo» Hermitovský operátor je normální a proto¾e jsme na lineárnímprostoru koneèné dimenze je i Hilbert - Schmidtùv. Z teorie lineárních operátorùplyne, ¾e je to operátor s èistì bodovým spektrem. Zkonstruujme N2 � 1 operátorùf�̂jgf�̂jgN2�1j=1 := fû12; û13; :::; v̂12; û13; :::; ŵ1; ŵ2; :::; ŵN�1g (j = 1; :::; N2� 1); (3.81)kde ŵl = �s 2l(l + 1)(P̂11 + P̂22 + :::+ P̂ll � lP̂l+1;l+1; (3.82)ûjk = P̂jk + P̂kj ; (3.83)v̂jk = i(P̂jk � P̂kj) (3.84)pro 1 � l � N � 1 a 1 � j < k � N .Operátor hustoty lze zapsat ve tvaru�̂ = 1N 1̂ + 12 N2�1Xj=1 �j �̂j : (3.85)Vektor � = f�jg je (N2� 1) - dimenzionální vektor oznaèovaný jako vektor kohe-rence nebo také zobecnìný Blochùv vektor. Vzhledem k hermitovosti operátoru�̂ je vektor koherence reálný. Dùle¾ité je zmínit transformaèní vlastnosti vektoru ko-herence vzhledem k unitární transformaci Û�̂! �̂0 = Û �̂Ûy: (3.86)36



Dekompozicí �̂0 do tvaru (3.85) s koe�cienty �0j a vyu¾itím invariantnosti operátorystopy vzhledem k cyklické zámìnì operátorù v argumentu získáme transformaènívztah pro slo¾ky �0j transformovaného vektoru koherence�0j = Trf�̂j �̂0g = TrfÛy�̂j Û �̂g: (3.87)Operátor Ûy�̂j Û lze vzhledem k jeho hermitovosti rovnì¾ zapsat pomocí generátorùSU(N) algebry Ûy�̂j Û = 12TrfÛy�̂j Û �̂j �̂jg =: Tij�̂j : (3.88)Koe�cienty Tij lze chápat jako prvky reálné matice rozmìru (N2 � 1) � (N2 �1). Odtud dosazením vztahu (3.88) do výrazu (3.87) získáme koneèný vztah protransformaci vektoru koherence �i ! �0i = Tij�j : (3.89)T je orthonormální matice a platí pro ni relaceN2�1Xi=1 TijTik = �jk; N2�1Xi=1 TjiTki = �jk: (3.90)Aplikujeme-li na operátor hustoty dvì unitární transformace Û1 a Û2, bude mítvýsledná transformaèní matice T tvarTik(Û1Û2) = Tij(Û1)Tjk(Û2): (3.91)Matice T tedy popisuje (N2 � 1) - dimenzionální reprezentaci grupy SU(N).Dva podsystémyMáme soustavu slo¾enou ze dvou podsystémù a a b popsané stavovým Hilbertovýmprostorem Ha a Hb s dimenzí Na a Nb. Bázi SU(NaNb) algebry získáme tenzorovýmsouèinem generátorù SU(Na) a SU(Nb). V duchu této my¹lenky mù¾eme operátorhustoty �̂ soustavy slo¾ené ze dvou komponent psát ve tvaru�̂ = 1NaNb 1̂a 
 1̂b + 12Nb N2b�1Xi=1 �(b)(�̂i 
 1̂b) + 12Na N2a�1Xi=1 �(b)(1̂a 
 �̂i)+ 14 N2a�1Xi=1 N2b�1Xj=1 Kij(a; b)(�̂i 
 �̂j): (3.92)Faktor 1NaNb opìt normalizuje stopu operátoru hustoty na jednièku. Vektorykoherence �(a) a �(b) , pro nì¾ platí�i(a) = Trf�̂(�̂i 
 1̂b)g (3.93)37



�i(b) = Trf�̂(1̂a 
 �̂i)g; (3.94)urèují vlastnosti jednotlivých podsystémù, nebo» pro redukované operátory hustotyplatí �̂a = Trbf�̂g = 1Na 1̂a + 12 N2a�1Xi=1 �i(a)�̂i (3.95)�̂b = Traf�̂g = 1Nb 1̂b + 12 N2b�1Xi=1 �i(b)�̂i: (3.96)V tenzoru druhého øádu Kij(a; b)Kij(a; b) = Trf�̂(�̂i 
 �̂j)g (3.97)je obsa¾ena informace o korelaci dvou podsystémù a a b. Tenzor Kij(a; b) se nazývákorelaèní. Oznaème rozdílMij(a; b) := Kij(a; b)� �i(a)�j(b) (3.98)jako prvky tenzoru M(a; b). Z de�nice tenzoru M(a; b) (3.98) vidíme, ¾e jeho slo¾kyjsou nulové pro libovolnou neprovázanou systavu dvou podsystémù. Proto nazývámetenzor M(a; b) tenzorem provázání. Stav libovolné dvoukomponentové soustavyje jednoznaènì urèen tenzorem provázání M(a; b) a Blochovy vektory �(a) a �(b).Uva¾ujme nyní unitární transformaci ve tvaru Û (a)
Û(b), kde Û (a), resp. Û(b),je unitární tranformace na Ha, resp. Hb. Stejnì jako v pøípadì vektoru koherencezjistíme transformaèní vlastnosti koe�cientù�i(a(b)) �! Tik(a(b))�k(a(b)); (3.99)Kij �! Tik(a)Tjn(b)Kkn; (3.100)kde T (a(b)) je pøiøazená transformaèní matice dle (3.88) k Û (a(b)). Ze vztahu (3.100)a de�nice tenzoru M (3.98) plyne, ¾e transformace tenzoru provázání je stejná jakotenzoru Kij(a; b), Mij �! Tik(a)Tjn(b)Mkn: (3.101)De�nujme nyní na základì znalosti tenzoru provázání míru provázání. OznaèmeN jako min(Na; Nb) a de�nujme míru provázání následovnì� = N24(N2 � 1)TrfMTMg; (3.102)kde N24(N2�1) je normalizaèní faktor, aby0 � � � 1: (3.103)Vyu¾ijeme-li de�nièního vztahu pro tenzor provázání (3.98), mù¾eme míru provázání� pøepsat do tvaru� = N24(N2 � 1) N2a�1Xi=1 N2b�1Xj=1 fKij(a; b)� �i(a)�j(b)g2: (3.104)38



Soustava se tøemi a více podsystémyStejným zpùsobem, kterým jsme de�novali generátory SU(N) algebry soustavy sdvìma podsystémy, mù¾eme de�novat generátory SU(N) soustavy s tøemi a vícekomponentami. Podívejme se na pøípad soustavy slo¾ené ze tøí podsystémù, kterébudeme pro snaz¹í zápis oznaèovat èísly 1,2 a 3. Libovolný operátor hustoty je zcelapopsán tøemi zobecnìnými Blochovými vektory �(m), m = 1,2,3, tøemi dvousysté-movými korelaèními tenzory Kij(m;n), 1 � m < n � 3 a jedním tøísystémovýmtenzorem Kijk(1; 2; 3) tøetího øádu de�novaným vztahemKijk(1; 2; 3) = Trf�̂(�̂i(1)
 �̂j(2)
 �̂k(3))g: (3.105)Odpovídající tenzor provázání tøetího øádu dostaneme odeètením v¹ech souèinù ten-zorù provázání ni¾¹ího øádu a zobecnìných Blochových vektorù od korelaèního ten-zoru tøetího øádu: Mij(m;n) = Kij(m;n)� �i(m)�j(n); (3.106)Mijk(1; 2; 3) = Kijk(1; 2; 3) � �i(1)Mjk(2; 3)� �j(2)Mik(1; 3)��k(3)Mij(1; 2) � �i(1)�j(2)�k(3): (3.107)Z jakého dùvodu oznaèujeme tento tenzor jako tenzor provázání tøetího øádu? Dù-vodem je skuteènost, ¾e pro libovolný neprovázaný stav jsou prvky tohoto tenzorunulové. Dùkaz provedu a¾ v kapitole 3.96, nebo» je zalo¾en na de�nici míry provázánísoustavy s tøemi podsystémy.Podívejme se na následující situaci. Pøedpokládejme, ¾e máme soustavu v èistémstavu a tenzor provázání tøetího øádu není nulový (vzhledem k tomu, ¾e mluvíme ocelé soustavì, znamená to, ¾e soustava obsahuje provázání tøetího øádu). Zajímá nás,mohou-li být v¹echny tøi tenzory provázání a vektory koherence nulový. Uva¾ujmespeciální pøípad, kdy dimenze v¹ech tøí podsystémù je N . V takovém pøípadì máoperátor hustoty tvar�̂ = 1N3 1̂
 1̂ 
 1̂ + 18 N2�1Xi;j;k=1Mijk(1; 2; 3)�̂i(1)
 �̂j(2)
 �̂k(3): (3.108)Rozdìlme nyní sousatvu na dva podsystémy a spoèítejme jejich pøíslu¹né redukovanéoperátory hustoty, napø. �̂12 a �̂3. Proto¾e stopa pøes generátory SU(N) algebry jenulová, jsou oba redukované operátory hustoty v maximálnì smí¹eném stavu. Jejichvon Neumannova entropie je tedy lnN2 a lnN . Celý operátor ale reprezentuje èistýstav, a proto entropie celého systému je nulová. Z Araki - Liebeho teorému plyne,¾e entropie obou podsystémù musí být stejná. To je spor. Odpovìï je tedy záporná.Jak celý postup zobecnit na popis provázání soustavy s n podsystémy? Stejnýmzpùsobem jako v pøípadì tøí podsystémù nalezneme generátory SU(N) algebry aobecnì vyjádøíme operátor hustoty. Podobnì jako v pøípadì tøí podsystémù (3.109)vyjádøíme postupnì tenzory provázání od druhého øádu a¾ po tenzor provázání n-tého øádu. 39



3.2.2 Míra provázáníV minulé èásti jsme ukázali, ¾e hlavní my¹lenkou Schlienz - Mahlerova popisu jevypoètení tenzoru provázání odeètením v¹ech souèinových kombinací tenzorù pro-vázání ni¾¹ích øádù od korelaèního tenzoru, napø. pro soustavu s tøemi podsystémyje tenzor provázání tøetího øádu de�nován následovnìMijk(1; 2; 3) = Kijk(1; 2; 3) � �i(1)Mjk(2; 3)� �j(2)Mik(1; 3)��k(3)Mij(1; 2) � �i(1)�j(2)�k(3): (3.109)Odeètením v¹ech korelací ni¾¹ího øádu získáme tenzor, který indikuje provázání nej-vy¹¹ího øádu. Formulujme vý¹e zmínìnou ideu v pojmech vzdálenost operátoru hus-toty �̂ popisující ná¹ zkoumaný stav od objektu �̂approx, který reprezentuje korelaceni¾¹ího øádu. Vzdálenost mezi dvìma Hermitovskými operátory de�nujeme jakoD(�̂; �̂approx) = q(Trf(�̂� �̂approx)2g (3.110)a odtud D(�̂; �̂approx) = qTrf�̂2g+ Trf�̂2approxg � 2Trf�̂�̂approxg: (3.111)Pro pøípad, ¾e oba objekty (operátor hustoty a operátor reprezentující ni¾¹í kore-lace) jsou operátory hustoty èistého stavu, redukuje se vztah pro vzdálenost tìchtoobjektù na D(�̂; �̂approx) = q2� 2jh j approxij2; (3.112)kde je �̂ = j ih j a �̂approx = j approxih approxj. Obor hodnot vzdálenostiD je z inter-valu [0; 2]. Mù¾eme jej snadno pøe¹kálovat, vynásobíme-li vzdálenost faktorem 1p2 .Maximum nabývá v pøípadì, kdy¾ Trf�̂�̂approxg = 0, co¾ znamená, ¾e aproximujemeoperátor hustoty jeho ortogonálním doplòkem.Dva podsystémyPro pøípad soustavy s dvìma podsystémy 1 a 2 de�nujeme �̂approx následovnì�̂approx = Tr2f�̂g 
 Trf�̂g = �̂1 
 �̂2: (3.113)Míra provázání druhého øádu je potom vyjádøena jakoD2(�̂) = q(Trf(�̂� �̂1 
 �̂2)2g: (3.114)Z de�nice triviálnì plyne, ¾e míra je nulová právì tehdy, kdy¾ soustava je neprová-zaná.Pøedpokládejme transformaci Hilbertova prostoru celé soustavy ve tvaruÛ = Û(1)
 Û(2): (3.115)40



Pro operátor hustoty a redukované operátory hustoty jeho podsystémù platí�̂ �! �̂; = Û �̂Ûy; �̂1 �! �̂;1 = Û(1)�̂1Û (1)y; �̂2 �! �̂;2 = Û(2)�̂2Û (2)y: (3.116)Dosazením (3.116) do (3.114) dostanemeD2 �! D;2 = sTr�(Û(1)
 Û(2))�̂(Û(1)
 Û (2))y � (Û(1)�̂1Û(1)y) 
 (Û (2)�̂2Û(2)y)�2= sTr�(Û (1)
 Û(2))(�̂ � �̂1 
 �̂2)(Û(1) 
 Û(2))y�2 = D2: (3.117)Míra je tedy invariantní vùèi transformaci (3.115) a splòuje vlastnost U(3).Uva¾ujeme soustavu slo¾enou z dvou podsystémù koneèné dimenze N1 a N2. Víme,¾e operátor hustoty lze vyjádøit ve tvaru (3.92) a redukované operátory jsou po-psány rovnicemi (3.96). Dosadíme-li tyto vztahy do míry provazání druhého øádu,dostanemeD2 = 14vuuutTr�N21�1Xi=1 N22�1Xj=1 [Kij(1; 2) � �i(1)�j(2)](�̂i 
 �̂j)�2: (3.118)S vyu¾itím vztahù pro generátory SU(N) alegeber (3.77) a (3.78) dostaneme promíru provázání vztahD2 = 12vuuutN21�1Xi=1 N22�1Xj=1 [Kij(1; 2) � �i(1)�j(2)]2: (3.119)Zjistili jsme, ¾e míry provázání de�nované vztahy (3.114) a (3.102) jsou pro pøípadsystémù popsaných Hilbertovými prostory koneèné dimenze svázány vztahem� = D22 N2N2 � 1 : (3.120)Míra (3.102) je vzhledem k vý¹e zmínìnému faktu invariantní vzhledem k transfor-maci (3.115).Podívejme se na vlastnost U(3). Jakékoliv dùkazy týkající se úlohy, pro jaké stavynabývá míra maxima, jsou velmi obtí¾né, nebo» se ji¾ odvíjejí od pøímé struktorykoe�cientù, kterými je operátor hustoty urèen. Podaøilo se mi ukázat, ¾e na mno¾inìèistých stavù, dosahuje míra D2 a proto i míra (3.102) maxima pro stavy s nulovýmvektorem koherence.Dùkaz:Soustava je v èistém stavu. Oznaème jej napøíklad j i. Její operátor hustoty je�̂ = j ih j. Libovolný èistý stav j i lze pøepsat Schmidtovou dekompozicí do tvaruj i = NXi=1 �i ji(1)i 
 ji(2)i| {z }jiii ; (3.121)41



kde N = min(N1; N2). Koe�cienty �i lze zvolit reálné. Stavový vektor jiii = ji(1)i
ji(2)i je tenzorový souèin stavových vektorù jednotlivých podsystémù. Pro stavovévektory ji(1)i a ji(2)i platí relace ortogonalityhi(1)jj(1)i = �ij; hi(2)jj(2)i = �ij: (3.122)Snadno nahlédneme, ¾e matice redukovaného operátoru hustoty soustavy v èistémstavu zapsaného v Schmidtovì dekompozici musí být diagonální. Se znalostí tétoskuteènosti a zpùsobu, jak jsme konstruovali generátory SU(N) algebry, zjistíme, ¾evztah (3.92) mù¾eme pøepsat do tvaru�̂ = j ih j = NXi=1�2i 1N1N2 1̂
 1̂ + 12N2 N1�1Xl=1 w(i)l (1)ŵl 
 1̂ ++ 12N1 N2�1X~l=1 w(i)~l (2)1̂ 
 ŵ~l + 14 N1�1Xl=1 N2�1X~l=1 w(i)l (1)w(i)~l (2)ŵl 
 ŵ~l!++12 NXi;j=1;i<j �i�j(ûij 
 ûij � v̂ij 
 v̂ij); (3.123)kde PNi=1 �2i = 1. Z tohoto vztahu mù¾eme snadno vyèíst koe�cienty vektorù kohe-rence a korelaèního tenzoru. Dosazením koe�cientù do vztahu pro míru provázání(3.119) dostanemeD22 = 2 NXi;j=1;i<j �2i�2j ++ 14 N1�1Xl=1 N2�1X~l=1 " NXi=1 �2iwl(1)(i)w(i)~l (2)� NXi;j=1�2i�2jw(i)l (1)w(j)~l (2)#2: (3.124)Jak jsem ji¾ poznamenal, redukované operátory jsou v tomto pøípadì diagonální.Jediné nenulové koe�cienty v rozkladu do generátorù SU(N) algebry stojí u (N1�1)generátorù ŵl prvního podsystému a (N2 � 1) generátorù ŵl druhého podsystému.Z de�nice (3.81) generátorù ŵl víme, ¾e jejich vlastní hodnoty jsouw(n)l (m) = �s 2l(l + 1) ; 1 � n � lw(l+1)l (m) = ls 2l(l+ 1)w(n)l (m) = 0; l + 1 < n � Nm; (3.125)kde m je pøíslu¹ný index podsystému. Pro diagonální redukované operátory hustoty�̂1 a �̂2 platí �̂mjnim = �mjnim: (3.126)42



Aplikujeme-li tyto rovnosti na projekèní operátory P̂mm dostaneme následující su-maèní pravidlo pro vlastní hodnoty wnl (m):Nm�1Xl=1 wil(m)wjl (m) = 2�ij � 2Nm (3.127)Upravme nyní dle právì získaného pravidla výraz pro míru (3.124)D22 = 1� 2 NXi=1 �6i + NXi;j=1�4i�4j : (3.128)Øe¹íme extrém míry ve tvaru (3.128) na varietì zadané rovnicí PNi=1 �2i = 1. Úlohaje ekvivalentní problému nalézt extremální hodnotu Lagrangeova multiplikátoru�(!; �1; : : : ; �N) = 1� 2 NXi=1 �6i + NXi;j=1�4i�4j � !( NXi=1 �2i � 1): (3.129)Z podmínky pro extrém @k�(!; �1; : : : ; �N) = 0 dostaneme rovnici� 2�k�6�4k � 4�2k NXj=1�4j + !� = 0: (3.130)Odtud vidíme, ¾e nastávají dvì mo¾nosti�k = 0 _ �2k = �2M! �q(�2M!)2 � 6!6 ; (3.131)kde M je poèet nenulových koe�cientù �i. Z podmínky PMi=1 �2i = 1 zjistíme, ¾ehodnota nenulových koe�cientù �k je�k = 1pM : (3.132)Vztah pro míru (3.128) mù¾eme upravit do tvaruD22 = 1� 1M2 : (3.133)D22 je vzhledem k parametruM na intervalu (0;+1) rostoucí funkcí, a proto nabývámaximální hodnotu pro �k = 1pN .Èistý stav soustavy dvou podsystémù popsanými Hilbertovými prostory koneènédimenze N1 a N2, pro který míra (3.92) nabývá maxima, má tvarj i = 1pN NXi=1 ji(1)iji(2)i; (3.134)pøièemn¾ hodnota míry pro tento stav jeDmax2 = s1� 1N2 ; (3.135)kde N = min(N1; N2). Tím je tvrzení dokázáno.43



Provázání soustavy s tøemi a více podsystémyV pøípadì soustavy s tøemi podsystémy oznaèenými èísly 1,2 a 3 hledáme �̂approx vetvaru�̂approx(�1; �2; �3; �4) = �1�̂12
 �̂3+�2�̂13
 �̂2+�3�̂23
 �̂1+�4�̂1
 �̂2
 �̂3: (3.136)Pro parametry f�ig4i=1 nech» platí P4i=1 �i = 1. Tato podmínka nám zaruèuje,¾e �̂approx plnì reprodukuje jednoèásticové podsystémy soustavyTrijf�̂approxg = Trijf�̂g; 1 � i < j � 3: (3.137)Zajímavou otázkou je, lze-li zvolit parametery f�ig4i=1 tak, aby �̂approx plnì reprodu-kovala nejen v¹echny jednoèásticové podsystémy ale zároveò i dvouèásticové podsys-témy. Odpovìï je kladná. Existuje právì jeden výbìr parametrù �i takový, ¾e �̂approxplnì reprodukuje v¹echny jednoèásticové a dvouèásticové podsystémy pro libovolnýstav soustavy f�g4i=1 = f1; 1; 1;�2g (3.138)a operátor �̂approx má tvar�̂approx(1; 1; 1;�2) = �̂12 
 �̂3 + �̂13 
 �̂2 + �̂23 
 �̂1 � 2�̂1 
 �̂2 
 �̂3: (3.139)Snadno ovìøíme, ¾e pro libovolnì vybraný dvouèásticový podsystém platíTrif�̂approxg = Trif�̂g: (3.140)Plnì tedy urèuje mìøení na libovolnì vybraném podsystému, nebo» støední hodnotapozorovatelné Â na daném stavu je urèena vztahem< Â >= Trf�̂Âg: (3.141)V tomto duchu je proto dobrou aproximací operátoru hustoty �̂. Operátor (3.139)není obecnì operátorem hustoty. Redukované operátory jsou v¹ak operátory hustotyshodné s redukovanými operátory operátoru hustoty �̂.Druhý zpùsob, jak de�novat �̂approx, je motivován my¹lenkou, aby �̂approx byl statis-tickým operátorem. To lze obecnì zaruèit jen tak, ¾e koe�cienty �i budou z intervalu[0; 1]. Tato podmínka je postaèující, nikoliv v¹ak nutná. Nech» D3(�1; �2; �3; �4) jevzdálenost operátoru hustoty �̂ od operátoru �̂approx(�1; �2; �3; �4)D3(�1; �2; �3; �4) = sTr��̂� �̂approx(�1; �2; �3; �4)�2: (3.142)De�nujme nyní oba dva typy mìr provázání. První oznaèímeDparticle3 a druhou Dmin3a de�nujeme je vztahyDparticle3 = D3(1; 1; 1;�2) = sTr��̂� �̂approx(1; 1; 1;�2)�2; (3.143)44



Dmin3 = min(D3(�1; �2; �3; �4)����� �̂approx(�1; �2; �3; �4) � 0): (3.144)Pro soustavu, její¾ stav je popsán operátorem hustoty ve tvaru�̂ = �̂approx(�1; �2; �3; �4); (3.145)nabývají obì míry hodnotu 0. Míra Dmin3 urèuje nutnou a zároveò postaèující pod-mínkou pro to, aby daný stav byl neprovázaný, nebo» míra Dmin3 = 0 právì tehdy,kdy¾ stav je neprovázaný. Míra Dmin3 je numerický test, zda-li je daný stav nepro-vázaný. Naproti tomu míra Dparticle3 urèuje pouze nutnou podmínkou pro to, abydaný stav byl neprovázaný. Numerický test se v¹ak v tomto pøípadì sestává pouze zvyèíslení míry Dparticle3 a neni nutné øe¹it extremální úlohu. To je v pøípadech, kdyje stav slo¾itý, velmi výhodné.Obì míry splòují vlastnost (V1), pøièem¾ míra Dmin3 splòuje i její silnìj¹í variantu.Stejným zpùsobem jako v pøípadì míry provázání pro soustavu s dvìma podsysté-my ovìøíme, ¾e tyto míry jsou invariantní vzhledem k transformaci (3.10). Obì mírytedy splòují i vlastnost (V3).Podívejme se nyní na tvar obou mìr v pøípadì, ¾e podsystémy soustavy jsoupopsány Hilbertovými prostory koneèné dimenze N1, N2 a N3. Libovolný operátorhustoty má v rozkladu do generátorù SU(N) algebry tvar�̂ = 1N1N2N3 1̂ + 12N2N3 N21�1Xi=1 �i(1)��̂i 
 1̂
 1̂�+ : : :+ 14N3 N21�1Xi=1 N22�1Xj=1 Kij(1; 2)��̂i 
 �̂j 
 1̂�+ : : :+18 N21�1Xi=1 N22�1Xj=1 N23�1Xk=1 Kijk(1; 2; 3)��̂i 
 �̂j 
 �̂k�: (3.146)Z vý¹e uvedeného tvaru operátoru hustoty pomocí vztahù pro generátory SU(N)algebry (3.77) a (3.78) spoèítáme redukované operátory hustoty a dosadíme je dovztahu �̂� �̂approx�̂� �̂approx = 14N3 (1 � �1)N21�1Xi=1 N22�1Xj=1 Mij(1; 2)��̂i 
 �̂j 
 1̂�+ : : :+ 18 N21�1Xi=1 N22�1Xj=1 N23�1Xk=1 "Kijk(1; 2; 3) � �1Mij(1; 2)�k(3)� �2Mik(1; 3)�j(2)���3Mjk(2; 3)�1(1) � �i(1)�j(2)�k(3)#��̂i 
 �̂j 
 �̂k�: (3.147)Kde jsme v souladu s na¹í konvencí oznaèiliMij(m;n) = Kij(m;n)� �i(m)�i(n): (3.148)45



Dosaïme výraz (3.147) do vztahu proD3(�1; �2; �3; �4) a upravme jej pomocí vztahùpro generátory SU(N) algebry (3.77) a (3.78)D23(�1; �2; �3; �4) = 14(1 � �1)2 N21�1Xi=1 N22�1Xj=1 M2ij(1; 2) + : : :+ 18 N21�1Xi=1 N22�1Xj=1 N23�1Xk=1 "Kijk(1; 2; 3) � �1Mij(1; 2)�k(3)� �2Mik(1; 3)�j(2)���3Mjk(2; 3)�1(1) � �i(1)�j(2)�k(3)#2; (3.149)Míra Dmin3 je v pøípadì soustavy s podsystémy popsanými Hilbertovými prostorykoneèné dimenze urèená minimální hodnotou výrazu (3.149) vzhledem k paramet-rùm �i takovým, ¾e �̂approx má kladný èíselný obor. Naproti tomu míruDparticle3 jsmeschopni vyjádøit pøímoDparticle3 = 1p8( N21�1Xi=1 N22�1Xj=1 N23�1Xk=1 �Kijk(1; 2; 3) �Mij(1; 2)�k(3)��Mik(1; 3)�j(2)�Mjk(2; 3)�1(1) � �i(1)�j(2)�k(3)�2) 12 : (3.150)Pomocí vztahu (3.109) mù¾eme tento vztah upravit na tvarDparticle3 = 1p8( N21�1Xi=1 N22�1Xj=1 N23�1Xk=1 M2ijk(1; 2; 3))2; (3.151)kde Mijk(1; 2; 3) jsou elementy tenzoru provázání tøetího øádu.Nyní jsme ji¾ schopni dokázat, ¾e tenzor provázání tøetího øádu je pro neprovázanéstavy nulový. Pro neprovázané stavy je míra provázání Dpartical3 rovna nule. S pomo-cí vztahu (3.151) odtud plyne, ¾e v¹echny elementy tenzoru provázání tøetího øádumusí být nulové.Zda-li obì míry splòují vlastnost (U2) neumím odpovìdìt. Obì míry jsou v¹akshodné na mno¾inì stavù s nulovými vektory koherence. V øe¹ených pøíkladech pa-rametrických mno¾in stavù se nepotvrdilo, ¾e by tato vlastnost splnìna nebyla.Tato otázka zùstává nadále otevøena. Na závìr této èásti uvedu tvar vzdálenostiD3(�1; �2; �3; �4), který je u¾iteèný pro zjednodu¹ení výpoètù pøi øe¹ení konkrét-ních fyzikálních situací a ukazuje, jakým zpùsobem mù¾eme roz¹íøit na¹e úvahy nasystémy ètyø a více podsystémù.D3(�1; �2; �3; �4) = �Tr(�̂diff(�1; �2; �3; �4))2� 12 ; (3.152)kde �̂diff (�1; �2; �3; �4) = (�̂� �̂1 
 �̂2 
 �̂3)| {z }�̂1;2;3 ��1 (�̂12 � �̂1 
 �̂2)
 �̂3| {z }�̂12;3 �46



��2 (�̂13 � �̂1 
 �̂3)
 �̂2| {z }�̂13;2 ��3 (�̂23 � �̂2 
 �̂3)
 �̂1| {z }�̂23;1 : (3.153)Pro operátor �̂approx(1; 1; 1;�2), který volíme jako aproximaci popisující v¹echnypodsystémy, potom platí�̂approx(1; 1; 1;�2) = �̂12;3 + �̂13;2 + �̂23;1 + �̂1;2;3: (3.154)Ptáme-li se jakým zpùsobem roz¹íøit na¹e úvahy na soustavu se ètyømi a více pod-systémy, naskýtá se následující úvaha. Pøedpokládejme soustavu s podsystémy 1, 2,3 a 4. De�nujme následující operátory�̂a;b;c;d = �̂a 
 �̂b 
 �̂c 
 �̂d; (3.155)�̂ab;cd = (�̂ab � �̂a 
 �̂b)
 (�̂cd � �̂c 
 �̂d); (3.156)�̂abc;d = (�̂ab;c + �̂ac;b + �̂bc;a + �̂a;b;c)
 �̂d: (3.157)Potom hledaným objektem �̂approx, který aproximuje v¹echny podsystémy soustavyse ètyømi komponentami, je analogicky ke vztahu (3.154) operátor�̂approx = �̂123;4 + �̂124;3 + : : :+ �̂12;34 + �̂13;24 + : : :+ �̂a;b;c;d: (3.158)Dal¹í kroky jsou stejné jako v pøípadì soustavy s tøemi podsystémy.3.2.3 Aplikace mìr provázání na konkrétní pøíkladyPøíklad 1První pøíklad, který budeme øe¹it je stav urèený operátorem hustoty�̂ = �jGHZihGHZj + 1 � �2 (j+ ++ih+ + +j+ j � ��ih� ��j); (3.159)kde jGHZi = 1p2(j+ ++i + j � ��i) ; 0 � � � 1: (3.160)Redukované operátory jednotlivých podsystémù jsou�̂12 = �̂13 = �̂23 = 12(j+ +ih+ + j+ j � �ih� � j); (3.161)�̂1 = �̂2 = �̂3 = 12(j+ih+j+ j�ih�j): (3.162)Po dosazení redukovaných operátorù podsystémù do vztahu pro vzdálenostD3(�1; �2; �3; �4) a vhodné úpravì výrazu dostanemeD23(�1; �2; �3; �4) = �22 + 18(�1 � 1)2 + 18(�2 � 1)2 + (�3 � 1)2: (3.163)47



Minimumvýrazu nastává pro �1 = �2 = �3 = 1. Snadno ovìøíme, ¾e �̂approx(1; 1; 1;�2)je v tomto pøípadì pozitivní. Pro míry provázání plyneDparticle3 = Dmax3 = �p2 (3.164)Obì míry jsou na parametrické mno¾inì stavù (3.159) shodné. Je to dùsledek sku-teènosti, ¾e vektory koherence jsou nulové. Maximum obou mìr nastává pro � = 1.GHZ stav je v této parametrické mno¾inì stavù nejsilnìji provázán.Pøíklad 2Dal¹ím stavem, na který aplikujeme výpoèet mìr, je èistý stavj i = 1p2� cos �j+ ++i+ i sin�j �++i+ i sin�j+��i+ cos �j ���i�; (3.165)Redukované operátory podsystémù mají tvar�̂12 = �̂13 = 12� cos2 ��j+ +ih+ + j+ j � �ih� � j�++ sin2 ��j �+ih� + j+ j+�ih+ � j�+ i sin� cos ��j �+ih+ + j++j+�ih� � j � j+ +ih� + j � j ��ih+ � j��; (3.166)�̂23 = 12(j+ +ih+ + j+ j � �ih� � j); (3.167)�̂1 = �̂2 = �̂3 = 12(j+ih+j+ j�ih�j): (3.168)Dosazením operátorù do D3(�1; �2; �3; �4) a úpravami, které pro velkou pracnostnebudu uvádìt, dostanemeD23(�1; �2; �3; �4) = 12 + (�1 � 1)2 + (�2 � 1)2 + +(�1 � 1)3: (3.169)Minimum nastává pro �1 = �2 = �3 = 1 a �̂approx(1; 1; 1;�2) splòuje pro tytokoe�cienty podmínku pozitivnosti. Míry jsou si rovnyDparticle3 = Dmax3 = 1p2 : (3.170)Míra provázání v tomto pøípadì je shodná s mírou provázání GHZ stavu. Dùvod jeprostý. Stav (3.165) je svázán s GHZ stavem lokální unitární transformacíÛ = Û (1)
 Û(2) 
 Û (3) =  cos� i sin �i sin� cos � !
 1̂ 
 1̂: (3.171)48



Pøíklad 3Podívejme se nyní na smìs dvou GHZ stavù popsanou operátorem hustoty�̂ = �2 �j+ ++i + j � ��i��h+ + +j+ h� � �j�++1� �2 �j+�+i+ j �+�i��h+�+j+ h�+�j�; (3.172)kde 0 � � � 1. Redukované operátory mají tvar�̂12 = �̂23 = �2 (j++ih++j+j��ih��j)+ 1� �2 (j+�ih+�j+j�+ih�+j); (3.173)�̂13 = 12(j+ +ih+ + j+ j � �ih� � j); (3.174)�̂1 = �̂2 = �̂3 = 12(j+ih+j+ j�ih�j): (3.175)Po dosazení právì získaných vztahù do vzdálenosti D3(�1; �2; �3; �4) dostanemeD23(�1; �2; �3; �4) = 18�(2� � 1)2(�1 � 1)2 + (�2 � 1)2 ++(2�� 1)2(�3 � 1)2�+ 12��2 + (�� 1)2�: (3.176)Diskuzí pøípadù, které mohou nastat, zjistíme, ¾eDmin3 = 8><>: 1p2��2 + (�� 1)2� 12 � 6= 12; �1 = �2 = �3 = 112 � = 12; �2 = 1; �1 + �3 + �4 = 0 (3.177)a Dparticle3 = 1p2��2 + (�� 1)2� 12 : (3.178)Dmin3 je spojitou funkcí parametru �. Obì míry jsou opìt shodné. To je oèekávanývýsledek, nebo» vektory koherence mají nulové v¹echny slo¾ky. Maximum nabývajímíry provázání pro hodnoty � = 0 a � = 1. Nejsilnìji provázané stavy v parametrickémno¾inì stavù (3.172) jsou GHZ stavy.Pøíklad 4Poslední pøípad, kterým se budu zabývat a na který budu aplikovat teorii provázáníje stav realizovaný optickou sítí.Uva¾ujme sí» urèenou transformaèním vztahem mezi vstupními fâyig3i=1 a výstupnímikreaèními operátory fb̂yig3i=1 jednotlivých modù ve tvaruUkj = 1p3 0B@ 1 1 11 x x21 x2 x41CA ; (3.179)49



kde x = ei 2�3 .Oznaème transformaci mezi výstupní a vstupním stavem Ûj outi = Û j ini: (3.180)Potom pro transformaci vstupních a výstupních kreaèních operátorù platíb̂yi = Û âyi Ûy = 3Xj=1Uij âyj: (3.181)Vstupní stav, na kterém budeme testovat, zda-li se vývojem v síti prová¾e,zvolíme fokovský stav j ini = j111i: (3.182)Výstupní stav je potom dán vztahemj outi = Û = j ini = Û ây1ây2ây2j000i = (Û ây1Ûy| {z }b̂y1 )(Û ây2Ûy| {z }b̂y2 )(Û ây3Ûy| {z }b̂y3 )Û j000i: (3.183)Pomocí transformaèního vztahu pro kreaèní operátory (3.181) mù¾eme výstupní stavvyjádøit ve tvaruj outi = 1p27�ây1 + x2ây2 + x4ây3��ây1 + xây2 + x2ây3��ây1 + ây2 + ây3�j000i (3.184)Postupnými úpravami lze tento vztah pøepsat na tvarj outi = 1p27�p6j300i +p6j030i +p6j003i � 3j111i�: (3.185)Operátor hustoty je �̂out = j outih outj: (3.186)Redukované operátory hustoty jednotlivých podsystémù mají tvar�̂12 = �̂13 = �̂23 = 19�2j30ih30j + 2j03ih03j + 2j30ih03j ++2j03ih30j + 2j00ih00j + 3j11ih11j�; (3.187)�̂1 = �̂2 = �̂3 = 19�2j3ih3j + 3j1ih1j + 4j0ih0j�: (3.188)Dosazením právì získaných redukovaných operátorù hustoty do výrazuD3(�1; �2; �3; �4)zjistíme, ¾e výpoèet míry provázání Dmin3 je velmi komplikovaný, nebo» je tì¾ké najítminimum ze vzdálenosti D23(�1; �2; �3; �4) a pøitom splnit podmínky kladené na koe-�cienty �i po¾adavkem pozitivnosti operátoru �̂approx(�1; �2; �3; �4). Pro kvanti�kacimíry provázání z tohoto dùvodu pou¾ijeme míru provázání Dparticle3 . Nebudu uvádìt50



pomìrnì pracný postup. Výsledkem je zji¹tìní, ¾e míra provázání výstupního stavuje Dpartical3 = 498272 := 0:68312: (3.189)Pro srovnání stav�̂ = 13�j111i + j222i + j333i��h111j + h222j + h333j�; (3.190)který pova¾ujeme na úrovni tøí hladinových systémù za nejsilnìji provázaný (re-prezentuje èistý stav a v¹echny vektory koherence stavu (3.190) jsou nulové), máhodnotu míry provázáníDmin3 = Dparticle3 = s2027 := 0:86066: (3.191)Pùvodnì neprovázaný stav vstupující do sítì se silnì provázal.
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Kapitola 4ZávìrProvázání hraje dùle¾itou roli v moderních fyzikálních aplikacích. Mezi nejslibnìj¹ípatøí kvantová kryptogra�e a kvantové poèítaèe. V souèasnosti se nejvìt¹í dùrazklade na soustavy dvouhladinových systémù. Soustavy slo¾ené z vícehladinovýchpodsystémù zatím nebyli pøíli¹ studovány. Proto je zajímavé studovat provázání i vpodsystémech s vy¹¹ími dimenzemi.Pøi analýze provázání jsme vycházeli z formalismu operátoru hustoty. Jednotli-vé podsystémy popisujeme redukovanými operátory hustoty. Jedna z mo¾ností jakpohlí¾et na dvouèásticové provázání je index korelace. Index korelace se sna¾í postih-nout mno¾ství informace, které je obsa¾eno v dvouèásticových vlastnostech systému.Vyu¾ívá k tomu pojmu entropie, která je de�novaná jako míra neurèitosti obsa¾e-ná v daném stavu. Vlastnosti indexu korelace a jeho schopnost postihnout míruprovázání jsme studovali na konkrétních fyzikálních pøípadech a provedli srovnánís dal¹ími mírami provázání indukovanými Peres-Horodeckiho kritériem nesepara-bility. Na úrovni dvou dvouhladinových systémù nám tyto míry umo¾òují úplnouklasi�kaci korelací.Znaèná èást práce je vìnována problematice víceèásticového provázání. Motivo-váni prací J.Schlienze a G.Mahlera jsme míru provázání de�novali jako vzdálenostmezi daným stavem a jeho aproximací konstruovanou pomocí redukovaných operáto-rù hustoty. Na základì dvou odli¹ných pøístupù jsme de�novali dva typy aproximacía tomu odpovídající dva typy mìr provázání. Studovali jsme jejich vlastnosti a jejichvzájemnou souvislost s tenzorem provázání. Zdá se, ¾e uvedený postup lze zobecnitna studium provázání soustav s ètyømi a více komponentami. Na øe¹ených pøíkla-dech parametrických mno¾in tøí dvouhladinových systémù se ukazuje, ¾e obì mírymají schopnost kvanti�kovat provázání.Provázání slo¾itìj¹ích stavù jsme studovali na stavech generovaných optickýmisítìmi. Pro koherentní vstupy jsme podali kvantitativní analýzu. Limitujícím bodembylo numerické zvládnutí úlohy. Pro koherentní stavy to znaèilo omezení amplitudykoherentních stavù, respektivì poètu vstupních stavù s nenulovou koherentní ampli-tudou. Numerická nároènost neumo¾nila studium provázání pro neklasické vstupy.Vzhledem k potenciálním mo¾nostem provázání se dá oèekávat, ¾e uvedená pro-blematika bude zajímavou i v nejbli¾¹í budoucnosti.52
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