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Kapitola 1
Uvod

V soucasné dobé se intenzivné zkouma souvislost mezi klasickym a kvantovym popi-
sem systémi. Motivace pochazi z riznych oblasti fyziky. Jednou z téchto problematik
je tzv. kvantovy chaos (viz [Boh91]), v némz zlistava stale mnoho otevienych problé-
mu. V klasické fyzice je otdzka chaosu dostateéné dobie pochopena a klasifikovana,
zatimco v kvantové mechanice neni jeho role dostatecné presné vymezena. Intenziv-
né se zkoumala diskrétni ¢ast spektra i rozptyl (viz [OT93]) a nabizi se zkoumani
rezonanci v kvantové mechanice.

V klasické fyzice je systém popsan Hamiltonovymi rovnicemi, které pro dané
pocatecni podminky urcuji trajektorii ve fazovém prostoru, jehoz dimenze je pro
n-Castic v prostoru rovna 6n. V kvantové fyzice je stav systému reprezentovan vek-
torem ze stavového prostoru, coz je separabilni Hilbertiv prostor. Pozorovatelné
jsou pak predstavovany na ném definovanymi samosdruzenymi operatory. Protoze
jednodimenziondlni soustavy jsou regularni (integrabilni, nechaotické), tak systém,
jenz vykazuje chaotické znaky, musi byt minimalné dvoudimenziondalni a prislusny
hamiltonian nezavisly na ¢ase, nebo jednodimenzionalni s hamiltonidanem zavislym
na case. V prvnim pripadé je systém klasicky popsany fazovym prostorem s dimenzi
miniméalné 4, ve druhém ptipadé s dimenzi 2, coz poskytuje nazornéjsi predstavu.
Proto se omezime na tento typ systémi.

Existuji systémy, jejichz fazovy prostor ma tzv. ostrovy stability a vznika otazka,
je-li néjaka souvislost téchto tatvari a rezonanci odpovidajiciho kvantového systému.
Tyto souvislosti jiz byly zkoumany u tzv. ,kicked systémi“ (viz [Seb93], [GS94]),
které jsou popsany hamiltonidnem, v némz je ¢asova zavislost potencidlu vyjadiena
pomoci d-funkce:

+o0o
H = Hy+V(z) > 6(t—n) (1.1)
n=-—00
(H, je hamiltonian volné Eastice). Pfedmétem naseho zajmu viak budou hamiltoni-
any spojité zavislé na case. Navic se omezime na takové systémy, jejichz hamiltonian
je na Case zavisly periodicky. Je pak mozno pouzit Floquetovy teorie a omezit se
v Case pouze na koneény interval (0,7"). Nami zkoumané hamiltonidny budou mit



tvar

. 1 d?
H(t) = 2dx? + V(z)(1 + Vi cos wt), (1.2)
kde 2
i
= 1.3
w=2 (1.3)

Rezonanci kvantového systému odpovida vinova funkce, kterd neni z pfislus-
ného Hilbertova prostoru. Pro vypocet rezonanci existuje vice v praxi uzivanych
metod, které maji riizny stupen matematické rigoroznosti. Pro naSe ucely se jevi
nejvhodnéjsi metoda komplexniho skalovani, konkrétné metoda komplexni rotace
hamiltonidnu, kterd stoji na rigoroznim matematickém zakladu (viz [ACT1]).

Préce je rozdélena do Sesti ¢asti. Ve druhé a treti kapitole jsou zreprodukovany
vysledky potencidlového rozptylu a teorie rezonanci, které jsou relevantni pro nasi
ulohu. Ve ¢étvrté kapitole jsou shrnuty principy metody komplexniho skalovani. V
paté kapitole je popsana Floquetova teorie ¢asové periodickych kvantovych systé-
mi. Ve Sesté kapitole je pojednano o Husimiho funkci, kterou lze zvolit pro realizaci
korespondence mezi klasickym fazovym prostorem a kvantové-mechanickym popi-
sem. V posledni kapitole jsou pak popsany praktické metody hledani rezonanci v
kvantovych systémech a ukazéna pouzitelnost ve vyse uvedeném pripadé jednodi-
menzionalnich systémi, jejichz hamiltonian periodicky zavisi na Case.

Druhou ,polovinou“ problému je nalezeni prislusnych trajektorii ve fazovém
prostoru odpovidajiciho klasického systému. To vSak jiz neni soucasti zadani této
prace.



Kapitola 2
Zakladni pojmy teorie rozptylu

V této kapitole se budeme zabyvat teorii rozptylu jedné castice na sféricky symetric-
kém potencialu V (r), ktery spliiuje jisté pfedpoklady. Pokud nebude uvedeno jinak,
odvozené vysledky jsou platné pro potencial, ktery ma tyto vlastnosti:

V() =0 ") r—o00,e>0 (2.1)
V() =0 2%) r—0,e>0 (2.2)
V(r) je spojia funkce aZ na koneény pocet

bodl nesingularni nespojitosti. (2.3)

Vétsina vzorct a znaleni byla pfevzata z [Tay72]. Veskeré vztahy budou zapiso-
vany pro h = 1.

2.1 Klasicky rozptyl
Uvazujme potencidl V(r), ktery v okoli po¢atku roste dostate¢né pomalu a v

nekoneénu ubyva dostateéné rychle (viz (2.1)—(2.3)). Pfedpokladejme, Ze se klasicka
castice pohybuje z mista, ktré je dostatecné vzdalené od interak¢ni oblasti. Po urcité

Obr. 2.1: Schematicky zndzornény pohyb klasické castice v blizkosti zdroje poten-
cialu V (r).



dobé (v Case t ~ 0) se priblizi ke zdroji potencidlu V (r), jeji trajektorie je ovlivnéna
a za dostatecné dlouhou dobu se ¢astice opét vzdali od interakéni oblasti. Jestlize
potencial se vzdalenosti dostatecné rychle ubyva, potom lze ¢astici v ¢asech t — —oo,
t — 400 popisovat jako volnou, pro jeji trajektorii pak plati

F(t) "= Fall) = G+ Uit (2.4)
f(t) t—>_+0>0 "Z"out (t) = (Tout + ﬁoutt- (25)

2.2 Kvantové-mechanicky popis rozptylu

2.2.1 Zakladni pojmy

Uvazujme kvantovou castici, kterd je v case t — —oo lokalizovana v dostatecné
velké vzdalenosti od zdroje potencidlu V (r) a ktera se pohybuje smérem k interakéni
oblasti. Predpokladejme, 7Ze v Case t =~ 0 je Castice pod vlivem interakce a dale se
pohybuje mimo interakéni oblast. V Case ¢ — 400 je pak jiz ¢astice prakticky mimo
dosah interakce.

Hamiltonian takovéhoto systému lze zapsat jako

kde Hj je hamiltonidn volné &stice a V je potencial vyhovujici podminkdm (2.1)-
(2.3). V z-reprezentaci 1ze hamiltonian (2.6) zapsat jako diferencialni operator

~ 1
H:—%A—%V(\/m%—{-x%—i—m%), (2.7)

v polarnich souradnicich

5 1 02 20 1 1 2 1 9
H=——|[Z—+Z_ o ., 0 | |
2m l(aT + 7“87“) + r2 (sin206¢2 + Sin0(81n080)>] + V(T) (2 8)

Ozna¢me H stavovy prostor naseho systému. Potom chovani Castice lze popsat
Schrodingerovou rovnici:

.d -
1a|1/)t> = H [t). (2.9)
Oznaéme unitarni propagator volné c¢astice a ¢astice pod vlivem interakce jako
Us(t) = Uy(t,0) = e o, (2.10)
Ut) = U(t0)=e (2.11)

a | U), [VW_), Vi), [¥) stav Eastice v Casech t, t — —o0, t — +00, t = 0. Pak lze
psat

Y = U0 (~00) [9-o0), (212)
v = OO T (+00) [91c0), (213)
9) = U (-0 [¥-eo) (214)



Kdyby na céastici neptisobila interakce, pak by ji bylo mozno v ¢ase ¢t = 0 popsat
stavem

%) = Ug " (—00) [th—oo). (2.15)
Podobné definujeme i stav [1oy;)
|Yout) = Ug ' (+00) [400) (2.16)

Nachézi-li se ¢astice v dostatecné vzdalenosti od interakéni oblasti, lze ji popsat jako
volnou

Ut) ) =357 Up(t) [tha), (2.17)
Ut)[) == Uo(t) [v)- (2.18)

2.2.2 Asymptotickd podminka

Jestlize potencial V spliiuje podminku [ d*Z |V (Z)|?> < oo, pak pro kazdy stav |i,) €

H existuje |¢) € H takovy, ze
U(t) [1b) =5 Up(t) [1hin) (2.19)
a podobné pro [te,) € H at — +o0.

Diikaz je proveden napt. v [Tay72], §2-c. Definujeme-li tzv. Mgllerovy vlnové opera-
tory

Qp = lim U()Uo(t), (2.20)
Q. = tlg_nooﬁ_l(t)(jo(t), (2.21)
pak lze psat
l¥) = g?-l—‘win)a (2.22)
) = Q- [thour)- (2.23)

Lze ukéazat, ze operatory Q+, Q+ jsou izometrické a tedy operatory Q+[\Ran Q+,
2_MRan Q_ jsou unitarni.

2.2.3 Teorém ortogonality

Jestlize je splnéna asymptotickd podminka, potom

R, L B, (2.24)
R_ 1 B, (2.25)
kde
R, = Ran(Q,, (2.26)
R- = Ran(_ (2.27)

a B je podprostor vazanych stavii hamiltonidnu H.

Diikaz je proveden napf. v [Tay72], §2-d.
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2.2.4 Podminka asymptotické aplnosti
Jestlize potencial V(Z) spliiuje podminky (2.1)—(2.3), potom
R,=R_=R. (2.28)

Za predpokladu, ze plati podminka asymptotické iplnosti, lze Hilbertiv prostor
‘H zapsat jako
H=R®B. (2.29)

2.2.5 Operator S-matice

Definujeme-li tzv. operator S-matice jako unitarni operator

s=alq,, (2.30)
lze psat )
|wout> =9 ‘win> (2.31)
a pro pravdépodobnost prechodu ze stavu ¢ v Case t = —oo do stavu y v Case
t = 400 plati
wix ) = [(x—loH)[* (2.32)
(x| S [}, (2.33)
kde jsme oznacili
6+) = Qi l9), (2.34)
Ix+) = Q. [|x). (2.35)

Zobecnény vlastni vektor |p) operatoru hybnosti je zaroven zobecnénym vlastnim
vektorem volného hamiltonianu H, s normalizaci

' p) = d3(0" — D) (2.36)

a v z-reprezentaci jej lze zapsat

(Z|p) = (2m) 3272, (2.37)
Libovolny stav |[¢)) € R lze pak zapsat jako

0) = [ @Fe@) D (2.38)

a pak lze psat
YouP) = [ &5 (71515 (7), (2.39)
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kde pro element S-matice plati

(FIS|p"Y = 0s(p" — Pp) — 27 6(Ey — Ep) t(p' + p) (2.40)
_ L e  mN e
= 03(p ﬁ)+2m6(Ep Ez) f(p' + D), (2.41)
kde
ﬁQ 2.42
Eﬁ_%a ( )

m je hmotnost ¢astice, t(p” < p) je T matice na energetické slupce a f(p’ + p)
je rozptylova amplituda. Funkce t(p” < p) a f(p” < p) jsou definované pouze pro
hodnoty 5 = p? a jsou spojité vzhledem k oboum svym argumentiim. Rovnici
(2.39) lze pak prepsat

Vou (7) = V() + 5 [ &' 6(Ep = ES (5 = PulF). (24

Jestlize jsou ve vlnovém baliku zkoumané castice prevazné viny s hybnostmi
blizkymi hodnoté py, potom pravdépodobnost, Ze po interakci se bude ¢astice pohy-
bovat ve sméru uré¢eném vektorem p a v elementu prostorového thlu df2, je rovna
diferencialnimu srazkovému prirezu

do

qq o < P) = (B « P> (2.44)
Totalni srazkovy prifrez je pak definovany jako
do

o(po) = d—QdQ. (2.45)

2.2.6 Rozvoj do parcialnich vin

Hamiltonian volné cCastice FIO, operator ¢tverce momentu hybnosti I? a operator
tfeti slozky momentu hybnosti Ls tvori tplnou soustavu komutujicich operatori.
Jejich spoleéné vlastni vektory |E, [, m) pak vytvareji ortonorméalni bazi Hilbertova
prostoru H. V z-reprezentaci lze psat

5 . 1 2mA_ mo s
(Z| E,l,m) = 11;,/7T—p]l(pr)Yl (%), (2.46)

kde j;(z) = zji(z) je Riccati-Besselova funkce, j;(z) sféricks Besselova funkce, Y™ (Z)

N

kulova funkce, zavisla na jednotkovém vektoru & ve sméru vektoru &, a p = v/2mFE.
Normalizace vektort |E,l,m) je

(E’,l',m'|E,l,m) = 5(E’ — E) 51/1 5m’m- (247)
Opréator S-matice je v této ortonormélni bazi diagonélni:

(E'I',m!| S |E,l,m) = 6(E" — E) 61 6pumsi(E). (2.48)

12



Vlastni ¢islo operatoru S 1ze zapsat pomoci fazového posunu §;(F)
si(E) = A1), (2.49)

Zapiseme-li vektor |E,l, m) v p-reprezentaci jako

1 .
p|E,l,m)=——0E; — E)Y,"(p), 2.50
(P ) ﬁ@(p Y™ (P) (2.50)
pak lze z rovnice (2.41) vyjadrit amplitudu rozptylu f(p”’ < p) jako
5" B) = (21 + 1) A(E) Pu(cos b), (2.51)
1=0
kde P, je Legendretiv polynom, # uhel mezi vektory p, p’ a
Sl(E) -1
F) = ———— 2.52
E) = 2L (252
01(E) sin 6, (E
= ¢ S;n 18 (2.53)

je parcialni amplituda rozptylu (amplituda rozptylu 1-té parcialni vlny). Pro totalni
srazkovy prifez pak plati

dm=§m@, (2.54)

kde
ap) = 4n(2l+1) filp)? (2.55)
- 47r(2l+1)s‘m];%. (2.56)

2.2.7 Greenuv a T operator

Pro volny hamiltonidn a hamiltonian s interakci definujeme Greentiv operator (re-
zolventu hamiltonidnu)

Jo(2) = (z—Ho) Y, (2.57)
G(z) = (x—H)™, (2.58)
ktery je definovan pro vSechna z € C, pro ktera existuje inverze. Jestlize je z z bodové

¢4sti spektra, ma G (z) v bodé z pél, jehoz reziduum je projektor na prislugny vlastni
podprostor. Napt. mé-li H ¢isté diskrétni spektrum, vlastni vektory |n), pak

G) =Y % (2.59)

13



G( ) ma v bodé z = E,, pdl s reziduem |n)(n|. Jestlize z neni ze spektra operatoru

~

H, je G(z) analyticka operatorové funkce (Vo, v je (¢| G(2) [¢)) analytické funkce).
-li 2

Je-li z se spojité ¢asti spektra, mé G( ) Vv z nespojitost
lim (G(z +ie) - G(z — ie)) = —2ni. (2.60)

Greentiv operator pro volny hamiltonian je v p-reprezentaci diagonélni

Co@I) = ;=17 (261)

a v z-reprezentaci 1ze zapsat:

G 7y = —— 2.62
(#1Go(a) ) =~ —— (2.62)
Definujeme-li operator A o
T(z)=V+VG(2)V, (2.63)
lze Greenilv operator vyjadrit
G(2) = Go(2) + Go(2)T(2)Go(2). (2.64)
Pro operator T(z) plati Lippmann-Schwingerova rovnice:
T(2) =V +VGo(2)T(2). (2.65)
Pomoci operatoru T'(z) lze spotitat element S-matice
(18| 5") = 635" — §) — 2mi 6(Ey — Ep) lim (5| T(Ej +ie) [7) (2.66)
a funkci ¢(p” + p) pak lze definovat i mimo energetickou slupku
U5 ) = Jimg (7 7By + i) 1) (2:67
2.2.8 Stavy |p4) a [p—)
Je-li |1) superpozici rovinnych vin |p)
v) = [ d@re@)H, (2.68)
Ize stavy [+) = Q. |1), [—) = Q_|¢) vyjadiit jako superpozici
o) =[5 ), (2.69)
) = [ dFeE l-), (2.70)

14



kde

p), (2.71)
p)- (2.72)

Lze ukézat, Ze stavy |p+), |f—) jsou vlastni vektory hamiltonianu &

Q|
=) = Q]

) = Eplit), (2.73)
p-) = Ezlp-), (2.74)

a vytvareji dvé ortonorméalni baze prostoru R.
Pomoci operatoru T'(z) lze vztah mezi |p) a [p+), |[p—) zapsat

61_1,%1+T(E +ig)lp) = VIp+), (2.75)

lim P i2)lp) = Vi) (270
a potom

@ 9 = V5, (2.77)

tp' <0 = @ —[VIp). (2.78)

Pomoci Greenovy funkce lze vztah mezi |p) a |p4), |[p—) zapsat

7+ = |+ lim G(E;+ie)VIp), (2.79)

=) = [P)+ lim G(E; —ie)V|p), (2.80)
nebo

) = 1P+ lim Go(Ey+ie)V|p+), (2.81)

=) = |ﬁ>+€1351+00( —ie)VIp-), (2.82)

coZ je Lippmann-Schwingerova rovnice pro stavy|p+), |[p—). ZapiSeme-li ji v z-
reprezentaci, dostaneme

@l = @l - [er Uy @@, ey

22\ — (7 . m 3—»IeXp( 1p|f_fl‘) N
#5-) = (@17 %/dx o V@), @8

coz lze v limité r — +o00 pro |p) zapsat jako

ipr

g /_\‘ e
(@ 0) 75 (o) O[O 0 )

(2.85)
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Méame-li tedy vlnovy balik 4y, (Z,
pak prislusna vinova funkce v (Z,
superpozici dvou vin

t), jehoz hybnost je lokalizovana kolem hodnoty py,
t) je ve velkych vzdéalenostech od centra interakce

(T, 1) = Yin(T, 1) + ¥se(T, 1), (2.86)
puvodni viny ¢, (Z, t) a roztylené kulové viny s (Z, t)
" 7P 5

wsc (SE, t) = M’(ﬁin (’I‘po, t)a (287)

ktera se §ifi stejnou rychlosti, jako piivodni vina.

2.2.9 Jostova funkce

Vratme se jeSté k parcidlnim vinam |E,[,m). Lze ukdzat, Ze piislusny out-stav
|E,l,m+) lze v x-reprezentaci zapsat

- a1 [2m mrls
(T|E,l,m+) = 11; W—pwl,p(r)Y; (%), (2.88)

kde funkce 9/ ,(r) je urCena diferencialni rovnici

2 l(l+1
@ - ( 2 ) - U(T’) +p2] wl’p('f') = 0, (289)
U(r) =2mV(r) (2.90)
a okrajovou podminkou
1,(0) = 0. (2.91)
Z normalizace
(E"I')m"+ |E,l,m+) = 0(E' — E) 0p1 Oy (2.92)
navic plyne, ze
+o0
. T
[ () p () dr = T4~ ). (2.98)
0

Proto se feSeni 1, ,(r) nazyva normalizovana radialni funkce. Zajimavé je chovani
Y1p(r), kdyz r — +o00:

Yip(r) "5 Gilpr) + pfilp)if (pr) (2.94)
T2EC ) sin[pr — %lw + 61(p)] (2.95)
2 i (or) — sy (or)], (2.96)

16



kde iz;’(,g), hi (2) jsou Riccati-Hankelovy funkce hi(z) = ay(2) + iji(2), b (2) =
fy(2) —igi(2). 2u(2) = 2m(2) je Riccati-Neumannova funkce a n;(z) je Neumannova
funkce. Chovéni funci b/ (2), h; (z) pro r — +oo je

hf(z) 2380 etite—in/2), (2.97)
hi(z) 72380 eilin/2), (2.98)

Z (2.95) je ziejmé, pro¢ se veli¢iné d;(p) ¥ikd fazovy posun. Pro velkd r je totiz
radidlni funkce 1,(r) ndsobkem volné radidlni funkce sin(pr — $I) az na fazovy
posun §;(p). Misto okrajové podminky (2.91) a normalizace (2.92) lze na 1);,(r)
nalozit pouze jednu z podminek (2.94)-(2.96).

Jiné Teseni ¢, ,(r) rovnice (2.89) Ize obdrzet naloZenim okrajové podminky

dp(r) =3 ulpr) (2.99)
r— (p,r)l-f—l
= 20+ 1)

Funkce ¢;,(r) je nasobkem funkce 1;,(r) a takto uréenému feSeni rovnice (2.89)
budeme fikat regularni feSeni. Chovani ¢;,(r) v nekone¢nu definuje tzv. Jostovu
funkci £;(p):

(2.100)

Gup(r) T %[fz(p)fzf (pr) — £1(p)* by (pr)]. (2.101)
Porovnanim (2.101) a (2.96) se snadno sjisti, Ze
P1p(r) = £1(p)1p(r) (2.102)
A *
si(p) = ?l(é)) : (2.103)
Odtud 1ze Jostovu funkci zapsat pomoci fazového posunu §;(p):
£1(p) = |£,(p)|e ™. (2.104)
Déle budeme potiebovat vyjadieni Jostovy funkce pomoci funkce ¢;,(r):
17
filp) =1+ ) 0/ W (pr)U (1) dup(r) dr. (2.105)

Definujme dvé nové feSeni x;,(r), x;,(r) (tzv. Jostova feSeni) rovnice (2.89)
definovana podminkami

Xip(r) =5 b (pr), (2.106)
Xip(r) "2 by (pr). (2.107)

Regularni feSeni ¢;,(r) pak lze zapsat jako linedrni kombinace funkei x;,(r), x,(7)
a prislusné kombinaéni koeficienty jsou pak uréeny Jostovou funkei £;(p):

b15(r) = SN () — £ ()i ()] (2:108)
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2.2.10 Analytické vlastnosti Jostovy funkce

Zatim jsme se zabyvali FeSenim rovnice (2.89) pouze pro hodnoty p > 0. Plati
nasledujici tvrzeni:

Pro libovolné p € C je regularni feSenim diferencidlni rovnice (2.89) vzhledem k p
analytické v celé komplexni roviné.

Pomoci (2.105) Ize Jostovu funkei dodefinovat i mimo fyzikalni oblast p > 0. Lze
ukazat, ze takto definovana Jostova funkce je analytickd v celé horni komplexni
poloroviné bez realné osy a spojita v celé horni poloroviné véetné realné osy. Dale
musi pro Jostovu funkci na oblasti analyticity platit

fi(p) = [£u(=p")]" (2.109)

a ted
o ) = B0 _ 1)
l flp)  fulp)

Lze ukdzat, ze pro potencial V (r), ktery je nenulovy pouze na omezené oblasti,
nemé Jostova funkce pdly — je analytickd v celé komplexni roviné. Funkce s;(p)
je tedy meromorfni (analytickd v celé komplexni roviné, az na pély v bodech, kde
f,(p) = 0). Z toho plyne, ze pdly Jostovy funkce v dolni komlexni poloroviné ne-
maji fyzikdlni smysl, jsou citlivé na chovani potencidlu ve velkych vzdélenostech.
Vynulujeme-li potencial ve vzdalenosti tfeba 10 000 kilometrii od centra interakce,
poly Jostovy funkce zmizi, ale ZaAdné méritelné veli¢iny se nezméni.

Nuly Jostovy funkce v horni komplexni poloroviné maji dilezity fyzikalni vy-
znam. Lze ukédzat, Ze rovnice f;(p) = 0 mé v horni poloroviné kofeny pouze na
imaginarni ose. V reguldrnim feSeni ¢, ,(r) pak je pfitomna pouze v nekone¢nu uby-
vajici vina —3£,(—p)x/,(r) a ¢1,(r) pak urfuje normalizovatelnou vlastni funkci
hamiltonidnu pfislusnou k vlastnimu &islu p? < 0. Funkce f;(p) nemiize byt v bodé
—p nulova, protoze pak by ¢ = 0, coz neni mozné. Lze tedy shrnout, zZe nuly Jostovy
funkce £;(p) a pély S-matice s;(p) v horni komplexni poloroviné odpovidaji vizanym
staviim hamiltonidnu (a naopak).

Zvl4ast je vSak tfeba diskutovat pfipad, kdy £;(p) = 0 pro p = 0. Je-li I > 0, pak
£,(0) = 0 pravé tehdy, kdyZ existuje vazany stav s nulovou energii. Je-li [ = 0, potom
vazany stav s nulovou energii neexistuje a amplituda rozptylu fo(p) (srazkovy prifez
oo(p)) jde pro p — 0+ k nekoneénu — nastéva tzv. rezonance p¥i nulové energii.

(2.110)

2.2.11 Jednodimenzionalni rozptyl

V této kapitole se budeme zabyvat specidlnim piipadem, kdy zkoumany rozpty-
lovy proces se odehravd v jednodimenzionalnim prostoru. Systém je tedy popsan

hamiltonidnem . )
ﬂ =+ VA x 2.111
2m dz? ( )’ ( )

definovanym na hustém podprostoru prostoru L*(R).
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Prostor L?(R) lze zapsat jako direktni soucet prostoru kvadraticky integrabilnich
funkci, které jsou sudé a liché

L*(R) = L2O(R) @ LAV (R). (2.112)

Protoze prostory L*®(R) a L*®)(R) jsou invariantni vzhledem k volnému hamilto-
nidnu Hy, je ortonormdlni béze prostoru L?(R) tvofena vlastnimi vektory (z|E,0),
(z|E, 1) operatoru Hy, které jsou sudé, resp. liché funkce

Hy(z|E,l) = E(z|E,l), (z|E,l)eL*® =0, 1. (2.113)

Pro vlnové funkce

(z|E,0) = ﬁcospx, (2.114)
1
(z|E,1) = ﬁsinpx, (2.115)
kde
P 2.116
E=— .

5 P>0, (2.116)

plati podminka ortonormality:
<E,, lllE, l) - 511,56(El - E) (2117)

Ptislusné out-stavy (z|E,l;+) jsou az na konstantu urCeny funkci ¢;,(z), kterd
spliuje diferencialni rovnici

i~ U@+ sl =0 (2.118)

a okrajovou podminku

dop(z) B cosz, (2.119)
¢1p(z) T sinm. (2.120)

Asymptotické chovani ¢, ,(x) v nekoneénu pak definuje Jostovu funkei £,(p):

(@) T %[fl(p)e—im—f;(p)eiw], (2.121)
dple) T (D' (e — 1i(p)e] (2.122)

V [For83] §3.2.7 je odvozeno asymptotické chovani (x|p+):

(@lp+) "=5° B(p)(z[p), (2.123)
(z|p+) “=° (z|p) + Alp){z| — p). (2.124)
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Cisla

R = |A(p)P (2.125)
P = [B(p) (2.126)

se nazyvaji koeficienty odrazu a prichodu a predstavuji pravdépodobnost, Ze po
dostatecné dlouhé dobé bude castice nalezena pred, resp. za interak¢ni oblasti. Plati
tedy vztah

R+P=1. (2.127)
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Kapitola 3

Rezonance

3.1 Rezonance a nuly Jostovy funkce

Zabyvejme se nyni nulami Jostovy funkce v dolni komplexni poloroviné. Necht f;(p)
ma nulu v bodé

p=pr—1ipr, Pr, Pr € R™. (3.1)
Stejné jako v pfipadé vazanych stavi, je regularni feSeni imérné funkci x; (r). Nyni
vSak neni normalizovatelné, ale v nekone¢nu exponencidlné diverguje. Nejednd se

tedy o vlastni funkci hamiltonianu. Predpoklddejme, Ze hodnota p je blizko realné
osy a f;(p) lze v okoli bodu pg aproximovat

gy

fi(p) ® —

o 0-p) (32)

Odtud 1ze pak s vyuzitim (2.104) pro p € R v okoli pg vyjadfit fazovy posun

df
q(p) ~ —arg d—l — arg(p — P) (3.3)
Plp
= 6%+, (3.4)

kde (5lbg je tzv. zpétny fazovy posun a 6;° je rezonancni ¢ast fazového posunu. Z

obrazku 3.1 je ziejmé, ze pohybuje-li se bod p po realné ose, tak v blizkosti bodu p

se hodnota fazového posunu rapidné méni a to tim rychleji, ¢im blize k realné ose je

p. S hodnotou fazového posunu bezprostiedné souvisi métitelnd veli¢ina — srazkovy

prifez o;(p)

sin? 6;(p)
P

o(p) =4n (2l + 1) (3.5)

Jeho chovani v okoli hodoty pgr se také rychle méni a zavisi na zpétném fazovém
posunu 6;%(p).

Na obr. 3.2-3.5 jsou grafy zévislosti fazového posunuti §(p) a sin?§(p) na p v
okoli pg pro riizné hodnoty zpétného fazového posunu §°8: 0, 7/4, 7/2 a 37/4 a
pro p = 5 — 0.05i. Na obr. 3.2 je klasicky typ rezonance — ¢istd Breit-Wignerova
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Obr. 3.1: Rezonancni ¢ast 67 (p).

rezonance. Ve skutecnosti jsou vSak pribéhy fazového posunuti a srazkového prirezu
trochu odliSné, nez je zobrazeno v grafech. Je to tim, ze hodnota zpétného fazového
posunu (5;°g neni na p nezavisla (¢i jinak feceno, (3.3) je pouhd aproximace skute¢ného
pribéhu §;(p)).

Nuly Jostovy funkce na zadporné imaginarni ose p jsou tzv. virtualni stavy. Vir-
tualni stav ovlivni méfitelné veli¢iny pouze tehdy, kdyz se nachazi v bezprostiedni
blizkosti pocatku. Mluvime pak o tzv. rezonanci pii nulové energii.

Déle budeme rezonanci oznacovat pouze ty nuly Jostovy funkce (pdly S-matice
s1(p)), které se pfi rozptylovém experimentu projevuji na fyzikalné méfitelnych ve-
licinach, tedy

Rep® > 0. (3.6)

Poznamenejme jesté, Ze rezonance lze definovat nejen jako nuly Jostovy funkce,
¢i pély S-matice, ale i pomoci Greenova operatoru (viz [Sim78]). Rezonanéni energie
jsou takové body E = p?/2m, pro které existuje hust4 podmnozina D v H, ze Vo € D
mé funkce (g, G (E), ¢) meromorfni prodlouzeni z horni komplexni poloroviny do

spodni s poly v E.

3.2 Rezonancni energie

Jostovu funkci miizeme zapisovat nejen jako funkci zavislou na p, ale i na energii £ =
%. Protoze vztah mezi p a E neni jednozna¢ny (jedné hodnoté E odpovidaji dvé
hodnoty p a —p), Jostova funkce v zavislosti na E je funkci na dvoulisté Riemannové
plose. Prvni, tzv. fyzikalni, list £ odpovida horni komplexni poloroviné Imp > 0,
druhy pak dolni poloroviné Imp < 0.

Véazané stavy, které jsou nuly Jostovy funkce na pozitivni imaginarni ose p, pak
lezi na negativni readlné ose prvniho listu F. Blizi-li se E k redlné ose zhora, pak
V2mE — +p, blizi-li se zdola, v2mFE — —p. Proto ma Jostova funkce na kladné
realné poloose E fez. Nuldm Jostovy funkce (rezonancim) ve spodni poloroviné
Im p < 0 odpovidaji nuly ve spodni poloroviné druhého listu £.
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3(p)
3(p)

sin?3(p)
sin?ﬁ(p)

e s n z (p) ’U/ p

3(p)
3(p)
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Virtualnim stavim pak odpovidaji nuly Jostovy funkce na kladné realné poloose
druhého Riemannova listu F.
ZapiSeme-li rezonanc¢ni energii

plati pro rezonan¢ni ¢ast fazového posunu

sin 67 (F) = L/2 (3.8)

V(E — Eg)? + (T/2)?2

a v pifpadé 6% = 0 pak

_om(20+1) (T/2)?
olE) =—71 (E — Eg)? + (T/2)% (3.9)

coZ je znama Breit-Wignerova formule. I pak udava sitku piku v grafu o;(E).

3.3 Zpozdéni vinového baliku

Méjme vlnovy balik i, (Z,t) sloZzeny z vin, jejichz energie je pfevainé v intervalu
Sirokém AFE a
AE < T. (3.10)

Predpokladejme, ze amplituda rozptylu f(p’ < p) je urena jedinym ¢lenem v
prislusném rozvoji do parcialnich vin

f(' ) = 2+ ) fi(p)PGE - p). (3.11)

Potom po rozptylu interakci ve velké vzdéalenosti od pocatku plati

Y(Z, 1) "2 i (2, 1) + Vee(T, 1), (3.12)
kde A
T . ds
Yse(T, 1) = w Yin (ﬁ lr+ (;;p)] ,t) : (3.13)

Rozptylena vina je tedy opozdénda o vzdalenost

. d5l(p) N dél(E) Vo
£ = » " a8 °T (3.14)

za nerozptylenou ¢asti vinového baliku (vg je rychlost baliku). Tomu odpovida ¢asové
zpozdéni

1.dé dé(E 1

vg dp dE r
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Kapitola 4

Komplexni skalovani

Existuje nékolik metod pro pocitani rezonancnich energii. Jednou z nich je i metoda
komplexni rotace. Jeji vyhodou je, Ze stoji na rigoroznim matematickém zakladu,
jeji platnost pro t¥idu analytickych potenciali V' (z) byla exaktné dokdzana napf. v
[ACT1]. Pfi psani této kapitoly bylo déle ¢erpano z [Moi98], [Ho83] a [KKHS9].

Z vysledki predchozi kapitoly plyne, Ze je-li £ = % = Fp—i% :
gie, potom se regularni feSeni ¢**(r) rovnice (2.89) chové v nekoneénu jako e, tedy
exponenciilné diverguje. Pomoci (2.88) je pak urcena vlastni funkce ¢** diferenciél-
niho operatoru (2.8), piislusejici komplexnimu vlastnimu é&islu E. Zahrneme-li do
defini¢niho oboru diferencidlniho operatoru (2.8) takovéto funkce, nebude samoziej-
mé samosdruzenym operatorem definovanym na Hilbertové prostoru.

Definujme tzv. operator komplexniho skalovani S , ktery transformuje rezonanéni
funkce 9™ na funkce kvadraticky integrabilni. Potom

rezonanéni ener-

(SHS™)(8y™) = B(Sy™). (4.1)

Rezonanéni energie a rezonan¢ni vinové funkce 1ze pak hledat jako komplexni vlastni

A A A

¢isla a kvadraticky integrabilni vlastni vektory operatoru SHS™!.
Priklad operatoru S je operator komplexni rotace

S0)=é’, feR, (4.2)

S(0)f(r) = f(re"). (4.3)
Oznacéme H, yotoceny“ hamiltonian
Hy = S(O)I?[S’(O)‘l (4.4)

a zkoumejme nyni jeho spektrum. Méjme rezonanci

D = Dpr—1pp, Pr, Pr € RT (4.5)
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=

Potom

‘ﬁ|€_ilp7 2 € (Oa _)
ﬁQ
2m

1aur(:t P—/Q
g e\ gL )

P (r - 4+o00) ~ exp (ir|ﬁ|efi“’)

~ 6r|1§\ sin <pei1"|13\ cosp.

Zapiisobme na ¢ operatorem S(0)

S(0)¢™ (r — 400) ~ exp (ir|ﬁ|e_i(“’_0))

~ er|ﬁ| sin(p—8) elr\ﬂ cos(p—0) )

r
—:ER_1§7 ER,FER+,

(4.9)
(4.10)

(4.11)
(4.12)

Aby tedy byla funkce S(0)¢™ kvadraticky integrabilni, musi byt thel 6 v&tsi, nez

kritickd hodnota 6,

0>0,.

(4.13)

V pripadé rezonance je 8. = ¢. Pro vazané stavy je hodnota kritického uhlu 6,
nulové a thel # musi byt mensi, nez 7 /2.

V diskrétni c¢asti spektra ,,otoCeného“ hamiltonianu H, tedy bude diskrétni
spektrum ptivodniho hamiltonidnu H anavic pribudou komplexni energie rezonanci,
pro néz je splnéna podminka (4.13).

Obr. 4.1: Spektrum komplexné Skdlovaného hamiltoniinu H,.
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Zkoumejme nyni, jak se ,oto¢enim“ hamiltonidnu H zméni spojitd ¢ast spektra.
Zobecnéna vlastni funkce H ptislund k hodnoté p?/2m > 0 ze spojitého spekt-
ra je urfena radialni funkci ¢°**(r), jejiz chovéni je v nekone¢nu uréeno linedrni
kombinaci

¢t (r) "2 AeTPT + BelPT (4.14)

Jestlize 6 < m, komplexné §kalovana funkce

P (rel?) T2 Aexp (—ip reia) + Bexp (ip Tew) (4.15)
r—>_+>oo Ae~"P sin(a)ei'rp cos(0) + Be'™ sin(ﬁ)e—i'rp cos(0) (416)

neni pro p € R normalizovatelna k § funkci, takZe se spojita ¢ast spektra H kom-
plexni rotaci zméni. Nedivergentni a ne kvadraticky integrabilni funkci lze dostat
pouze kdyz

p=|ple™ (4.17)

a tedy ,,otoCenim“ hamiltonianu H se spo jita cast spektra otoc¢i v komplexni p-roviné
o thel § a v komplexni E-roviné o thel 26 smérem dolt (viz obr. 4.1).

Dosud jsme se zabyvali pripadem tzv. vnitiniho skalovani, kdy operator S trans-
formuje vlnovou funkci ¢(r) na celé redlné ose. Uvedenou metodu lze modifikovat.
Komplexni rotaci je mozno ovlivnit pribéh vinové funkce na celé redlné ose, az
na omezenou oblast kolem poc¢atku. Mluvime pak o tzv. vnéjsim Skalovanim (viz
[Mo0i98] §2.1.2, §2.1.3). Metodu komplexni rotace pak je mozno pouzit i v pfipadé,
ze zkoumany potencidl neni analyticky prodlouzitelny, ale je analyticky prodlouzi-
telny vSude, az na omezenou oblast, kde se komplexné neskaluje.
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Kapitola 5

Dynamika casové periodickych
systému a Floquetova teorie

V dalsich kapitoldch se budeme zabyvat zkoumanim kvantovych systémil, jejichz
hamiltonian je periodicky zavisly na case

Hit)=Ht+T), VteR, (5.1)

konkrétné se budeme zabyvat pfipadem, ze hamiltonian Ize zapsat jako soucet ¢asové
nezavislého volného hamiltonidnu a potencidlu, ktery periodicky zavisi na Case

Ht)=Ho+V(Z1t), V(&) =V(Zt+T). (5.2)
Oznacme H stavovy prostor naseho systému. Definujme prostor
K=HT (5.3)

se skaldrnim soucinem
T
(®|0')) / o, €K, (5.4)
0
kde T je prostor funkci, které jsou periodické s periodou 7" a kvadraticky integrabilni

na intervalu (0,7), (®(¢)|®'(t)) je skaldrni soucin na H. Na prostoru K definujme
samosdruzeny operator K

A

K:ﬁ()®17+lﬂ®< ;) (5.5)

kde fT, I, jsou operatory identity na prostorech 7, H a operator —i% pusobi na
ty funkce z T, které jsou absolutné spojité a jejichZz prvni derivace je kvadraticky
integrabilni na intervalu (0, 7).

Hledejme feSeni Schrédingerovy rovnice

() =15 ) 1wt = (55)
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V pracech [Yaj84], [H&an97], [BDG95]) je ukazano, Ze libovolné feSeni rovnice (5.6)
lze zapsat jako linedrni kombinaci stavi [V, (%))

[9(1)) = D_ aa| Wal(t)), (5.7)
[Ta(t)) = 7" |@a (1)), (5-8)

kde |®,4(t)) € K je (zobecnénou) vlastni funkci operatoru K
K‘(I)a(t» = ea‘q)a(t))' (59)

Cislo €, je tzv. kvazienergie. Je-li |®,(t)) Teseni rovnice (5.9), potom také funkce

Do (1)) = einwt|¢>a(t)), neEz, (5.10)
kde )
™
=+ 5.11
w T ’ ( )

je opét fesenim (5.9), nyni vSak s kvazienergii
€a = €q + NW. (5.12)
Avs8ak FeSeni Schrodingerovy rovnice (5.6)
[T (1)) = 7" |@ui (2)) (5.13)
je identické s feSenim |, (¢)). Pro stavy ®,, ®s plati podminka ortonormality
((@a|®s)) = da,s (5.14)

a vytvéareji tedy ortonormdlni bazi Hilbertova prostoru K. Z (5.8) je zfejmé, Ze uni-
tarni propagétor z ¢asu t; do ¢asu t, zobrazi stav ®,(¢;) do stavu e 2=t (¢,).
Unitarni propagator systému lze tedy zapsat:

Ulta, 1) = Y 7271 @y (t2) ) (@al(t1) (5.15)

kde index v sumé bézi pres vSechny neekvivalentni indexy «, tedy takové indexy,
aby se kvazienergie neliSily pouze celoc¢iselnym nasobkem w. Prislusné kvazienergie
€q jsou tedy z tzv. prvni Brillouinovy zény (0,w).
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Kapitola 6

Husimiho funkce

Méjme kvantovou ¢astici ve stavu 9. Zajima nas vztah, mezi klasickym a kvantovym
popisem tohoto systému. Pro hybnost a polohu plati Heisenbergova relace neurcitosti

~ - 1

kde

(AA)y = V(I 42]) — (W|Al)? (6.2
je smérodatna odchylka. Poloha a hybnost ¢astice nejsou kompatibilni pozorovatelné,
neexistuje stav ¢ € H, ktery by byl lokalizovan v poloze i impulzu, neméa tedy smysl
mluvit o hustoté pravdépodobnosti nalezeni kvantové ¢astice v bodé [13, Cj] fazového
prostoru P. Moznost srovnani mezi klasickym a kvantovym popisem poskytuje tzv.
Husimiho funkce pw(ﬁ, Q) (viz [KS96] §4.1), kter4 v semiklasické limité % — 0 jiz
predstavuje hustotu pravdépodobnosti nalezeni ¢astice ve fazovém prostoru v bodé
[13, Q] € P. Prava strana (6.1) totiz vymizi a lze tedy nalézt stav, ktery je prakticky
lokalizovan v jednom bodé fazového prostoru.

Necht ¢ 5 je takovy stav, Ze v (6.1) nastdva rovnost a navic

los5 = 0, (6.3)
(9p5lXilép5 = 0. (6.4)

Je-li Castice v takovémto (tzv. koherentnim) stavu ¢ g Je neurcitost v urceni jeji
hybnosti a polohy nejmensi mozné a hybnost a poloha castice je soustfedéna v okoli
bodu [P, Q] € P. Lze ukizat, Ze stav ¢ g mé v z-reprezentaci vyjadreni (viz [KS96]

(4.5), [BEH93] §16.1.10)
1{. =, (@-0Q)7?
- <1Pa: - T)] : (6.5)

Pro libovolnou vlnovou funkci ¢y € H pak definujme tzv. Husimiho funkci
pp(P,Q):P =R

q —n 1 ==
¢p (@) = (Th) ™/ * exp (—ﬁPQ> exp

ps(P,Q) = (2mh) {5 glv)I> (6.6)
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Je zfejmé, Ze p¢(13, Q) >0a

— —

[ pu(P.Q)dPdG = 1. (6.7)

Napiiklad Husimiho funkce p,, (P, @) pro m-ty vlastni stav (m € Np) harmonic-
kého oscilatoru, popsaného hamiltonidnem

N R*dz2 1,
H=—5a= 3" (6.8)
ma tvar
pm(P, Q) = L [—1 (P?+ Q% : exp [——1 (P*+ Q% (6.9)
mAne 2rhm! 12k 2h ' ’

Na obrazcich 6.1 a 6.2 je znazornén pribéh Husimiho funkce pro prvni dva stavy
harmonického oscilatoru. Grafy jsou napocitany pro A = 1. Mame-li stav oscilatoru

Obr. 6.1: Graf Husimiho funkce Obr. 6.2: Graf Husimiho funkce
po(P, Q) pro zdhladni stav harmonické-  pi(P,Q) pro stav harmonického oscild-

ho oscildatoru s energii £ = % toru s energii E = %

s fixnf energii E = (5 + m)h, potom v limit& & — 0 (m — 400) se Husimiho funkce
koncentruje pouze na energetické slupce {[P,Q]|sP? + 1Q? = E} C P, coZ je v
souladu s klasickym popisem harmonického oscilatoru.
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Kapitola 7

Numerické vysledky

V této kapitole jsou uvedeny vysledky pro konkrétni jednodimenzionalni systémy.
Veskeré vypocty byly uvazovany v jednotkach A =1, m = 1.

Numerické vypocty byly provadény na pocitac¢i s procesorem Intel Pentium
133MHz s paméti 48MB. Byl pouzivan numericky software Matlab 5.2. U nékte-
rych vysledki je pro zajimavost uveden ¢as potiebny k vypoctu.

7.1 Staticka pravouhla potencialova jama

V této kapitole se budeme zabyvat jednodimenzionalni pravoihlou potencidlovou
jamou. Zkoumany systém je tedy popsan hamiltonidnem

N 1 d2 N
kde ¢ )
~ 0, T —a,a
V(z) = { Vi, 7€ (—a,a). (7.2)

I II ITI.

Obr. 7.1: Pravouhld potencidlovd jama.
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Hledejme nyni stavy |E,l;+) (viz kapitola 2.2.11). Budeme tedy pocitat vlast-
ni stavy ¢, hamiltonianu (7.1), které vyhovuji podminkam (2.119), (2.120). Na
oblastech I.,IL. III. (viz obr. 7.1) lze ¢, zapsat:

(/50 p(x)
O,p(x)
p )

0,

kde

k2

I. —i I. i
ALem#e 4 BLire, (7.3)
cos kzx,
A{)II.eflk:c + B(I)Il.elk:c,

Ale P 4 Blelr? (7.6)
sin kx,

AIIII.e—ikx + B{H.eikx,

=p’ +2Vj. (7.9)

Z podminky spojitosti funkce ¢ ,(x), resp. jeji prvni derivace dostaneme vyjadreni
koeficientt A} az Bj™ a z (2.121) tedy i tvar Jostovy funkce f;(p). Celkem tedy

plati:
Po,p(2)
05 ()

b0

o1, ()
15(2)
15 (%)
kde
fo(p)

£1(p)

i —ipx * ipx
g[fo(p)e™ — £5(p)e™]; (7.10)
cos kz, (7.11)
i —ipx ipx
5Eo(p)e™ = fo(p)e™]; (7.12)
SEp)e ™ — 11 (p)e?], (7.13)
sin kz, (7.14)
i . .
—5E1(p)e™* = £1(p)e?]; (7.15)
—elPa (i coska + k sin ka) , (7.16)
p
j k
e'?? (—isin ka + p cos ka) . (7.17)

Zabyvejme se nyni analytickymi vlastnostmi Jostovy funkce. Na obrazku 7.2
a 7.3 jsou grafy Jostovy funkce fo(p) a f£1(p) v komplexni roviné. Vypocty byly
provedeny pro potencidlovou jamu hlubokou V; = 10 a Sirokou ¢ = 1/2. Z graft
je ziejmé, ze Jostova funkce ma nuly na kladné imaginarni poloose, ty odpovidaji
vazanym staviim, a v dolni komplexni poloroviné — rezonance.
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Obr. 7.2: Graf Jostovy funkce £1(p) Obr. 7.3: Graf Jostovy funkce £1(p)
v komplexni roviné. v komplexni roviné.

Energie vazanych stavi a rezonanci lze zjistit také jako pdély S-matice
si(p) = €2, (7.18)

kde d;(p) je fazové posunuti (viz [For83] (3.248))

ktgka —pt
tgdy = -~ Bt PEPI (7.19)
p+ ktgkatgpa
ptgka — ktgpa
tgd = : 7.20
&% k+ptgkatgpa ( )

Na obrazku 7.4 a 7.5 je graf vilnové funkce jediného sudého a lichého viazaného
stavu s energii —7.705 a —1.8629. Na obrazku 7.6, 7.7, 7.8, je graf redlné, imaginarni
¢asti a ¢tverce absolutni hodnoty vinové funkce ¢(x) (7.10)—(7.12) sudého rezonanc-
niho stavu s energii 3.604 —8.6634 i. Z grafi je ziejmé, ze na rozdil od vazaného stavu
jiz nyni vinova funkce neni kvadraticky integrabilni, dokonce neni ani normalizova-
telnd k d-funkci. Na obrazcich 7.9, 7.10 a 7.11 jsou pak grafy ptislusné Husimiho
funkce.
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Obr. 7.5: Graf vinové funkce lichého vi-

Obr. 7.4: Graf vinové funkce sudého vd-
zaného stavu.

zaného stavu.

Obr. 7.7: Graf imagindrni cdsti vinové

Obr. 7.6: Graf redlné casti vinové fun-
funkce rezonancniho stavu.

kce rezonancéniho stavu.
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Obr. 7.8:

Graf kvadratu absolutni hodnoty vinové funkce rezonancniho stavu

Obr. 7.9: Graf Husimiho funkce sudého

Obr. 7.10: Graf Husimiho funkce liché-
vdzaného stavu.

ho vazaného stavu.
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Obr. 7.11: Graf Husimiho funkce rezonancniho stavu.

7.2 Vypocet rezonanci rozvojem reseni do orto-
normalni baze

7.2.1 Operator —1 -+ Vicoswt
Zabyvejme se nejprve numerlckym reSenim rovnice
To(t) = Ap(t), AeC, (7.21)

kde d
T = —ia + Vi coswt, VieR (7.22)

je diferencialni operator definovany na prostoru 7 kvadraticky integrabilnich funkci
na intervalu (0,7, které vyhovuji periodické okrajové podmince

©(0) = o(T) (7.23)
w= 2% (7.24)

Libovolnou funkei z T lze zapsat jako linedrni kombinaci funkei ¢,(¢)

bp(t) = %eip“’t, peEZ. (7.25)

Mnozina funkei ¢,(t) je ortonormalni

T
/¢ 1 ¢p2 dt = 5111,112 (7'26)
0
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Obr. 7.12: Viastni cisla operdtoru  Obr. 7.13: Redlnd (plnd kiivka) a ima-
—i% + 10 cost spoctend rozvojem fe§e-  gindrni édst (teckovand krivka) vlastni
ni do bdze ¢,(t) (p = —15,...,15). funkce operdtoru —i% + 10 cost spocte-

nd rozvojem feseni do bdze ¢,(t) (p =

—15,...,15, A = 2.004).

Zapiseme-li funkei ¢ € T jako linearni kombinaci funkei ¢,(t)

+o0o

o(t) = p:z_:oo apdp(t), ap € C, (7.27)

plati
Toz) = zio a(wp + Vi cos )y (1) (7.28)
_ p:foo (99 65(8) + 165 (0) + 65 1(0)]) (7.29)

a tedy vlastni ¢isla A operatoru T jsou takova ¢isla, Ze soustava rovnic

“+oo

0= (¢n|(T=Np)= Y. q

Pa=—00

Vi
wp2 5;01,:02 + ?1(5171,172-1-1 + 51)1,132—1) - )‘5111,112] (7-30)

mé FeSeni. Resime-li tedy rovnici (7.21), sta¢i nalézt vlastni &fsla a vektory matice
A se slozkami

. Vi
Apip, = <¢p1 |T¢p2> = WPa Op, p, + é[épl,pﬁ—l + 5p1,p2—1]- (7.31)

Na obr. 7.12 jsou znéazornéna vlastni ¢isla operatoru —i% + 10cost spoctena
rozvojem FeSeni do baze ¢,(t), p = —15,...,15. Na obr. 7.13 je pak graf redlné a
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imaginarni ¢asti vlastni funkce, ktera prislusi spoctenému vlastnimu ¢islu A = 2.004.
Je vidét, ze vysledky jsou ve shodé s presnym analytickym fesenim

A=kw, k€2, (7.32)

©(t) = cexp (i/\t - iE sin wt) : ceC. (7.33)
w

’ d2
7.2.2 Operéator Ki5 + V(z)
Zabyvejme se nyni ulohou nalézt vlastni ¢isla E a vlastni funkce ¥(x) operatoru

~ d2

definovaného na prostoru L%(R).
Libovolnou funkci ¥(z) € L*(R) lze zapsat jako linearni kombinaci funkei ¢, (x)

Yo(z) = (@129 V2r VA T Hy(z),  qe N, (7.35)

kde H,(x) je Hermitetv polynom. Mnozina funkci 9,(z) je ortonormalni (viz [For83]
(H.21))

+0o0
(orlte) = [ 5, (0)0s (2) do = Gy g5 (7.36)
ZapiSeme-li ¥(z) € L?(R) jako linedrni kombinaci funkei v, (t)
“+o0o
\I](t) = Z G’PwQ(l’)’ ap € C’ (737)
q=0
dostaneme .
HY(z) = Y ap[K(—(20 + 1) + &%) + V(2)]thy (), (7.38)
q=0
kde jsme pouzili vztah
d*H,(z) dH,(x)
PP —2qH,(z) + 2z iz (7.39)
(viz [For83] (H.19), [AS64] (22.6.19)).
V dalsim budeme potiebovat spocitat integral
+0o0
_z?
Iy = [ € %5 Hy,(2) Hyg () do. (7.40)
Vyuzije se toho, ze
015(x,¢)
H,(z) = , (7.41)
q 85(] o




kde S(z, &) je tzv. vytvorujici funkce
S(z,€) = e &) (7.42)

(viz [For83] (H24), (H26)). Snadno se spocte integral

+00
1gn) = [ e S(,)S(@,n)de (7.43)
1
= J/me®T (5 + &+ 77)2) : (7.44)
Integral I, 4, je pak moZzno zapsat:
7 onta I( ) ( )
1,92 = Qo Ade 67 n 7.45
T gga gnee e—0.1=0
Plati
onta o
afTan‘DE kK = 2(11(]1! 5(11’(12 (746)
£=0,n=0
(viz [For83] (H.29)), zbyva tedy dopodcitat
on+e (g N n)2@2§" _ on [2 g\ 02" (5 + ,'7)2 gre2én _
0E Onee PN S P AN N P £=0
= (2 + CI1)' 2q15q2’2+q1 + C]1€I1! 2q15q1,q2 + CI1' 2(11*25(12’(11_2. (747)

Celkem nam tedy vyjde pro integral (7.40) vztah

1 1
Lh,qz = 2%¢q,! \/7_1' [(5 + QI> 5(11,112 + qul—qz,Q + (QI + 1)(Q1 + 2)5(12—!11,2] . (7'48)

Vynéasobime-li skaldrné rovnici (7.38) zleva funkei v, a vyuzijeme-li vztahu
(7.48), zjistime, Ze problém nalezeni vlastnich ¢isel a vektor operatoru H vede na
problém vlastnich ¢isel a vektorti matice A se slozkami

Aql,qz = <¢Q1|I:I¢qz> =
= —K(2q1 —+ 1)5(11,(12 +

2'11(]1! 1 1
+K 2q2q2! [(5 + Lh) 6q1#12 + Z5q1*Q2,2 + (Q1 + 1)((]1 + 2)5(12(11,2] +

¢~ Hy, (z)Hy,(z) dz. (7.49)

1 e
- [ v
AR
ql.qz‘QQI qzﬂ_oo
Poznamenejme jesté, ze s vyuzitim
Hy(—z) = (—1)Hy(2) (7.50)
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Obr. 7.14: Vlastm’ cisla operdtoru Obr 7.15: Viastni cisla operdtoru

_%% — 5exp( 2) Yotoceného” o 2dw2 + Sexp (—%a:Q) Yotoceného” o
0.85%. 0.85%.

(viz [For83] H.20) lze pro sudé funkce V' (z) integral v pfedchozi rovnici piepsat:

“+oo “+00

[ V(@)e ™ Hy (@) H(2) do = [1+ (=) [ V(z)e = Hy, (2)Hyy (2) da.
oo 0

(7 51)
Na obrazku 7.14 jsou znazornéna vlastni ¢isla operatoru — 2 d £ —5Hexp ( 2)

»oto¢eného“ 0 0.857. Byla tedy provedena transformace x — z exp(if) a Vysetrovan

operator
N exp(—2i0) d?

1/ \2
Hy = 5 agz 5 exp [—5 (e :U) ] : (7.52)

Byly pouzity prvky ortonormalni béze s indexy ¢ = 0,1,...,40 a integral v (7.49)
byl pocitan analyticky s vyuzitim vztaht

+o00

2n — !
0/ et 4y — %,/g, Rea >0, n € N, (7.53)
+00 n!
on+1_—ax? _ .
/ X e de = W, Rea > 0, n e N() (754)
0

(viz [AS64] (7.4.4), (7.4.5)). Vypocet trval 60 sekund. V grafu je vidét, 7e vazané
stavy operatoru H se otodenim nezméni{ a kontinuum po otoceni svira s redlnou osou
uhel 26.

Na obrazku 7.15 jsou znazornéna vlastni ¢isla operatoru —5@ + 5exp ( 2)
»otoeného“ 0 0.85%. Byla tedy provedena transformace x — x exp(if) a vysetrovan
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operator
- exp(—2if) d° 1/i\2
Hy=———_"——— +5exp [—5(6 7) ] (7.55)
Byly pouzity prvky ortonormalni baze s indexy ¢ = 0,1, ...,40. V grafu jsou patrné
CtyTi rezonance. Vypocet trval opét 60 sekund.

Obr. 7.16: Viastni c¢isla komplexné ”otoceného” hamiltonianu popisujiciho pravotuh-
lou potencidlovou jamu.

Jak uz bylo feceno, metoda komplexniho §kdlovani neni pouzitelnd pro poten-
cidly, které nejsou spojité. To je ukédzano na obr. 7.16, kde je metodou rozvoje
feSeni do baze pocitano spektrum komplexné otoceného hamiltonianu, ktery popi-
suje pravouhlou potencidlovou jamu Sirokou 1 a hlubokou 10. Byly pouzity prvky
ortonormalni baze s indexy ¢ = 0,1, ...,20. Vazané stavy pti ,otoceni“ neziistanou
nezménéné, ale jsou umisténé mimo realnou osu.

7.2.3 Operéator Kdd—; —id 4+ V(z) + Vj coswt

Nyni se budeme zabyvat nejjednosussim pripadem, kdy operator K (t) definovany
na L2(R) ® T zavisi periodicky na Case:

. d? d
Kt)=K— —i1i— ; .
(t) 122 1dt + V(x) + Vi coswt (7.56)

Vyuzijeme vysledky predchozich kapitol. Vlastni funkce ¥(z,t) operatoru K (t)
lze zapsat jako linedrni kombinaci funkei 4, ,(, t)

. 22
Vpg(,t) = T7V2(q) 29) 1 2n=1/4eiote =5 H (), pe Z, ge Ny, (7.57)
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které jsou ortogonalni:

<<¢p1,q1 ‘1/};1)2,(12)) =

+0oo
dt / dz 9y, 4, (€, 0) V.00 (7, 1) = Op, 204100 (7.58)

Funkci opét rozvineme do rady

400 400

U(x,t) = Z Zap’qu,q(x, t), apq € C, (7.59)

p=—00¢=0

a postupem obdobnym jako v pfedchozich kapitolach dospéjeme k problému vlast-
nich ¢isel a vektoru ,matice“ A se slozkami:

Apl,(h;m,th = <<1/};D1,Q1‘K1/}p2,qz>>
= _K(QQ1 + 1)5171,1726111,(12 +

2‘11q1! 1 1
+K5p1=p2 2q2—(]2! [(5 + Ch) 5111,112 + 15(11—@,2 + (QI + 1)(Q1 + 2)5(12—111,2 +

e Hy, (¢)Hy, (v) dz +

1 oo
+6P11P2 \/W_ZO V("'E)

Vv
+6Q1,q2 [WPQ 6111,112 + ?1(6171,1724-1 + 5101,102*1) . (7'60)

Pro praktické po¢itani lze matici A preindexovat napiiklad nésledujicim zpiisobem

Aql(2P+1)+p1+P+1,q2(2P+1)+p2+P+1 = Ap1,q1;p2,q2a (761)
p = —P,—P+1,....P—1,P (7.62)
g = 0,1,2,....0—-1,Q (7.63)
py = —P,—P+1,....P—1,P (7.64)
e = 0,1,2,...,Q0 —-1,Q (7.65)

a uvazovat pouze konec¢ny pocet fadki a sloupcti. Hleddme pak tedy vlastni ¢isla a
vektory ¢tvercové matice A, kterd méa (2P + 1)(Q + 1) fadkd a sloupctl.

Snadno lze nalézt analytické feseni problému vlastnich ¢isel E a funkei ¥(z, t)
operatoru K (t):

E =)+ kw, ke Z, (7.66)
Vi
U(z,t) = c(z) exp (i/\t —i—sin wt) ceC, (7.67)
w
kde v (z) je vlastni funkce operdtoru K % + V(x) pfislugna k vlastnimu &islu A.
Na obr. 7.17 jsou znazornéna vlastni ¢isla operatoru —%% — i%, ktery je kom-

plexné otocen o 6 = 0.9%. Byla tedy provedena transformace z — zexp(if) a vy-

Setrovan operator
- exp(—2i0) d*> . d
Ky=—"-——>"——i—. 7.68
’ 2 da?  dt (7.68)
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Na obr. 7.19-7.21 jsou pak grafy redlné, imaginarni ¢asti a kvadratu absolutni hodno-
ty vlastni vlnové funkce ¥(z, t), kterd prislusi vlastnimu ¢islu £ = —1.9613—0.24451
operatoru Ky. Na obr. 7.22 je graf kvadratu absolutni hodnoty vlastni vlnové fun-
kce po provedeni inverzni transformace x — x exp(—if) (¥(z,t) — ¥(x€)). Byly
pouzity prvky ortonormélni baze s indexy p=—2,...,2,¢=0,...,20 (tedy P = 2,
Q = 20).

Na obr. 7.18 jsou znazornéna vlastni &isla operatoru —%% —id +5exp (—%aﬂ),
ktery je komplexné otoCen o ¢ = 0.9%. Byla tedy provedena transformace z —

x exp(if) a vySetfovan operétor

. exp(-2if) &> . d 1/ \2

Kg——f@—la+5exp [—5 (e x) ] : (7.69)
Byly pouzity prvky ortonormalni béze s indexy p = —2,...,2, ¢ = 0,...,20 (tedy
P =2, @ = 20) a potfebné integraly byly pocitany numericky na intervalu (0, 10).
Vypocet trval 281 sekund.

aaaaa

Obr. 7.17: Viastni cisla operdatoru  Obr. 7.18: Viastni cisla operdtoru

_%% — i otoceného 0 0.9% (P = —%;—;—i%—l—5exp (—%:ﬂ) otoceného o
2, Q = 20). 0.85T (P =2, Q=20).

» 2 .
7.2.4 Operator KL, —id + V(z)(1 + V; coswt)
Nakonec hledejme vlastni ¢isla a funkce operatoru

. 2 . d
K(t) = K@ —igt V(z)(1+ Vi coswt) (7.70)
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Obr. 7.19: Graf redln€ c¢asti vliastni fun-  Obr. 7.20: Graf imagindrni casti vlast-
kce pro E = —1.9613 — 0.24451. ni funkce pro E = —1.9613 — 0.24451.

Obr. 7.21: Kvadrdt absolutni hodno- Obr. 7.22: Kwvadrdat absolutni hodno-
ty vlastni funkce pro E = —1.9613 —  ty vlastni funkce pro E = —1.9613 —
0.24451. 0.24451 po "odskalovani”.

45



definovaného na L?(R) ® 7. Postupem obdobnym jako v predchozich kapitolach
dospéjeme k problému vlastnich ¢isel a vektori matice A se slozkami:

P1,41;P2,92 <<wp1,q1|f{¢pz,qz>>
= _K(2q1 + 1)5111,1)25%,(12 +

291 ¢! 1 1
+K(5P1,Pz 2(12—(12' [(5 + QI> 5111#12 + Zdlh—(h,? + (QI + 1)(Q1 + 2)5112—111,2 +

+Twp2 5101 D2 (5111 ,q2 +

A

+oo
1 Vi 2
+W |:5p17p2 + E(épl:PTFl + 51715172—1):| / V(’/E)e ’ qu (x)HQZ (x) d"'E
(7.71)
Obr. 7.23: Zavislost tii vybranych rezonanci operdtoru —%({‘—:2 + 5exp (—%:ﬁ) (1+

Vi cos 6t) na parametru Vi (6 = 0.85%, P =10,Q = 30).

Pro praktické pocitani lze, stejné jako v predchozi kapitole, matici A preinde-
xovat napriklad nasledujicim zptsobem

A(I1(2P+1)+P1+P+1,Q2(2P+1)+P2+P+1 = Apl,ql;m,(nv (7'72)
p = —P,—P+1,...,P—1,P (7.73)
¢ = 0,1,2,....0—-1,Q (7.74)
pp = —P,—P+1,...,P—1,P (7.75)
e = 0,1,2,...,0—1,Q (7.76)

a uvazovat pouze kone¢ny pocet fadkl a sloupci. Hledame pak tedy vlastni ¢isla a
vektory ¢tvercové matice A, kterd ma (2P + 1)(Q + 1) fadkd a sloupct.
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Obr. 7.24: Zavislost vybrané rezonan-  Obr. 7.25: Zdvislost vybrané rezonan-
ce operdtoru —%(f—; + 5exp (—%xQ) (1+  ce operdtoru —%% + 5 exp (—%xQ) (1+
0.3coswt) na parametru w (@ = 03coswt) na parametru w (B =
0.85%,]3:10,@:20). 0.85%,P=10,Q=20).

Obr. 7.26: Zavislost vybrané rezonance operdtoru —%% + 5Sexp (—%xQ) (1 +

0.3 coswt) na parametru w (6 = 0.85%, P =10,Q = 20).
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Graf 7.23 znazornuje zavislost polohy t¥i vybranych rezonanci operatoru —%%—F

5 exp (—%SL'Q) (1+V] cos 6t) na velikosti parametru V; (V4 = 0.2,0.4,...,2). Operator
byl ,otofen” o0 0.857 a P =10, Q = 30. Vypocet trval 6 hodin.
Grafy 7.24-7.24 znédzorhuji zavislost polohy tii vybranych rezonanci operatoru

—%% + 5exp (—%xQ) (1 + 0.3 coswt) na velikosti parametru w (w = 6,7,...,16).

Operator byl ,otocen” 0 0.85% a P =10, @ = 20. Vypocet trval 160 minut.

7.3 Vypocet rezonanci metodou konec¢nych dife-

renci
7.3.1 Operator —i%

Zabyvejme se numerickym feSenim rovnice
To(t) = Ap(t), AeC, (7.77)

kde

- d
T=-1— 7.78

je diferencialni operator definovany na prostoru 7 kvadraticky integrabilnich funkci
na intervalu (0, 7"), které vyhovuji periodické okrajové podmince

©(0) = o(T). (7.79)
Rozdélme interval (0,7) na N+1 bodi a to tak, zZe bod ¢. n =1,2,...,N,N+1
bude v bodé t = (n — 1)h, kde

h= (7.80)

Pro derivaci funkce ¢(t) plati

do(t)  (t+h) = p(t)
= : +0(h) (7.81)

(viz [Vit87] (5.7)), kde symbol O(h?) znamend, Ze chybu lze odhadnout vyrazem
MA?, kde M je vhodna konstanta. Nyni v jednotlivych bodech déleni intervalu
aproximujme derivaci v (7.77) a aplikujme okrajovou podminku (7.79). Dostaneme
tak systém N linearnich rovnic pro neznamé funkéni hodnoty funkce cp((n — 1)h) =

¥n

Onil—Pn = App, n=12... N—1 (7.82)
P1— PN = ApnN, (7.83)

kde ~
A =ihA. (7.84)
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Ulohu nalezeni vlastnich &sel a vektort operatoru T jsme tak prevedli na ulohu
vlastnich ¢isel a vektorti matice

-1 1 0. 0 0
0 -1 1 0 0
0 0 -1 ... 0 0
A= S . (7.85)
0 0 0 ... -1 1
1 0 0. 0 -1

Zabyvejme se dale otdzkou konvergence uvedené metody. Snadno se ovéii, Ze
plati

A 1 0 . 0 0
0 A 1. 0 0
) 0 0A ... 00 N
det(A=XI)=| . . . | L =AY — (=), N>2  (7.86)
0 0 O A1
1 0 0 0 A
kde B
A=—1-X (7.87)
Polozime-li determinant (7.86) roven nule
AV = (1) = Q+N)V=1 (7.88)
. N
= (1 + %) =1, (7.89)

zjistime, Ze pii pouziti metody konecnych diferenci pii déleni intervalu na N + 1
bodu spocteme vlastni ¢isla

: 2
X = exp (ikﬁﬁ)—l, k=01, .. N—1, (7.90)
A= N [1 e (ik%)] k=0,1,...,N—1 (7.91)
= — — ex e = P - . .
T p N ) ) ) )

V komplexni roviné tedy budou nalezené hodnoty umisténé po obvodu kruznice
(viz obr. 7.27). Provedeme-li v rovnici (7.89) limitni pfechod N — 400, obdrzime

podminku

iT)\:1

e , (7.92)

a tedy
P
A=k % ke 2z, (7.93)

coZ je v souladu s analytickym FeSenim rovnice (7.77). Snadno se lze presvédéit, Ze
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Obr. 7.27: Viastni cisla nalezend metodou konecnych diferenct proT = 2w a N =
10, 20, 50, 150.

vlastni vektory matice (7.85) maji tvar

G = c[La+X),0+A%..., 0+ (7.94)
= c ll,exp (1k2ﬁ7r) , €Xp (1k4ﬁ7r> y...,€XD (1]&‘%)] , c€(C(7.95)

a tedy zname FeSeni soustavy rovnic (7.82), (7.83). Opét je tento vysledek v souladu
s analytickym FeSenim rovnice (7.77).
Nakonec jesté poznamenejme, Ze prvni derivaci lze aproximovat presnéjSim vzta-
hem, nez je (7.81):
do(t) _ ot +h) — et —h)

= o +0(h?) (7.96)

(viz [Vit87] (5.10)). Matice A bude mit potom tvar

0 1 0 O 0 0 -1
-1 0 1 0 0 0 0
0 -1 0 1 0 0 0
0 0 —1 0 ... 0 0 0
A= _ i _ L ] i . (7.97)
0O 0 0 0 0 0
0 0 0 O -1
1 0 0O 0 . 0 —1
a ~
A =12h\. (7.98)
Matice A mé vlastni ¢isla
A = 2isin 2 (7.99)
= Z1S1n ——— .
N
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a vlastni vektory (7.94). Obdrzime-li pfi pouziti aproximace (7.81) vlastni ¢isla )\,(Cl)
(7.91), potom nyni pfi uZiti presnéjsi aproximace (7.96) dostaneme vlastni ¢isla
)\1(92) = Re )\,(cl). Protoze jsou hodnoty )\g) v komplexni roviné umisténé po obvodu
kruznice (viz obr. 7.27), pro sudda N budou néktera vlastni ¢isla )\,(;) stejnd a pro
N — 400 dostaneme (v okoli nuly) spravné spektrum operatoru 7'. Pro lichd N
se pak na realnou osu promitnou vlastni ¢isla )\S) , kterd maji velkou imaginarni
Cast a nespravnou realnou ¢ast. To je demonstrovano na obr. 7.28 a 7.29, kde jsou

vynesena napoctend vlastni ¢isla pro 7'= 27 a N =20, N = 21.

Obr. 7.28: Spoctend vlastni cisla ope- Obr. 7.29: Spoctend vlastni cisla ope-
ratoru —i% Pt pouZiti presnéjsi aproxi-  rdatoru —i% Pt pouZiti presnéjsi aprori-
mace a pro pocet bodi N = 20. mace a pro pocet bodi N = 21.

7.3.2 Operator —i% + Vi coswt

Tentokrat se zabyvejme numerickym feSenim rovnice

To(t) = dp(t), AeC, (7.100)
kde q
T = —iq+Vicoswt,  ViER (7.101)

je diferencialni operator definovany na prostoru 7 kvadraticky integrabilnich funkci
na intervalu (0, 7), které vyhovuji periodické okrajové podmince

©(0) = o(T) (7.102)
A 2T
w = T (7.103)



Zopakujeme-li postup provedeny v predchozi kapitole, obdrzime opét systém
linedrnich rovnic uréeny matici

B 1 0o ... 0 0
0 14w 1 ... 0 0
0 0 —1+wvs ... 0 0
0 0 0 e —14wvn 1
1 0 0 0 —1 4wy
kde
v, = ihV] cos|w(n — 1)A]. (7.105)

Vlastni ¢isla operatoru T jsou pak koteny algebraické rovnice N-tého stupné

det(A — ihAI) = 0. (7.106)

. d2
7.3.3 Operator K4
Zabyvejme se nyni ulohou nalézt vlastni ¢isla E a vlastni funkce 9 (x) operatoru

d2

H=K—
dz?’

K ec, (7.107)

definovaného na 1.?(—a,a), a € R" s nulovou okrajovou podminkou

¥(~a) = ¥(a) = 0. (7.108)

Dale budeme postupovat stejné, jako v predchozich kapitolach. Rozdélme inter-
val (—a,a) na N + 2 bodt a to tak, ze bod ¢. n =0,1,2,..., N, N + 1 bude v bodé
T = —a + nh, kde

2a
h= e (7.109)
Pro druhou derivaci funkce ¢ (z) plati
o) _ o) = 200) 46t h) | o —_—

dz? h?

(viz [Vit87] (5.10)). Nyni v jednotlivych bodech déleni intervalu aproximujme deri-
vaci a aplikujme okrajovou podminku (7.108). Dostaneme tak systém N linedrnich
rovnic pro nezndmé funkéni hodnoty funkce (—a + nh) = 9,

—2P1 1y = Ay (7.111)
Vnot — 2Un + 1 = Ay, n=2...,N—-1 (7.112)
Yno1— 20y = My, (7.113)
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Obr. 7.30: Viastni cisla operdtoru  Obr. 7.31: Viastni funkce operdtoru

—%% otocencho 0 0.9% (N =20, a = —%f—; “otocencho” o 0.9% pFislusnd k
10). vlastnimu cislu E = 0.02997 — 0.18921
(N = 20).
kde
v 7.114
A=A—. )
= (7114)

Ulohu nalezeni vlastnich ¢&isel a vektord operatoru H jsme tak prevedli na ulohu
vlastnich ¢isel a vektort matice

-2 1 0 0 0O 0 o
1 =2 1 0 0O 0 O
0 1 -2 1 0O 0 O
0 0 1 -2 ... 0 0 0
A= L A (7.115)
0O 0 0 0. — 1 0
0O 0 0 o0 ... 1 =2
O 0 0 o0 ... 0 1 =2
Matice A mé vlastni ¢isla
- k+1
=—-2-2 =0,1,... N—-1 11
A COS<7TN+1), k=0,1,..., (7.116)

(viz [HO96]), které urcuji hodnoty ze spojité ¢asti spektra operatoru H, a vlastni
vektory

= : 1 : 2 . N
1/)—c[sm(k7rm),51n(k7rN+1),...,31n(k7rN+1)], k=0,1,...,N — 1.
(7.117)
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7’ . 7’ v Z Y7 7’ 2 v 7
Na obrazku 7.30 jsou znazornéna vlastni ¢isla operatoru —%% ,otoceného“ o

0.9%. Vnitfek intervalu (—10,10) byl rozdélen na 20 bodi. Na obr. 7.31 je graf
vlastni vlnové funkce, ktera prislusi vlastnimu ¢islu £ = 0.02997 — 0.18921

7.3.4 Operator Kdd—; + V(x)
Modifikujme predchozi tlohu. Vysetfujme nyni operator
d2
H= Kﬁ—i—V( x), K eC(C. (7.118)

Zopakujeme-li postup provedeny v predchozi kapitole, obdrzime opét systém
linedrnich rovnic urceny matici

—24 v 1 0 e 0 0 0
1 —24 vy 1 e 0 0 0
0 1 —24wv3 ... 0 0 0
A= : : : : : : )
0 0 0 cee =24 vun_o 1 0
0 0 0 ce 1 -2+ UN—-1 1
0 0 0 e 0 1 —24vn
(7.119)
kde )
Up = ?V(—a + nh). (7.120)
Na obrazku 7.32 jsou znazornéna vlastni ¢isla operatoru —5@ + 5exp ( ; 2)

»otoceného“ o 0.857%. Vnitiek intervalu (—30,30) byl rozdélen na 200 bodi. Na
obrazku jsou patrné ¢tyri rezonance. Vypocet trval 47 sekund.

Graf 7.33 znazornuje zavislost polohy d “+
5exp (—ax?) na velikosti parametru a. Interval (—20,20) byl rozdélen na 200 bodt
a operétor byl ,otocen* 0 0.9%. Vypoéet trval 1084 sekund. Na obrazku 7.34 je vy-

nesena poloha rezonanci operatoru —5 d S Ve exp ( =T ) v zavislosti na parametru
V. Interval (—20, 20) byl rozdélen opét na 200 bodi a operator byl ,otocen* 0 0.957.
Vypocet trval 1832 sekund.

Na obrazku 7.36 jsou vyneseny tii vybrané rezonance operatoru _§W+W
€xp

pro rizné hodnoty parametru a. Potencial v tomto operatoru je specidlnim prlpadem
Wood-Saxonova potencialu

v

le R’

Vi) = ——7=
(z) = 1+ oxp

R,a € R*. (7.121)

Interval (—30, 30) byl rozdélen na 200 bodi a operator byl ,,otocen” 0 0.85%. Vypocet
trval 1725 sekund.

Zajimavé je porovnani diive popsané metody vypoctu rezonanci pomoci rozvo-
je TfeSeni do ortonormalni baze a metody konecnych diferenci. Na obrazku 7.37 a
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Obr. 7.32: Viastni ¢isla operdtoru —5d 5 45 exp (——x ) “otoceného” 0 0.857 (N =
200, a = 30).

;
V=15

Obr. 7.33: Zcim'slost dvou vybrangch re- QObr. 7.34: Zdvislost tﬁ vybrangch rezo—
zonanct operdtoru — 2 dz2 +5exp (—azx?)  nanci operdtoru _5@ + Vexp ( x?
na parametru a. na parametru V.
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Obr. 7.35: Graf Wood-Saxonova poten-
ciglu V(z) = Hm)% pro a = 0.1.

Obr. 7.37: Viastni cisla operdtoru
2 -
—1& + Sexp <—%x2) Yotoceného” o
0.85% spoctend metodou rozvoje Teseni

do bdze (N = 20).

o6

a=01

Obr. 7.36: Zavislost tri vybranych re-
; . 1.d? 5
zonanci operatoru —35 gz + Trexp BT 110

a

parametru a.

Obr. 7.38: Vliastni cisla operdtoru
—%;—:2 + 5exp (—%aﬂ) Yotoceného” o
0.85% spoctend metodou konecnych di-

ferenci (N =20, a=15).



7.38 jsou znazornéna vlastni ¢isla operatoru —%% + 5exp (—%xQ) ,otoceného“ o
0.85% spoctena prvnim i druhym zpiisobem. Pfi vypoctu pomoci rozvoje feseni do
béze bylo pouzito 20 ¢lenti ortonormalni baze a pfi uziti metody kone¢nych diferen-
ci byl interval (—15,15) rozdélen na 20 bodt. Je vidét, ze prvni metoda vyzaduje
hledat vlastni ¢isla mensi matice, nez metoda druhé. Na druhé strané je vsak vypo-
metody koneénych diferenci (zv1asté v pfipadé, Ze nelze potiebné integraly spocitat
analyticky) a pro velky pocet ¢lenti ortonorméalni baze dochazi k pomérné velkym
numerickym chybam.

. 2 .d
7.3.5 Operator K@ — la
Nyni se zabyvejme problémem vlastnich ¢isel a vektori operatoru
ioxg L KecC (7.122)
=K——-i— .
dz2 dt’
definovaného na mnoziné funkei z L?(0,7) ® L?(—a, a) s okrajovymi podminkami
w(_av t) = ?/J(a,, t) = 07 (7123)
Y(z,0) = oz, T). (7.124)

Rozdélme interval (0,7) na N+1 bodi a to tak, ze bod ¢. n =1,2,...,N,N+1

bude v bodé t = (n — 1)h, kde

T

h=— 7.125

S (7.125)
a interval (—a, a) rozdélme na M + 2 bodt tak, ze bod ¢. m =0,1,2,..., M, M +1
bude v bodé x = —a + mg, kde

2a

M+1
Opét v operétoru (7.122) nahradime derivace pfibliznymi vztahy (viz (7.96), (7.110))
a pro vlastni ¢isla A a funkéni hodnoty 1/J(mg, h(n — 1)) = Yy,n vlastnich funkci
dostaneme soustavu rovnic

g= (7.126)

2011 +CP1 + Y12 — v = /N\¢1,1 (7.127)
Ctom-1,1 = 2C%m1 + Chmiit + Yo — Yoy = My, m=2,...,M -1

(7.128)
Cnr11 — 2C%n1 + Yrrp — Yy = Mo (7.129)

—2C¢%1 0 + Chon + Y1ms1 —Y1m 1 = Ain, n=2,...,N—1
(7.130)

CYm-1n — 2CUmpn + CYUmsin + Ympt1 — Ymp—1 = 5\Qﬁm,m

n=2..N-1,m=2. . M-1 (7.131)

Coar 1 — 2000 + Urtnis —Yarm 1 = Magn n=2,...,N—1
(7.132)
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20y + Choy + 911 —Y1v1 = Moy (7.133)
CYmin =200 N + CUppii N + Vmg — Ymn—1 = My, m=2,...,M -1

(7.134)
CYp-1,ny —2CYuN +Yug —Yun—1 = Mun, (7.135)
Kde 2hK
C= ig—27 (7.136)
A = A2hi. (7.137)
Tato soustava je urcena matici, kterou lze v blokovém tvaru zapsat:
D I 0 o 0 0 I
-I D I o0 0O 0 O
0 -I D 1 0O 0 O
0 0o -I D 0O 0 O
A= . R (7.138)
0O 0 0 o D I o
0O 0 0 o -1 D 1
I 0 0 0. 0 -I D

kde I a O je jednotkova a nulova matice o rozméru M x M, D je matice, kterd ma
nasledujici tvar

-2 1 0 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 0 0
0 1 —2 1 0 0 0
0 0 1 -2 ... 0 0 0

D=C S . (7.139)
0O 0 0 0 .. -2 1 0
o 0 0 0 .. 1 -2 1
o 0 0 0 .. 0 1 =2

a ma opét rozmér M x M. V matici A je v kazdém tadku a sloupci N ¢tverco-
vych matic. Ulohu jsme tak prevedli na problém vlastnich ¢isel a vektorti matice
A. Jestlize 1 je vlastni vektor matice A, potom jsou urceny i funkéni hodnoty

1/;(—@ + mg, (n — 1)h) = Ympn
1/7 = [1/11,1, ¢2,1, 1/13,1, R 1/JM,1,

¢1,2, ¢2,2a ¢3,2, cety wM,Q:
¢1,3a ¢2,37 ¢3,37 ey ¢M,3:

1N, Yo,N, Vs Ns - - UnN] - (7.140)
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2 . v .
L —i% Votoceného” 0 055 (M = N =

Obr. 7.39: Viastni cisla operatoru — 1

20, a =10, T = 27).

1
2

Matice A ma vlastni ¢isla

~ 2 [+1
AzZisin%—?C[l—i—cos(w )], k=0,1,....M, l=0,1,...,N

N+1
(7.141)
a vlastni vektory
2 n—1
1&7(,’:”7? = [exp (1kﬁw>] sin (ZWNZ 1) : (7.142)
Na obr. 7.39 jsou znazornéna vlastni ¢isla operatoru —%({‘—;2 — i% ”otoceného”

o 0.5%. Vnitiek oblasti (—10,10) x (0,2m) byl rozdélen na 20 x 20 bodt. Vypocet
trval asi 470 sekund.
Nahradime-1li v operatoru (7.122) ¢asovou derivaci pfibliZznym vztahem (7.81),

pro vlastni ¢isla A a funkéni hodnoty w(mg,h(n - 1)) = Ypn vlastnich funkei
dostaneme soustavu rovnic

=201+ CtYop + Vi1 — Y1 = leﬁl,n, n=1,...,N—1

(7.143)
Ctm-1n = 20%mn + Cmitn + Ympit = Ymn = Mmpn,
n=1,....N—1, m=2,.... M —1 (7.144)
Coym—1p —2C0mm + Vrns1 — Yup = :\wM,n n=1,...,N—1
(7.145)
—2CY1 N + Ctpony + 11 — Yy = My (7.146)

CYm_1n — 200 N + CVYpmpi Ny + U1 — Yy = 5\¢m,N= m=2,...,M—1
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(7.147)

Coar_in — 200N + Vury — Yy = Mo, (7.148)

kde K
C= i?, (7.149)
A = \hi. (7.150)

Tato soustava je urcena matici, kterou lze v blokovém tvaru zapsat:

D -1 I 0 0 0 0 0
0 D-TI I 0 0 0 0
0 0 D-1I I 0 0 0
0 0 0 D-T ... 0 0 0

A= : : . o : : |, (7.151)
0 0 0 0 D-1I I 0
0 0 0 0 0 D-TI I
I 0 0 0 0 0 D-1I

kde I a 0 je jednotkova a nulovd matice o rozméru M x M, D je matice, kterd ma
nasledujici tvar

-2 1 0 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 0 0
0 1 —2 1 0 0 0
0 0 1 -2 ... 0 0 0

D=C S . (7.152)
0O 0 0 0 .. -2 1
0O 0 0 0 .. 1 -2
o 0 0 0 .. 0 1 =2

a ma opét rozmér M x M. V matici A je v kazdém tadku a sloupci N ¢étvercovych
matic. Matice A m4 vlastni ¢isla

X:exp(ik%>—1—20 ll—f—cos( [+ )] k=0,1,...,M,1=0,1,...,N

"N+l
(7.153)
a vlastni vektory
2 n—1
YkD — [exp (m%)] sin (sz’;”r 1) . (7.154)
Na obr. 7.40 jsou znazornéna vlastni ¢isla operatoru —%({‘—;2 — i% ”otoceného”

o 0.5%. Vnitfek oblasti (—10,10) x (0,2m) byl rozdélen na 10 x 20 bodi. Vypocet
trval asi 470 sekund.

60



v/ 7/ Ve v/ 7 2 .
Obr. 7.40: Spocitand vlastni cisla operatoru —%% — 1%

pouZiti méné presné aprorimace proni derivace (M

“otoceného” o 0.5% pri
20, a =10, T = 27).
7.3.6 Operator Kdd—; —id + V(z) + Vicoswt

Nyni se budeme zabyvat nejjednodussim pripadem, kdy operator K (t) definovany
na mnoziné funkci z L?(0,7T) ® L?(—a,a) s okrajovymi podminkami

Y(—a,t) =Y(a,t) =0, (7.155)
¥(x,0) = ¢(a,T). (7.156)
zévisi periodicky na Case:
f{(t)—Kd—Q—ii-l—V()—i-Vcos t (7.157)
T gz qp T e '

Postupem obdobnym jako v pfedchozich kapitolach dospéjeme k problému vlast-
nich ¢isel a vektorti matice A:

D, I 0 0 0 0 -I
-I D, I o0 0 0 O
0 -I D; I 0 0 O
0 0 -I D, ... 0 0 O
A= L : : s (7.158)
0 0 0 O ... Dy, I o
0 0 0 O0 ... -IDy, I
I 0 0 O ... 0 -I Dy

kde I a 0 je jednotkova a nulovd matice o rozméru M x M, D, jsou matice, které
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maji nasledujici tvar

™2 1 0o ... 0 0 0
1 WM 1 L. 0 0 0
1 M2 0 0 0
D,=C : ;
0 0 0 WWo—2 1
0 0 0 1 WP, -2 1
0 0 0 0 1 o -2
(7.159)
kde .
o) = %}“ [V(~a +mg) + Vi cos(w(n — 1)h)] (7.160)

a maji opét rozmér M x M.V matici A je v kazdém Tadku a sloupci N ¢tvercovych
matic. -
Aproximujeme-li ¢asovou derivaci vztahem (7.81), budou mit matice A, D,, tvar:

D, -1 I 0 0 0 0 0
0 D,—1 I 0 0 0 0
0 0 D;—1 I 0 0 0
0 0 0 D,—1 0 0 0
A= . . . . . :
0 0 0 0 Dy o —1I I 0
0 0 0 0 0 Dy, —1 I
I 0 0 0 0 0 Dy -1
(7.161)
oM 9 1 0 0 0 0
1 wM-2 1 0 0 0
Y ) 0 0 0
D,=C :
0 0 0 o, —2
0 0 0 1 P -2 1
0 0 0 0 1 oy -2
(7.162)
kde .
o) = % [V(=a + mg) + Vi cos(w(n — 1)h)] (7.163)
a
C = i%, (7.164)
A = \hi. (7.165)
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7.3.7 Operator K-1, —id 4+ V(z)(1+ Vi coswt)
Nakonec hledejme vlastni ¢isla a funkce operatoru

-  .d
K(t) = K@ —ig + V(z)(1+ Vi coswt) (7.166)

definovaného na mnoziné funkei z L?(0,7) ® L?(—a, a) s okrajovymi podminkami
Y(—a,t) =1Y(a,t) =0, (7.167)

P(z,0) = o(x,T). (7.168)

Postupem obdobnym jako v predchozich kapitolach dospéjeme k problému vlast-
nich ¢isel a vektori matice A:

D, I 0 O 0 0 -I
-I D, I 0O 0 0 O
0 -I D; I 0 0 O
0 0 -I D, 0 0 O
A= . s (7.169)
0 0 0 0 ... Dy, I 0
0 0 0 0 ... -I Dy, I
I 0 0 O ... 0 -I Dy

kde I a 0 je jednotkova a nulovd matice o rozméru M x M, D,, jsou matice, které
maji nasledujici tvar

Uyl) _9 1 0 ... 0 0 0
Y T 0 0 0
Y 0 0 0
D,=C : ;
0 0 0 WWo—2 1
0 0 0 1 oMo —2 1
0 0 0 0 1 o2
(7.170)
kde )
o™ = %hl (—a + myg) [1 +W cos(w(n - 1)h)] , (7.171)

a maji opét rozmér M x M.V matici A je v kazdém tadku a sloupci N ¢tvercovych
matic. -
Aproximujeme-li ¢asovou derivaci vztahem (7.81), budou mit matice A, D,, tvar:
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Obr. 7.41: Spocitand vlastni cisla operdtoru —%f—; + exp (—%aﬂ) (1 + 0.3cost)
"otocencho” 0 0.85% (M =40,N =10, a = 15).

D, -1 I 0 0 0 0 0
0 D, 1 I 0 0 0 0
0 0 D;—1 I 0 0 0
0 0 0 D,-1 0 0 0
A= . : :
0 0 0 0 ... Dy o—1 I 0
0 0 0 0 0 Dy ;-1 I
I 0 0 0 0 0 Dy-1I
(7.172)
oW 2 1 0 0 0 0
1 Moo 1 0 0 0
Y 0 0 0
D,=C ,
0 0 0 o, =2 1
0 0 0 1 WP -2 1
0 0 0 0 1 oy -2
(7.173)
kde )
vﬁ,’;) = %V(—a + mg) [1 +W cos(w(n — 1)h)] , (7.174)
a
C— i%, (7.175)
A = \hi. (7.176)
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Na obr. 7.41 jsou znazornéna vlastni ¢isla operatoru —%;?—1%+exp (—%xQ) (1+

0.3 cost) "otoceného” o0 0.85%. Oblast (—15,15) x (0,27) byla rozdélena na 40 x 10
bodi. Vypocet trval asi 270 sekund.
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Kapitola 8
Zaveér

Tato prace ukéazala pouziti metody komplexniho skalovani v ilohach potenciadlového
rozptylu, kdy je systém jednodimenzionélni a kdy jeho hamiltonidn navic periodicky
zavisi na Case. Byly uvazovany potencialy kratkého dosahu, coz umoznilo snadnou
numerickou zvladnutelnost.

Podrobné byly rozebrany metody vypoctu rezonanci pomoci rozvoje feSeni do
ortonormélni baze harmonického oscildtoru a pomoci metody kone¢nych diferenci.
Zjistilo se, ze existuji omezeni na pouzitelnost téchto metod. Napft. vznikaji velké
soustavy linearnich rovnic, jejichz feSeni je obtizné i na dnesnich vykonnych poci-
tacich. Pti hledani rezonanci metodou kone¢nych diferenci pii déleni obdélnikové
oblasti na M x N bodi vznikd problém hledani vlastnich ¢isel a vektort obrovské
matice o rozméru M N x MN. Pii pouziti metody rozvoje feSeni do baze dochdzi
kvili velikosti maticovych elementti k pomérné velkym numerickym chybam, kte-
ré znemoznuji pouzit dostatecné ¢lenti ortonormalni baze. Dalsi omezeni vznika pfti
pouziti metody komplexniho skalovani, jejiz uziti je podlozeno pouze u analyticky
prodlouzitelnych potencidlii. Pro pfipad pravoihlé potencidlové jamy (bariéry) lze
vSak pouzit priblizeni pomoci Wood-Saxonova potencialu.
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