FAKULTA JADERNA A FYZIKALNE INZENYRSKA
V PRAZE

SPONTANNI NARUSENI SYMETRIE

Resersni prace

Michal Malinsky  IIl.ro¢nik

Vedouci prace: RNDr. Jaroslav Dittrich

V Praze 10.5.1997



Contents

1 Uvod
1.1 Uloha symetrie ve fyzice . . . . . . . . . . e

2 Symetrie a pripady jejiho narusSeni v klasickych teoriich
3 Symetrie a zdkony zachovani v klasickych teoriich

4 Symetrie v kvantové mechanice
4.1 Vakuum v klasické a kvantové mechanice . . . . .. .. ... ... ... .. ... .
4.2  Symetrie feSeni bez¢asové Schrodingerovy rovnice . . . . . . . .. ...
4.2.1 Jednodimenziondlni piipad . . . . . .. ... oo
4.2.2 Radialné symetricky potencial - t¥idimenzionalni ptipad . . . . . . . . . ..

5 NarusSeni symetrie v teorii pole
5.1 Priklady teorii s asymetrickym vakuem . . . . . . .. ... oo
5.2 Priklad spojité grupy symetrie a Goldstoneova véta . . . . . . . . .. ... ... ..
5.3 Naruseni SO(n) symetrie . . . . . . . . .
5.4 Goldstoneovy bosony v obecném pifpadé . . . . . .. ...
5.5 Higgsuv mechanismus v kalibra¢nich teoriich . . . . . ... ... ... .. ... ..
5.6 Higgstuv mechanismus v piipadé neabelovské kalibra¢ni grupy . . . . . .. ... ..

6 Teorie klasickych kalibraénich poli
6.1 Klasické kalibracni teorie . . . . . . ... oL oL
6.2 U(1) invariance a klasickd elektrodynamika . . . . . ... ... ... ... ... ..
6.3 Neabelovské symetrie - kombinovand SU(2) ® U(1) invariance . . . . . . . ... ..
6.4 Pozndmky . . . . ...

7 Standardni model elektroslabych interakci
7.1 Klasické kalibra¢ni teorie . . . . . . . ...
7.2 U(1) invariance a klasickd elektrodynamika . . . .. .. ... ... ... ... ...
7.3 Neabelovské symetrie - kombinovana SU(2) ® U(1) invariance . . . . . . . . .. ..
7.4 Pozndmky . . . . ...

8 Dopliky
8.1 Zakladni vlastnosti nékterych grup symetrie . . . . . ... ..o
8.1.1 Grupa vlastnich ortogonélnich transformaci SO(n) . . . . .. ... .. ...
8.1.2 Grupa hyperndboje U(1) . . . . . . .. . .
8.1.3 Grupaizospinu SU(2) . . . . . . .o
8.2 Diracova rovnice . . . . . ... oL e e e e



1 Uvod

1.1 Uloha symetrie ve fyzice

Je dobfe zndmo, ze spoustu zdanlivé slozitych fyzikalnich tloh lze podstatné zjednodusit pfihlédnutim
k symetrii zkoumaného systému a ndslednou vhodnou volbou soufadnic, v nichz maji rovnice
popisujici soustavu daleko jednodussi tvar. Piikladem muze byt tfeba problém FeSeni rovnice vedeni
tepla pro ptfipad homogenni koule ponofené do lazné. Zavedenim sférickych souiadnic s pocatkem
ve stiedu koule dostaneme rovnice pro teplotu, jez bude funkci pouze velikosti rddiusvektoru zk-
oumaného mista, coz ziejmé koresponduje s radialni symetrii celého problému.

V jinych ptipadech ndm dokonce symetrie poskytuje moznost pfimo odhalit nékteré dulezité
veliciny zjednodusujici popis systému, jako jsou napf. integraly pohybu. Piikladem muze byt tzv.
Teorém Noetherové, jenz mimo jiné matematicky interpretuje zédkony zachovani energie, hybnosti
popiipadé momentu hybnosti (tedy z pohledu klasické mechaniky zékladn{ principy) jako dusledky
jistych fundamentalnich symetrii samotného prostoru a casu. Je tedy nasnadé, ze piihlédnuti ke
zjevnym nebo odhaleni vnitinich symetrii muze a zpravidla téz vede k celkovému zjednoduseni
problému.

V prvni ¢asti této prace bude pojednavano o ptipadech z klasické fyziky, jez jsou kazdému bézné
znamé z praxe a na nichz je mozno snadno demonstrovat vyse popsané principy. Daéle uvidime,
ze prechodem od klasické ke kvantové mechanice se mohou vyskytnout i dalsi pfipady symetrii,
v klasické teorii striktné vyloucené ( to ovsem ¢tendie, ktery se jiz nékdy setkal s kvantovou teori{ a
s jejimi z klasického pohledu mnohdy ztfesténymi vysledky, asi pfilis nepiekvapi ). Pak piejdeme
k zajimavéjsim kapitoldm tykajicim se principu symetrie v teorii pole a hlavné k samotnému
spontannimu naruSeni téchto symetrii, jez, jak uvidime, bude mit dalekosahlé dusledky napf.
v teorii elementarnich ¢astic. V dalsim se podivame na jeden z fundamentalnich principi moderni
fyziky - tzv. princip lokalni kalibraéni invariance a s tim spojenou teorii kalibra¢nich poli, jez se
zdaji byt nejlepsim prostifedkem na cesté k pochopeni vsech déju v piirodé z jednotného hlediska.
zékladé principu spontdnniho naruseni symetrie - tzv. Weinberguv-Salamuv model elektroslabych in-
terakei.

2 Symetrie a pripady jejiho naruseni v klasickych teoriich

Pro ptiklad jevu oznacitelného jako spontdanni naruseni symetrie nemusime chodit daleko, tiplné
postaéi soustavy popisované klasickymi teoriemi.Predstavme si napi. sklenénou lahev s vypouklym
dnem a piedpoklddejme jeji dokonalou osovou soumérnost.

B A

Pustime-li nyni dovnitf napt. ocelovou kuli¢cku a to pfimo v ose lahve, pricemz predpokladame jesté
rovnobéznost vektoru tize a této osy, dopadne podle nasi zkuSenosti kulicka na dno a sklouzne po
ném ke kraji. Kam pfesné to bude jsme schopni urcit pouze tehdy, je li odchylka mista vypusténi od
osy nadoby dostate¢né dobtfe zméftitelnd. V opatném piipadé nemuzeme dost dobie predpovédét,
kde se kulicka usadi, jelikoz i tplné nepatrnd odchylka od puvodni polohy zpusobi velkou zménu



vysledku pokusu. Celkem tedy mame piiklad déje, ktery ackoli probiha v soustavé oplyvajici
jistou symetrii, ma silné asymetricky vyvoj a kone¢ny stav jiz puvodni symetrii nemda. Jinym
piikladem muze byt jev pozorovatelny pii pokusech s feromagnetikem za teplot pohybujicich se
kolem Curieovy teploty 6. daného materialu. Pt teplotach vyssich nez 6. jsou sméry magnetickych
moment jednotlivych domén vlivem intenzivniho tepelného pohybu neustédle nahodné vychylovany
ze sméru puvodnich a nemohou tudiz ziskat jakoukoli v ¢ase alespon trochu stabilni prostorovou

orientaci.
/ //
/ /

Magnetizace feromagnetika pro 8 > 6. a 8 < 0,

Jsou tedy orientovany nahodné, zadny smér neni preferovan. Ovsem snizime-li nyni pomalu teplotu
az na 0, a nasledné jesté niz, zatnou se nékteré domény spontanné orientovat do ndhodné vybraného
smeéru, ¢imz ovsem udaji i okolnim smér, v némz je orientace magnetickych momentu energeticky
nejvyhodnéjsi. Celkové tedy dojde k tomu, Zze se ndm pomérné velka ¢ast feromagnetika zdanlivé
nédhodné zmagnetizuje v néjakém sméru, ¢imz ovSem narusi symetrii poc¢atecniho stavu.

Muzeme tedy fici, ze ke spontdnnimu naruSeni symetrie v “klasickém” slova smyslu dochdzi
u nékterych makrosystému, jez prechédzeji ze stavu s vyssi do stavu s nizsi energii.Jejich dulezitou
vlastnosti musi byt ovsem to, ze potencidly popisujici silové pusobeni maji jisté specidlni vlastnosti,
a sice vice lokalnich minim, v nichZ se soustava muze “usadit” ve stavech s nejnizsi energii a tato
minima nejsou invariantni viuéi symetriim soustavy a jim odpovidajicim symetriim pocdtec¢nich
podminek.

3 Symetrie a zdkony zachovani v klasickych teoriich

Jak jiz bylo naznaceno v uvodu,hraji principy symetrie velmi dulezitou tlohu v celé moderni
pripadech.

Jiz napriklad v klasické mechanice vyuzivame skutecnosti, ze systém oplyva néjakou zjevnou
symetrii, ke vhodné volbé soufadnic, v nichz se jej snazime popsat. Jind situace nastava, jedna-
li se o néjaky typ “skryté” symetrie, jiz je obvykle minéna tifida transformaci, jez ponechavaji
beze zmény napt. tvar pohybovych rovnic. Tato situace je v klasické mechanice popisovana tzv.
teorémem Noetherové, ktery spojuje symetrie se zakony zachovani, jez pro studovanou soustavu
musi platit, a ddva dokonce jejich explicitni tvar v zavislosti na konkrétnich symetriich. Naptiklad
vysvétluje zdkon zachovani hybnosti pomoci homogenity prostoru, zékon zachovéani momentu hyb-
nosti jako dusledek jeho izotropnosti a jako pfi¢inu zdkona zachovani celkové energie uvadi ho-
mogenitu casu. My zde pro nasi dals{ potiebu uvedeme jeho formulaci v klasické teorii pole (podle

[5]):

Véta: (teorém Noetherové)
Ke kazdé s - parametrické spojité grupé transformaci souradnic a poli, jeZ ponechdvaji tvar La-
grangeovyjch rovnic beze zmény, naleZi s étyrvektoru k s nulovou ctyrdivergenci tj.

Dk =0 ; jed{l...s}



Dikaz: Meéjme n-tici poli u;(x). Oznacme u;,(x) = ag;(f) a(z) = (z#) = (2%, 21, 2%, 23).

(Budeme pouzivat Einsteinovu sumaéni konvenci, tj. séitat pres viechny Fecké indexy vyskytujici
, e st . oy m . m o u — da*
se ve vztazich po dvojicich “kfizem”; naptiklad a,b* znamend Zu a,b*, podobné d,a" = 5
s dat
znatl } -, 5o
Uvazujme libovolnou infinitesimélni transformace soufadnic z# a poli w;(z) tvaru

ot — o' = at + St w;i(z) — ui(x) = ui(x) + dui(x)

Pozadavek zachovani tvaru pohybovych rovnic pii téchto transformacich znamend ,ze se pii nich
nesmi ménit akce systému, tj. jeji variace musi byt nulova: 65 =0

08 = 5/ *E(ui(z),ui;#(z))dv* =0

Provedeme-li variovéni tohoto vyrazu ( musime si uvédomit, ze pfi variaci souradnic dochdzi téz
ke zméné integra¢niho elementu dV* ) mame:

58 :/E(u’i(x’) ug,, (x ))dV* /E(ui(x),uw(x))d‘/*:

* *

/ (5£)dV*+/ L(6dV*) + O((62")?, (u;)?)

kde 6L = L(uj(z'), g, (') — L(ui(x), ui;u(x)) je totélni variace Lagrangidnu pri zméndch jak polf
u;, tak i souradnic z*, na nichz ovem Lagrangidn zdvisi pouze neptimo pomoci polnich funkef (
lokéln{ typ teorie ) , dV* = dV"™* —dV* a O je zbytek vyssich nez prvnich fadu v infinitesimélnich
veli¢inach.

Provedeme-li naznacené variace (tj. rozvineme-li Lagrangidn do Taylorovy fady se stfedem v bodé
[uz(x), U, #(x)} a zanedbdme-li piispévky ¢lenu s vyssi nez prvni mocninou zmén polf) ,dostavéme:

0L = Z(g—: (up(a") —ui(z)) + oL (uj.,, (") — uw(x)))

Ouip

Nyni pouzitim vztahu  wj(2') — ui(x) = du; + ug, 02" a jeho analogu pro derivaci U;;u(xl) -
ui;#(x) = Uiy + %umﬁx” obdrzime :

(M:Z{gfi .+{ oL 6%“_‘_(85 ou; n oL 8ui;u)5x#”

Oy, Ou; Oz# ~ Ouyy Ozh

V kulaté zavorce muzeme snadno rozpoznat totalni derivaci Lagrangianu d%ﬁ a tudiz po preznaceni

oL = Z {a% ou; + (aifu S,y + jﬁ 5zu)}

Pro vypocet celkové variace akce ndm jesté zbyva provést variaci integraéniho elementu §(dV*) =
AV’ —dv* . Jelikoz dV'* = JdV* ziskdvame

AV — dv* = (J — 1)dV*

pricemz J je jakobidn transformace z# — a'* = x# + dz#, s presnosti do prvnfho Fadu

00zt

J~(1+ 8x“)




a z toho vyplyva,ze

0ozt
Oz

5(dV*) = av*

Nyni jiz muzeme dosadit:
859: . oL d .
"= / (6+ L5 ) v /Z aul&“ (auw&”“ + g (£557)) |V

Prvni ¢len prepiseme uzitim pohybovych rovnic
oc 0 ( oL )
19)

6ui auw

a postupné dostaneme

oL d . _
58 = / Z 8z“ T #)m * B Outiu+ —— (caxu))dv -

[ 2G am)é F o (5o >+g<w>>dv*=

d d
i T H * . i *
/ * Z d.'L"u’ aUz 7 5,“1) + de"u' (ﬁéx dV / *Z dl}i“‘ auz i 6Ul + E(sx )dV

tzn. podminka 5 = 0 je ekvivalentni podmince

/ Z diﬂ (,M 5ui+£5:z:“)dv*:0
. i

Jelikoz se ma tvar pohybovych rovnic zachovavat pro libovolnou ¢ast ¢tyiprostoru a to znamen4,
ze 1 variace libovolné “ lokalni akce” musi byt nulovd,méla by tato podminka platit pro libovolnou
oblast ¢tyfprostoru, pfes niz integrujeme, to ale podle Zakladniho lemmatu varia¢niho po¢tu dava

d s 0L
dxh (8 Uiz

(5ul+£(5m“):0 Vie{l...n}

To byl pripad, kdy dochéazelo k transformacim poli nezavisle na transformacich soufadnic. Pro
popis obecnych transformaci soufadnic a poli musime zavést totalni variaci pole

ui(x) — up(z') = ui(x) + dorui(x)
Pro jeji zavedeni do nasi podminky vyuzijeme vztahu
Stotthi(z) = du; + i dx”
Vyjadiime z néj du; a dosadime
d 1 0L
{M (5t0t’ui($) — ’LLZ';U(SZL'U) + E(SI#:| = 0

dxt

coZ po Upravé muzeme napsat ve tvaru
d { oL

dar Loug, ”

£ ui;u)ém”} =0

Ouiy

Srorus (z) + (555 —



V kulaté zdvorce jsme ziskali tenzor energie-hybnosti 7. Déle vyuzijeme faktu, ze infinitesiméln{
transformace souradnic dz* a poli d¢oru; 1ze vyjadrit jako linedrni kombinaci nezdvislych parametru

dw’ ve tvaru : ‘ o
52" = WYow!  Siui =Y Piéw’  jefl...s}
j j

Muzeme proto napsat :

d Z[ oL q)j.—Tywﬂéwj:o

dat 1 0u;,

%,

V diisledku linedrni nezdvislosti w’/ se musi rovnat nule kazdy koeficient této linedrni kombinace,
vidime tedy, ze s-tice ctyfvektorti k' definovand jako

k;Z[a‘Zi@;TVMpﬂ jefl... s}

splnuje pozadovanou rovnost. Tim je véta dokazéana.
Z toho ovSem plyne, ze kazdy z ctyivektoru k; spliiuje rovnici kontinuity, a tudiz by se podle
analogie s rovnici kontinuity napf. v hydrodynamice ¢i v elektromagnetismu méla v ¢ase zachovavat

veli¢ina tvaru:
/ KO (x;)dV
1%

podobné jako podle zdkona zachovani celkového naboje. Opravdu, plati

Véta: Bud k(z*) ctyivektor v Minkowského prostoru magjici nulovou ctyrdivergenci a pro |zt — oo
jdouct dostatecné rychle k nule. Potom plati:

%(/Vko(t,xi)d‘/) -0

Diikaz: Uvazujme specidlni ¢tyfdimenzionalni oblast ve V* ve tvaru Vi = Vigs r X T'ct, 1,>, kde
Via3,r je koule v prostoru o poloméru r a Ty, +,~ je jisty ¢asovy interval. Podle piedpokladu
o nulovosti ¢tyfdivergence vektoru k£ muzeme pouzitim divergenéni véty psat:

yn
/ aidV"‘ :7{ k*df,, =0
vx Ok vy

0

kde
OVy = 0(Viaz r X T<ty t,>) = OVi23 R X T<ty t,> U Viaz r X 0T<y, t,>

Objemova forma df,, ma na nadrovinach Vigs r X 014, 1,> tvar
df*=1) = —(dz' Ada® Ada®,0,0,0)  dfTT) = (dat A da® A da?,0,0,0)

a integral pfes druhou ¢ast hranice, tj. pies OViaz.r X T<t, t,> Pro R — oo vymizi. To celkové
znamena, ze:

jé ki df,, = 7{ khdf, = jé ke, + 7{ ki, =
vy Viaz R XO0T <ty 19> Vies, r x{t1} Vias, rx{t2}

/ K°dv — k°dV =0
R37t1 RS,tZ

a jelikoz jsme piedpoklddali libovolnost okamziku ¢1,t2, znamend posledni rovnost, ze se vyraz
Ji K°(2:)dV ( obvykle nazyvany naboj ) zachovava.



4 Symetrie v kvantové mechanice

4.1 Vakuum v klasické a kvantové mechanice

Stejné jako v klasické fyzice, je i v kvantové mechanice pod oznacenim wvakuum rozumeén stav,
v némz mé dany systém minimélni moznou energii. Existuje zde vSak jeden podstatny rozdil.
Spociva v tom, ze zatimco v klasické fyzice je energie vakuového stavu urcena piimo prubéhem
potencialu a jeho minimy a vakuum ma energii odpovidajici energii jednoho z téchto minim, v kvan-
tové mechanice tomu tak obvykle nebyva. Pfi feSeni bezc¢asové Schrodingerovy rovnice

Hwn = nwn (1)

nés zajimaji pouze kvadraticky integrabilni funkce ¢. K nim ziskdvame jednotlivé energie , mezi
nimiz nemusi byt zadna F, rovna minimu potencidlu.

Klasickym piikladem muze byt potenciél jednodimenziondlniho harmonického oscildtoru V(z) =
kx?, pro néjz ziskdme energetické spektrum tvaru E, = hw(n + %), jez mé nenulové minimum,
zatimco minimum potencidlu je V(0) = 0.

4.2 Symetrie FeSeni bezcasové Schrodingerovy rovnice

V dalsim se omezime na vysetfovani takovych kvantovémechanickych systémi, jejichz hamiltonidny
zahrnuji potencialni ¢leny, které oplyvaji néjakou symetrii, a budeme zkoumat, zdali podobnou
symetrii nevykazuje i vakuum takovéto teorie.

4.2.1 Jednodimenzionalni pripad

Méjme jednodimenzionalni kvantovémechanicky systém, jehoz hamiltonidn ma tvar

n? d?
= mae TV @

pricemz predpokladame, ze funkce V je suda, tj. symetrickd vuci inverzi osy x — —z. Jak ukazeme,
v tomto jednodimenziondlnim pripadé bude i zakladni stav takto symetricky.

Pripomenme, Ze v jednodimenzionalnim pfiipadé jsou vlastni stavy hamiltonidnu nedegen-
erované. Dale je vzdy mozno vybrat ke kazdému vlastnimu ¢éislu F,, redlnou vlastni funkci, od
této chvile budeme uvazovat pravé tyto realné vlastni funkce.

V piipadé symetrického potencialu V' plati, ze paklize funkce 1 fesi rovnici

oz T V() = Ey (3)

potom téz funkce ¢ definovans jako 1/3(z) := ¢(—x) Fesi (3) pro stejnou energii E. V duasledku
nedegenerovanosti energie a redlnosti ¢ musi byt bud 7,/; = —1) anebo 7,/; = +1. To znamena,
7e redlné vlastni funkce vsech vlastnich hodnot jsou bud liché, nebo sudé. Toto tvrzeni nyni
upfresnime:

Véta:(oscilaéni) Necht Eg, E1, Ea, ..., Ey,, ... je rostouci posloupnost vlastnich ¢isel H. Potom
redlnd vlastni funkce 1, ndlezejict vlastnimu ¢islu E,, md prdvé n nulovych bodi v R. Dukaz tohoto
tvrzen{ lze najit napt. v [7].

Tim paddem nemd vlnové funkce zdkladniho stavu ( jelikoz odpovidd energii Fy ) zadny redlny
koten v R, a tudiz musi byt suda.



4.2.2 Radialné symetricky potencial - tfidimenzionalni pripad

Ve tiidimenzionalnim piipadé je jiz situace odlisna. Jak ukdzeme, existuje systém s radialné
symetrickym potencidlem, v némz energie s-stavu je vétsi nez energie p-stavu, coz znamend, Ze
zakladni stav jiz radidlné symetricky neni.

Uvazujme kvantovy systém céstice v radidlné symetrickém potencidlu popsaném:

Vo 0<r<a
V(ir)=< 0 a<r<b (4)
400 r>b

Pro takto definovany potencidl méame Tesit Schrodingerovu rovnici pro funkei ¥(Z):
h S - S
—Wﬂw(@ + V(@)Y (Z) = E(Z) (5)

7 duvodu symetrie piejdeme ke sférickym soufadnicim r, 8, ¢, a déle provedeme separaci proménnych,
coz dava

(@) = ¥(r,0,¢) = R(r)Yim (6, ¢) (6)
a pro radidln{ ¢ast R(r) obdrzime rovnici
2 2M P2+ 1)
(1) + S Rip(r) + =5 [ B = V() = "5 | Ria(r) = 0 (7)

Rozdeélime si interval (0,b) na podintervaly (0,a) a (a,b), na nichz je potencidl konstantn{ a Fesen{
(7) snazsi. Ziskdme-li takto obé Feseni, “slepime” z nich vhodnym zpusobem funkci, kterd jiz resi
(7) na celém (0,b).

Omezme se nynif na jeden z téchto podintervalti. Na ném lze vyndsobenim (7) faktorem r2 a

V2M(E-V)
h

substituci r — kr = p , kde k =
funkce

, dostat pro R(p) tzv. rovnici pro sférické cylindrické

P*Ri(p) + 20Rigy(p) + [p* = UL+ 1)] REu(p) = 0 (8)
Tu méme Fesit za podminky : R'(r = b) = 0 ( jelikoz oblast pro r > b je nedostupnd ) a ddle
s pozadavkem spojitosti feSeni v bodé a i s prvni derivaci. Dale piipojujeme jesté podminku
integrability vysledné funkce, tj. [, R(r)ridr < +oc.
Resfme tedy vlastné dveé rovnice typu (8), kazdou pro jeden z podintervali :

PR (p1) + 201 Ry (p1) + [} — 1+ 1)]Ri(p1) = 0 9)
paR3 (p2) +2p2 Ry (p2) + [p5 — 1(1 +1)] Ra(p2) = 0 (10)
kde p1 = kyr pror € (0,a) , k1 = 7%15_‘@ , p2 = kar pro r € (a,b) , ko = VQ,{LWE a R a Ry

znagi diléi feSeni pro prvni a druhy podinterval.

........

energii p-stavu. Teorie fesen{ diferencidlnich rovnic fikd (viz nap¥. [4] ), Ze libovolné Feseni obou
rovnic (9-10) lze napsat pro dané [ jako linedrn{ kombinaci tzv. Hankelovych funkef hl(l) a hl@).
7 pozadavku spojitosti vysledného feseni v bodé a véetné derivace dostavame podminky

AR (kya) + BER (ka) = AP (kpa) + BPR (kqa) (11)
Al b (kya) + Bl B (kva) = A2koh(Y (kya) + BPkoh® (koa) (12)
Podminka nulovosti v bodé b dale dava

AZR (kob) + BP0 (kob) = 0 (13)



A posledmm pozadavkem, jenz nam dourcuje koeficienty linedrni kombinace je normovaci podminka.
Resme nejprve soustavu (9-10) s podminkami (11-13) pro s-stav, tj. pro ! = 0. Reseni 49 a 99,
na intervalech I = (0,a) a II = (a,b) maji obecny tvar

Gr(r) = ALRSY (kar) + BSRY (kar),  wrr(r) = AZRD (kar) + B2RS) (kar) (14)
Pouzijeme-li vztahu pro Hankelovy funkce :
B0 = bz @),y = b iz
o (2) =—e€", hy ' (z) = —e (15)
z z
dospéjeme z (11-12) k podminkam

A1 1 A2 2
—i4y iBy —ikia —i45 ikaa iBg —ikaa

ik1a =0 _ 0 =0 16
kla € * klae k/’ga € + k/’gae ( )
1 1 )
Alk ikia(_~ B Ky —ikia —
€ (kl +k/’2 2)+ ok1€ (k/’1a k:faQ)
1 )

= Afks e“m(k— + -5 + Bokae % (-— (17)

k2 2 koa k% a? )

Jelikoz jsme separaci proménnych (6) prevedli nasi dlohu na jednodimenzionalni piipad, v némz,
jak znamo, lze volit vlastni funkce redlné, podiidime této moznosti pro usnadnéni vypoctu i volbu
konstant v linearnich kombinacich.

Zabyvejme se ddle podminkou (13), jez md po dosazeni z (15) tvar

*iA% ikab ZBO o—ik2b _
——et 20— 18
b ¢ T Tab” (18)

Podrzime-li se pozadavku redlnosti, implikuje tato podminka rovnost A2 = B_g. Pomoci toho
muzeme prepsat (18) do tvaru :

Re(A2) sin kob — Tm(A2) cos keb = 0 (19)
Konstanta b ovsem do této chvile nebyla blize specifikovana. Zvolme ji nyni ve tvaru

p=lm__mmh N (20)
ko 2ME;
(Touto volbou jsme se sice piipravili o obecnost Feseni, ndm se ovéem jednd pouze o konstrukéni
dikaz existence jistého systému bez diive specifikovanych parametru, takze to nevadi.)
Aby bylo mozno vyplnit (19), musi byt ImA32 = 0, neboli A2 = B3 € R. Obdobné budeme
postupovat i pti diskusi konstant A} a B}. Pro jednoduchost nalozime na vlastni funkce jesté
podminku spojitosti v bodé 0. To znamen&

ARED (0) + BEREP (0) < +o0 (21)
Po dosazeni méame v okoli bodu 0
idd B

— 1R1T Y R1T 22
) = 5= o (22

Podminka realnosti znovu déva A} = B_(l,. Pouzitim goniometrického tvaru

1\ sinkyr 1, coskir
¥r(r) = Re(4) —Im(Ag) (23)
1r kﬂ“



vidime, Ze spojitosti 1y v pocdtku dosdhneme pouze tehdy, bude-li Im(A{) = 0. To znamend
A} = B} € R. Podminky (16) a (17) nyni piepiseme do jednoduchého tvaru

24} 2A2

—klg sinkia = —k22 sin kaa (24)
241 2A% 2A3 2A2
TO coskia — klaOQ sinkia = T cos koa — k2a02 sin koa (25)

Vydélime-li rovnici (25) rovnici (24) , dostaneme po tpravé transcendentni rovnici

@ o tngG
k/’l - tgkla

(26)
jejiz fesenim vzhledem k E, “skryté” v ki a ko ziskdme jiz energii nejnizsiho s-stavu. Jesté uvedme
explicitni prepis této rovnice pfimo v proménné F:

E,— Vo tge/(Es — W)

= 27
E tg eV Ey 27)

kde ¢ = —V%]Va pricemz jesté a je nutno brét z intervalu (0,b), kde b je uréeno vztahem (20).
Pro energie E; mensi nez Vy pouzijeme navic vztah tgi8 = itgh 8, ¢imz opét dostavame rovnici
s realnymi koeficienty.

Nyni pfistoupime k obdobné konstrukei feseni rovnic (9-10) pro p-stavy, tzn. pro l = 1. Opét
snadno napiSeme obecna feSeni na intervalech I a I1:

Gr(r) = AR (yr) + BIR P (), v (r) = A2RY (ko) + B2RP (kor) (28)
/2M(Ep,—Vo) ok \/2ME, /2ME
h

kde ovsem nyni konstanty ki a ko maji vyznam: ki = Pouzijeme-li

vztahy pro Hankelovy funkce :

WO = 1 —iz)e®,  hP(2) = (1 +iz)e (29)

z z

dospéjeme pomoci (11-12) k podminkdm

’LAl zkla ZB% —ikia
k22(1—zka) +k1a( +tkia)e =
—iA? iB? .
1— ik 1koa 1 1 ik —1ksa 30
k:2 2( iksa)e + k%aQ( + ikoa)e (30)
) ) 2 21 ) 2 21
Al eikra v B ke —tkya(_* % 2" N _
e (=g wa gt (ha P ot
) ) 2 21 7 2 21
= A%k iksa( v BQk —tkga(_* , =% = 31
thae™0 (- + B TR T (e ™ B Wa (31)

Jelikoz jsme si pfi vypoctu s-stavu upevnili pro jednoduchost konstantu b, je mozné splnit okrajovou

podminku . .
A2(1 — ikqb)e™2® — B(1 + ikqb)e=*2b = 0 (32)

jiz pouze vhodnou volbou konstant A? a B?. Ziejmé musime volit

A? = Ae'% BI=Ae % kde ¢ = ampl(l + ikob)e k2 (33)

10



K nalezen{ vztahu mezi konstantami A} a B uzijeme pozadavku integrability v okoli bodu 0. Tu
nam zaru¢i opét pouze volba A} = Bf. Tim se nam zjednodusi (30) a (31) (pii soucasném vyuzit{
(33)) na tvaru

24 24 24! 2A1
Tt cos (kaa + ¢o) + W sin (kaa + ¢o) = —K; coskia + Wal? sinkia (34)

4A 4A
— COS (kQ(l —+ ¢0) — = sin (kga —+ gf)o) —+ 2A SiIl (kga —+ gf)o) =

koa k3a?
4A} 4A%
= FC1(‘,051@111 - WaésinklaJrQA% sin k1a (35)

Opét vydélime rovnici (34) rovnici (35), ¢imz se zbavime vSech nezndamych koeficientli, a po
snadnych upravach obdrzime dalsi transcendentni rovnici, tentokrat jiz pro p-stavy:
k1 ko k1 ko

_ = = 36
tg (k2a+ ¢0) tg ]{310, kga kla ( )

Zbyvé tedy jesté spocist hodnotu fazového posunuti ¢ a to piimo ze vztahu (33). Jelikoz amplituda
soucinu je rovna souc¢tu amplitud, je jasné, ze

¢ = ampl (1 4 ikqb) + ampl e~ 20 = arctg (kob) — kob (37)
Po dosazeni tedy méame rovnici

ky _ ke Rk ks (38)
tg (]CQ (a — b) + arctg kgb) tg ]{31(1 B kga kla

jiz na zavér pfepiSeme explicitné pomoci energie E;, do tvaru

] o = 5 o

tg (ey/Ey(1 = bja) + arctg (c/Eypb/a)  tg (e/(E, — Vo)

E, E, — Vo
Zde jsme oznacili ¢ = —V%Ma a za b dosazujeme pevné zvolenou hodnotu vyhovujici podmince (20),

tj. b= \/%Zs pro pevné n € N.

Nynf jiz muzeme analyzou rovnic (27) a (39) zjistit, zda existuje pro néjakou volbu konstant
Vo, a, c,n néjaky p-stav, jenz ma nizsi energii nez vSechny s-stavy. Numerické feSeni v programu
GNUPLOT ukazuje, ze tomu tak skutec¢né je:

Prevedenim (27) a (39) na tvar f(Es) =0 a g(E,) = 0 ziskdme funkce f a g a nasim dkolem je
uréit jejich nulové body. (Nejprve pro f, nebot g je v nasem pifpadé parametrizovand hodnotou Es.)
Pro konkrétni hodnoty: n =3, a = 2,22.1071%m, 1, =5.1078J=31,21 eV, M = m, = 9,1.1073!
kg a b=15,61.10"1" m (jelikoz Es vychazi 1,547.107'% J= 9,65 eV), dostdvame pribéhy funkc{ f
a g tak, jak je znazornéno na obrazku:
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(8kdlovén{ osy energie (tj. vodorovné) bylo voleno tak, ze jednomu dilku odpovid4 energie 10 ~18]J.)
Prubeéh funkce f (pro Es) je ddn zvolna rostouci kfivkou, prubéh funkce g (pro E,) trojici strmych
krivek. Krouzky jsou oznacena feseni odpovidajici energii s-stavu (vpravo) a p-stavu (vlevo).Energie
p-stavu E,, vychdz{ piiblizné 5.10719J= 3,1 eV, a plati tedy E; > E,.

5 NarusSeni symetrie v teorii pole

5.1 Priklady teorii s asymetrickym vakuem

Méjme pro jednoduchost teorii popisujici redlné skalarni pole ¢. Zabyvejme se pfipadem, kdy
hustota lagrangeovy funkce ( lagrangidn) mé tvar:

L= 2(0,0)0"6) - V(9) (10)

kde V predpokladdme pouze funkef pole, nikoli jeho derivaci. (Tento lagrangidn produkuje po
dosazeni do Eulerovych rovnic pohybovou rovnici pole ¢. (Pro piipad V = 1u2¢? je to tzv. Klein-
Gordonova rovnice ((J + p?)¢ popisujici vyvoj vinové funkce piifazené volné éastici o hmotnosti
u?.) Ptrechodem k hamiltonidnu pomoci Legenderovy transformace dostavame:

H= 3000 + (Vo) + V()

teorie je jednozna¢né urcen potencidlnim ¢lenem V' (¢) a je to takovy stav ¢, pro nejz nabyva funkce
V minima.

Jiz v takto jednoduchém piipadé lze snadno sestrojit teorii, na niz bude mozno zachytit zékladni
momenty jevu nazyvaného spontdnni naruSeni symetrie .

Za timto ucelem vybereme specidlni tiidu potencidlu parametrizovatelnou dvéma redlnymi ¢isly :

2
V(p) = %d‘ + 592 (41)
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kde X\ je kladné redlné éislo a p? redlné, tj. mize byt jak kladnym, tak i zédpornym éislem (
tj. p je obecné komplexni). Dulezité je, Ze teorie s touto tiidou potencidla je invariantni vuci
transformacim typu

¢— =0 (42)
Nyni ovsem nastavaji dva pripady :
(a) Je- li u? nezdporné éfslo, potom odpovidajici potencial V' m4d pouze jediné minimum a to v bodé
¢o = 0. Vidime tedy, ze vakuum pole ¢ je stejné jako celd teorie invariantni vuci transformaci
(42).
(b) Je-li naopak u? zaporné, ma V dvé lokdln{ minima a sice v bodech ¢ = £./—6u2/)\ a zadny
7z téchto stavu jiz vzhledem k transformaci (42) invariantni neni. Teoriim tohoto typu (tj. la-
grangian je symetricky vuéi néjaké t¥ide transformaci, ale ne odpovidajici vakuové stavy systému)
se k& teorie se spontdnnim naruSenim symetrie.
Zabyvejme se nyni pravé piipadem (b), tj. teorif typu (40) s asymetrickym vakuem. Definujme

a? ;= —6u%/\ Tim pddem muZzeme piepsat potencidl (41) ve tvaru :
A A
V(g) = I(¢2 —a?)? - Ia4 (43)

Minima funkce V jsou v bodech ¢ = +a. Pii pfechodu k nizkym energiim si vlivem malych
fluktuaci systém jeden z téchto stavu “vybere” jako vakuum.(Oba stavy jsou ovsem fyzikéalné zcela
rovnocenné, a pii dalsim pfechodu se muze realizovat i druhy z nich.) Pfedpoklddejme napf. stav
¢ = a. Pro popis déju v blizkosti tohoto asymetrického vakua zavedeme pole ¢':

¢ =¢d—a

Lagrangidn systému vyjddreny pomoci pole ¢’ m4 tedy tvar:

1 1 A aX a\
L= 5(0,0)(0"¢) = V(& + ) = 5(0,8)(0") — [0 + o + 2]
(Zde jsme v potencidlu vynechali aditivni konstantu — %a‘l a budeme tak ¢init i v dalsich piipadech.)

Vsimnéme si koeficientu u ¢2. Znamend, Ze tento lagrangidn popisuje pole ¢dstice o nenulové
hmotnosti y/A/3a. (identifikace hmotnosti v koeficientu u kvadratu poln{ funkce plyne z toho, ze
hmotnost se v odpovidajici Klein-Gordonové rovnici objevuje pravé pomoci ného (viz Dodatek:
Klein-Gordonova rovnice), v nasem pifpadé u ¢’?). Cleny u ostatnich mocnin popisuji interaként
vlastnosti pole.

5.2 Priklad spojité grupy symetrie a Goldstoneova véta

S diametralné odlisnou situaci se setkdme, budeme-li se zabyvat teorii, jez je vybavena narozdil od
predchazejictho piipadu spojitou grupou symetrie. Typickym piikladem muze byt:

L= 5(0u8)(0"0) + 3 (B,)(00) — V(82 +47) (44)

kde
V(6 0t) = (6 ut) 4 D (6? + ) (15)

V tomto piipadé jiz mame jednoparametrickou spojitou grupu symetrii - grupu rotaci v roviné
S0O(2), nebot pii transformaci typu :

(2)-(0)=( iy (9) -
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zustavé lagrangidn nezménén. Pro minimum potencidlu (45) ziskdvdme vztahy:

8‘/7 2 2 2\1
55 =0 & O NG 9] =0
8‘/7 2 2 2\1
90 =0 & YA 9] =0

Vidime,ze pro pifpad u? kladného mame jediné minimum v bodé ¢ = ¢ = 0, ovsem pro 2 zdporné
minima lezi na kruznici
¢ + 9 = —p? /A
Opét si muzeme vybrat, ktery z bodu této mnoziny prohldsime za vakuum. Jisté oviem je, ze
jakykoli vybér opét narusi SO(2) symetrii. Vyberme napiiklad :

G0 =/ —p*/A Yo :=0

Stejné jako v predchozim piipadé zavedme nové pole:
¢ =d—do P =Y -1

Po dosazeni do (45) dostavame:

A
V((b/’w/) _ _M2¢I2 T )\¢0¢/(¢/2 T w/Q) + Z(¢/2 + 1/}/2)2 (47)

(az na aditivni konstantu). To ovSem znamend, Ze lagrangidn (44) se pii prechodu k ¢arkovanym
polim znéni do tvaru:

1 1 A
£ _ 5(8M¢/)(8#¢/) + 5(6Hw/)(a,uw/) +M2¢/2 _ )\¢O¢/(¢/2 +’l/1/2) _ Z(¢/2 +wl2)2 (48)

Vidime, ze zatimco ¢dstice popsand pomoci pole ¢ m4 hmotnost rovnou /—2u2, ¢dstice pole 1) méa
hmotnost nulovou ! Takovéto ¢astice je obvykle nazyvana Goldstoneovsky boson. Toto je jeden
z piikladd, o nichz mluvi tzv. Goldstoneova véta. V nejjednodussi podobé muze znit napft.
takto:

Mame-li teorii, jejiz Lagreangeova funkce je symetrickd vici néjaké spojité grupé transformact,
jez ovséem neni grupou symetrii vakua, objevi se v této teorii castice s nulovou hmotnosti - tzv.
Goldstoneovy bosony.

V dalsim paragrafu se pokusime o demonstraci Higgsova mechanismu (viz 5.5) a za tim dcelem
bude uzite¢né prejit od zacatku k poldrnim souradnicim

¢ = pcosb

¥ = psiné (49)

Transformace (46) maji v poldrnich soufadnicich tvar

(8)-(4)-(-.)

1 1
L= 5(0up)” +50°(0u0)" = V(p)

a pro lagrangidn (44) dostdvéme
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Potencial (45) prejde do tvaru
2
H Ay

Vip)="p*+ =
(p) =Zp"+ 7P

Vybereme pg := a a 6y := 0. Piejdeme-li opét k novym polim p’ a 6’ vztahy
pli=p—po 0 :=0-10
dostaneme konecné

1 1 w2 A
L= 50up) + 500"+ p0)*(0u0) = T (0 + po)* = 7 (' + po)’ (51)
z ¢ehoz je jasné, ze Céastice pole 6 nemuze mit nenulovou hmotnost.Obecné muzeme ftici, ze ke
kazdému parametru, jenz generuje transformaci, vuci niz jsou vakuové stavy stale invariantni
(v nasem piipadé kruznice ) nédlezi jeden goldstoneovsky boson. Konkrétné to dobfe uvidime
v nasledujicim prikladu.

5.3 NarusSeni SO(n) symetrie

Méjme ¢ n—komponentni realné pole (symbol ¢¢ necht znaéf jeho i— tou slozku) popisované
lagrangianem

1 ; ;1 C A
L= 50,0'0"0' = Sp*¢'d’ — S(6'0")? (52)

kde i je sumagni index a probihd mnozinu 71 = {1,2,...,n}. Lagrangidn je evidentné invariantni
viiéi n— rozmérnym SO(n) rotacim. Opét nas bude zajimat piedevsim piipad, kdy je u? zadporné.
V tom okamziku tvoii minima potencidlu plast koule v R™ definovany:

¢'¢' = —p? /X

Vybereme libovolny bod ¢g na této plose a prohldsime jej vakuem teorie. Déle zvolime soufadny
systém v R" tak, ze bude platit

$o = : (53)

Dulezité je, ze pro n > 3 existuje v SO(n) netrividlni podgrupa, vuéi niz je ¢¢ invariantni. Ndzorné
si to muzeme predstavit napt. na kouli. Libovolnou rotaci podle stfedu prechézi koule sama na
sebe, tj. je SO(3) invariantni. Oznacime-li nyni na jejim povrchu néjaky bod, feknéme severni
p 1, potom jiz obecnou rotaci nedostaneme tutéz situaci, tj. oznaceny bod jiz nebude na misté
severniho p~lu. Nicméné je mozno se omezit na specidlni t¥idu rotaci - podle severojizni osy , jez
ndm opét kouli zachovéavd v puvodni podobé. Tyto transformace tvoii podgrupu SO(2) v grupé
SO(3).

V obecném piipadé mdme na pocdatku grupu SO(n), jez mé n(n — 1)/2 generdtoru, tj. kazdy
jeji prvek je plné urcéen zadédnim n(n — 1)/2 redlnych parametru. Po volbé vakua zbyde podle
predchoziho podgrupa, jez stéle zachovava jeho symetrii; je to grupa SO(n—1) ataje (n—1)(n—
2)/2 parametrickd.Oznac¢me £;;(j € {1,...,n},i < j) onéch n(n — 1)/2 generdtoru grupy rotaci
SO(n). Mgjme déle jejich matice L;; ve vySe zvolené bdzi, tj. v té, v niz plati (53). Z nich
vyberme ty matice L;;, jez generuji pfezivajici symetrii, tj. podgrupu SO(n — 1) CC SO(n), vaéi
niz zistava zvolené vakuum stdle invariantni. Oécislujme si L;; tak, aby to byly pravé matice L;;
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proj e {l,...,n—1},i < j. (Muzeme to udélat napiiklad tak, ze matice L;; bude pfedstavovat
rotace v roviné uréené osami ¢ a j.) Pro né tedy plati

Lij¢02¢0 jE{l,...,n—l},i<j

Déle polozme K; := L;,, coz jsou ostatni generatory; podgrupa generovana témito prvky tedy neni
grupou symetrie vakua. (Jsou to rotace v rovingé, jez je urcéend osami i a n, jenze na ose n pravée
lezi asymetrické vakuum a tim padem K;¢g # @g.)

Soutradny systém jsme volili tak, Ze matice L;; a K; maji tvar

(Lij )kt = —i(0ik050 — dirdjn) (Ki)kt = (Lin) ki = —i(0ix0n1 — 0i10nk) (54)

Nyni bychom opét mohli pfejit transformaci ¢ — ¢ — ¢o k novym proménnym a spocist lagrangian,
ale budeme postupovat trochu jinak. Z postupu bude daleko jasnéjsi role generatoru K; v mecha-
nismu vzniku ¢lent popisujicich Goldstoneovské bosony.
Definujme nova pole n a &;,i € {1,...,n — 1} (tzn. ke kazdému generdtoru narusujici se symetrie
jedno) tak, aby platilo:

0

o= eXpi(Z &K /a) 0 (55)

n+«

Vsimnéme si, jak pusobi jednotlivé operatory na vektor 1; = (a+n)d, (tj. vektor vpravo v definici
(55)). Ze vztahu (54) plyne, ze

(Kit); = > (Ki)jutr = > _(Lin) it =

l l

= —1 Z(&ljénl - 6i16nj)(a + 77)5ln = —i(Oé + ’17)(51']‘ 1€ {17 Lo.n = 1} (56)
l

Celkové tedy pro prvnich n — 1 slozek plati
(i) &Ki/ov); =& +n/a)  je{l,...,n—1} (57)

Pro n-tou komponentu mame

(Kit))n = > (Ki)mthr = Y _(Lin )uths =

l l

= =i Y ($in0nt — Gutbnn) (0 +1)0im = —i(c+ 1)in (58)
l

a jelikoz s¢itdme pouze pres i € {1,...n — 1}, znamena to
(i) &Ki/ap), =0 (59)

vvvvvv

protoze: _
Q=&+ ... Pt =a+n+... (60)
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a vyrazy oznacené “...” zahrnuji ¢leny vyssiho nez prvniho fadu. Vidime tedy, ze jsme nadefinovali
nova pole & a n ve shodé s diivéjsimi piipady, pouze jsme pouzili obecnéjsi definici, jez ma
v aplikacich mnohé vyhody.

Nyni jiz opét muzeme napsat lagrangian pomoci poli §; a n :

1 1 A
L= 5[0,&0"& + Oundn] — Gu*(a+m)* = Tla+m)' +... (61)
kde opét “...” znaci ostatni ¢leny (tj. nelinedrni a smiSené s derivacemi, jez ovsem piedstavuji

vzajemnou interakci a dynamiku a nemaji vliv na spektrum uvazovanych ¢édstic &; a 7). Dulezité
je, Ze tento lagrangidn neobsahuje zadny ¢len typu k€2, tj. viechna pole &; jsou Goldstoneovskd !
Obecné tedy muzeme Fici, ze ke kazdému generatoru K; odpovidajicimu narusené symetrii existuje
goldstoneovsky boson &;.

5.4 Goldstoneovy bosony v obecném piipadé

Na nékolika piikladech jsme si ukazali, Ze spontdnni naruSeni spojité grupy symetrie vede ve
shodé s Goldstoneovou vétou k predpovédi existence Goldstoneovych bosont, tj. bosonu nulové
hmotnosti. Potiz je ovSsem v tom, zZe ¢éastice takovychto vlastnosti nikdy nebyly pozorovany. Zdalo
by se tedy, ze v ptirodé se ptipad spontanniho naruseni spojitych grup symetrii nerealizuje. Existuje
v8ak specialni tfida teorii, v nichZ neni naruseni symetrie provazeno vznikem takovychto ¢éstic -
chimér. Jedn4d se o tzv. kalibra¢ni teorie, o nichz je pojednavano v dalsich paragrafech. V nich je
mozno jistym zpusobem nazyvanym Higgsiuv mechanismus docilit odstranéni vsech potizi spojenych
s predpovédémi Goldstoneovych bosoni.

5.5 Higgsuv mechanismus v kalibrac¢nich teoriich

O demonstraci této procedury se pokusime nejprve v piipadé velmi jednoduché teorie, napt. té
z odstavce (5.2)

V prvni fadé bychom se ovSem méli zminit o vlastni konstrukci kalibraéni teorie z teorie dané
a to ukazeme na piikladé jednoduché analogie s klasickou elektrodynamikou.

Méjme teorii popisujici nékolik (n) poli, jez jsou sdruzena do vektoru ¢. Lagrangidn popisujici
dynamiku tohoto systému necht je v nejjednodussim rozumném tvaru, tj. je funkci pouze poli
a jejich prvnich derivaci : £(¢,d,¢). Necht je ddle £ invariantni vii¢i jednoparametrické spojité
grupé transformaci typu

b &g (62)

kde Q je hermitovskd matice a w redlny parametr, jenz prozatim nezavisi na soutadnicich, tj.
pole ¢ transformujeme globalné. Infinitesimalni transformace ma tedy tvar

6¢ = 1Q¢(0w)

Pokusme se nyni zobecnit nase uvahy na piipad, kdy parametr transformace w bude zaviset na
soufadnicich, tj. w = w(x). Rozepiseme-li si nyn{ infinitesimaln{ transformaci ¢lenti tvaru derivaci,
dostaneme

5(‘3#@ = iQ(aﬂqﬁ)éw + iQ¢au(5W) (63)

Aby naSe teorie byla invariantni i vué¢i transformacim s parametrem w zdvislym na soufadnici,
musi platit

oL oL
5L = a_¢5¢ + Ma@aﬁ) =0
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coz ovsem nenf splnéno kvuli druhému ¢lenu ve vyrazu (63). Pieformulovat teorii tak, aby se stala
invariantni i vuéi transformacim s w(x), lze napiiklad tak, ze zavedeme dalsi, tzv. kalibracni pole
A, jez se bude transformovat zptisobem

0A, = —é@u(éw)

kde g je libovolna konstanta. Déle je nutno vybavit tuto teorii novym lagrangianem, jenz jiz bude
invariantni vuéi transformaci (62) (s w = w(z)). O takovéto teorii potom fikdme, ze vyhovuje
tzv. principu lokdlni kalibracni invariance. Snadno se presvédcéime, ze zavedeme-li do puvodniho
lagrangianu namisto obycejnych parcidlnich derivaci 0,, tzv. kovariantni derivace D,, zpisobem

au¢ - Du¢ = 6u¢ + ngAu(b

bude jiz novy lagrangidn invariantni viuci (62). Jesté je ovSem nutné viimnout si, ze lagrangidn

L(¢, Do) (64)

neni plnohodnotnym lagrangidnem popisujicim fyziku poli ¢ a A, , ponévadz pokusime-li se
vypocist z néj pohybové rovnice pole A, dostaneme vztah, jenz vibec neobsahuje derivace, tj. je
to jen jakasi vazba a pole A, neni z fyzikdlniho hlediska interpretovatelné jako skutecné pole, jez se
napf. muaze vyvijet v ¢ase. Z tohoto duvodu je tfeba do kalibra¢né-invariantniho lagrangianu (64)
doplnit jesté tzv. kineticky ¢len obsahujici derivace, jenz ovsem nesmi narusit kalibra¢ni invarianci

-

(64). Formélné nejjednodussi ¢len vyhovujici témto podminkdm mé tvar (F,,)?, kde
Fu = 0,A, — 0, A,

Obvykle se kineticky ¢len normuje tak, ze vysledny plnohodnotny lagrangidn teorie mé tvar

E(¢a D,u¢) - %(ijﬁ (65)

(V piipadé, ze vektor ¢ sestavime z poli popisujicich klasické nabité ¢éstice, lze (65) interpretovat
jako lagrangidn elektrodynamiky s tzv. minimdln{ interakei.)
Vratme se nyni k teorii, na niz jsme chtéli demonstrovat Higgsiiv mechanismus pivodné, tj.
k (5.2). Pomoci puvodniho lagrangidnu napsaného v poldrnich soufadnicich zformulujeme pomoci
predchoziho ptikladu kalibractné invariantni analog této teorie. Znamend to zavést kovariantni
derivace
D,p' = 0.0
(66)
D0 =0,0"+gA,

v nichz vystupuje nové (kalibra¢ni) pole A,. Dosazenim kovariantnich derivaci a zavedenim
minimélniho kinetického ¢lenu do lagrangidnu (51) mame

1 1 1
L= =70uAy = 0,4 + 50up)* + 50"+ p0)* (08" + gAL)* = V(o' = po) (67)

Zavedme nyni nové pole C), vztahem
1
Cun=A,+-0.0
g
Tim dostane lagrangian vyhodny tvar

1 1 1
L£==700uC0 = 0,CL)* + 5(0up)” + 5 (' + p0)*(C)* = V(o' = po) (68)
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z néhoz jiz muzeme udélat dulezity zaveér o ¢dsticich této teorie. Predevsim vidime, Ze iplné
zmizelo goldstoneovské pole 6. Namisto néj se objevilo nové vektorové pole C), , pro jehoz ¢astice
plati mZ = p2 tj. jejich hmota je nenulova !

Toto byl jednoduchy piipad , kdy se podafilo z teorie zavedenim lokalni kalibra¢ni invariance
odstranit Goldstoneovské bosony. Na takovouto moznost upozornil mezi prvnimi P. Higgs v roce
1964, a podle néj nese tato procedura nizev Higgsuv mechanismus.

5.6 Higgsuv mechanismus v pripadé neabelovské kalibra¢ni grupy
Meéjme teorii, jejiz lagrangian je invariantni vuci transformacim typu

¢ — ¢ =d+dp, ¢ =Tiow'e (69)

kde T? jsou generdtory dané grupy symetrif (tj. operatory nalezejici lieovské algebie dané lieovské
grupy) spliiujici komutaéni relace .
[Tj’ Tk] - C}kTi

Opét ve shodé se zavadénim lokaln{ kalibra¢ni invariance v kapitole (7.1) pfedpoklddejme zédvislost
parametru transformace w® na soufadnicich. V tomto okamziku se teorie stdvéd neinvariantni vici
transformacim (69) a musime opét zavést kovariantni derivaci

Dy¢ = 9.6+ gTiA} ¢ (70)

a predpoklddat transformaéni vlastnosti novych poli A% ve tvaru
_ _ _ 1 _
k
0A;, = cjow! A — gauéwz (71)

Tim padem jiz lagrangian tvaru £(¢, D,,¢) vyhovuje pozadavku lokéln{ kalibra¢ni invariantnosti.Zbyva
tedy zavést jesté kineticky ¢len pro kalibraéni pole a ten ( za podminky tzv. minimdln{ interakce
) zavedeme pomoci ¢lenu

Fl, = 0,Al — 0,Al, + gcl Al A} (72)
Snadno se pfesvédéime o tom, ze pro takto zavedeny vyraz F Z“, plati vztah
§F., = ol F, (73)
nebot pFfmym pouzitim transformaénich vlastnosti (71) ziskdme
SF!, = 0,6Al, — 0,6A!, + gci [ALSA), + AJSAY] =
= 0, (0w’ AL) — 430, (0w’ AL) + gci [ALS AT + Al G A} (74)

Upravime-li jesté _ _ )
9Ciu[ALSA], + ALIAT] =

) . 1 ) . 1
= g [AL(d], 0w AT — =0,0w7) + Al (cf, 0wl AT — =0,,6w")] =
g g

= —ch.0, (0w’ ) Af — .0, (6wF) A + g [ARC] SW AT + Al cf bw! AT] = (75)
= —5.0, (0w’ ) AL — ¢}, 0, (5w*) Al, (76)

Celkoveé tedy po dosazen{ do (74) a pouziti ¢} = —c}; dostaneme
5FZV = Cz‘kéij;lfu (77)
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Z toho mimo jiné plyne, ze invariantnosti dosdhneme napi. volbou kinetického ¢lenu ve tvaru
Fj, F'"  protoze o
S(F,, F'")=0 (78)

Mame tedy lokalné kalibra¢né invariantni teorii a nyni ptistoupime k demonstraci Higgsova mech-
anismu. Uvazujeme-li néjakou teorii, v niz vystupuji goldstoneovské bosony tj. Lagrangian této
teorie neobsahuje kvadréty nekterych poli, viz napf. narusen{ grupy SO(n), muzeme vzdy vybrat
kalibraci takovym zpusobem, Ze po obvyklé redefinici poli se neobjevi Goldstoneovské bosony, nybrz
dojde k tomu, ze puvodni kalibra¢ni pole ziskaji hmotnosti podle charakteru naruseni symetrie.
Lépe to uvidime na konkrétnim piipadé:

Megjme teorii, jejiz lagrangian ma tvar

c:% "D+ .. (79)

(Poznamenejme, 7e sta¢i uvazovat pouze Eleny obsahujici derivace, nebot pravé na né je vazana
piritomnost Goldstoneovych bosonti). Po zavedeni kovariantni derivace (70), dostaneme ¢leny typu

L= %(8;@ +9TiA,0)(0" ¢ + gT;A0) + ... (80)

Provedeme-li nyni stfedovadni poli, tj. zavedeme-li pole ¢’ = ¢ — ¢g, kde ¢ znaci asymetrické
vakuum, v relacich ¢’ bude mit £ tvar

L=

N | —

[0,(¢" + d0) + gTi AL (¢ + ¢0)][0" (&' + do) + gT; AL (¢ + o) + ... (81)

coz po roznasobeni povede na hmotovy ¢len kalibra¢nich poli odpovidajicich operatorum generujicim
narusené symetrie, tj. tém A?, pro néz T;¢ # 0. Ostatni kalibraéni pole ztistanou bez hmotnosti.
To znamen4d, ze vhodnym vybérem naruseni symetrie je mozno upravit spektrum hmotnosti ¢astic,
které takova teorie predpovida.

6 Teorie klasickych kalibrac¢nich poli

6.1 Klasické kalibraéni teorie

Klasické kalibraé¢ni teorie poli predstavuji velice specidlni tiidu teorii.Jejich pomoci se vsak tispésné
dafi popisovat systémy, jez diivéjsi teorie popsat nedokazaly. Zakladni charakteristikou jakékoli
kalibrac¢ni teorie muze byt napiiklad fakt, ze jednoduchym zptsobem pomoci tzv. principu lokdini
kalibra¢ni invariance zobecnuje stavajici teorii a zaroven umoznuje vysvétlit interakce poli pouze
jako dusledek tohoto principu. D4 se Tici, ze vlastné vétsina modernich a jednoticich teorii je bu-
dovéana pravé na tomto zakladé a vysledky dosazené touto cestou jsou velmi dobré. Piipomenme
napi. uspéchy tzv. Standardniho modelu elektroslabych interakci, jehoz triumfem bylo exper-
imentalni potvrzeni mnoha predpovédi v 80. letech. My se zde spokojime pouze s “letmym
nahlédnutim pod poklicku ” této fyzikélni problematiky tak, jak je uvedeno naptiklad v ¢lanku [1].
Zatnéme s teorif popisujici n-tici poli ¢* Méjme dale lokaln{ lagrangidn £(¢%, 9,¢"). Predpokladejme,
ze tento lagrangidn je invariantni vuci infinitesimalni transformaci

¢ — ¢ =9 +6¢° 60" = (Tp)jo”  pefl,...,s} (82)
kde dwP je s-tice infinitesimdlnich parametru nezdvislych na soufadnicich a Tj jsou linedrni

operatory na n-rozmérném prostoru obsahujicim vektory ¢, (Tp)é- potom znaci maticové elementy
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k-tého operédtoru ve standardni bazi) nazyvané generdatory transformace; prikladem takovéto trans-
formace muze byt tieba ¢* = exp (wP(Tp))i¢’. V takovém pifpadé ifkdme, ze nase teorie je
invariantni vuci (globdlnim) kalibracnim transformacim.

Ptedpoklddejme od pocatku, ze uvazované transformace tvoii lieovskou grupu, tzn. ze generatory
TP jsou v jeji lieovské algebte svazdny vztahem

[Ty, T)] = ci, Ty (83)

Invariantnost lagrangidnu vaci transformaci (134) znamend, ze

oL
Qz)z

5L
c’W 9(0u9")

§(0u0") =0 die{l,...,n} (84)

Dosazenim 6¢' = (T)p)4¢7dw? a 6(9,¢") = (Tp)5(9,¢7)dw? a uzitim vztahu pro derivaci soucinu
dostdvame

oL i, _oc .
0= {55 (To)i0" + 55 (T (0u0?) i = (85)

- {[gqu B a%u(a(gfw))}( p)id + Dzt (a(gf¢i) (Tp)éq}j)}éwp -
0 oL
= 50 (30,9

pficemz posledni rovnitko plyne z platnosti Eulerovych rovnic pole. V piipadé potieby muzeme

nyni ziskat ke kazdému generdtoru (Tp)z» zachovavajici se ¢tyiproud:

(T,)}67 )0

JE = oL .
P 0(0u)
Naés ovsem vice bude zajimat situace, kdy dochazi k tomu, ze transformace pole neni v kazdém

bodé stejnd, jinymi slovy ze parametry w? jsou funkcemi souradnic w?(z) Zde uz je situace slozité&jsi.
Piedné plati

(Tp)5¢

au5¢i = 5Wp(Tp)§‘ (8u¢j) + (au(gwp)(Tp);ﬁbj

Tim pddem variace (136) piejde do tvaru

oL i s p oL P i j P a7\ —
0L = 5o ()00 + 5o (07 ()} (0u67) + (9,057) (T ) =
oL - A Lsp oL » P
= {5 007 + 555 (TS 0ud?) o + 5 (0,07 (T )50
oL P T AT
= W(aﬂéw N(Tp)59 (86)

pricemz posledni rovnitko je dusledkem platnosti vztahu (137). Vidime tedy, zZe tyto transformace
jiz nejsou symetriemi uvazovaného lagrangianu, nebof vyraz (138) jiz nenf obecné nulovy. Rikéme,
ze takovéto teorie nent lokdiné kalibraéné invariantni. (Lokalnost souvisi pravé s tim, ze invarianci
narusuj{ praveé transformace lokdlniho charakteru, tj. s koeficienty w? z&vislymi na souradnicich).
Pokusme se nyni zobecnit uvazovanou teorii takovym zpusobem, aby vyhovovala tzv. prin-
cipu lokalni kalibracni invariance, tj. modifikovat ji tak, aby téz lokalni kalibra¢ni transformace
ponechédvaly lagrangian beze zmény.Pravé to je klicovy moment celé teorie kalibra¢nich poli a ma
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dalekosahlé dusledky v celé moderni fyzice.
Vychézejme tedy z puvodni teorie s lagrangianem £ a uvazujme lokélni transformace typu

6" = (T)5¢" 6wP (x) (87)
K nim nalezi transformace slozek derivaci
009" = 6wP(Tp)5(0u¢’) + (8,0wP)(T))5¢7 (88)

kterd, jak vime, ma na svédomi naruseni lokédlni kalibra¢ni invariance. Tu muzeme zachranit tak,
7e zavedeme m-tici dalsich poli A’* a zafidime, aby v novém lagrangidnu piispévek v (138) od
tohoto pole vykompenzoval neptijemny ¢len kazici invariantnost. Pro popis takovéhoto systému
poli budeme uvazovat lagrangian tvaru

L'(¢", 0,0, A% ie{l,...,n},ke{l,...,m} (89)

a transformaén{ vlastnosti polf ¢ ve vztahu (139) doplnime o predpoklad transformaé¢nich vlast-
nosti nového pole A’ :
k kgl k
JA" = 6wP(U,) A" + C,.pOudw? (90)
kde U, jsou linedrni operdtory (reprezentované opét maticemi ve standardni bazi se slozkami
(Up)f) plisobici na m-tici A%, Cﬁp jsou koeficienty urcujici charakter transformace novych poli

v zdvislosti na tvaru koeficient dw? respektive jejich derivaci 9,0wP. Konkrétni tvar U, a Cﬁﬁp
bude urcen déle.
Lokélni kalibra¢ni invariance nové teorie vyzaduje, aby platilo

_or
= 55

; oL
8¢ + ———0(0,¢) +
0(0,.0%) (O
Odtud dosazenim (139),(140) a (142) dostdvame po provedeni soustavu rovnic (prvni ndlez{ koefi-
cientim u dw?, druha koeficientam u 9,0w? ):

oL’

5L’ TR

SA* =0 (91)

o oL Lo
@(Tz})j‘iy + W(Tp)j(au¢j) + W(Up)ff‘l'l =0 (92)
oL’ oL’

5B Y+ A O = )

Z téchto rovnic bychom radi ziskali explicitni zavislost £’ na A’*. To oviem znamend, ze linedrn{
soustava (145) musi byt Tesitelnd vzhledem k parcidlnim derivacim DL To lze splnit jen tehdy,

DA -

bude-li matice této soustavy , tj. matice
ci, ... Ci,
D .= : : :

m m

0,1 --- 3,
¢tvercova, tzn. pocet poli A’* musi byt roven poctu kombinaci u, p a to lze pouze tehdy, plati-li
m = 4s. (Navic matice D musi byt invertibilni, tj. reguldrni.) Celkem to tedy znamend, Zze
pocet komponent pole A’ roven ¢tyfndsobku poctu generdtort kalibra¢ni transformace, neboli ke

kazdému generdtoru T,médme jedem Ctyfvektor APH. Zavedme proto jesté namisto m poli A% s

poli-¢tyivektoru AP* vztahem
AP# = (CTHPH AT (94)
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(Matice (C~1)P* je inversnf k matici D,pficemz zachovdvame logickou strukturu koeficientu tak,
ze platf (C™1)P"CL | = 6i.) Pomoci néj miizeme napsat (145) ve tvaru

oL oL’
(W)( p)5 (0ud”) + =0 (95)

a AP
Co to znamend ? Rovnice (147) ndm vlasné fikd, ze v novém lagrangidnu se muzou nové pole A
objevit pouze ve vyrazech typu

8@51

D,¢' = — (Tp)507 AP (96)

(bude-li tomu tak, je (147) splnéna automaticky). Transformaéni vlastnosti pole A budou tim
padem

SAPH = §w"(CTHPH(U,)ICL AT + 0,6w" (97)
Navic lagrangidn musi mit tvar
L'(¢',0u¢", AP) = L"(¢", Dyug’) = L"(¢' 00 _ (Tp)5¢7 AP) (98)
y Yt - y - ’81'“ PJj

Za téchto podminek tedy bude teorie popisovand pomoci L” lokdlné kalibra¢né invariantni. Naleznéme
nyni explicitni tvar funkce £”. Podminky na derivace £’ a £” ddvaji

oL’ oL oL”

9 89 T T .
oL oL’
9(0,6) ~ 9Dud) " (100)
0L | 0L (g (c i =0 (101)

OA® T 9(D,¢")

Dosazenim téchto vyrazu do (144) ziskdme rovnici pro findln{ lagrangian £”

oL . oL oL 0
g T + 55 (T (00?) + 5 (U A" =
oL ] ar" y
= g (T + 1y 5 (T3 00+
8[2” q,v —1\7", 1 kil 7
30D ¢Z)¢]A’ {[Tp, TyJ50% — (CT1)3"(Up) Cy o (T)5} = 0 (102)

Vsimneme-li si, ze prvni dva ¢leny jsou formalné shodné s rozpisem variace puvodniho lagrangianu,
pouze s tim rozdilem, Ze na misté, kde puvodné stdly obycejné derivace nyni vystupuji kovariantni,
muzeme ucinit dulezity zavér : Zaménime-li v puvodnim lagrangianu zcela formélné obycejné
derivace 0, kovariantnimi, tj. postulujeme-li platnost vztahu

L"(¢",Dug’) = L(¢",Dpg’) (103)

staci pro lokdlni kalibra¢ni invariantnost £” jiz jenom vynulovat tiet{ ¢len v (154), ¢imz zdroven
ziskdme explicitni vyjddreni nezndmych koeficientu C; , a operdtoru U,:
.

[Tpa Tq];(;g - (Cil);#(UP)fCI;,U(TT);' =0 (104)
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neboli po zavedeni strukturnich kontant

[cpgdt — (CTH"(U,)[ Cy L (Tr)5 =0 (105)
coz vzhledem k linearni nezavislosti operatoru T, dava vztahy pro Cé paUp
(CHR(U) Cy = gl (106)

Z tohoto vztahu dostaneme jiz konkrétni tvar transfromacnich vlastnosti kalibra¢nich poli defino-
vanych vztahem (149)

SAPH = 5w (CTHPH(U,)FCL A + 0,6wP = dw” P, 61 AT + 9, 6wP (107)

rq v
coz kone¢né dava
OAPH = dw" el AT + 0y 0w (108)

Shrneme-li celou situaci, dospivdme od pocdtecniho vybéru kalibra¢éni grupy (pomoci jeji Lieovy
algebry tvofené generatory T; svdzanymi komutatorem (135) ) az ke konkrétnimu tvaru lokédlne
kalibra¢né invariantn{ teorie, jejiz lagrangidn je urcen vztahem (155) a transformacni vlastnosti
v ni vystupujicich poli jsou uréeny vztahy (134) a (160). NaSe prace vsak jesté zdaleka neni
u konce. V lagrangidnu L£(¢*,D,¢") totiz vibec nevystupuji derivace kalibra¢nich poli AP, coz
znamend, ze pouzitim Eulerovych rovnic neziskdame pro kalibra¢ni pole diferencidlni rovnice, ktera
by popisovaly jeho ¢asovy vyvoj, nybrz pouze vztahy odpovidajici jakymsi “vazbam”. Stavajici
lagrangian je tedy nutné doplnit o vyrazy, jez tuto nepiijemnost odstrani, o tzv. kineticky clen;
oznacme si jej Lo .

Zakladnim pozadavkem, ktery na Ly nalozime, bude jeho zdwislost na polnich funkcich pouze
do prvnich derivact , tj

Lo(APH, 9, APH)

Pozadavek invariantnosti £y znamena, ze musi platit
oL oL
0 sAPH 4 =0
OAP:# 0(0, Ar:+)
Dosazenim vztahu (160) a jeho derivace dostaneme z linedrni nezavislosti dw” , 0,0w” a 9,0,0w"
trojici vztahu

5(8,APH) =0 (109)

L, L,
ATH P 9, ATH — 11
aars oA T 5, avm Cord 0 (110)
L, oL,
" ADY = 111
oAv T B(9,Ar) P 0 (111)
0L, 0Lk __, (112)

8(0, Ap) " 9(0, AP

Ze vztahu (164) snadno ziskdvdme, ze derivace kalibra¢nich poli mohou v £y vystupovat pouze
spole¢né ve ¢lenech tvaru

Aﬁt g = O APY — 0, AP# (113)
Rovnici (163) pomoci této kombinace muzeme piepsat ve tvaru
OLo OLo
— rAPY =0 114
DAPH 8(8#14{”’#])01"1 (114)

Aby byla tato rovnice splnéna, muzou se v Ly vyskytovat derivace a pole pouze v kombinacich

typu
Fl, = AD = cb (ATHA™ — ATV AT (115)

(K nahlédnut{ kalibra¢n{ invariantnosti clent s £, viz téz (5.6).) Snadno se mizeme presvédcit,
ze za téchto podminek je jiz rovnice (162) splnéna automaticky.
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6.2 U(1) invariance a klasicka elektrodynamika

Nejjednodussim piikladem zavedeni lokalni kalibra¢ni invariance do teorie je piipad, kdy vybirame
abelovskou kalibra¢n{ grupu U(1). Uvidime, ze tato kalibrace odpovidd zavedeni elektromagnetické
interakce do stavajici teorie.

Mgjme tedy teorii popisujici nabité (a tudiz komlexni) pole ¢ s lagrangidnem tvaru

L(), ", 0ut, 0p¢") (116)

Pfedpoklddejme na pocatku globdlni U(1) kalibra¢n{ symetrii, tj. invariantnost tohoto lagrangidnu
vuéi transformacim

db—¢d =e“p weR (117)
Infinitesimalni transformace jsou tudiz tvaru
0p = ipdw (118)

Lieovskd algebra komutativni lieovské grupy je trividlni (tim mdme na mysli, ze strukturn{ kon-
stanty jsou vSechny nulové). Pfejdeme-li nyn{ k pfedpokladu, ze koeficienty transformace w
zdviseji na soufadnici tj. w = w(zx), musime ve shodé s predchdzejicim paragrafem zavést jedno
¢tyfkomponentni pole kompenzujici ¢leny kazici invariantnost; nazvéme jej A*. Podle (160) se
musi nové pole transformovat zpisobem

san = @) (119)
Oz,
abychom po nahrazen{ obyé¢ejnych derivaci (v lagrangidnu) kovariantnimi
Ou¢ — Dy = 0,0 —iA¥ ¢ (120)

ziskali teorii, kterd jiz je lokalné kalibra¢né invariantni. Jesté zbyva dovybavit tuto teorii kinet-
ickym ¢lenem Ly nového pole A*. Opét jelikoz U(1) je abelovskd, zjednodusi se tvar obecného
¢lenu na konkrétni zévislost

0AY  0AH
‘CO = EO(FHV)5 Fl“’ = Ok - or”

(121)

Obvykle se interakce pole A* voli tzv. minimalnim zptsobem, tj. tak, ze findlni lagrangian je
tvaru

1
E(d)a ¢*5DH¢7 D,U.(;S*) + ZF,U.VF#U (122)

Podle teorému Noetherové je mozno snadno ziskat zachovédvajicise c¢tyfproud: étyfvektor k#v ()
mé v nasem konkrétnim ptipadé (jedno pole, jednoparametrickd grupa symetrie ) tvar

Y oc .
S (8Dm¢ ~ D, ) (125)

a odpovida skute¢nému ¢tyiproudu z teorie elektromagnetického pole.

6.3 Neabelovské symetrie - kombinovana SU(2) ® U(1) invariance

Zde se zminime o konstrukei kalibraéni teorie, v niz kromé predchoz{ “hyperndbojové” U(1) kali-
brace zavedeme jesté dalsi, tentokrat jiz neabelovskou kalibraci uréenou grupou izospinovych trans-
formaci SU(2). Tato konstrukce neni samotucelnd, opfeme se o ni v paragrafu vénovaném Stan-
dardnimu modelu.
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Jelikoz pozadovand SU(2) ® U(1) kalibra¢ni grupa mé tvar tenzorového soucinu, lze provést
kalibraci “po ¢dstech”, tj. nejprve U(1) a potom SU(2). Vychézejme proto z jiz hotové U(1)-
lokélné kalibra¢né invariantni teorie popisované v pfedchazejicim paragrafu. Aby vibec mélo
smysl zavddét izospin, predpoklddejme, ze pole ¢ z (168) je alespon dvoukomponentni. Méjme
tedy U(1)-invariantni lagrangidn

) L 7 7% 1 v
L£(9",9", D¢’ Due™) + 7 Fpu F* (124)

Pro vytvofeni SU(2) invariance musime opét zavést t¥i nova pole BZL, (jejich pocet odpovidé poctu
generdtoru SU(2) ), jez se transformuji ve shodé s (160) zptisobem:

6B, = 6w’ €iji Bidw’ + 06w’ (125)

a dale prejit od U(1) kovariantnich derivaci D, k SU(2) ® U(1) kovariantnim

D¢’ =D,¢’ — i B¢’ = 0,¢" —iA'¢ —imi B¢/ (126)
Jesté dodame kineticky ¢len
1 1 (ng
Liin B, = *ZGWG " (127)
kde jsme podle (167) oznagili
G, = B, — €ijx(B,B) — Bl B) = 0,B}, — 0, B], — €i;.(B), B} — B, B}, (128)

Po téchto krocich je jiz celkovy lagrangiin
1 Lk 7 7% 1 v 1 ] ) pv
L(¢',¢™, D" Do) — T Fu I — 2 GG (129)

SU(2) ® U(1) lokélné kalibra¢né invariantni.

6.4 Poznamky

Na zaveér této kapitoly bychom se méli zminit o tom, ze nastinény mechanismus poskytuje jistou vol-
nost pii konstrukci konkrétni teorie. Snadno lze napt. nahlédnout, ze ve vyrazech definujicich ko-
variantni derivace, tj. napf v (178) muzeme doplnit multiplikativni konstanty ke ¢lenu s generdtorem,
tj. psat ‘ ‘ ‘ o

DLW = 0,9 —ig' At¢ — igTi B,,¢’ (130)
pficemz je ovSem nutno provést kvili zachovani kalibraéni invariantnosti zménu i v transformacénich
vlastnostech kalibra¢nich poli, tj. v pfipadé modifikace (182) musime namisto (171) a (177) psat

dAF = ——0uw (131)
6B, = wejpBliow! — éauawi (132)
a v pripadé neabelovské kalibraéni grupy vystoupi multiplikativni konstanta i v definici (180)
G, = 0B, — 0,31 + geuu (BLBE — BIBY) (133)
Vhodnou volbou téchto konstant se pak muzeme pokusit takovyto model “nafitovat” na exper-

imentélni data, jako jsou naptiklad hmotnosti jednotlivych ¢dstic (viz napiiklad v kapitole (?7?)
vyjadieni hmotnosti bosontt W*,7Z a A).

26



7 Standardni model elektroslabych interakci

7.1 Klasické kalibraéni teorie

Klasické kalibrac¢ni teorie poli predstavuji velice specidlni tiidu teorii.Jejich pomoci se vsak tispésné
kalibraé¢ni teorie muze byt napiiklad fakt, ze jednoduchym zptsobem pomoci tzv. principu lokdlni
kalibracn{ invariance zobeciiuje stavajici teorii a zaroven umoznuje vysvétlit interakce poli pouze
jako dusledek tohoto principu. D4 se Tici, ze vlastné vétsina modernich a jednoticich teorii je bu-
dovana pravé na tomto zdkladé a vysledky dosazené touto cestou jsou velmi dobré. Pfipomenme
napi. uspéchy tzv. Standardniho modelu elektroslabych interakci, jehoz triumfem bylo exper-
imentalni potvrzeni mnoha predpovédi v 80. letech. My se zde spokojime pouze s “letmym
nahlédnutim pod poklicku ” této fyzikalni problematiky tak, jak je uvedeno napiiklad v ¢lanku [1].
Zatnéme s teorif popisujici n-tici poli ¢* Méjme dale lokaln{ lagrangidn £(¢%, 9,¢"). Predpokladejme,
ze tento lagrangian je invariantni viéi infinitesimalni transformaci

§ = @i = 4681 68 = (T,)i¢6w’  pedl,....s) (134)

kde éwP je s-tice infinitesimalnich parametri nezavislych na soufadnicich a T} jsou linedrni
operatory na n-rozmérném prostoru obsahujicim vektory ¢, (Tp)é- potom znaci maticové elementy
k-tého operédtoru ve standardni bazi) nazyvané generdatory transformace; prikladem takovéto trans-
formace muze byt tieba ¢* = exp (wP(Tp))4¢’. V takovém pifpadé ifkdme, ze nase teorie je
invariantni vuci (globdlnim) kalibracnim transformacim.

Ptedpoklddejme od pocatku, ze uvazované transformace tvoii lieovskou grupu, tzn. ze generatory
TP jsou v jeji lieovské algebfie svazdny vztahem

[Tk, T1] = ¢y T; (135)
Invariantnost lagrangidnu vaci transformaci (134) znamend, ze

oL _ ., oL :

= e+ % 50.6)=0 ie{l,....n 136
Dosazenim 6¢* = (Tp)4¢7dw? a §(9,¢') = (Tp)5(du¢’)dw?P a uzitim vztahu pro derivaci soucinu
dostdvame

oL

0= {%(Tp)j-qﬁj + mgij;i)(Tp);(amj)}gwp — (137)
({55~ s G )09+ 5 (g T o =
- 507 (3,07 " )

pricemz posledni rovnitko plyne z platnosti Eulerovych rovnic pole. V piipadé potieby muzeme

nyni ziskat ke kazdému generdtoru (Tp)z» zachovavajici se ¢tyiproud:

oL o
J=—"(T),)L¢’
P B0 P
Nés ovSem vice bude zajimat situace, kdy dochazi k tomu, ze transformace pole neni v kazdém
bodé stejnd, jinymi slovy ze parametry w? jsou funkecemi souradnic w?(x) Zde uz je situace slozité&jsi.
Predné plati _ _ _ o
9udg" = 5Wp(Tp)3‘ (Oud’) + (8#5wp)(Tp)}¢J
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Tim pddem variace (136) piejde do tvaru

oL
= 26
oL - oL ; - oL -
= {55 Mo’ + W(Tﬁ;(%)}w + 570,97 OudNTo)s ! =
oL L
= ——(0,,0wP)(T,)% ¢’ 138
a(aﬂ(bz)( H )( P)]¢ ( )

pricemz posledni rovnitko je dusledkem platnosti vztahu (137). Vidime tedy, zZe tyto transformace
jiz nejsou symetriemi uvazovaného lagrangianu, nebot vyraz (138) jiz nenf obecné nulovy. Rikéme,
ze takovéto teorie nent lokdlné kalibracné invariantnd. (Lokélnost souvisi praveé s tim, Ze invarianci
narusuj{ prave transformace lokdlniho charakteru, tj. s koeficienty w? z&vislymi na souradnicich).
Pokusme se nyni zobecnit uvazovanou teorii takovym zpusobem, aby vyhovovala tzv. prin-
cipu lokadlni kalibracni invariance, tj. modifikovat ji tak, aby téz lokalni kalibra¢ni transformace
ponechédvaly lagrangian beze zmény.Pravé to je klicovy moment celé teorie kalibra¢nich poli a ma
dalekosahlé dusledky v celé moderni fyzice.
Vychézejme tedy z puvodni teorie s lagrangianem £ a uvazujme lokélni transformace typu

5L = 55 (T,)j6 0 + (67 (T)5(Bu6”) + (007 (T,)507 ) =

0
0(0,9?)

5¢" = (Tp)je dwP () (139)
K nim nalezi transformace slozek derivaci
969" = 0wP(T,)5(0,8") + (0, 0wP)(T,)5¢ (140)

kterd, jak vime, ma na svédomi naruseni lokdlni kalibrac¢ni invariance. Tu muZzeme zachrénit tak,
7e zavedeme m-tici dalsich poli A’* a zafidime, aby v novém lagrangianu piispévek v (138) od
tohoto pole vykompenzoval nepiijemny Clen kazici invariantnost. Pro popis takovéhoto systému
poli budeme uvazovat lagrangian tvaru

L(¢",0,0", A% ie{l,...,n}, ke {l,...,m} (141)

a transformaén{ vlastnosti poli ¢¢ ve vztahu (139) doplnime o predpoklad transformaénich vlast-
nosti nového pole A’ :
k kopnl k
OA" = 6wP (U, ) A" + C} 0,00 (142)
kde U, jsou linedrni operdtory (reprezentované opét maticemi ve standardni bazi se slozkami
(U,)F) piisobici na m-tici A’¥, C,’jp jsou koeficienty urcujici charakter transformace novych poli

v zdvislosti na tvaru koeficientti dw? respektive jejich derivaci 0,0w?. Konkrétni tvar U, a Cﬁ,p
bude urcen déle.
Lokalni kalibra¢ni invariance nové teorie vyzaduje, aby platilo

L OF oL
= 3¢ (0,0 DA

Odtud dosazenim (139),(140) a (142) dostdvame po provedeni soustavu rovnic (prvni ndlez{ koefi-
cientum u dw?, druhd koeficientum u 9,,0w? ):

oL

50,0 + §A® =0 (143)

oL’ oL’ oL’

TR T+ GEC (0,60 + 3 (U A =0 (141)
oL oL .
30,0 7)i? T g Cnr = (145)
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Z téchto rovnic bychom radi ziskali explicitni zavislost £’ na A’*. To oviem znamend, Ze linedrni
soustava (145) musi byt fesitelnd vzhledem k parcidlnim derivacim %. To lze splnit jen tehdy,
bude-li matice této soustavy , tj. matice

1 1
Coi - C3,
D .= : : :
m m
0,1 - 3,

¢tvercova, tzn. pocet poli A’* musi byt roven poctu kombinaci i, p a to lze pouze tehdy, plati-li
= 4s. (Navic matice D musi byt invertibilni, tj. reguldrni.) Celkem to tedy znamend, ze
pocet komponent pole A’ roven ¢tyindsobku poctu generdtoru kalibracni transformace, neboli ke
kazdému generdtoru T,médme jedem Ctyfvektor APH. Zavedme proto jesté namisto m poli A% s

poli-¢tytvektoru AP* vztahem
AP# = (CTHPH AT (146)

(Matice (C~1)P* je inversni k matici D,pficemz zachovdvame logickou strukturu koeficientu tak,
ze plati (C™1)P*CL | = 6.) Pomoci néj mizeme napsat (145) ve tvaru

oL’ oo
500,57 T On) & 5 g =0 (147)

Co to znamend ? Rovnice (147) ndm vlasné fikd, ze v novém lagrangidnu se muzou nové pole A
objevit pouze ve vyrazech typu

8(;51

D¢’ = — (Ty)j¢" APH (148)

(bude-li tomu tak, je (147) splnéna automaticky). Transformacni vlastnosti pole A budou tim
padem

SAPH = w"(CTHP “(UT)foqu”’ + 0,0w? (149)
Navic lagrangidn musi mit tvar
L6 B A7) = £'(6, D) = £7(65, D2 (T, )i 4m) (130)
s Y ) - s - ’81'“ PJj

Za téchto podminek tedy bude teorie popisovand pomoci £ lokdlné kalibracné invariantni. Naleznéme
nyni explicitni tvar funkce £”. Podminky na derivace £ a £ dévaji

oL’ oL oL”

95 9o oD ¢J)( ;AT =0 (151)
oL oL’
3(0,6) (D) (152)
0L | 0L (q)igi(c et =0 (153)

S —
9A% " (D, ¢

Dosazenim téchto vyrazu do (144) ziskdme rovnici pro findln{ lagrangian £

oL i oL 85’ AT —
aﬁ// J aﬁ// ;
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oL’ j j -1 kel j
+W¢qu’V{[Tp, TyJ;08 — (C77)"(Up)i Cyu(Tr)j} =0 (154)
Vsimneme-li si, Ze prvni dva Cleny jsou formélné shodné s rozpisem variace puvodniho lagrangianu,
pouze s tim rozdilem, ze na misté, kde puvodné staly obycejné derivace nyni vystupuji kovariantni,
muzeme ué¢init dulezity zaveér : Zaménime-li v puvodnim lagrangidnu zcela formalné obycejné
derivace 0, kovariantnimi, tj. postulujeme-li platnost vztahu

L"(¢",Dyug") = L(¢",D,9") (155)

staci pro lokalni kalibra¢n{ invariantnost £” jiz jenom vynulovat tieti ¢len v (154), ¢imz zdroven
ziskame explicitni vyjadieni nezndmych koeficientu C; , a operdtoru U,.:

[Ty, TyJ50% — (C71)"(U,)I Cy, (T); = 0 (156)
neboli po zavedeni strukturnich kontant
[cpg0% — (CTH"(U,)[ Cy L I(Tr)5 =0 (157)

coz vzhledem k linedrni nezavislosti operatoru T, ddva vztahy pro Cg pa Up

(C™H"(Up)iCq = gl (158)

pqg-v

7 tohoto vztahu dostaneme jiz konkrétni tvar transfromacnich vlastnosti kalibra¢nich poli defino-
vanych vztahem (149)

SAPH = 5w (C™HPH(U,)FCL A + 0,6wP = dw" P 6 AT + 9, 6wP (159)

coz kone¢né dava
SAPH = sw"cl ATH + 0, 00P (160)
Shrneme-li celou situaci, dospivdme od poc¢dteéniho vybéru kalibra¢ni grupy (pomoci jeji Lieovy
algebry tvofené generatory T; svdzanymi komutatorem (135) ) az ke konkrétnimu tvaru lokédlne
kalibra¢né invariantni teorie, jejiz lagrangian je urcen vztahem (155) a transformacni vlastnosti
v ni vystupujicich poli jsou urceny vztahy (134) a (160). NaSe préace vsSak jesté zdaleka neni
u konce. V lagrangidnu £(¢%, D,¢") totiz viibec nevystupuji derivace kalibra¢nich poli AP, coz
znamena, ze pouzitim Eulerovych rovnic neziskdme pro kalibra¢ni pole diferencialni rovnice, ktera
by popisovaly jeho ¢asovy vyvoj, nybrz pouze vztahy odpovidajici jakymsi “vazbam”. Stévajici
lagrangian je tedy nutné doplnit o vyrazy, jez tuto nepiijemnost odstrani, o tzv. kineticky clen;
oznacme si jej Loy .
Zakladnim pozadavkem, ktery na Ly nalozime, bude jeho zdvislost na polnich funkcich pouze

do pronich derivact , tj
Lo(APF 9, APH)

Pozadavek invariantnosti £y znamena, ze musi platit

9Lo D 9Lo Doty —
aAzw(;A + 8(81,141””)5(&’/1 )=0 (161)

Dosazenim vztahu (160) a jeho derivace dostaneme z linedrni nezavislosti dw” , 0,0w” a 9,0,0w"
trojici vztahu

OLo p pqwm 0Lo -
oA A i, vy O AT =0 (162)
0Ly 0Ly
"G = 1
EYT 3(3#Ar,u)cpq 0 (163)
0L, 0L __, (164)

8(0, Ap) " 9(0, AP
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Ze vztahu (164) snadno ziskdvdme, ze derivace kalibra¢nich poli mohou v £y vystupovat pouze
spole¢né ve ¢lenech tvaru

Aﬁw] = 0,A"" — 0, AP (165)
Rovnici (163) pomoci této kombinace muzeme piepsat ve tvaru
0L 0L
— rATY =0 166
OAPH 5(%14[2 4l ) Cpq ( )

Aby byla tato rovnice splnéna, muzou se v Ly vyskytovat derivace a pole pouze v kombinacich

typu
Fo, = AP | — ch (ABHATY — ATV ATH) (167)

(K nahlédnuti kalibra¢ni invariantnosti clent s 7, viz té7 (5.6).) Snadno se mizeme presvedcit,
ze za téchto podminek je jiz rovnice (162) splnéna automaticky.

7.2 U(1) invariance a klasicka elektrodynamika

Nejjednodussim piikladem zavedeni lokalni kalibra¢ni invariance do teorie je ptipad, kdy vybirame
abelovskou kalibra¢n{ grupu U(1). Uvidime, ze tato kalibrace odpovidd zavedeni elektromagnetické
interakce do stavajici teorie.

Mgjme tedy teorii popisujici nabité (a tudiz komlexni) pole ¢ s lagrangidnem tvaru

L(},¢",0ud,0u¢") (168)

Predpoklddejme na pocdtku globélni U(1) kalibraéni symetrii, tj. invariantnost tohoto lagrangidnu
vuéi transformacim

p—¢ =e“p weR (169)
Infinitesimalni transformace jsou tudiz tvaru
0p = ipdw (170)

Lieovskd algebra komutativni lieovské grupy je trividlni (tim mdme na mysli, ze strukturn{ kon-
stanty jsou vSechny nulové). Pfejdeme-li nyni k predpokladu, ze koeficienty transformace w
zdviseji na soufadnici tj. w = w(z), musime ve shodé s predchdzejicim paragrafem zavést jedno
¢tyfkomponentni pole kompenzujici ¢leny kazici invariantnost; nazvéme jej A*. Podle (160) se
musi nové pole transformovat zptsobem

san — @) (171)
Oz,
abychom po nahrazen{ obyé¢ejnych derivaci (v lagrangidnu) kovariantnimi
O — Do = Do — 14" (172)

ziskali teorii, kterd jiz je lokalné kalibra¢né invariantni. Jesté zbyvéa dovybavit tuto teorii kinet-
ickym élenem Ly nového pole A¥. Opét jelikoz U(1) je abelovskd, zjednodusi se tvar obecného
¢lenu na konkrétni zévislost
0AY QAW
Lo=Lo(Fuw),  Fuw =50~ 5 (173)
Obvykle se interakce pole A* voli tzv. minimalnim zptsobem, tj. tak, ze findlni lagrangian je
tvaru

1
L£(9,¢" Dudp, Dud™) + T Fu F™ (174)
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Podle teorému Noetherové je mozno snadno ziskat zachovédvajicise ¢tyfproud: étyfvektor k#v ()
m4 v nasem konkrétnim ptipadé (jedno pole, jednoparametrickd grupa symetrie ) tvar

. or
S (8Dm¢ ~ D, ) (175)

a odpovida skute¢nému ¢tyiproudu z teorie elektromagnetického pole.

7.3 Neabelovské symetrie - kombinovana SU(2) ® U(1) invariance

Zde se zminime o konstrukei kalibraéni teorie, v niz kromé piedchozi “hyperndbojové” U(1) kali-
brace zavedeme jesté dalsi, tentokrat jiz neabelovskou kalibraci uréenou grupou izospinovych trans-
formaci SU(2). Tato konstrukce neni samotucelnd, opfeme se o ni v paragrafu vénovaném Stan-
dardnimu modelu.

Jelikoz pozadovand SU(2) @ U(1) kalibraéni grupa méa tvar tenzorového souéinu, lze provést
kalibraci “po ¢dstech”, tj. nejprve U(1) a potom SU(2). Vychdzejme proto z jiz hotové U(1)-
lokélné kalibra¢né invariantni teorie popisované v piedchazejicim paragrafu. Aby vibec mélo
smysl zavadét izospin, predpoklddejme, ze pole ¢ z (168) je alesponi dvoukomponentni. Méjme
tedy U(1)-invariantni lagrangidn

3 i 7 7% 1 v
L(¢", 9", Dud", Dug™) + L Fu I (176)

Pro vytvofeni SU(2) invariance musime opét zavést tii nova pole BL, (jejich pocet odpovidéd poctu
generdtoru SU(2) ), jez se transformuji ve shodé s (160) zptisobem:

0B, = 6w’ €;ji Bldw! + 06w’ (177)

a dale pfejit od U(1) kovariantnich derivaci D, k SU(2) ® U(1) kovariantnim

D¢/ =Du¢’ —irBl,¢) = 0u¢’ —iA'¢ —ir; B¢/ (178)
Jesté dodame kineticky ¢len
1 1 Ny
Lkin B, = _ZGHVG o (179)
kde jsme podle (167) oznacili
Gl =Bl — eijk(B)BY — B)BY) = 0,B}, — 0, B}, — €i;i(B}, B}, — B} B} (180)

Po téchto krocich je jiz celkovy lagrangian
7 L% 7 7% 1 v 1 1 j pv
L(@* ¢ ,D;Lqﬁ ,D;Lqﬁ ) — ZFWFH — ZGfWG“‘ (181)
SU(2) @ U(1) lokélné kalibra¢né invariantni.

7.4 Poznamky

Na zaveér této kapitoly bychom se méli zminit o tom, Ze nastinény mechanismus poskytuje jistou vol-
nost pii konstrukci konkrétni teorie. Snadno lze napt. nahlédnout, ze ve vyrazech definujicich ko-
variantn{ derivace, tj. napf v (178) mtzeme doplnit multiplikativni konstanty ke ¢lenu s generdtorem,
tj. psat _ _ _ o

D’quj =0, —ig A'¢’ — igTi B¢’ (182)
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pri¢emz je ovSem nutno provést kvili zachovani kalibra¢ni invariantnosti zménu i v transformacnich
vlastnostech kalibracnich poli, tj. v pfipadé modifikace (182) musime namisto (171) a (177) psat

1
6" = — 0w (183)
) . 1 )
§B;, = 5wfeijk355wﬂ—§auawz (184)

a v piipadé neabelovské kalibraéni grupy vystoupi multiplikativni konstanta i v definici (180)
G, = 0.B} — 0,B}, + geijx(B)BS — B} B) (185)

Vhodnou volbou téchto konstant se pak muzeme pokusit takovyto model “nafitovat” na exper-
imentélni data, jako jsou naptiklad hmotnosti jednotlivych ¢astic (viz napiiklad v kapitole (?7?)
vyjadeni hmotnosti bosontt W*.Z a A).

8 Doplnky

8.1 Zakladni vlastnosti nékterych grup symetrie

V tomto paragrafu budou uvedeny zakladni poznatky teorie grup aplikované na piipady grup
zminovanych v této praci a jejich maticovych reprezentaci.

8.1.1 Grupa vlastnich ortogondlnich transformaci SO(n)

Grupa O(n) vSech ortogonélnich transformaci n-dimenzionalnfho prostoru R™ je definovéna jako
mnozina vSech transformaci, které transformuji vektory v R™ zpusobem

¢ — ¢ = Z Ciio;
=

pii zachovan{ jejich normy, tj | ¢ ||=|| ¢’ ||. Jednd se tedy o linedrni transformace. Z definice
normy plyne

¢ 11°= " ¢i¢; = > CijCirds;n
i=1 Gok=1

tj. v maticovém zdpise ( bereme slozky ¢ ve formé sloupcového éiselného vektoru )
16" = ¢;" ¢ = ¢"CTCo

coz méa byt rovno || ¢ ||? a to je mozné pouze tehdy, bude-li CTC = I, tj. matice C musi byt
ortogondalni.Podgrupa SO(n) CC O(n) je tvofena témi ortogondlnimi maticemi, pro néz navic
plati jesté detC = 1 ; jsou to tzv. vlastni ortogondlni transformace. Tyto matice odpovidaji
obycejnym rotacim soufadného systému podle pocatku. Jaka je dimenze prostoru matic grupy

o ys

SO(n) ? V tomto piipadé je nejjednodussi nalézt primo jeho bazi. Definujeme-li

coSw ... sinw
Cij(w) := : I : i<j, jed{l,...,n} (186)

—sinw ... cosw ... —3j

[
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ziskdme n(n—1)/2 nezdvislych matic, které predstavuji jednotlivé rotace v rovinach uréenych osami
i, 7. Lze dokdazat, ze libovolna rotace kolem pocatku se da slozit z téchto dil¢ich rotaci. Mnozina
matic C;; tedy generuje grupu SO(n). Jelikoz se jednd o spojitou grupu, existuji hermitovské
matice L;;, jez vztahem

Cij(w) = e~

generuji libovolnou rotaci C;;. Tyto generdtory maji tvar

Lij =1 = (Lij)kl = 7’5‘(51']@5]'1 — 51'15]']@) (187)

8.1.2 Grupa hypernaboje U(1)

Grupa U(1) nazyvand téz nékdy grupou hyperndboje je prikladem abelovské grupy symetrii. Je
definovana jako mnozina vSech komplexnich ¢isel lezicich na jednotkové kruznici v C opatfena
standardnim nasobenim. Nejjednodussi parametrizace se obvykle zapisuje ve tvaru

geUl)=g=¢" weR

Jednd se tedy o spojitou jednoparametrickou grupu s generatorem ¢. Z vlastnosti exponencidly,
kterd pfevadi grupové ndsobeni na s¢itdni v prostoru parametru, vidime, ze U(1) je abelovska.
Lieovskd algebra této grupy je tudiz trividlni (v tom smyslu, Ze jeji prvky komutuji)
Rikdme-li, Ze néjaka teorie je U(1) invariantni, znamen4 to, ze lagrangian se nezméni pii transfor-
macich tvaru

¢ — ¢ = e (188)
Odpovidajici infinitesimalni transformace mé tvar

56 = iwe (189)

Pouzitim goniometrického zapisu komplexnich ¢isel vidime, ze U(1) je izomorfni grupé vsech rotaci
v roviné R?

U(1) = 8S0(2)

8.1.3 Grupa izospinu SU(2)

Podobné jako v piipadé spinu lze na neutron a proton pohlizet jako na dva nabojové odlisné
izotopické stavy jediné ¢éstice - nukleonu. Sdruzuji se proto v tzv. izotopicky dublet, a prechodum
nukleonu mezi témito dvéma stavy napt. pri interakci s m-mezonem odpovidd “promichavani”
jeho slozek. To se déje pravé pomoci generdtoru grupy SU(2). Samotnd SU(2) je definovdna
jako grupa v8ech dvojrozmérnych unitarnich matic s jednotkovym determinantem. Tim je uréeno,
ze existuji pouze 3 nezavislé parametry, mame tedy trojdimenzionilni lieovskou grupu. Po jejim
“vyderivovani” ziskdme generatory o;, i = 1, 2, 3, které vyhovuji komuta¢nim relacim

l0i,05] = ieijro (190)

Matice o; se nazyvaji Pauliho matice a plati :
0 1 0 —i 1 0
“1:(1 0)’ 02:(1' 0)’ “3:(0 1)’ (191)
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8.2 Diracova rovnice

Schrédingerova rovnice velmi dobie popisuje kvantové déje probihajici na drovni atomu ¢i molekuly
v béznych nerelativistickych pfipadech,ale pro pfesnéjsi popis ¢astic (zejména pfi vyssich, mnohdy
relativistickych energiich) se vétsinou nehodi. Je tfeba pouzit jinou vinovou rovnici, a ji je préave
Diracova relativistickd vinovd rovnice. Na rozdil od konstrukce Schrodingerovy rovnice vychézime
z relativistického dispersniho vztahu pro de-Broglieovy viny ve tvaru

2

_ p202 4 m204
c2

Podobnym postupem jako u puvodni Schréodingerovy rovnice se dopracujeme k tzv. Klein-Gordonové
TOUNICE

(O+m*y =0 neboli (0,0" +m?)h =0 (192)
(zde pokldddme i = 1, ¢ = 1), jez je ovSem rovnici druhého faddu ve vsech ¢tyfech proménnych.
Jak ukédzal P. Dirac, je mozné nékterd feseni této rovnice ziskat jako feSeni jednodussi rovnice
prvniho fddu, a to jakymsi formélnim roztrzenim Klein-Gordonova operatoru v (192) na souéin
dvou jednodussich. Postulujeme-li totiz, ze plati

(0,0" = m*) = (i7" 0y + m) (i7" 0y — m) (193)

pro néjaké zatim neznamé maticové koeficienty v*, prevede se nase uloha na problém jejich nalezeni.
Roznédsobenim a porovnanim koeficientl u jednotlivych 0, dostaneme rovnici

¥'4#0,0,, = 0,0" = g""0,0, (194)
Predpokladdme-li ziménnost 0,, a d,, dostavame dulezity vztah pro antikomutator
Y+ = 29" (195)

kde I je jednotkova matice zatim neznamé dimenze n. Lze ukazat, Zze tato soustava maticovych
rovnic mé feSeni pro n minimdlné 4, tj. nejjednodussi matice v* spliujici vztah (194) jsou
¢tyfdimenzionalni.

Tim se ndm podatilo “rozstépit” puvodni Klein-Gordoniv operdtor na soucin (193). Muzeme
tedy ucinit zaveér, ze kazdé feSeni rovnice

(99— m)d = 0 (196)

je rovnéz feSenim puvodni Klein-Gordonovy rovnice. Rovnice (196) se nazyvéa Diracova rovnice a
jeji feeni se interpretuje jako vinové funkce popisujici ¢astici o hmotnosti m.

V piipadé, ze jsme na plochém prostoru, kde metricky tenzor ma diagonalni tvar, dostavame
feseni (194) napiiklad (az na podobnostni transformace) ve tvaru

I 0 ; 0 —of
70:(0 I)’ 7JZ(fﬂ 0 ) 1o
kde o7 je obyéejné j-t4 Pauliho matice. Zvlastni vyznam mé téz matice
. 0 I
A5 = iy Oy ln2e8 = < I 0 )

jez antikomutuje se vSemi ostatnimi v#. Tim paddem napf. (po vyndsobeni Diracovy rovnice zleva
y°a prokomutovani) plat{
(17" +m)y* =0 (198)
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ale zaroven

(70, — ) =0 (199)

Chceme-li popisovat ¢dstici nulové hmotnosti (napf. neutrino), redukuje se tato soustava na tvar
—iv0,7° =0

0,4 =0 (200)

jez méa dvé nezévisld feseni feseni spliwujici vztah %y = 4. Libovolny stav v je proto mozno
rozlozit na levo a pravostranou komponentu zpusobem

1—75 1+’ys
5 Y YR = 5

Y=v¢r+¢Yr kde 9= (0
pritemz ¢, a ¥ jsou projekce na vlastni podprostory v° a 1(1—~°) a 1(1++°)jsou odpovidajici
projekéni operatory.

Fyzikélné tyto stavy interpretujeme jako orientaci spinu v zavislosti na sméru pohybu ¢astice,
tj. @1 pro stav se spinem ve sméru pohybu, ¥r proti sméru pohybu ¢éstice.

Mame-li tedy napfiklad popisovat ¢astici nulové hmotnosti se spinem ve sméru pohybu, mizeme
bez jmy na obecnosti pouzivat zapis ¥ = %(1 —7%)o.

36



References

1]

2]

Utiyama,R.: Invariant teoretical interpretation of interaction. Physical Review, 101, 1597
(1956).

Coleman,S.:Secrete symmetry : Introduction to spontaneous symmetry breaking in gauge
theories z knihy Laws of hadronic matter(proceedings of the 11th Course of the Etore
Majoranta International School of Subnuclear Physics), ed. A. Zichichi, Academic Press,
1975.

Kuvantovaja téoryja kalibrovoénych polej, ed. N.P. Konopleva, Mir, Moskva 1977.
Formének, J.: Uvod do kvantové teorie, Academia Praha 1983.
N.N.Bogoljubov, D.V.Sirkov: Vvedénie v téoriju kvantovanych polej. Nauka, Moskva 1973.

Altarelli,G.: Phenomenology of Flavordynamics z knihy Quantum Flavordynamics, Quan-
tum Chromodynamics and Unified Theories, eds. K.T. Mahanthappa, J.Randa, Plenum
press, New York , 1980.

Levinson N., Coddington E.A. :Theory of ordinary differential equations, McGraw-Hill
Book Company, Inc., New York, 1955.

37



