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1 Uvod

Jednim z nejvétsich problému soucasné fyziky elementarnich ¢astic je otdzka existence tzv.
Higgsova bosonu. To je ¢astice, jejiz zavedeni je z teoretického hlediska nezbytné pro konsis-
tentni poruchovou formulaci teorie snazici se o popis elektroslabych interakei, jedné z dulezitych
soucdsti tzv. Standardniho modelu. (Bez piitomnosti interakce s higgsovskym skaldrem nejsme
schopni zkonstruovat teorii s hmotnymi vektorovymi bosony, jez by v prvnim fadu poruchové
teorie (na stromové drovni) spliiovala podminku unitarity, nebot by existovaly procesy, jejichz
amplitudy by v asymptotické oblasti energii vykazovaly linedrni divergence (blize viz [5])).

Standardni model (SM) bohuzel vsak pro hmotnost Higgsova bosonu neddvé zddnou piimou
piedpovéd. Napiiklad v tzv. Minimélnim standardnim modelu vybudovaném S.Glashowem,
A.Salamem a S.Weinbergem v prubéhu 60. let je hmotnost Higgsova bosonu dana vyrazem
m?, = 2X\v?, kde v? je s vdzdno s tzv. Fermiho vazbovou kostantou G vystupujici v pivodni
kontaktni teorii ze 60. let (a jejiz hodnotu zndme) vztahem v? = (Gr+/2)~!; nic podobného se
ale ned4 fici o hodnoté konstanty A. Z technickych pozadavku “fadného” chovani poruchovych
rozvoju lze sice stanovit jistou hranici, jiz by velikost této konstanty neméla piekrocit, aby
poruchova formulace neztratila smysl; s tim souvisi dalsf problém - nakolik je vubec technicky
pozadavek poruchové renormalizovatelnosti fyzikalné relevantni.

Dnes tedy bohuzel pro konstantu A nem&ame nic presnéjstho nez horni mez, kterda dava
maximalni hmotnost Higgsova bosonu fadu nékolika stovek GeV.

Dalsi nebezpedi se skryva v tom, ze lze formulovat celou tfidu modelu, které budou spravné
popisovat jiz pozorované, tj. napiiklad hmotnosti W a Z bosonti, budou se vak od puvodniho
GWS modelu lisit strukturou Higgsova sektoru a predevsim jeho bohatosti. Pfirozené se naskyta
otéazka, jestli i v ptipadé, ze by se v pfirodé nerealizoval Minimélni standardni model ale néjaky
z jeho “bohatsich piibuznych”, mame nadéji ocekavat existenci Higgsovych ¢édstic na energetické
urovni technicky dosazitelné v rozumném casovém horizontu. Poznamenejme, Ze soucasna
experimentalni hodnota hmotnosti Higgsova bosonu je nade v§i pochybnost vétsi nez 77 GeV.

V této praci bych se chtél vénovat nékolika ¢lankum z 80. let, které souviseji s danou
problematikou, zejména pak odvozeni v nich prezentovanych sumacnich pravidel pouzivanych
pro stanovovani mezi hmotnosti Higgsovych bosonu v konkrétnich zobecnénich Miniméalniho
standardniho modelu.

2 Zobecnéni Standardniho modelu

Formulace ptuvodn{ GWS teorie byla provedena v jistém smyslu “minimalnim zpusobem” (odtud
pochdzi ¢asto uzivané oznaceni Minimélni standardni model (MSM) ). To ovSem neni jedind
moznost (ani v rdmci poruchové formulace), jak konstruovat teorie elektroslabych interakei, jez
ve svych hlavnich rysech ddvaji predpovédi shodné s puvodnim GWS modelem.

Jednou z moznych cest je zobecnéni Higgsova sektoru teorie. Jelikoz pravé tato ¢dst stan-
dardniho modelu je experimentdlné probaddand nejméné (véetné skutecnosti, zda vubec Higgsuv
boson existuje), nejsme pii konstrukei zobecnénych modelu pFilis omezovéani pozadavky na jeho

konkrétni strukturu a bohatost. Obvykle se pozaduje, aby spontdnni naruseni symetrie ve spo-



jeni s Higgsovym mechanismem dévalo spravné hodnoty experimentalné jiz zméfenych veli¢in
jako jsou tfeba hmotnosti intermedidlnich vektorovych bosonu a pod. Rozsifeni spliiujici tuto
konkrétni podminku zkonstruovat lze, jak bude naznaceno ve zbytku tohoto paragrafu. Otézka,
které z nich ve skutecnosti nejlépe popiSe co mozna nejvétsi mnozstvi experimentalnich dat a
tim vnese trochu svétla do struktury Higgsova sektoru, musi byt zatim ponechana dalsim ex-
perimentum.

Dals{ intenzivné studovanou moznosti rozsiteni SM je tiida tzv. supersymetrickych modelt,
které obohacuji puvodni teorie jesté vyraznéji, coz na spektrum hmotnosti Higgsova sektoru
muze mit téz velky vliv.

Co se tedy stane v piipadé, Ze se v pfirodé koneckoncu nerealizuje puvodni miniméaln{
(tfeba ve smyslu bohatosti Higgsova sektoru) GWS-model, ale né&jaky obecnéjsi ? Budou i
nadale duvody vérit, ze stejné jako v MSM 1i zde existuji dostateéné lehké Higgsovy céstice,
jejichz hmotnosti budou alespon teoreticky na urovni dosazitelné na soucasnych urychlovacich
nebo na aparaturach ne p#ilis vzdalené budoucnosti ?

Obsahem této prace bude diskuse jednoduchych algebraickych schémat, kterd si kladou za
cil podpofit argumenty pro dalsi experimentalni hledani Higgsovych ¢astic. Vyplyva z nich, ze
v kazdé “rozummné” teorii s rozsirenym Higgsovym sektorem je duvod ocekdvat existenci alespori

jednoho Higgsova bosonu s hmotnosti “na drovni slabé skdly”, tj. tadové stovek GeV.

2.1 Hmotnost W a Z bosonu v modelech s rozsitenym Higgsovym
sektorem

Uvazujme néjaky z modelt s rozsifenym Higgsovym sektorem, tj. az na bohatost Higgsova mul-
tipletu a odpovidajicim zpusobem modifikovanou Yukawovskou interakci shodny s puvodnim
GWS-modelem. Necht tento multiplet obsahuje n komplexnich skaldrnich polf (v GWS-modelu
n = 2), tj. pfipiSme mu izospin T' = %(n —1). Déle mu piifadme slaby hypernaboj Y takovy,
aby platilo Y € {-T,...,T}; to md mimo jiné za nésledek, ze jedno z poli multipletu bude
neutralni a tudiz anihilovano operatorem néboje T5+Y .V piipadé zakladniho stavu s nenulovou
pravé touto komponentou to odpovidd naruseni ptuvodni plné SU(2) ® U(1) na zbytkovou tzv.
U(1)em symetrii, jejimz dusledkem je “preziti” zdkona zachovani elektrického ndboje, coz je
obvykle formulovano jako jeden z obecnych pozadavki.

ZapiSme nyni tu ¢ast lagrangianu této teorie, pomoci niz se generuji hmotové ¢leny inter-

medidlnich vektorovych bosonu (viz napf. [10]):
T = oy (igALT; +ig' B.Y )(—igA?"Tj — ig' B"Y ) o (1)

Jednotlivé symboly maji ndsledujici vyznam: g a ¢’ jsou vazbové konstanty odpovidajici po
fadé kalibraénim grupam SU(2) a U(1), AfL a B, jsou komponenty kalibra¢nich poli, operatory
T; tvoii reprezentaci algebry su(2) na prostoru dimenze n, Y je operdtor slabého hyperndboje
a kone¢né symbolem ¢y jsme oznacili vektor minimalizujici Higgsovsky potencial, konkrétné
gbg) = %(O7 ey 0y...,0). (Tato ¢dst lagrangidnu vznikd z lokdlné kalibra¢né invariantniho
kinetického ¢lenu ¢TDLD“¢ poté, co se docili “naruseni symetrie”.) Pouzitim relaci

1
§{T+,T_} =T24+T}=T?-T} | Tsgpo=-Ydo a ¢§Tico=0 (2)



upravime vyraz (1) postupné do tvaru

2
L= @[5 (AL —iAZ)(A 1 i A2 H{Ty T} + (gA3 — ¢'B,)(gA" — ¢’ BH)T§]¢g =
= CRT(T+1) — YW, W+ % (g + ¢°)Y2Z, 2" 3)

kde jsme zavedli obvyklym zpusobem

Al £4iA2
wt=_% R a Z,= COSHWA/?; —sinfwB,, cosby = 9 (4)

a V2 Vg +g?

V tomto vyrazu jiz snadno identifikujeme hmotnosti intermedidlnich vektorovych bosoni:

2
my = S o[0T +1) = Y]

2

v 2
my =5 (9" + )V (5)

DN =

Pozadujeme-li, aby tento model spravné reprodukoval experimentalni fakt, ze
m2, = m%cos Oy (6)

znamena to, ze je nutné, aby

T(T+1)-3Y?=0 (7)

tj. na zacatku musime vybrat takovou konfiguraci Higgsova sektoru (izospin,slaby hyperndboj),
kterd spliuje (7). Kromé dvojice (T,Y) = (%, —%), kterd popisuje Higgsuv sektor puvodniho
GWS-modelu, m4 tato rovnice i dalsi feseni, napi. (3,2) (blize viz [8]).

Z hlediska splnéni pozadavki na hmotnosti intermedialnich vektorovych bosont tedy opravdu
existuji jiné konstrukce modelu elektroslabych interakci, mezi nimiz nejsme na soucasné irovni
poznatki schopni rozhodnout. To znamend, Ze otdzka existence dostateéné lehkého Higgsova
bosonu v obecnéjsich teoriich neni pouze akademickou zélezitosti a muze se ¢asem ukazat jako

velmi dulezit4.

3 Vztah komplexni a realné parametrizace Higgsova sek-

toru

Ve vétsiné monografii zabyvajicich se problematikou standardniho modelu je k popisu Higgsova
sektoru pouzita komplexni parametrizace, tj. Higgsovo pole vstupuje do lagrangidnu ve formé
komplexniho multipletu ( v konkrétnim pifpadé puvodniho GSW-modelu jako komplexni dublet
), jemuz je pFipisovédn isospin T = %(n —1), kde n je potet komponent zminovaného multipletu
a slaby hypernaboj Y takovy, aby existovala neutralni komponenta.

Na druhé strané vsechna sumaéni pravidla prezentovand v této praci jsou odvozovana pomoci
parametrizace realné, proto povazuji za dulezité zminit se alespon kratce o souvislosti téchto
formulaci.

Obecné se vlastné jedn4 o konstrukei néjakého zobrazeni C* — R2" a reprezentace kalibra¢ni

grupy na R2" a to takové, kterd bude reprodukovat algebraickou strukturu ptivodniho modelu.



Méjme tedy obecny vektor ® € C" a definujme zobrazeni ¥ : C™ — R?" ptedpisem

Re<I>1
P, )
b,
vl o |=| R (8)
: Im®,
®,
Im®,,

coz je asi nejsnazsi realna reprezentace komplexni n-tice. Pro zkraceni zapisu se ddle omezme na
piipad n = 2, tj. dublet; ostatni piipady se dostanou naprosto shodnym zpusobem. V&imnéme
si nejprve, ze pro VU sice plati U(z + y) = ¥(z) + ¥(y) (tzn. je aditivn{), ale homogenni, tj.
U(azx) = a¥(x) je pouze pro « redind. To oviem znamend, Ze pro reprezentaci algebry su(2),
kterd pusobi na puvodnim komplexnim dubletu pomoci 7; = %ai (0 jsou Pauliho matice) a
mé ryze imagindrnd strukturni konstanty je nutno odpovidajici reprezentaci 7; na R* definovat
zpusobem

TV (P) := iV (—ir; ) 9)

Pouze tehdy totiz bude mozno zajistit, aby platilo [7;, 7;] = i€;j57k, coz je podminka repro-
dukovéni puvodni algebraické struktury. (V piipadé “naivni” definice tvaru 7,9 (®) := ¥(r;®)

nebude mozno “protdhnout” imagindrni strukturni konstantu pies ¥.) Nyn{ muzeme psat
[711', 7:]]\1/(‘1)) = (%ﬂtj — 7~'J7~'1)\I’((I)) = —\P(—[Ti, Tj]‘I’) = —q/(—iGijka(I)) = ie,-jk%k\ll(@) (10)

Jak vypadaji konkrétné matice 7; 7 Uvazime-li, ze

P Re® Im®
7217'1' ! = 7Z‘(Re7'i -+ Z.IIHTZ') e™ +Z e =
Dy Re®s + iImP,

= <{ Rer; Ty + Imm; Re®, + 1< —Rer; Redy + ImT; T, (11)
Im(I)2 Re(I)2 Re<I)2 Imq)g

muzeme pomoci (8) prepsat definiéni vztah (9) do podoby

FU(D) = i ( Im7; Rer; > (D) N =i ( Im7; Rer; ) (12)

—Rer; Imm —Rer; Imr;

Vidime tedy, Ze pro zvolenou parametrizaci (8) md odpovidajici redlnd reprezentace jednodu-
chou maticovou strukturu (konkrétnéji pro pripad MSM viz napf. [9]).

Zobrazeni ¥ navic zachovava normu, tj. piimo z definice dostavame

U(0)I I (0) = i(Re@f + Im®?) = '@ (13)

=1

a déle tieba

U(D) (7)) 70(D) = U(—ir®) W (—ir;®) = (—ir; @) (—iry;®) = &T® = U(®)T (D)  (14)



coz zarucuje su(2) invarianci obrazii kvadratickych vyrazii ®f®, z nichz je vybudovan piivodni

samointerakéni potencial Higgsovych poli.

s vz

Dalsi véci, kterou budeme potiebovat, je vypocet hmotnosti ¢astic Higgsova sektoru z ex-
plicitniho tvaru interakéniho potencidlu V', jenz je redlnou funkci poli ®; komlexntho multi-
pletu ®. V lagrangidnu popisujicim systém téchto komlexnich skaldrnich poli necht vystupuje
V' zpusobem

L=0,00"'d - V(®) (15)
Pouzijeme-li obvyklou parametrizaci
d)l + 7:(;52
1
d=— : 16
el (16)
¢ n— _|’_ Z¢ n

automaticky dostaneme spravné normalizované kinetické ¢leny jednotlivych redlnych kompo-

nent ¢' v lagrangidnu, ktery vznikne z ptivodniho piechodem od ®; k ¢;:

1 . .
L= 50.0'0"¢" = V(9) (17)
Hmotové ¢leny ziskame Taylorovym rozvojem V v okoli minima ¢
1 » .1 9%V , ,
_ YN o 7 o J

. . . , . /0 , 2 B9V
a néslednou diagonalizaci tzv. matice kvadratu hmotnosti M = 557557 lbo

4 Sumacni pravidla

4.1 Polynomialni potencialy

Obsahem tohoto paragrafu bude odvozeni horni meze pro hmotnost nejlehéiho Higgsova bosonu
v obecnych modelech, v nichz méa potencidl popisujici interakci higgsovského sektoru poly-
nomialni charakter. Piikladem takovéto teorie muze byt tfeba Minimdlni supersymetricky
standardni model (MSSM), pro néjz v zavéru odvodime konkrétni pravidlo. Budeme vychézet
z prace [1], jez se jako prvni zabyvala touto problematikou, ale kterd neobsahovala pfesnéjsi

matematickou formulaci problému.

Uvazujme teorii popisujici systém N redlnych skaldrnich poli ¢¢, i € N , které usporadame
do N-komponentniho vektoru ¢. Necht lagrangidn tohoto systému ma tvar £ = Lo + V, kde
V : RN — R je samointerakéni potencial tvaru polynomu nejuyjse éturtého Fddu ve @', ktery
je invariantni vaéi pusobeni néjaké N-dimenzionélni reprezentace T Lieovy grupy symetrie G
na ¢. Dale o V predpoklddejme, ze plati lim|jg||—o V(¢) = 400, coz napi. jiz staci pro
existenci minima (ne nutné ostrého); ozna¢me vektor, v némz V tohoto minima nabyvéd, sym-
bolem ¢, (popifpadé vyberme jeden z mnoziny téchto minimalizujicich vektoru). Definujme
matici kvadrdtu hmotnosti jako

9 0?2V

YT 001097 6’

(19)



M? je relné symetrickd matice N x N, kterd je navic matici pozitivné semidefinitni kvadrat-
ické formy a tudiz existuje podobnostni (dokonce ortogondln{) transformace, kterd ji prevede do
diagonélniho tvaru ]\foj = m?éij (budeme pouzivat obvyklou sumacni konvenci, tj. s¢ita se od 1
do N pres v8echny indexy vyskytujici se ve dvojicich s vyjimkou ptipadu, kdy jsou oba indexy
podtrzené). Na diagonale stoji nezdpornd vlastni éisla m?, jez se identifikujf s kvadraty hmot-
nosti ¢astic popisovanych systémem poli ¢. Kazdopadné vsak je mozno zvolit v R™ ortonormalni
bézi tvofenou vlastnimi vektory matice M? (vlastni vektory k riiznym vlastnim é&islim jsou or-
togonalni automaticky, v piipadé degenerace m? zvolime ortogonaln{ bézi v Ker(M? — mf)
libovolné), ozna¢me ji € = {ex}7_,, tj. M3ex, = mieﬁ. Vyjédiime-li si nyni v této bdzi vektor
é, je |
a¢"
Oy

Pomoci téchto vztahtu dostavame explicitni vyjadieni M 2, ponévadz

2V
v (awaw)

(Vlastneé se jednd o prevod kvadratické formy ze standardni baze do £.) Kdybychom tedy uméli

p=vFe, = ¢ =yFer) = = (ex)". (20)

02V
oYk

U(ek)i(ez)j = M} (ex) (er)! = midw = M. (21)

rozepsat potencial V pomoci ¥, znali bychom kompletni spektrum M?2. Obecny polynomidlni

potencidl maximélné ¢tvrtého fadu ve ¢ muzeme jisté napsat ve tvaru
V(9) = a+bid" + cijd'¢? + dijud' ¢ ¢F + eijud? ¢ 6* ¢’ (22)

Diky komutativité soucinu funkci lze vzdy toto rozepsani zaridit tak, ze koeficienty b;, c;j,
dijr a e;ji jsou symetrické ve vSech indexech. Uvazujme infinitesimdlni transformaci ¢ —
¢ = ¢+ ¢, kde d¢ muzeme vyjadiit pomoci generdtori 0% uvazované reprezentace jako
0p = €,0%¢p. Predpokladdame-li G-invarianci V, znamend to, ze do ¢lenu prvniho Fadu v d¢
musi{ platit V(¢ + d¢) = V(¢). Diky symetrii b, ¢, d a e je mozno tento pozadavek prepsat do
tvaru

bi6d" + 2lc;;¢'0¢7 + 3\d; k' ¢ 60" + ey’ ¢ "¢ =0 (23)
a to pro libovolné ¢. Toho samoziejmé nemuzeme obecné dosdhnout, kdykoli by b; byly
nenulové. Predpoklddejme proto b; = 0. Dosadime-li nyni do (22) vyjddieni (20), ziskdme
tak zavislost V na -

V() = a+cijlen) (es) "0 + diji(er) (es) (e0)* """ + eijralen)(es)” ()" (eu) Ty Pl

(24)
a tu pomoci substituci
; - 1 - . 1 ; ; 1
cij(er)'(es)! = 5#23 dijk(er)'(es)’ (et)k = ggrst eijki(er) (es)! (et)k(eu)l = 1)‘7'stu (25)
prepiseme do kratsiho tvaru
1 2 T8 1 08,0t 1 T80t U
V() = at SHET0 + Soml B+ Dt VU (26)

Diky symetrii ¢, d a e jsou p2,, 0rst @ sty Opét iplné symetrické. Oznacme jesté v* = ¥, a

dale n = v/||v||, tj. pro n plati ||n|| = 1. Nyni provedme operaci nknl%gwl na obé strany
v



rovnosti (26). Na levé strané ziskdme vyraz

Zn n'Sumi = (n*)?m3 (27)

Pro vyrazy na pravé strané postupné dostaneme:

0? 1
knlw‘vwrws) = §Mgsnknl(5rk5sl + 0sk0r1) = Munrns = /f (28)
a zcela analogicky
rntnl | (wriest) = 2t ol = 2010l (20)
Urs = Ors = 20
t a’(/)kawl t
Dnvatntnt— | () = 3, o] = 3o (30)
4 rstu 8¢k61/)l rstu = .
(pouzili jsme identitu v" = n"||v||) Se¢tenim téchto vyrazii a porovndnim s (27) ziskdvdme

dulezitou rovnost

n*)*mi = p® + 20 vl| + 3A[Jv] . (31)

Dﬁz

k=1

Nyni se pokusme v tomto vztahu néjakym zptisobem eliminovat konstanty u2? a 0. O potencidlu

V vime, Ze je minimalizovan vektorem ¢, tj. Ze 37‘; = 0, coz prepsano pomoci ¢ znamena

o
% |v: 0. Z explicitniho vyjadtreni (26) tak dostdvame podminku
N
> onk k‘ = p2[vl] + alo][* + Aol |* = [Jo]|(u® + alfo]| + Allo][?) = (32)
oY
k=1
Ta je samoziejmeé splnéna kdyz ||v|| = 0, tj. 1 9o = 0. O toto feSeni se zde vsak zajimat neb-

udeme a to z fyzikdlnich duvoda: Budeme chtit totiz vysetfovat pouze takovou tiidu potenciali,
pro néz odpovidajici ¢¢ neni G-invariantni, tj. pro které v Lieové algebie reprezentace T exis-
tuje operator 8 takovy, ze 8°¢y # 0. To oviem v pifpadé ¢y = 0 splnit nelze. Pfedpokladejme
proto déle ||v|| > 0. Podminka (32) tedy déva

p? + ool + Alll[* = 0 (33)

Vyjadifme-li z nf u? = —co||v|| — M||v||? a dosadime do (31), zjednodusf se (31) do tvaru

n*)?mi; = o|[vf] + 2A[v]|*. (34)

Pﬁz

k=1
Nakonec ukazeme, ze plati o < 0 . Reseni kvadratické rovnice (33) vzhledem k ||v|| m4 tvar

—0 & /o2 — 4 p?

foll = -

(35)

Vzhledem k pfirozenému pozadavku ||v|| € R musi nutné byt o > 4\p?. (Pfi kladném o
muze zatim stdle existovat feseni.) Déle vime, ze v bodé v potencidl V(1) nabyvé minima.To



znamena, ze Hessova matice v tomto bodé musi byt matici pozitivné semidefinitni kvadratické

formy, neboli
(M) = L - (1 + 20| [v]| + 3A||v[*) = 0 (36)
M 9gkoyl | T nknl H -

Vyuzijeme-li diagonalnosti matice M2 a faktu, ze z (33) plyne |[v]|? = —+(p*+0l|v|]), dostavame

pro (36) vyjddieni

(=olloll=24*) 20 & ol +24* <0 (37)

1
(n*)?
Dosadme nyni do posledni podminky za ||v|| ze vztahu (35) a rozndsobme kladnym A, tim

—(0? —4Ng?) £ ov/0? — 42 <0 (38)

Kdy lze tuto podminku splnit ? Jelikoz plati vztah

lo|v/ o2 — 4 2 > (0% — 4 p?) >0 (39)

(sta¢i umocnit a roznasobit), znamend to, ze (38) vyzaduje pro ||v||+ platnost o < (>)0. Bylo-li

podminka (37) ptejde na

by oviem o > 0, nutné by z (35) plynulo ||v]| < 0, coz je spor. Tedy o < 0. Vratime-li se nyni ke
vztahu (34), muzeme na zdkladé pravé provedeného zjisténi vynechat na pravé strané zaporny

¢len o||v||, éfmz ziskdme omezen{ pro vlastni éfsla M? ve tvaru nerovnosti

(n*)*mig < 2|[v][*. (40)

WE

>
Il

1

Nyni bychom jiz radi u¢inili zavér o tom, ze nahradime-li v sou¢tu na levé strané vSechna vlastni
2

¢isla m?2 nejmensim (oznacme si jej m2,,.), zistane nerovnost (40) v platnosti. Jelikoz plati

> (n*)? = 1, znamenalo by to, ze dostdvame vztah

Miin < 2X [J0]]%. (41)
Matice M? viak od pocatku muze byt singuldrni (to odpovid4 pifpadu semidefinitostni j{ gen-

2

erované kvadratické formy), neboli muze byt mz,., = 0. Tim bychom ovSem ziskali pouze

trividlni nerovnost mezi nulou a nezdpornym cislem. Nastésti lze ovSem za dosti obecnych
podminek zajistit platnost obdobné nerovnosti i v tomto piipadé, avSsak pro nejmensi nenulové

vlastni ¢islo. Jednd se tedy o to, jestli ziménou vSech m% ve vyrazu (40) za nejmensi nenulové

2

2 in) Demuzeme pravou stranu této rovnosti zvétsit. Stacilo by ndm ukdzat, ze za urcitych

k

(m
piedpokladii nulovost m?2 implikuje nulovost odpovidajictho n*. Z definice v je ¢y = v*e;. To

znamend (e;, ¢g) = v'. Tedy n® = v'/||[v|]| = 0 & (e;, ¢g) = 0. Potiebujeme tedy formulovat
2

podminku, kterd zajist{ splnéni (e;, ¢o) = 0 pro kazdé 4, jez odpovidd nulovému m;.

Podivejme se na tento problém z geometrického hlediska. Za velmi obecnych podminek,
které v8echny “fyzikalni” potencidly V spliiuji, muZeme na mnozinu minim ¥V = {¢0|%|¢0 =0}
pohlizet jako na diferencovatelnou varietu v R?Y. Teény prostor V v bodé ¢ pak lze ztotoznit
s prostorem KerM?, kde M? je konkrétni matice konstruovans v bodé ¢y. Podminka nulovosti

(ei, ¢0) pak odpovida podmince ¢g € (T, V)~ Ta bude spinéna v pripadé, Ze pro danou volbu



¢o je tento bod staciondrnim bodem funkce ||¢|| zizené na varietu V. Jak je tato podminka
realizovatelna v konkrétnich modelech ?

Nejjednodussi je pifpad, kdy V je invariantni viéi unitdrni (tj. ortogonéln{ v pifpadé redlné
formulace) reprezentaci kalibra¢n{ grupy. To znamend, ze V je funkef pouze ||¢|| a tedy varieta
V je koule dand podminkou ||¢|| = konst. S touto situaci se setkdvame napi. v MSM a je to
téz nejprirozenéjsi cesta v modelech s rozsifenym Higgsovym sektorem. Oproti tomu v MSSM

nic podobného neplati a je tedy nutno dokdzat piimo stacionaritu ||¢|| pro konkrétni ¢y.

Piidejme tedy k nasim predpokladum jesté tuto podminku, tj. pozadujme, aby v modelech,
jimiz se zabyvame, minimum ¢q spliiovalo napiiklad pozadavek %Lﬁo =0 (8% znadi derivace
viéi vSem uhlovym proménym parametrizujicim vektor ¢ ve varieté V v okoli ¢p), tj. aby

“naruSeni symetrie bylo realizovano vektorem, pro ktery plati podminka stacionarity”.

Piijmeme-li toto omezeni, muzeme na zikladé predchézejicich argumentu tvrdit, ze zadny
ze ¢lenu, jez obsahuji nenulova ny, nemuze po zadmeéneé mi za nejmens{ nenulové 2, zvétsit
hodnotu levé strany v (40). n? stojici u nulovych m? jsou totiz vSechna nulova. To nam
dovoluje piepsat tuto nerovnost do finalni podoby

Min < 2X|[0][? (42)

min

Na zaveér tohoto paragrafu odvodime jednoduché omezeni pro nejmensi nenulové vlastni
¢islo M? Higgsova sektoru v tzv. Minimalnim supersymetrickém rozsfieni standardniho mod-
elu (MSSM). Jak vime, bude nutno dokdzat téz relevanci tohoto postupu, ponévadz nenf apri-
ori ziejmé, Ze tento model spliuje “podminku stacionarity”. Pro piehlednost tento dukaz
provedeme az na konci celého paragrafu.

Podle [6] ma v redlné formulaci Higgsuv sektor MSSM nésledujici strukturu: je tvofen

dvojici komplexnich skaldrnich dubletu (od znaceni pouzitého v [6] se odchylujeme normalizaéni

konstantou %; naSe volba ma tu vyhodu, ze stale plati ij = % min):
1 h ih 1 h ih
H o= — 1+Z.2 Hy= — 5+'L-6 (43)
\/i hg + Zh4 \/i h7 + Zhs

V této parametrizaci pro samointerakéni potencial plati

2 4 2 8
m m
V(h]) = 721 E h? + 722 E hZQ — m%(h1h7 + hahg — hshs — hghg) +
i=1 1=5

4 8

1 1
a5 (0” + gHQ >R+ g° (hhs + hah + hahy + hahs)® + (44)
i=1 1=5

1
+§92<h1h6 + h3h3 — h2h5 — h4h7>2

Z tohoto vyjddieni budeme chtit ziskat konkrétni hodnotu konstanty A. Podle definice je (ve
shodé s (24) )

M| = Mstar o Vs ho Yt o Yl ho = 4€ijri(ho)i(ho) j(ho)x(ho): (45)
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kde hq je prislusné minimum V', v tomto konkrétnim piipadé tvaru
hoE(hlzvl,h'r:Ug,hi:O Vi€{2,3,4,5,6,8}) (46)

a konstanty e;;r; majf stejny vyznam jako ve vztahu (24), tj. jsou to koeficienty u jednotlivych

kombinaci h;h;hih; v potencidlu (44). Po vyéisleni dostaneme pro hledanou mez 2\||v||? vyraz

2,22
2, (v —v3)
2)‘HU||2 = (92 +g/ ) 1HU||22 (47)
Pro hmotnost Z-bosonu v MSSM plat{ vztah (viz (130))
2 _ 1 2 12 2 48
my = 2(9” +g)ll| (48)

8

kde tomto pifpadé ||v]|? = v? + v3. Po zavedeni do (47) a uzitim (40) tak ziskdvame nerovnost

2 212

v — v

m2,,, < 8m% (v —v3)° iy 3)2 = 8mZ%cos?28 < 8m%L = Mpin < 2V2my (49)
(vi +v3)

(pouzili jsme oznaceni 5—; = tanf3). To znamend, ze hmotnost nejlehétho Higgsova bosonu by

méla byt urcité srovnatelnd s hmotnosti intermedidlniho Z-bosonu.

4.2 Dikaz pouzitelnosti metody pro polynomialni potencialy v pripadé
MSSM

Jak jsme jiz naznacili, v piipadé MSSM nelze pouzit pro zduvodnéni nulovosti (e;, ¢g) unitaritu
reprezentace, vuci niz je potencidl V' invariantni. Musime tedy dokédzat stacionaritu normy
vybraného zdkladniho stavu. To znamend ukdzat, ze funkce f(h) := ||h|| md v bodé hg nulové
derivace vzhledem k varieté minim V), coz je analogie tloh na vazany extrém. Budeme ji Tesit
obvyklym zpusobem, tj. pomoci Lagrangeovych multiplikdtoria. Zaroven namisto funkce f
budeme kvilli jednoduchosti fesit ekvivalentni ilohu pro funkei F' = f2, tj. F(h) =, h?.
Varieta V je popsand rovnicemi G;(hg) = g—,m ho = 0. Lagrangeova funkce této tlohy ma
tedy tvar
ov
Oh;’

8
A(h) = F(h) = NGi(h) = > h? =\ (50)
i=1
Nutnou podminkou toho, aby bod hg byl staciondrnim bodem funkce F' vzkledem k V), je splnéni

soustavy rovnic

OA 0*V

o, lho = 2(ho); — Aii@hiahj lho = 2(ho)j = XM, =0 (51)
pro néjaka \; spolecné s vazbovou podminkou
oV
Gi(ho) = z;-Iny =0 (52)
7

Vyhovuje v8em témto pozadavkum konkrétni hy v MSSM 7
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Podminku (51) muzeme pro toto hy piepsat do maticového tvaru (vyuzivdme faktu, ze v
bézi H = (h1, hy, ha, kg, hs, hs, ha, he) je M? blokové diagonalni, viz (112)

M: 0 0 0 Aa ha

0 M%i 0 0 A 0
5o Pl = (53)

0 0 M2 0 Ao 0

0 0 0 M AD 0

Al Ao A3 A U1
A4 = , Ap = , Ao = , Ap = ha=2
(54)

a M3 m4 stejny vyznam jako ve vztahu (117). (Explicitn{ tvar M123,C, p nebudeme potiebovat.)
Vektor hg bude staciondrnim bodem funkce F jediné tehdy, bude-li existovat feSeni této sous-
tavy, jez spliuje zdroven podminky (52). Vzhledem k tomu, Ze se soustava (53) rozpadd na
¢tverici nezdvislych rovnic, muzeme o jeji feSitelnosti snadno uéinit zavér: Predeviim je ev-
identni, ze Ap = A¢ = Ap = 0 fes{ trojici homogennich soustav v (53). O fesitelnosti celé
soustavy (53) tedy rozhoduje fesitelnost rovnice M3\ 4 = 2h 4. Jelikoz je ale M3 (a7 na p¥ipad
v1 = vy) reguldrni, fesen{ této rovnice pro kazdou dvojici v; # vy ma tvar g = (M?)"12h. V
pifpadé v1 = vy je sice M3 singuldrni, ale i v tomto pifpadé Feseni existuje a to z toho divodu,
ze za podminky \; = A7 jsou obé rovnice tvoiici tuto soustavu identické. To celkové znamena,
7e existuje vektor AT = (A\1...)\g), ktery je fesenfm (53).

Zjistili jsme tedy, ze pro vektory hg a A plati
grad Alp, = gradF|s, — A grad G|, = 0 (55)
Z toho vyplyva, ze
ho = garadFln, € {(grad Gli)ihin = NayV = (T, V) (56)

(Np,V znaci normélovy prostor variety V v bodé hg a {...}1n je symbol pro linedrni obal) To
ovsem bylo cilem naSeho snazeni.
Ukazali jsme tedy, ze vektor hg pouzivany v MSSM k minimalizaci potencidlu Visssns

skutecné splinuje podminku stacionarity.

4.3 Obecné potencialy

Sumaéni pravidlo odvozené v predchozi kapitole pro piipad polynomidlniho potencidlu muzeme
zobecnit i pro potencidly obecnéjsi, vyskytujici se napiiklad v teoriich typu supergravitace.(Budeme
vychézet z préce [2].) Uvazujme tedy nyni samointerakei redlného skaldrniho K-dimenziondlniho
multipletu ¢ zadanou funkci V : RX — R, na niz klademe pouze pozadavek diferencovatelnosti
do 4. tadu; odpovidajici minimalizujici vektor opét oznacme ¢g. Definujme matici kvadratu

hmotnosti
2= 0*V

09107 Lo’

(57)
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a dale tzv. efektivni kubické a kvartické vazbové konstanty

3V oV

950G s M= 55001050 | (58)

dijk =

Necht V je G-invariantni (obvykle pii konstrukei modeli elektroslabych interakei G 52 SU(2)®
U(1)), tj. plati V(¢) = V(¢ + eo0%p), kde 6% jsou generdtory uvazované Lieovské grupy G.
Rozvinutim do Taylorovy fady se stfedem v pocatku dostavame z tohoto pozadavku omezeni

ov ‘
-(0%9)" =
3¢1( @) =0 Vo (59)
Derivujme nyni tuto identitu postupné podle ¢7,¢F a ¢':
0 0%V .oV
—| - 0=—————| (0%0)" +—~=| 08 =M (0" 60
567 s, 56709 oo\ 0 T gLy, = MO0 (%0)
a obdobné vyuzivdnim vztahu %|¢0 =0 a (60) obdrzime
0? 9
— 0 = d;jj(0%po); + [M*,0%; 61
8¢38¢k ¢>o_> Jk( d)o) + [ ]Jk ( )
83 (o7 (67 « (o7
W d)o—) 0 = eijk;l(a (b())z + d”k;e,bl + dzjlelk + d’bklezj (62)

Nyni se pokusime ze vztahu (60),(61) a (62) vyloucit zévislost na d;;, a odvodit relaci mezi
MZ-QJ- a e;jk. Vyndsobme (61) vyrazem (6°¢y); (070%¢g) . Pouzitim pravidel pro nasoben{ matic
dostavame

i (0%00)i(0° o) 1 (070°do) i + MZ(096° 40)s (6076° po )i = 0 (63)

Podobné vyndsobenim (62) ¢leny (6°¢g); (07 o)k (0°¢0); obdrzime
eik1(0%00)i (07 00) (07 d0)i(0°do)i + dijr (0% d0) (07 b0 )i (070° do): +
+dij1(6°60); (0767 $0)i(6° bo)1 + dira (076° 60)i(67 o)k (6°bo)1 = 0 (64)

Pro tpravu tohoto vyrazu a vylouceni zavislosti na d;;; vyuzijeme vztah (63) s odpovidajicimi

permutacemi indexu

diji(0%0) (07 d0)u(070°Po); = — M, (0°67 $0): (076° b )
i1 (07 60) i (0°0)1(0°0° )i = —MZ(0%0° 40)i(0760° o)k (65)
diji(0°60);(0°ho)1(0%07 ¢o); = — M3 (0%07 d0)s (0°0° b0 )k

Dosazenim do (64) dospivdme k dulezitému vztahu

MZ[(0767 ¢0)i(0%0° do )i + (0%0°0)s (676 d0) i + (067 ) (0°6° )] =
eijit (0%00)i(0°¢0); (67 d0)k (0°do): (66)

ktery svazuje jiz pouze elementy matice kvadrata hmotnosti a kvartické vazbové konstanty, coz
bylo nasim cilem. Jelikoz plati

(0°070): = 3 (16,67 60)i + 2" (00); (67)
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kde cfy‘ﬁ jsou strukturni konstanty algebry operatorti 8% tzn. [0, 5] = 03507, ziskdvame diky
(60) vztah

M (00 60)s = 5 ME({6°,6%} ), (68)

jimz muzeme puvodni vyjadreni (66) symetrizovat.

Déle se budeme snazit pouzit vztahu (66) pro odvozeni jistych omezujicich podminek, které
museji spliiovat vlastni éisla M2. Mame moznost pokusit se vybrat nékteré z generatort
uvazované symetrie skaldrnfho sektoru dané teorie (kterd je jisté alespon stejné bohatd jako celd
grupa symetrif jejtho lagrangidnu) a pro tyto konkrétni operdtory ziskat odpovidajici omezeni
pro m? Pti tomto vybéru jsme omezeni pouze pozadavkem, aby pravé strana ziskané rovnosti
byla redlné, ponévadz bychom ji radi identifikovali s kvartickou vazbovou konstantou jistych
fyzikdlnich procesu. To je duvod, pro¢ v konkrétnich volbdch operdtoru 8¢ vyuziviame pouze
jejich urcité kombinace, jak uvidime déle.

Omezme se v tomto okamziku na teorie, jejichz kalibra¢ni grupa obsahuje podgrupu SU(2)®
U (1) (vSechny teorie snazici se o popis elektroslabych interake{ tuto podminku spliuji). Z reprezen-
tace grupy symetrie G na prostoru naseho skalarniho multipletu vyberme operatory 71,75,75 a
Y tvorici generdtory reprezentace podgrupy SU(2) ® U(1); pro tyto operatory plati komutacni
relace tvaru

[Ti,Tj] = Eijka7 [TZ,Y] =0 (69)

Dale napriklad vime, ze vSechna T; jsou antisymetrické matice.

Nyni ptistupme k vysetFovéni vztahu (66) pro konkrétni vybér operatoru 0% z rad T;. Jelikoz
se pti konstrukcei elektroslabych teorii pozaduje naruseni symetrie, pro néz bude operator naboje
anihilovat zédkladni stav, tj. Q¢o = (T3+Y )¢y = 0, znamena to splnit pozadavek T3¢y = —Y ¢,
navic se Higgsovu multipletu pfipisuje nenulovy slaby hyperndboj, tedy T3¢9 # 0. To nam
umoznuje definovat jednotkovy vektor

T3¢9

z N y

kde N = |[Tsool| (70)

Poznamenejme, 7ze v dusledku rovnosti (60) vektor z spliuje M2z = 0, coz znamend, z je
vlastni vektor matice kvadrati hmotnosti ndlezejici nulovému vlastnimu &islu, neboli z je stav
odpovidajici Goldstoneovu bosonu.

Zvolme v prvnim piipadé % = 0% = 7 = §° = T3/N, tj. operator tieti komponenty
izospinu. Oznacme jesté fzz = e;jr2izj2K21. Dosazenim téchto vztaht do (66) ziskdvame

j% = fzz (71)

3M (T3 do)i(T5 o)
Definujme pro piehlednost vektor A = (T2¢g)/N?, pomoci néhoz vztah (71) piejde na
3M7AA; = fzz (72)
Matice M? je svézana ortogonalni transformaci OM20T s diagondlni matici M2, neboli

MEALAS = M3 AR =miAP? = fr4 (73)

kde A’ jsou soutadnice vektoru A v diagondlni bézi {e;}. Rddi bychom nyni zaménili viechna

m? za nejmensi nenulové a tim ziskali horni odhad na toto vlastni ¢islo. To vSak opét lze pouze
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tehdy, jestlize koeficienty A;- stojici u nulovych m? v tomto sou¢tu jsou nulové, jinak bychom

mohli levou stranu dokonce zvétsit. Podle definice je
Al = (ej, A) = (e;, T3 o) (74)

Nyni vyuzijeme faktu, Ze vektor ¢y musi spliiovat podminku, jez je ekvivalentni podmince
T3P9 = =Y @y, tj. je v komplexni parametrizaci vlastnim vektorem operatoru tieti komponenty
izospinu. Tedy plat{ téz T2®¢ = Y?®,. Pro nasi potiebu pieformulujeme tuto skuteénost do

realné parametrizace ve tvaru
Tigo = T3*¥(Ro) = —U(~75%g) = V(=Y ®y) = Y¥(Py) =Ygy (75)

(Zde vyuzivame vztahu (9) a homogenity ¥ vuci redlnym ¢islum.) Déle poznamenejme,ze v

tomto vztahu je Y2 oby¢ejné realné ¢fslo. To znamend, 7e vztah (74) je mozno piepsat do tvaru
Al = (e5, Tido) = Y?(e;, b0) (76)

coz opét diskusi nulovosti A’ prevddi na problém nulovosti vyrazu (e;,¢o). (Opét lze for-
mulovat dodatetné podminky, za nichz je tato rovnost zarucena (stejné jako v paragrafu o
polynomiélnich potencidlech).)

2

. v / Py 2 .
+in Dejmensi nenulové vlastni ¢islo M=, 1ze tedy psét

Oznac¢ime-li opét symbolem m
Bittmin A = 31t | A]1° = 301 |Al* < f2z (77)
J

Schwarzova nerovnost dava

(A4, ¢o)?
[|¢ol[?

A jelikoz podle definice A plati (4, ¢g) = 1, dostdvame omezen{ ||A|| > ||¢o||~t. V modelech
elektroslabych interakef 1ze oviem omezit i vyraz ||¢g|| a to napiiklad ndsledovné: Pro hmotnost

(A, 00)” < [1AI]Igoll> & [IAP 2 (78)

intermedidlntho W-bosonu plati my = g||¢o||/2 a déle je téz svdzdna s Fermiho vazbovou
konstantou G, plati totiz 8Grm?, = v/2¢g% a z toho ||¢o|| ™' = Grv/2.Pro ||A]| to znamend
||A]| > Grv/2. Dosazenim do (77) dostavame omezen{

~2 < fZZ < fZZ 79
min < 3AIE < 392Gy (79)

Odvodili jsme tak prvni omezeni nejmensiho nenulového vlastniho ¢isla matice kvadrata hmot-

nosti, jez se interpretuje jako hmotnost nejlehéf skaldrni ¢dstice (na stromové drovni) takovéto
teorie.

Pro odvozeni dalsf nerovnosti volme 0% = 0% = T, /N', 7 = 0° = T_ /N’ kde Ty = T\ +iT}
a N'? = (¢o, :{T+,T_}0). Obdobné jako v predchozim pifpadé definujme jednotkovy vektor

w=T go/N' (80)
(jenz je obecné komplexni a odpovida nabitému goldstoneovu bosonu).
Ozna¢me navic fyww = e;jw;W;wrW;. Po dosazeni do (66) dostavame vztah
2 2
o 1 (Tid0)i (T2 ¢0); (T2 T_¢o)i (T4yT-¢0);7
Myl =gy T e Nz = fww (81)
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Pro prehlednost zavedme vektory

.7 —T: T?
BE—( + 5 L D= ( 7)2(1)0 (82)
N’ N/
S pomoci této definice a (60) muzeme prepsat (81) do tvaru
Mij [EDJ + 2BlBJ] = fww (83)
2
kde jsme pouzili vztah D = (Tﬁ,)j %, Levou stranu této rovnosti zdiagonalizujeme opét pomoci

ortogonalni transformace M? — M?, dostaneme tedy
2 2
mI(|IDi]* +2B°] = fww = 2miB;" < fww (84)

Posledn{ vztah jsme obdrzeli vynechanim nezédporného faktoru m?|D;|2. Uzitim identity T, T_ =
T(T +1) — T2 — T muzeme definiéni vztah (82) piepsat do tvaru
(T(T +1) = TF)do

B= E (85)

To vzhledem k definici N’ znamen4, Ze (B, ¢o) = 1. Navic muzeme obdobnym zptsobem jako
v prvnim pfipadé oddiskutovat nulovost vsech B; pro j éislujici nulové vlastni éisla M2, Tim

nerovnost (84) prejde do tvaru

K

N 2 Jww

m%anB{ :mznin||BH2 S 2 (86)
=1

Déle opét pouzijeme Schwarzovu nerovnost:

B/ 2 _ B 2 |(B7¢0)|2 _ 1 _ G
1B =11BIP 2 S e = g = V26 (87)

a tim ziskdme kone¢nou podobu vztahu (86)

2V2Gp

Do tietice zvolme #* = 6% = T3/N, 07 = T,/N" a §° = T_/N’. Oznacme fzw =

€ijk12iZjW,Wy; vyznam symboli z a w je stejny jako difve, tj. (70) a (80). Po dosazeni do
(66) dostaneme

(88)

M?2

ij

[(T32¢O)i (T T ¢o); + 2(T3T+¢>0)i (T3T_¢o);

N? N7 NN N ) T (89)

Ve shodé s konvenci uzitou v [3] oznaéme

_ T -T3¢g (T-¢o)N —  TyTz¢g (Ty¢o)N
¢= NN’ N7 = C= NN’ N3 (90)

coz muzeme pomoci identit T_T5 = T5T_ +T_ a T\ T3 = 13Ty — T prepsat do tvaru

o= BT-% . T_¢o  (T-¢o)N o BTido  Tido (T ¢o) N (91)
NN’ NN’ N3 NN’ NN’ N3
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Navic Ize ve shodé s definici B psat

Ty T_¢o T3¢0
N/2 =B + N/2 (92)
Pomoci téchto vztaht a vyuzitim (60) muzeme piepsat vyraz (89) do tvaru
Mzgj (AZ'B]' + 201‘6]') = fow (93)
Piechodem k M?2 pomoci ortogonéln{ transformace dostdvame
m3 (A} B} +2C{C";) = m}(AiB; + 2|C{*) = fzw (94)
Vynechdnim nezépornych ¢lenti m?|C!|? piejdeme k nerovnosti
K
> miAB] < fzw (95)

i=1
Diky jiz zndmym vlastnostem A’ jako oby¢ejné nahradime viechna m? nejmensfm nenulovym
¢imz ziskdme

52
Mnino

Mmin Z AIB/ 7 %”TL(AI7 B/) = mzn(A B) < .fZW (96)

Nakonec jesté odvodime vztah (A, B) = ||C||? + %. Konstanta p? je ve shodé s obvyklym
znacenim

2
2 My
S - o7
p m%cos?Oy (97)

V modelech elektroslabych interakef s rozéifenym Higgsovym sektorem lze odvodit vztahy pro
hmoty intermedilnich bosoni ve tvaru m?, = 1¢?v*[T(T + 1) — Y?] a m% = (¢> + g2y,
kde v = ||¢ol], Y je tzv. slaby hyperndboj piipisovany Higgsovu multipletu v tomto modelu a

T je jeho izospin. To znamena
. [T(T+1)- v

ey (98)
Jelikoz T3¢9 = —Y ¢y, 1ze tento vztah prepsat do tvaru
2 (¢0: [T(T +1) = Y?]$o)°g” N'"'g? _
202[T(T + 1) — Y¥||go||2(do, Y2ho)  41g22[T(T + 1) — Y2N?
2 I4 /4 2
P N _ N N?  \2Gp
4m fGF = N4 P2 (99)

(Vyuzili jsme vztahu % = G—\/g) Podivejme se nyni, jak 1ze pomoci tohoto zjisténi upravit
vyraz ||C||*:

53T, T4 T Ts
NN/ - N3 }[NN' - N,S ](bo)
T3, T Ty (TsT T + T .T-Ts) T+T_

ICI12 = (¢o, [

= (¢o, [ NeNT i N N ¢o)= (100)
TAT(T+1) - T2) T3 Ty(T(T +1)—T2) T2
= (00 [ NZN72 T ey 2 N2 2N it
T(T +1) — T2 Ty
N’ N®+ N6 N2]¢0) (101)
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Operatory na druhém, tfetim a Sestém misté v tomto souctu jsou ovSem antisymetrické a tudiz

do celkového maticového elementu neptispéji, zbyva tedy

T3(T(T+1)—T3) T8  T(T+1)-T% N2

IC11> = (g0, [ NN 25 NS 10)
N? 2G
= (4.B) = 5 = (A, B) - */; - (102)

kde jsme pouzili definice A a B a dale vztah (99). To je ale pfesné tvrzeni, jez jsme chtéli
dokézat.

Dosazenim do (96) tak dostavdme
V2GE

7 ) < fzw (103)

Miin ([|C1* +

2

a po odstranéni nezdporného ¢lenu m?2 ,, ||C||? nakonec

~ 92 fZWp2
Mypin S \/iGF (104)
coz je treti omezujici podminka.
Celkove jsme tedy ze vztahu (66) vhodnou volbou operatoru 6 patiicich do Lieovy algebry
predpoklddané grupy symetrie SU(2) @ U(1) obecného modelu elektroslabych interakei odvodili
tii omezeni pro hodnotu nejmensiho nenulového vlastniho éisla matice M2, pro piehlednost je

zde zopakujme:

2
7 min S fZZ ) m%ﬂn S M’ m?nzn S fZWp (105>
3V2GE 2v/2Gr V2G

Ve vS8ech pripadech se jednad o vztahy svazujici hmotnost nejlehéi hmotné Higgsovy céstice

3

s konstantami fzz,fww a fzw. To jsou tzv. kvartické vazbové konstanty (nefyzikdlnich)
Goldstoneovych bosontu. Podle [2] existuje zptusob, jak lze z (technického) pozadavku “stromové
unitarity” (viz [5]) odvodit omezeni pro konstanty f tvaru f < 16w. To by i pro nejhorsi z

odhadu (105) ddvalo omezen{

167
Momin < | ———— ~ 1TeV 106
1n 3\/§GF ( )

5 Supersymetrické modely

Idea zavedeni symetrie mezi fermiony a bosony - tzv. supersymetrie se objevila v poloviné

sedmdesatych let. Duvodu, pro¢ se o néco takového zacali lidé zajimat, bylo nékolik:

e 7 filosofického hlediska neobycejné lakava koncepce sjednoceni doposud naprosto odlisnych
kategorii Céstic; akce spoctené z lagrangianu supersymetrickych teorii jsou totiz invari-
antni vadi jistym tiidam transformaci “michajicich” mezi sebou ¢leny popisujici bosony

a fermiony.
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e 7 technického hlediska napt. likvidace kvadratickych divergenci ptispévku jednosmyckovych
grafu ke hmoté Higgsova bosonu od fermionové smycky pomoci piispévki od bosonové

smycky odpovidajici superpartnerovi puvodniho fermionu, podrobnéji viz [7]

Nevyhodou je ovSem skutecnost, ze exaktni supersymetrie si mimo jiné vynucuje existenci tzv.
superpartneru, ¢astic, jez maji stejné hmotnosti jako jejich redlné existujici “predlohy” a “kom-

{” spinovou charakteristiku (ve smyslu k fermionu boson a naopak). Takovéto ob-

plementarn
jekty vsak doposud nebyly pozorovany ani na nejvétsich urychlovacich schopnych produko-
vat ¢astice klidovych energii fadu stovek GeV. Tedy supersymetrie musi byt v jistém smyslu
narusena, aby bylo mozno hmoty vSech superpartneru poslat nad (prozatim) experimentélné
dosazitelné meze. (Nadéje na detekei takovychto objektu v budoucnosti se vkladdaji zejména do

projektu LHC (Large Hadron Collider) v CERNu).

5.1 Minimalni supersymetricky standardni model

Minimélnim supersymetrickym standardnim modelem (déle jen MSSM) rozumime teorii, jez
je rozsifenim puvodniho Glashow-Weinberg-Salamova (GWS) modelu a to takovym, které vy-
hovuje zakladnim pozadavkum kladenym na jakoukoli supersymetrickou teorii, pficemz nutné
obohaceni ¢dsticového obsahu (tj. pfiddni superpartnert popiipadé Higgsovych ¢astic nad
ramec GWS modelu) je provedeno jistym minimélnim zpusobem.

Popis celé konstrukce MSSM od zdkladu by zachdzel daleko za rdmec problému, na jejichz
feSeni je tato prace zaméfena, proto se v dalsim budeme vénovat pouze popisu odpovidajiciho
Higgsova sektoru a omezenim, jez lze (na stromové drovni) obdrzet pro hmotnosti Higgsovych
¢éstic (v ivahdch o MSSM je lepsi pouzivat pojem Higgsovy édstice nez pouze Higgsovy bosony
a to z toho duvodu, Ze tato teorie jsa supersymetrickou obsahuje vedle bosonovych stupiiu
volnosti Higgsova pole téz fermionové, zvané obvykle Higgsina.) Uvidime, ze odhad provedeny
pomoci sumacniho pravidla pro polynomidlni potencidly (49), tj. omezeni M, < 2v/2mz je

mozno vyrazné zlepsit.

5.2 Higgsuv sektor MSSM

Oproti piuvodnimu GSW-modelu je Higgsiv sektor MSSM tvofen namisto jednoho dvéma
dublety. Je to proto, aby pomoci Higgsova mechanismu bylo mozno spravné generovat hmot-
nosti u i d kvarku. (Potencidl v supersymetrickych teoriich totiz nemuze obsahovat nédbojove
sdruzené ¢leny, jez jsou ovSem nezbytné pro spravnou strukturu ¢lenu generujictho hmoty
kvarki; roli sdruzenych ¢lent tady prebird druhy dublet, blize viz [7].) Zapisme Higgsovy

dublety v redlné parametrizaci jako

1 hy +ih 1 hs + ih
Hi=— [ 0T} = [ 1T (107)
\/5 hg + Zh4 \/i h7 + Zhg
Samointerakéni potencidl piepsany pomoci h; mé (az na zminovanou normalizaéni konstantu)
podle [6] tvar

5 4 5 8
m m
Vissm (hy) = 71 E h? + 72 E h? — m3(h1hy + hahe — hahs — hahg) +
i=1 i=5
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4 8
1 1
+§(92 + 9/2)(2 h? — Z h)? + ggz(hl% + hahe + hshr + hahs)? + (108)

i=1 i=5

1
+§92(h1h6 + hzhg — hahs — hyhz)?

Tento potencidl je tieba zavedenim vakuovych stfednich hodnot minimalizovat. Jelikoz je nutné
“ochranit” zakon zachovéni elektrického naboje, mohou nenulovych stfednich hodnot v minimu

nabyvat pouze neutralni komponenty obou dubletd, ozna¢me je

1 U1 _L 0
<H1>:\/§<O>7 H2_\/§<'U2>’ (109)

tj. jediné nenulové jsou slozky < h; >= vy a < hy >= vy. Spocitame-li z téchto znalost{ matici

kvadrati hmotnosti, obdrzime

My 0 0 0 0 0 M; 0
0 My 0O 0 0 0 0 My
0 0 Mg 0 Mg 0 0 0

M, — 0 0 0 My 0 Mg 0 0 (110)

0 0 My 0 My 0 0 0
0 0 0 Mg 0O Mg 0 0

My O 0 0 0 0 Mg 0
0 Mg, O 0 0 0 0 Mg

z niz muzeme ziskat predstavu o rozmisténi nenulovych elementii. Jednotlivé nenulové prvky

maji tvar:
My =mi + é(gz +g) B —v3) Mz =-md - 1(g®+ ¢ vivs
My = md + (6 + g) (0} — 0}) Mag = m3
My = m3 + Lg%} +03) + 200 — ud) Mys = m3 + Lgviv, (111)
M= mi+ 30 +08) + 50°0F — ) Mig= —md— IgPuws
Mis = m3 + 50%(0 +08) + 596 — 1) Moo =m3 — H(g? +9) (0 — 343)
Mes = m3 + %92(1)? +03) + égﬂ(v? —v3)  Mss=m}— L(g?+g") (v} —3)

(Ostatni prvky dostaneme z téchto pouzitim faktu, ze M? definovand jako Hessova matice poly-

nomidln{ funkce je nutné symetrickd.) Matici (110) snadno prevedeme do blokové diagonalniho
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tvaru a sice prechodem k bazi H = (hy, hy, ha, hs, hs, hs, ha, he), v niz ziskd tvar

M1 My 0 0 0 0 0 0
M M7y 0 0 0 0 0 0
0 0 Moo Mog 0 0 0 0
(i, | 00 Me Me 0000 112)
0 0 0 0 Msz M3y 0 0
0 0 0 0 Mss Mss 0 0
0 0 0 0 0 0 My My
0 0 0 0 0 0 My Mses

Z tohoto vyjadienf mtizeme uéinit prvnf zéveér: diagonalizaci matice M, ggs 12€ provést v nabitém
sektoru (jemuz odpovidd ¢tvetice vektoru (hs, ha,hs, hg)) a v neutrdlnim sektoru (vektory
(h1, ha, hr, hg)) nezavisle a to vzhledem k faktu, ze rozmér kazdého z diagondlnich bloku je
2, pujde snadno.

mit jedno z vlastnich ¢isel mensi nez je hmotnost Z-bosonu v této teorii.

Piedtim ov§em bude velmi uzite¢né odvodit nékolik vztahti mezi parametry m? a vj, které
plynou z obecnych pozadavku kladenych na potencidl Visggps. Predevsim parcidlni derivace
v minimech musi byt nulové. Aby potencidl parametrizovany témito konstantami navic umoznoval
“spravnym zpusobem” narusit symetrii, nesmi nabyvat globalniho minima v poc¢atku, nybrz na
vektorech v, pro néz ||v|| # 0. Podminka av%,%mm = 0 d4v4 netrividlni rovnosti pouze pro

i=1a1="7Ta tove tvaru

194% 1
Whnm = m?m - mgw + g(g2 =+ 9'2)(”% - U%)Ul =0 (113)
1
6V SS 1 2
S| i = mBus —mBvy — (6% + ¢) (0] — 1) =0 (114)
Ohr 8
7 nich ziskdvame vztah
1
@+ )0 —d) =m3 2 —m = m3 —mi oL (115)
U1 V2

ktery podstatné prispivé ke zjednoduSeni tvaru elementi matice M%ig gs0 Z€jména ¢lenu My, a
M88.
Vezméme bézi neutrdlniho sektoru ve tvaru H' = (hq, hr, ha, hg); pro “horni” blok matice

(112) zavedme oznacen{

My, My 0 0

/ My My 0O 0 M2 0
(M?Iiggs)yeutr. = = A 2 (116)
0 0 DMy My 0 M2

V explicitnim tvaru (viz (111)) lze matice M% a M3 vyjadiit vztahy

2 2
M2 — ( mi+5(? +97)BvE —v3)  —mi— (g% + g )viva > (117)

2 2
—m3— (> + 9 vy m3— 3(6* +g7) (v — 303)
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2, 1(.2 2N02 2 2
A@:<mﬁs@+9X% v3) m3 )) (118)

: 3 Lo+ g0~ 3

Zabyvejme se nejprve matici M3. Vyuzitim vztaht (115) ji miZeme prepsat do jednodussiho

2v 2 2 2
M2 — m3yy m3 . mjg (5 V1V2 (119)
- 2 2 vy - 2
m3 ms— V1V2 V1V V]

3 v,

tvaru

Tato matice je singularni, protoZe detM3 = 0. Jeji charakteristicky polynom ma tvar xp(t) =

2
e — = v? + v2) a ma te y samozrejme jeden koren t; = (0 a druhy {2 =
det(M3 —tI) = t? — t =3 (v? + v3 4 ted fejmé jeden kofen t; = 0 a druhy t

v1V2
2
m3

e (v +v3). To znamend, ze v prostoru (ha, hg) lze volit bézi, jejiz vektory budou odpovidat

neutrdlnimu Goldstoneovu bosonu (vlastni vektor k t1) a neutrdlnimu Higgsovu bosonu (ts),

ozna¢me jej (z konvenénich divodi) HY. Pro jeho hmotnost plati m?, = "= (v + v3) =

H3 VU2
m3(3 + 1)

Zabyvejme se nyni z obdobného hlediska matici M%. Opét vyuzijme vztahy (115) pro tipravu

vyrazu My1 a My7. Tim ziskdvame vyjadient

M2 — ( m%:f +i®+d %) —m3 — (g +4 )0102 ) — ( air a2 ) (120)

-m3 — 5(g +9/2)Ulvz %5; +3 (9 +9 ) a2 Q22

Charakteristicky polynom napiSme pro jednoduchost pomoci konstant a;; :
XA(t) = det(Mi — tI) = (a11 — t)(a22 - t) — G%Q = t2 — (au + a22)t + (a11a22 — a%Q) (121)

Jeho koteny (odpovidajici kvadratim hmotnosti Higgsovych ¢dstic realizovanych vlastnimi vek-

tory M3 na prostoru (hi,hr) ) jsou tedy (znaceni je ve shodé s konvenc{ uzivanou napt. v [6])

ar1 + ags £ /(a1 + a)? — 4(ajazs — a?,)
My = : : (122

Vsimnéme si dale, ze plati

v v 1 2 1
a1 + agg = mg( 2 + *1) + *(92 —I—g’ )(’U% —‘r’Ug) :m%o + -

2
284 ot Hg@EHed) (129)

Vyraz 1(¢> + ¢ *)(v? + v3) oviem tzce souvisi s hmotnosti intermedidlniho Z-bosonu. Tu
obdrz{me obdobné jako v paragrafu 2 vySetfovdnim ¢lenu L72%5% = (D, H3) DFH}+(D, H2)I D* HE,
v némz D, je SU(2) ® U(1) kovariantni derivace a (H}) je oznaceni pro vektory minimalizujici
v komplexni parametrizaci potencidl Visssar, tedy (H3)T = %(m,O) a (H)T = %(O,Ug).

Kovariantni derivaci lze explicitné vyjadrit jako
DV = 9" —igAIHT; —ig’ BMY (124)

Cést L'1¢5 prispivajici bezprostiedné ke hmotam vektorovych bosont tak miZzeme piepsat jako

Hy'(igAL T, + ig' B,Y)(—igA? P T; — ig' B*Y ) H} + (125)
H' (i ALT, +ig' B,Y)(~igA? M T; — ig' B*Y ) H3 = (126)
1
= 5(1,0) [gz[T(T +1) =YW, WHE 4 (g% + g’2)YzZ,LZ” ( > (127)
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+%(o, va) [gQ[T(T +1) =YW, WHH + (6% + g’Q)YQZMZﬂ} ( 0 ) = (128)
V2

(9> +9"°)
8

2
— T (2 o)W W 4

a (v} +13)Z, 2" (129)

Koeficienty stojici pfed symboly Z,Z" a W W souviseji s hmotnostmi téchto ¢dstic vatahy

1 2 1
mz = g(® + g )i +v3),  miy = 79°(v +03) (130)

N —

To tedy znamenad, ze v MSSM v na$i parametrizaci je hmotnost intermedialniho vektorového
bosonu Z vyjadritelna pifmo jako m% = L(g2 + ¢'*)(v} + v3), coz vyuzijeme ve vztahu (123).
Piepiseme-li pomoci tohoto zjisténi vztah (122), dostaneme

qup +m% + \/(méo +m%)? — 4(ar1a22 — aiy)
m3 = — 2 (131)
Hf,Hg 2

Jesté je nutno odhadnout velikost vyrazu ajjase — a?y. Dosadime-li pifmo z definice (120),

dostavame
2 2 2 22
2 M3 9 29 a9 Lo o 5omy o o (V7 —v3)
a11a22 — ayg = —— (g~ + v —vy)" = —(g°+ v +vy)——(vi t+v 132
11G22 127 forvm (9= +49"7) (v 2) 4(9 g7 (vy 2)1)1112( 1 2)(1]%_“]%)2 (132)
Uzijeme-li vztahy pro m%o am% a zavedeme-li obvyklé znacenf tg3 = Z—;, B €0, %), dospéjeme
3
ke vztahu )
1-tg°p8
2 .2 2 2 22
11029 — @iy = MMz (1 rverl B Mmiemycos 23 (133)

Pomoci této rovnosti muzeme konecéné vyjadiit vztah (131) v explicitnim tvaru

2 2 2 22 _ 472 12 co?
Mg + Mz + \/(mHg +m7) 4mHngcos 20

2 )

(134)

2
m =
HY,HY

z néhoz snadno dokazeme, ze quo < m%. Odmocnina v (134) totiz nabyvd svého minima a
2
™.

maxima pro hodnoty pro Bnin =0 a Bnee = 7§ -

migg —m <\ /(m3y +m%)? —Am3m¥cos?2f < miyy +m3 (135)

Dolni odhad mé ovsem za nésledek, ze pro hmotnost HY plati
1
qug < i(m?{gj +m% — (még —m%)) =m% (136)

To néas opravnuje k zavéru, ze v Minimalnim supersymetrickém standardnim modelu exis-
tuje neutralni Higgsuv boson, jehoZ hmotnost je na stromové trovni omezend hmotnosti inter-
medidlniho vektorového bosonu Z. Tento zavér je rovnéz zlepSenim puvodniho odhadu hmot-
nosti nejlehéi Higgsovy ¢édstice provedeného pomoci tivah o obecnych modelech s polynomialnimi
potencidly.
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6 Znaceni

Konstanty :

GF
fzz . fzw,fww
Ow

B
a,b;i,Cij,dijkCijkl
9.9’

mwy=+, Mzo
mH,mH?

2 2,2
my,ma,ms

Fermiho vazbova konstanta

“Goldstoneovské” kvartické vazbové konstanty
Weinberguv smésovaci tihel (weak mixing angle)
jeden z parametri MSSM, plati tgl = 1%
koeficienty polynomidlnich potencidli

kalibra¢n{ konstanty grup symetrie SU(2) a U(1)
hmotnosti intermedidlnich bosonu

hmotnosti Higgsovych bosonu

koeficienty polynomialniho potencidlu Visssas

Operatory a matice :

2
M3
9@
Tla T27 T3
T, T
T1, T2, T3
T1, T2, T3
Y
T

Ostatni :

14

Vaurssm

v

Al B,

Dy,

o, Hy, Ho

¢y h1... hg
v, V1, V2

€

Do, ¢o, Hf

matice kvadrati hmotnosti (4, j-ty prvek)

generatory symetrie

operdtory (slabého) izospinu

jim odpovidajici krea¢ni a anihila¢ni operatory

reprezentace su(2) na prostoru komplexniho Higgsova multipletu
reprezentace su(2) na prostoru jeho redlné parametrizace
operator slabého hypernéboje

(slaby) izospin daného multipletu (nezdporné polocelé ¢islo)

samointerakéni potencial Higgsovych poli

samointerakén{ potencidl Higgsovych poli (Minimdalni supersyme-
tricky standardn{ model)

zobrazeni prechodu mezi redlnou a komplexni formulaci
kalibra¢n{ pole nélezejici generdtorum SU(2) a U(1)

SU(2) ® U(1) kovariantni derivace

oznaceni higgsovskych multipleti v komplexni parametrizaci
jejich komponenty pii pfechodu k realné parametrizaci

redlné konstanty parametrizujicf @, ¢g a H}

vlastni vektory matice kvadratia hmotnosti M}

vektory minimalizujici Higgsuv potencidl v dané parametrizaci
konkrétnich modelu
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