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3 Vztah komplexńı a reálné parametrizace Higgsova sektoru 4
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1 Úvod

Jedńım z největš́ıch problémů současné fyziky elementárńıch částic je otázka existence tzv.
Higgsova bosonu. To je částice, jej́ıž zavedeńı je z teoretického hlediska nezbytné pro konsis-
tentńı poruchovou formulaci teorie snaž́ıćı se o popis elektroslabých interakćı, jedné z d̊uležitých
součást́ı tzv. Standardńıho modelu. (Bez př́ıtomnosti interakce s higgsovským skalárem nejsme
schopni zkonstruovat teorii s hmotnými vektorovými bosony, jež by v prvńım řádu poruchové
teorie (na stromové úrovni) splňovala podmı́nku unitarity, neboť by existovaly procesy, jejichž
amplitudy by v asymptotické oblasti energíı vykazovaly lineárńı divergence (bĺıže viz [5])).

Standardńı model (SM) bohužel však pro hmotnost Higgsova bosonu nedává žádnou př́ımou
předpověď. Např́ıklad v tzv. Minimálńım standardńım modelu vybudovaném S.Glashowem,
A.Salamem a S.Weinbergem v pr̊uběhu 60. let je hmotnost Higgsova bosonu dána výrazem
m2
H = 2λv2, kde v2 je s vázáno s tzv. Fermiho vazbovou kostantou GF vystupuj́ıćı v p̊uvodńı

kontaktńı teorii ze 60. let (a jej́ıž hodnotu známe) vztahem v2 = (GF
√

2)−1; nic podobného se
ale nedá ř́ıci o hodnotě konstanty λ. Z technických požadavk̊u “řádného” chováńı poruchových
rozvoj̊u lze sice stanovit jistou hranici, již by velikost této konstanty neměla překročit, aby
poruchová formulace neztratila smysl; s t́ım souviśı daľśı problém - nakolik je v̊ubec technický
požadavek poruchové renormalizovatelnosti fyzikálně relevantńı.

Dnes tedy bohužel pro konstantu λ nemáme nic přesněǰśıho než horńı mez, která dává
maximálńı hmotnost Higgsova bosonu řádu několika stovek GeV.

Daľśı nebezpeč́ı se skrývá v tom, že lze formulovat celou tř́ıdu model̊u, které budou správně
popisovat již pozorované, tj. např́ıklad hmotnosti W a Z boson̊u, budou se však od p̊uvodńıho
GWS modelu lǐsit strukturou Higgsova sektoru a předevš́ım jeho bohatost́ı. Přirozeně se naskýtá
otázka, jestli i v př́ıpadě, že by se v př́ırodě nerealizoval Minimálńı standardńı model ale nějaký
z jeho “bohatš́ıch př́ıbuzných”, máme naději očekávat existenci Higgsových částic na energetické
úrovni technicky dosažitelné v rozumném časovém horizontu. Poznamenejme, že současná
experimentálńı hodnota hmotnosti Higgsova bosonu je nade vš́ı pochybnost větš́ı než 77 GeV.

V této práci bych se chtěl věnovat několika článk̊um z 80. let, které souvisej́ı s danou
problematikou, zejména pak odvozeńı v nich prezentovaných sumačńıch pravidel použ́ıvaných
pro stanovováńı meźı hmotnost́ı Higgsových boson̊u v konkrétńıch zobecněńıch Minimálńıho
standardńıho modelu.

2 Zobecněńı Standardńıho modelu

Formulace p̊uvodńı GWS teorie byla provedena v jistém smyslu “minimálńım zp̊usobem” (odtud
pocháźı často už́ıvané označeńı Minimálńı standardńı model (MSM) ). To ovšem neńı jediná
možnost (ani v rámci poruchové formulace), jak konstruovat teorie elektroslabých interakćı, jež
ve svých hlavńıch rysech dávaj́ı předpovědi shodné s p̊uvodńım GWS modelem.

Jednou z možných cest je zobecněńı Higgsova sektoru teorie. Jelikož právě tato část stan-
dardńıho modelu je experimentálně probádaná nejméně (včetně skutečnosti, zda v̊ubec Higgs̊uv
boson existuje), nejsme při konstrukci zobecněných model̊u př́ılǐs omezováni požadavky na jeho
konkrétńı strukturu a bohatost. Obvykle se požaduje, aby spontánńı narušeńı symetrie ve spo-
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jeńı s Higgsovým mechanismem dávalo správné hodnoty experimentálně již změřených veličin
jako jsou třeba hmotnosti intermediálńıch vektorových boson̊u a pod. Rozš́ı̌reńı splňuj́ıćı tuto
konkrétńı podmı́nku zkonstruovat lze, jak bude naznačeno ve zbytku tohoto paragrafu. Otázka,
které z nich ve skutečnosti nejlépe poṕı̌se co možná největš́ı množstv́ı experimentálńıch dat a
t́ım vnese trochu světla do struktury Higgsova sektoru, muśı být zat́ım ponechána daľśım ex-
periment̊um.

Daľśı intenzivně studovanou možnost́ı rozš́ı̌reńı SM je tř́ıda tzv. supersymetrických model̊u,
které obohacuj́ı p̊uvodńı teorie ještě výrazněji, což na spektrum hmotnost́ı Higgsova sektoru
může mı́t též velký vliv.

Co se tedy stane v př́ıpadě, že se v př́ırodě koneckonc̊u nerealizuje p̊uvodńı minimálńı
(třeba ve smyslu bohatosti Higgsova sektoru) GWS-model, ale nějaký obecněǰśı ? Budou i
nadále d̊uvody věřit, že stejně jako v MSM i zde existuj́ı dostatečně lehké Higgsovy částice,
jejichž hmotnosti budou alespoň teoreticky na úrovni dosažitelné na současných urychlovač́ıch
nebo na aparaturách ne př́ılǐs vzdálené budoucnosti ?

Obsahem této práce bude diskuse jednoduchých algebraických schémat, která si kladou za
ćıl podpořit argumenty pro daľśı experimentálńı hledáńı Higgsových částic. Vyplývá z nich, že
v každé “rozumné” teorii s rozš́ıřeným Higgsovým sektorem je d̊uvod očekávat existenci alespoň
jednoho Higgsova bosonu s hmotnost́ı “na úrovni slabé škály”, tj. řádově stovek GeV.

2.1 Hmotnost W a Z bosonu v modelech s rozš́ı̌reným Higgsovým

sektorem

Uvažujme nějaký z model̊u s rozš́ı̌reným Higgsovým sektorem, tj. až na bohatost Higgsova mul-
tipletu a odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem modifikovanou Yukawovskou interakci shodný s p̊uvodńım
GWS-modelem. Nechť tento multiplet obsahuje n komplexńıch skalárńıch poĺı (v GWS-modelu
n = 2), tj. připǐsme mu izospin T = 1

2 (n− 1). Dále mu přǐraďme slabý hypernáboj Y takový,
aby platilo Y ∈ {−T, . . . , T}; to má mimo jiné za následek, že jedno z poĺı multipletu bude
neutrálńı a tud́ıž anihilováno operátorem náboje T3+Y .V př́ıpadě základńıho stavu s nenulovou
právě touto komponentou to odpov́ıdá narušeńı p̊uvodńı plné SU(2)⊗ U(1) na zbytkovou tzv.
U(1)em symetrii, jej́ımž d̊usledkem je “přežit́ı” zákona zachováńı elektrického náboje, což je
obvykle formulováno jako jeden z obecných požadavk̊u.

Zapǐsme nyńı tu část lagrangiánu této teorie, pomoćı ńıž se generuj́ı hmotové členy inter-
mediálńıch vektorových boson̊u (viz např. [10]):

LmassIV B = φ†0(igA
i
µTi + ig′BµY )(−igAj µTj − ig′BµY )φ0 (1)

Jednotlivé symboly maj́ı následuj́ıćı význam: g a g′ jsou vazbové konstanty odpov́ıdaj́ıćı po
řadě kalibračńım grupám SU(2) a U(1), Aiµ a Bµ jsou komponenty kalibračńıch poĺı, operátory
Ti tvoř́ı reprezentaci algebry su(2) na prostoru dimenze n, Y je operátor slabého hypernáboje
a konečně symbolem φ0 jsme označili vektor minimalizuj́ıćı Higgsovský potenciál, konkrétně
φ†0 = 1√

2
(0, . . . , v, . . . , 0). (Tato část lagrangiánu vzniká z lokálně kalibračně invariantńıho

kinetického členu φ†D†µD
µφ poté, co se doćıĺı “narušeńı symetrie”.) Použit́ım relaćı

1
2
{T+, T−} = T 2

1 + T 2
2 = T 2 − T 2

3 , T3φ0 = −Y φ0 a φ†0T±φ0 = 0 (2)
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uprav́ıme výraz (1) postupně do tvaru

L = φ†0[
g2

2 (A1
µ − iA2

µ)(A
1µ + iA2µ) 1

2{T+, T−}+ (gA3
µ − g′Bµ)(gA3µ − g′Bµ)T 2

3 ]φ0 =

= v2

2 g
2[T (T + 1)− Y 2]W−

µ W
+µ + v2

2 (g2 + g′
2)Y 2ZµZ

µ (3)

kde jsme zavedli obvyklým zp̊usobem

W±
µ ≡

A1
µ ∓ iA2

µ√
2

a Zµ ≡ cos θWA3
µ − sin θWBµ , cos θW ≡ g√

g2 + g′2
(4)

V tomto výrazu již snadno identifikujeme hmotnosti intermediálńıch vektorových boson̊u:

m2
W =

v2

2
g2[T (T + 1)− Y 2]

1
2
m2
Z =

v2

2
(g2 + g′

2)Y 2. (5)

Požadujeme-li, aby tento model správně reprodukoval experimentálńı fakt, že

m2
W = m2

Zcos θW 2 (6)

znamená to, že je nutné, aby
T (T + 1)− 3Y 2 = 0 (7)

tj. na začátku muśıme vybrat takovou konfiguraci Higgsova sektoru (izospin,slabý hypernáboj),
která splňuje (7). Kromě dvojice (T, Y ) = ( 1

2 ,−
1
2 ), která popisuje Higgs̊uv sektor p̊uvodńıho

GWS-modelu, má tato rovnice i daľśı řešeńı, např. (3, 2) (bĺıže viz [8]).
Z hlediska splněńı požadavk̊u na hmotnosti intermediálńıch vektorových boson̊u tedy opravdu

existuj́ı jiné konstrukce model̊u elektroslabých interakćı, mezi nimiž nejsme na současné úrovni
poznatk̊u schopni rozhodnout. To znamená, že otázka existence dostatečně lehkého Higgsova
bosonu v obecněǰśıch teoríıch neńı pouze akademickou záležitost́ı a může se časem ukázat jako
velmi d̊uležitá.

3 Vztah komplexńı a reálné parametrizace Higgsova sek-

toru

Ve většině monografíı zabývaj́ıćıch se problematikou standardńıho modelu je k popisu Higgsova
sektoru použita komplexńı parametrizace, tj. Higgsovo pole vstupuje do lagrangiánu ve formě
komplexńıho multipletu ( v konkrétńım př́ıpadě p̊uvodńıho GSW-modelu jako komplexńı dublet
), jemuž je připisován isospin T = 1

2 (n− 1), kde n je počet komponent zmiňovaného multipletu
a slabý hypernáboj Y takový, aby existovala neutrálńı komponenta.

Na druhé straně všechna sumačńı pravidla prezentovaná v této práci jsou odvozována pomoćı
parametrizace reálné, proto považuji za d̊uležité zmı́nit se alespoň krátce o souvislosti těchto
formulaćı.

Obecně se vlastně jedná o konstrukci nějakého zobrazeńı Cn → R2n a reprezentace kalibračńı
grupy na R2n a to takové, která bude reprodukovat algebraickou strukturu p̊uvodńıho modelu.
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Mějme tedy obecný vektor Φ ∈ Cn a definujme zobrazeńı Ψ : Cn → R2n předpisem

Ψ


Φ1

...
Φn

 :=



ReΦ1

...
ReΦn
ImΦ1

...
ImΦn


(8)

což je asi nejsnazš́ı reálná reprezentace komplexńı n-tice. Pro zkráceńı zápisu se dále omezme na
př́ıpad n = 2, tj. dublet; ostatńı př́ıpady se dostanou naprosto shodným zp̊usobem. Všimněme
si nejprve, že pro Ψ sice plat́ı Ψ(x + y) = Ψ(x) + Ψ(y) (tzn. je aditivńı), ale homogenńı, tj.
Ψ(αx) = αΨ(x) je pouze pro α reálná. To ovšem znamená, že pro reprezentaci algebry su(2),
která p̊usob́ı na p̊uvodńım komplexńım dubletu pomoćı τi = 1

2σi (σi jsou Pauliho matice) a
má ryze imaginárńı strukturńı konstanty je nutno odpov́ıdaj́ıćı reprezentaci τ̃i na R4 definovat
zp̊usobem

τ̃iΨ(Φ) := iΨ(−iτiΦ) (9)

Pouze tehdy totiž bude možno zajistit, aby platilo [τ̃i, τ̃j ] = iεijk τ̃k, což je podmı́nka repro-
dukováńı p̊uvodńı algebraické struktury. (V př́ıpadě “naivńı” definice tvaru τ̃iΨ(Φ) := Ψ(τiΦ)
nebude možno “protáhnout” imaginárńı strukturńı konstantu přes Ψ.) Nyńı můžeme psát

[τ̃i, τ̃j ]Ψ(Φ) = (τ̃iτ̃j − τ̃j τ̃i)Ψ(Φ) = −Ψ(−[τi, τj ]Φ) = −Ψ(−iεijkτkΦ) = iεijk τ̃kΨ(Φ) (10)

Jak vypadaj́ı konkrétně matice τ̃i ? Uváž́ıme-li, že

−iτi

(
Φ1

Φ2

)
= −i(Reτi + iImτi)

(
ReΦ1 + iImΦ1

ReΦ2 + iImΦ2

)
=

=

{
Reτi

(
ImΦ1

ImΦ2

)
+ Imτi

(
ReΦ1

ReΦ2

)}
+ i

{
−Reτi

(
ReΦ1

ReΦ2

)
+ Imτi

(
ImΦ1

ImΦ2

)}
(11)

můžeme pomoćı (8) přepsat definičńı vztah (9) do podoby

τ̃iΨ(Φ) = i

(
Imτi Reτi
−Reτi Imτi

)
Ψ(Φ) ⇒ τ̃i = i

(
Imτi Reτi
−Reτi Imτi

)
(12)

Vid́ıme tedy, že pro zvolenou parametrizaci (8) má odpov́ıdaj́ıćı reálná reprezentace jednodu-
chou maticovou strukturu (konkrétněji pro připad MSM viz např. [9]).

Zobrazeńı Ψ nav́ıc zachovává normu, tj. př́ımo z definice dostáváme

Ψ(Φ)†Ψ(Φ) =
n∑
i=1

(ReΦ2
i + ImΦ2

i ) = Φ†Φ (13)

a dále třeba

Ψ(Φ)†(τ̃i)†τ̃iΨ(Φ) = Ψ(−iτiΦ)†Ψ(−iτiΦ) = (−iτiΦ)†(−iτiΦ) = Φ†Φ = Ψ(Φ)†Ψ(Φ) (14)
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což zaručuje su(2) invarianci obraz̊u kvadratických výraz̊u Φ†Φ, z nichž je vybudován p̊uvodńı
samointerakčńı potenciál Higgsových poĺı.

Daľśı věćı, kterou budeme potřebovat, je výpočet hmotnost́ı částic Higgsova sektoru z ex-
plicitńıho tvaru interakčńıho potenciálu V , jenž je reálnou funkćı poĺı Φi komlexńıho multi-
pletu Φ. V lagrangiánu popisuj́ıćım systém těchto komlexńıch skalárńıch poĺı nechť vystupuje
V zp̊usobem

L = ∂µΦ†∂µΦ− V (Φ) (15)

Použijeme-li obvyklou parametrizaci

Φ ≡ 1√
2


φ1 + iφ2

...
φ2n−1 + iφ2n

 (16)

automaticky dostaneme správně normalizované kinetické členy jednotlivých reálných kompo-
nent φi v lagrangiánu, který vznikne z p̊uvodńıho přechodem od Φi k φi:

L =
1
2
∂µφ

i∂µφi − V (φ) (17)

Hmotové členy źıskáme Taylorovým rozvojem V v okoĺı minima φ0

L =
1
2
∂µφ

i∂µφi − 1
2

∂2V

∂φi∂φj
|φ0(φ− φ0)i(φ− φ0)j + . . . (18)

a následnou diagonalizaćı tzv. matice kvadrát̊u hmotnost́ı M2
ij ≡ ∂2V

∂φi∂φj |φ0

4 Sumačńı pravidla

4.1 Polynomiálńı potenciály

Obsahem tohoto paragrafu bude odvozeńı horńı meze pro hmotnost nejlehč́ıho Higgsova bosonu
v obecných modelech, v nichž má potenciál popisuj́ıćı interakci higgsovského sektoru poly-
nomiálńı charakter. Př́ıkladem takovéto teorie může být třeba Minimálńı supersymetrický
standardńı model (MSSM), pro nějž v závěru odvod́ıme konkrétńı pravidlo. Budeme vycházet
z práce [1], jež se jako prvńı zabývala touto problematikou, ale která neobsahovala přesněǰśı
matematickou formulaci problému.

Uvažujme teorii popisuj́ıćı systém N reálných skalárńıch poĺı φi, i ∈ N̂ , které uspořádáme
do N -komponentńıho vektoru φ. Nechť lagrangián tohoto systému má tvar L = L0 + V , kde
V : RN → R je samointerakčńı potenciál tvaru polynomu nejvýše čtvrtého řádu ve φi, který
je invariantńı v̊uči p̊usobeńı nějaké N -dimenzionálńı reprezentace T Lieovy grupy symetrie G
na φ. Dále o V předpokládejme, že plat́ı lim||φ||→∞ V (φ) = +∞, což např. již stač́ı pro
existenci minima (ne nutně ostrého); označme vektor, v němž V tohoto minima nabývá, sym-
bolem φ0 (popř́ıpadě vyberme jeden z množiny těchto minimalizuj́ıćıch vektor̊u). Definujme
matici kvadrát̊u hmotnost́ı jako

M2
ij ≡

∂2V

∂φi∂φj

∣∣∣
φ0

. (19)
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M2 je reálná symetrická matice N ×N , která je nav́ıc matićı pozitivně semidefinitńı kvadrat-
ické formy a tud́ıž existuje podobnostńı (dokonce ortogonálńı) transformace, která ji převede do
diagonálńıho tvaru M̃2

ij = m2
jδij (budeme použ́ıvat obvyklou sumačńı konvenci, tj. sč́ıtá se od 1

do N přes všechny indexy vyskytuj́ıćı se ve dvojićıch s výjimkou př́ıpad̊u, kdy jsou oba indexy
podtržené). Na diagonále stoj́ı nezáporná vlastńı č́ısla m2

i , jež se identifikuj́ı s kvadráty hmot-
nost́ı částic popisovaných systémem poĺı φ. Každopádně však je možno zvolit vRn ortonormálńı
bázi tvořenou vlastńımi vektory matice M2 (vlastńı vektory k r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou or-
togonálńı automaticky, v př́ıpadě degenerace m2

j zvoĺıme ortogonálńı bázi v Ker(M2 − m2
j )

libovolně), označme ji E ≡ {ek}nk=1, tj. M2ek = m2
kek. Vyjádř́ıme-li si nyńı v této bázi vektor

φ, je

φ = ψkek ⇒ φi = ψk(ek)i ⇒ ∂φi

∂ψk
= (ek)i. (20)

Pomoćı těchto vztah̊u dostáváme explicitńı vyjádřeńı M̃2
kl, poněvadž

∂2V

∂ψk∂ψl

∣∣∣
v

=
( ∂2V

∂φi∂φj

)∣∣∣
v
(ek)i(el)j = M2

ij(ek)
i(el)j = m2

kδkl = M̃2
kl. (21)

(Vlastně se jedná o převod kvadratické formy ze standardńı báze do E .) Kdybychom tedy uměli
rozepsat potenciál V pomoćı ψk, znali bychom kompletńı spektrum M2. Obecný polynomiálńı
potenciál maximálně čtvrtého řádu ve φ můžeme jistě napsat ve tvaru

V (φ) = a+ biφ
i + cijφ

iφj + dijkφ
iφjφk + eijklφ

jφjφkφl (22)

Dı́ky komutativitě součinu funkćı lze vždy toto rozepsáńı zař́ıdit tak, že koeficienty bi, cij ,
dijk a eijkl jsou symetrické ve všech indexech. Uvažujme infinitesimálńı transformaci φ →
φ′ = φ + δφ, kde δφ můžeme vyjádřit pomoćı generátor̊u θα uvažované reprezentace jako
δφ = εαθ

αφ. Předpokládáme-li G-invarianci V , znamená to, že do člen̊u prvńıho řádu v δφ

muśı platit V (φ + δφ) = V (φ). Dı́ky symetrii b, c, d a e je možno tento požadavek přepsat do
tvaru

biδφ
i + 2!cijφiδφj + 3!dijkφiφjδφk + 4!eijklφjφjφkδφl = 0 (23)

a to pro libovolné φ. Toho samozřejmě nemůžeme obecně dosáhnout, kdykoli by bi byly
nenulové. Předpokládejme proto bi ≡ 0. Dosad́ıme-li nyńı do (22) vyjádřeńı (20), źıskáme
tak závislost V na ψ:

V (ψ) = a+ cij(er)i(es)jψrψs + dijk(er)i(es)j(et)kψrψsψt + eijkl(er)i(es)j(et)k(eu)lψrψsψtψu

(24)
a tu pomoćı substitućı

cij(er)i(es)j ≡
1
2
µ2
rs dijk(er)i(es)j(et)k ≡

1
3
σrst eijkl(er)i(es)j(et)k(eu)l ≡

1
4
λrstu (25)

přeṕı̌seme do kratš́ıho tvaru

V (ψ) = a+
1
2
µ2
rsψ

rψs +
1
3
σrstψ

rψsψt +
1
4
λrstuψ

rψsψtψu. (26)

Dı́ky symetrii c, d a e jsou µ2
rs, σrst a λrstu opět úplně symetrické. Označme ještě vk ≡ ψk|v a

dále n ≡ v/||v||, tj. pro n plat́ı ||n|| = 1. Nyńı proveďme operaci nknl ∂2

∂ψk∂ψl

∣∣∣
v

na obě strany
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rovnosti (26). Na levé straně źıskáme výraz

L.S. = nknl
∂2V

∂ψk∂ψl

∣∣∣
v

=
N∑
l=1

nknlδnlm
2
l = (nk)2m2

k (27)

Pro výrazy na pravé straně postupně dostaneme:

1
2
µ2
rsn

knl
∂2

∂ψk∂ψl

∣∣∣
v
(ψrψs) =

1
2
µ2
rsn

knl(δrkδsl + δskδrl) = µ2
rsn

rns ≡ µ2 (28)

a zcela analogicky

1
3
σrstn

knl
∂2

∂ψk∂ψl

∣∣∣
v
(ψrψsψt) = 2nrnsntσrst||v|| ≡ 2σ||v|| (29)

1
4
λrstun

knl
∂2

∂ψk∂ψl

∣∣∣
v
(ψrψsψtψu) = 3λrstunrnsnunt||v||2 ≡ 3λ||v||2. (30)

(použili jsme identitu vr = nr||v||) Sečteńım těchto výraz̊u a porovnáńım s (27) źıskáváme
d̊uležitou rovnost

N∑
k=1

(nk)2m2
k = µ2 + 2σ||v||+ 3λ||v||2. (31)

Nyńı se pokusme v tomto vztahu nějakým zp̊usobem eliminovat konstanty µ2 a σ. O potenciálu
V v́ıme, že je minimalizován vektorem φ0, tj. že ∂V

∂φi

∣∣
φ0

= 0, což přepsáno pomoćı ψ znamená
∂V
∂ψk

∣∣
v
= 0. Z explicitńıho vyjádřeńı (26) tak dostáváme podmı́nku

N∑
k=1

nk
∂V

∂ψk

∣∣∣
v
= µ2||v||+ σ||v||2 + λ||v||3 = ||v||(µ2 + σ||v||+ λ||v||2) = 0 (32)

Ta je samozřejmě splněna když ||v|| = 0, tj. i φ0 = 0. O toto řešeńı se zde však zaj́ımat neb-
udeme a to z fyzikálńıch d̊uvod̊u: Budeme cht́ıt totiž vyšetřovat pouze takovou tř́ıdu potenciál̊u,
pro něž odpov́ıdaj́ıćı φ0 neńı G-invariantńı, tj. pro které v Lieově algebře reprezentace T exis-
tuje operátor θβ takový, že θβφ0 6= 0. To ovšem v př́ıpadě φ0 = 0 splnit nelze. Předpokládejme
proto dále ||v|| > 0. Podmı́nka (32) tedy dává

µ2 + σ||v||+ λ||v||2 = 0 (33)

Vyjádř́ıme-li z ńı µ2 = −σ||v|| − λ||v||2 a dosad́ıme do (31), zjednoduš́ı se (31) do tvaru

N∑
k=1

(nk)2m2
k = σ||v||+ 2λ||v||2. (34)

Nakonec ukážeme, že plat́ı σ < 0 . Řešeńı kvadratické rovnice (33) vzhledem k ||v|| má tvar

||v||± =
−σ ±

√
σ2 − 4λµ2

2λ
(35)

Vzhledem k přirozenému požadavku ||v|| ∈ R muśı nutně být σ2 > 4λµ2. (Při kladném σ

může zat́ım stále existovat řešeńı.) Dále v́ıme, že v bodě v potenciál V (ψ) nabývá minima.To
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znamená, že Hessova matice v tomto bodě muśı být matićı pozitivně semidefinitńı kvadratické
formy, neboli

(M̃2)kl =
∂2V

∂ψk∂ψl

∣∣∣
v

=
1

nknl
(µ2 + 2σ||v||+ 3λ||v||2) � 0. (36)

Využijeme-li diagonálnosti matice M̃2 a faktu, že z (33) plyne ||v||2 = − 1
λ (µ2+σ||v||), dostáváme

pro (36) vyjádřeńı

1
(nk)2

(−σ||v|| − 2µ2) ≥ 0 ⇔ σ||v||+ 2µ2 ≤ 0 (37)

Dosaďme nyńı do posledńı podmı́nky za ||v|| ze vztahu (35) a roznásobme kladným λ, t́ım
podmı́nka (37) přejde na

−(σ2 − 4λµ2)± σ
√
σ2 − 4λµ2 ≤ 0 (38)

Kdy lze tuto podmı́nku splnit ? Jelikož plat́ı vztah

|σ|
√
σ2 − 4λµ2 ≥ (σ2 − 4λµ2) ≥ 0 (39)

(stač́ı umocnit a roznásobit), znamená to, že (38) vyžaduje pro ||v||± platnost σ < (>)0. Bylo-li
by ovšem σ > 0, nutně by z (35) plynulo ||v|| < 0, což je spor. Tedy σ < 0. Vrát́ıme-li se nyńı ke
vztahu (34), můžeme na základě právě provedeného zjǐstěńı vynechat na pravé straně záporný
člen σ||v||, č́ımž źıskáme omezeńı pro vlastńı č́ısla M2 ve tvaru nerovnosti

N∑
k=1

(nk)2m2
k ≤ 2λ||v||2. (40)

Nyńı bychom již rádi učinili závěr o tom, že nahrad́ıme-li v součtu na levé straně všechna vlastńı
č́ısla m2

k nejmenš́ım (označme si jej m2
min), z̊ustane nerovnost (40) v platnosti. Jelikož plat́ı∑

(nk)2 = 1, znamenalo by to, že dostáváme vztah

m2
min ≤ 2λ ||v||2. (41)

Matice M2 však od počátku může být singulárńı (to odpov́ıdá př́ıpadu semidefinitostni j́ı gen-
erované kvadratické formy), neboli může být m2

min = 0. T́ım bychom ovšem źıskali pouze
triviálńı nerovnost mezi nulou a nezáporným č́ıslem. Naštěst́ı lze ovšem za dosti obecných
podmı́nek zajistit platnost obdobné nerovnosti i v tomto př́ıpadě, avšak pro nejmenš́ı nenulové
vlastńı č́ıslo. Jedná se tedy o to, jestli záměnou všech m2

k ve výrazu (40) za nejmenš́ı nenulové
(m̃2

min) nemůžeme pravou stranu této rovnosti zvětšit. Stačilo by nám ukázat, že za určitých
předpoklad̊u nulovost m2

k implikuje nulovost odpov́ıdaj́ıćıho nk. Z definice v je φ0 = vkek. To
znamená (ei, φ0) = vi. Tedy ni = vi/||v|| = 0 ⇔ (ei, φ0) = 0. Potřebujeme tedy formulovat
podmı́nku, která zajist́ı splněńı (ei, φ0) = 0 pro každé i, jež odpov́ıdá nulovému m2

i .
Pod́ıvejme se na tento problém z geometrického hlediska. Za velmi obecných podmı́nek,

které všechny “fyzikálńı” potenciály V splňuj́ı, můžeme na množinu minim V ≡ {φ0|∂V∂φ |φ0 = 0}
pohĺıžet jako na diferencovatelnou varietu v R2N . Tečný prostor V v bodě φ0 pak lze ztotožnit
s prostorem KerM2, kde M2 je konkrétńı matice konstruovaná v bodě φ0. Podmı́nka nulovosti
(ei, φ0) pak odpov́ıdá podmı́nce φ0 ∈ (Tφ0V)⊥. Ta bude splněna v př́ıpadě, že pro danou volbu
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φ0 je tento bod stacionárńım bodem funkce ||φ|| zúžené na varietu V. Jak je tato podmı́nka
realizovatelná v konkrétńıch modelech ?

Nejjednodušš́ı je př́ıpad, kdy V je invariantńı v̊uči unitárńı (tj. ortogonálńı v př́ıpadě reálné
formulace) reprezentaci kalibračńı grupy. To znamená, že V je funkćı pouze ||φ|| a tedy varieta
V je koule daná podmı́nkou ||φ|| = konst. S touto situaćı se setkáváme např. v MSM a je to
též nejpřirozeněǰśı cesta v modelech s rozš́ı̌reným Higgsovým sektorem. Oproti tomu v MSSM
nic podobného neplat́ı a je tedy nutno dokázat př́ımo stacionaritu ||φ|| pro konkrétńı φ0.

Přidejme tedy k našim předpoklad̊um ještě tuto podmı́nku, tj. požadujme, aby v modelech,
jimiž se zabýváme, minimum φ0 splňovalo např́ıklad požadavek ∂||φ||

∂Ω |φ0 = 0 ( ∂
∂Ω znač́ı derivace

v̊uči všem úhlovým proměným parametrizuj́ıćım vektor φ ve varietě V v okoĺı φ0), tj. aby
“narušeńı symetrie bylo realizováno vektorem, pro který plat́ı podmı́nka stacionarity”.

Přijmeme-li toto omezeńı, můžeme na základě předcházej́ıćıch argument̊u tvrdit, že žádný
ze člen̊u, jež obsahuj́ı nenulová nk, nemůže po záměně m2

k za nejmenš́ı nenulové m̃2
min zvětšit

hodnotu levé strany v (40). n2
k stoj́ıćı u nulových m2

k jsou totiž všechna nulová. To nám
dovoluje přepsat tuto nerovnost do finálńı podoby

m̃2
min ≤ 2λ||v||2 (42)

Na závěr tohoto paragrafu odvod́ıme jednoduché omezeńı pro nejmenš́ı nenulové vlastńı
č́ıslo M2 Higgsova sektoru v tzv. Minimálńım supersymetrickém rozš́ı̌reńı standardńıho mod-
elu (MSSM). Jak v́ıme, bude nutno dokázat též relevanci tohoto postupu, poněvadž neńı apri-
ori zřejmé, že tento model splňuje “podmı́nku stacionarity”. Pro přehlednost tento d̊ukaz
provedeme až na konci celého paragrafu.

Podle [6] má v reálné formulaci Higgs̊uv sektor MSSM následuj́ıćı strukturu: je tvořen
dvojićı komplexńıch skalárńıch dublet̊u (od značeńı použitého v [6] se odchylujeme normalizačńı
konstantou 1√

2
; naše volba má tu výhodu, že stále plat́ı M2

ij = ∂2V
∂hi∂hj

|min):

H1 ≡
1√
2

(
h1 + ih2

h3 + ih4

)
H2 ≡

1√
2

(
h5 + ih6

h7 + ih8

)
(43)

V této parametrizaci pro samointerakčńı potenciál plat́ı

V (hj) =
m2

1

2

4∑
i=1

h2
i +

m2
2

2

8∑
i=5

h2
i −m2

3(h1h7 + h4h6 − h3h5 − h2h8) +

+
1
32

(g2 + g′
2)(

4∑
i=1

h2
i −

8∑
i=5

h2
i )

2 +
1
8
g2(h1h5 + h2h6 + h3h7 + h4h8)2 + (44)

+
1
8
g2(h1h6 + h3h8 − h2h5 − h4h7)2

Z tohoto vyjádřeńı budeme cht́ıt źıskat konkrétńı hodnotu konstanty λ. Podle definice je (ve
shodě s (24) )

λ||v||4 = λrstuψr|h0ψs|h0ψt|h0ψu|h0 = 4eijkl(h0)i(h0)j(h0)k(h0)l (45)

10



kde h0 je př́ıslušné minimum V , v tomto konkrétńım př́ıpadě tvaru

h0 ≡ (h1 = v1, h7 = v2, hi = 0 ∀i ∈ {2, 3, 4, 5, 6, 8}) (46)

a konstanty eijkl maj́ı stejný význam jako ve vztahu (24), tj. jsou to koeficienty u jednotlivých
kombinaćı hihjhkhl v potenciálu (44). Po vyč́ısleńı dostaneme pro hledanou mez 2λ||v||2 výraz

2λ||v||2 = (g2 + g′
2)

(v2
1 − v2

2)2

||v||2
(47)

Pro hmotnost Z-bosonu v MSSM plat́ı vztah (viz (130))

m2
Z =

1
8
(g2 + g′

2)||v||2 (48)

kde tomto př́ıpadě ||v||2 ≡ v2
1 + v2

2 . Po zavedeńı do (47) a užit́ım (40) tak źıskáváme nerovnost

m2
min ≤ 8m2

Z

(v2
1 − v2

2)2

(v2
1 + v2

2)2
= 8m2

Zcos22β ≤ 8m2
Z ⇒ mmin ≤ 2

√
2mZ (49)

(použili jsme označeńı v1
v2
≡ tanβ). To znamená, že hmotnost nejlehč́ıho Higgsova bosonu by

měla být určitě srovnatelná s hmotnost́ı intermediálńıho Z-bosonu.

4.2 Důkaz použitelnosti metody pro polynomiálńı potenciály v př́ıpadě

MSSM

Jak jsme již naznačili, v př́ıpadě MSSM nelze použ́ıt pro zd̊uvodněńı nulovosti (ei, φ0) unitaritu
reprezentace, v̊uči ńıž je potenciál V invariantńı. Muśıme tedy dokázat stacionaritu normy
vybraného základńıho stavu. To znamená ukázat, že funkce f(h) := ||h|| má v bodě h0 nulové
derivace vzhledem k varietě minim V, což je analogie úloh na vázaný extrém. Budeme ji řešit
obvyklým zp̊usobem, tj. pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u. Zároveň namı́sto funkce f

budeme kv̊uli jednoduchosti řešit ekvivalentńı úlohu pro funkci F ≡ f2, tj. F (h) =
∑
i h

2
i .

Varieta V je popsaná rovnicemi Gi(h0) ≡ ∂V
∂hi
|h0 = 0. Lagrangeova funkce této úlohy má

tedy tvar

Λ(h) = F (h)− λiGi(h) =
8∑
i=1

h2
i − λi

∂V

∂hi
. (50)

Nutnou podmı́nkou toho, aby bod h0 byl stacionárńım bodem funkce F vzkledem k V, je splněńı
soustavy rovnic

∂Λ
∂hj

|h0 = 2(h0)j − λi
∂2V

∂hi∂hj
|h0 = 2(h0)j − λiM

2
ij = 0 (51)

pro nějaká λi společně s vazbovou podmı́nkou

Gi(h0) =
∂V

∂hi
|h0 = 0 (52)

Vyhovuje všem těmto požadavk̊um konkrétńı h0 v MSSM ?
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Podmı́nku (51) můžeme pro toto h0 přepsat do maticového tvaru (využ́ıváme faktu, že v
bázi H ≡ (h1, h7, h2, h8, h3, h5, h4, h6) je M2 blokově diagonálńı, viz (112)

M2
A 0 0 0

0 M2
B 0 0

0 0 M2
C 0

0 0 0 M2
D




λA

λB

λC

λD

 =


hA

0
0
0

 (53)

kde

λA =

(
λ1

λ7

)
, λB =

(
λ2

λ8

)
, λC =

(
λ3

λ5

)
, λD =

(
λ4

λ6

)
a hA = 2

(
v1

v2

)
(54)

a M2
A má stejný význam jako ve vztahu (117). (Explicitńı tvar M2

B,C,D nebudeme potřebovat.)
Vektor h0 bude stacionárńım bodem funkce F jedině tehdy, bude-li existovat řešeńı této sous-
tavy, jež splňuje zároveň podmı́nky (52). Vzhledem k tomu, že se soustava (53) rozpadá na
čtveřici nezávislých rovnic, můžeme o jej́ı řešitelnosti snadno učinit závěr: Předevš́ım je ev-
identńı, že λB = λC = λD = 0 řeš́ı trojici homogenńıch soustav v (53). O řešitelnosti celé
soustavy (53) tedy rozhoduje řešitelnost rovnice M2

AλA = 2hA. Jelikož je ale M2
A (až na př́ıpad

v1 = v2) regulárńı, řešeńı této rovnice pro každou dvojici v1 6= v2 má tvar λA = (M2)−12hA. V
př́ıpadě v1 = v2 je sice M2

A singulárńı, ale i v tomto př́ıpadě řešeńı existuje a to z toho d̊uvodu,
že za podmı́nky λ1 = λ7 jsou obě rovnice tvoř́ıćı tuto soustavu identické. To celkově znamená,
že existuje vektor λT ≡ (λ1 . . . λ8), který je řešeńım (53).

Zjistili jsme tedy, že pro vektory h0 a λ plat́ı

gradΛ|h0 = gradF |h0 − λT gradG|h0 = 0 (55)

Z toho vyplývá, že

h0 =
1
2
gradF |h0 ∈ {(gradG|h0)i}lin = Nh0V = (Th0V)⊥ (56)

(Nh0V znač́ı normálový prostor variety V v bodě h0 a {. . .}lin je symbol pro lineárńı obal) To
ovšem bylo ćılem našeho snažeńı.

Ukázali jsme tedy, že vektor h0 použ́ıvaný v MSSM k minimalizaci potenciálu VMSSM

skutečně splňuje podmı́nku stacionarity.

4.3 Obecné potenciály

Sumačńı pravidlo odvozené v předchoźı kapitole pro př́ıpad polynomiálńıho potenciálu můžeme
zobecnit i pro potenciály obecněǰśı, vyskytuj́ıćı se např́ıklad v teoríıch typu supergravitace.(Budeme
vycházet z práce [2].) Uvažujme tedy nyńı samointerakci reálného skalárńıhoK-dimenzionálńıho
multipletu φ zadanou funkćı V : RK → R, na ńıž klademe pouze požadavek diferencovatelnosti
do 4. řádu; odpov́ıdaj́ıćı minimalizuj́ıćı vektor opět označme φ0. Definujme matici kvadrát̊u
hmotnost́ı

M2
ij ≡

∂2V

∂φi∂φj

∣∣∣
φ0

. (57)
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a dále tzv. efektivńı kubické a kvartické vazbové konstanty

dijk ≡
∂3V

∂φi∂φj∂φk

∣∣∣
φ0

eijkl ≡
∂4V

∂φi∂φj∂φk∂φl

∣∣∣
φ0

. (58)

Nechť V jeG-invariantńı (obvykle při konstrukci model̊u elektroslabých interakćıG ⊃⊃ SU(2)⊗
U(1)), tj. plat́ı V (φ) = V (φ + εαθ

αφ), kde θα jsou generátory uvažované Lieovské grupy G.
Rozvinut́ım do Taylorovy řady se středem v počátku dostáváme z tohoto požadavku omezeńı

∂V

∂φi
(θαφ)i = 0 ∀α (59)

Derivujme nyńı tuto identitu postupně podle φj ,φk a φl:

∂

∂φj

∣∣∣
φ0

→ 0 =
∂2V

∂φi∂φj

∣∣∣
φ0

(θαφ0)i +
∂V

∂φi

∣∣∣
φ0

θαij = M2
ik(θ

αφ0)k (60)

a obdobně využ́ıváńım vztah̊u ∂V
∂φ |φ0 = 0 a (60) obdrž́ıme

∂2

∂φj∂φk

∣∣∣
φ0

→ 0 = dijk(θαφ0)i + [M2, θα]jk (61)

∂3

∂φj∂φk∂φl

∣∣∣
φ0

→ 0 = eijkl(θαφ0)i + dijkθ
α
il + dijlθ

α
ik + diklθ

α
ij (62)

Nyńı se pokuśıme ze vztah̊u (60),(61) a (62) vyloučit závislost na dijk a odvodit relaci mezi
M2
ij a eijkl. Vynásobme (61) výrazem (θβφ0)j(θγθδφ0)k. Použit́ım pravidel pro násobeńı matic

dostáváme
dijk(θαφ0)i(θβφ0)j(θγθδφ0)k +M2

ik(θ
αθβφ0)i(θγθδφ0)k = 0 (63)

Podobně vynásobeńım (62) členy (θβφ0)j(θγφ0)k(θδφ0)l obdrž́ıme

eijkl(θαφ0)i(θβφ0)j(θγφ0)k(θδφ0)l + dijk(θβφ0)j(θγφ0)k(θαθδφ0)i +

+dijl(θβφ0)j(θαθγφ0)i(θδφ0)l + dikl(θαθβφ0)i(θγφ0)k(θδφ0)l = 0 (64)

Pro úpravu tohoto výrazu a vyloučeńı závislosti na dijk využijeme vztah (63) s odpov́ıdaj́ıćımi
permutacemi index̊u

dijk(θβφ0)j(θγφ0)k(θαθδφ0)i = −M2
ik(θ

βθγφ0)i(θαθδφ0)k

dikl(θγφ0)k(θδφ0)l(θαθβφ0)i = −M2
ik(θ

αθβφ0)i(θγθδφ0)k (65)

dijl(θβφ0)j(θδφ0)l(θαθγφ0)i = −M2
ik(θ

αθγφ0)i(θβθδφ0)k

Dosazeńım do (64) dosṕıváme k d̊uležitému vztahu

M2
ik[(θ

βθγφ0)i(θαθδφ0)k + (θαθβφ0)i(θγθδφ0)k + (θαθγφ0)i(θβθδφ0)k] =

eijkl(θαφ0)i(θβφ0)j(θγφ0)k(θδφ0)l (66)

který svazuje již pouze elementy matice kvadrát̊u hmotnost́ı a kvartické vazbové konstanty, což
bylo naš́ım ćılem. Jelikož plat́ı

(θαθβφ0)i =
1
2
({θα, θβ}φ0)i +

1
2
cαβγ (θγφ0)i (67)
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kde cαβγ jsou strukturńı konstanty algebry operátor̊u θα tzn. [θα, θβ ] = cαβγ θγ , źıskáváme d́ıky
(60) vztah

M2
ij(θ

αθβφ0)i =
1
2
M2
ij({θα, θβ}φ0)i, (68)

j́ımž můžeme p̊uvodńı vyjádřeńı (66) symetrizovat.
Dále se budeme snažit použ́ıt vztahu (66) pro odvozeńı jistých omezuj́ıćıch podmı́nek, které

musej́ı splňovat vlastńı č́ısla M2. Máme možnost pokusit se vybrat některé z generátor̊u
uvažované symetrie skalárńıho sektoru dané teorie (která je jistě alespoň stejně bohatá jako celá
grupa symetríı jej́ıho lagrangiánu) a pro tyto konkrétńı operátory źıskat odpov́ıdaj́ıćı omezeńı
pro m2

j . Při tomto výběru jsme omezeni pouze požadavkem, aby pravá strana źıskané rovnosti
byla reálná, poněvadž bychom ji rádi identifikovali s kvartickou vazbovou konstantou jistých
fyzikálńıch proces̊u. To je d̊uvod, proč v konkrétńıch volbách operátor̊u θα využ́ıváme pouze
jejich určité kombinace, jak uvid́ıme dále.

Omezme se v tomto okamžiku na teorie, jejichž kalibračńı grupa obsahuje podgrupu SU(2)⊗
U(1) (všechny teorie snaž́ıćı se o popis elektroslabých interakćı tuto podmı́nku splňuj́ı). Z reprezen-
tace grupy symetrie G na prostoru našeho skalárńıho multipletu vyberme operátory T1, T2, T3 a
Y tvoř́ıćı generátory reprezentace podgrupy SU(2)⊗U(1); pro tyto operátory plat́ı komutačńı
relace tvaru

[Ti, Tj ] = εijkTk, [Ti, Y ] = 0 (69)

Dále např́ıklad v́ıme, že všechna Ti jsou antisymetrické matice.
Nyńı přistupme k vyšetřováńı vztahu (66) pro konkrétńı výběr operátor̊u θα z řad Ti. Jelikož

se při konstrukci elektroslabých teoríı požaduje narušeńı symetrie, pro něž bude operátor náboje
anihilovat základńı stav, tj. Qφ0 = (T3+Y )φ0 = 0, znamená to splnit požadavek T3φ0 = −Y φ0,
nav́ıc se Higgsovu multipletu připisuje nenulový slabý hypernáboj, tedy T3φ0 6= 0. To nám
umožňuje definovat jednotkový vektor

z ≡ T3φ0

N
, kde N ≡ ||T3φ0|| (70)

Poznamenejme, že v d̊usledku rovnosti (60) vektor z splňuje M2z = 0, což znamená, z je
vlastńı vektor matice kvadrát̊u hmotnost́ı náležej́ıćı nulovému vlastńımu č́ıslu, neboli z je stav
odpov́ıdaj́ıćı Goldstoneovu bosonu.

Zvolme v prvńım př́ıpadě θα = θβ = θγ = θδ = T3/N , tj. operátor třet́ı komponenty
izospinu. Označme ještě fZZ ≡ eijklzizjzkzl. Dosazeńım těchto vztah̊u do (66) źıskáváme

3M2
ij(T

2
3 φ0)i(T 2

3 φ0)j
1
N4

= fZZ (71)

Definujme pro přehlednost vektor A ≡ (T 2
3 φ0)/N2, pomoćı něhož vztah (71) přejde na

3M2
ijAiAj = fZZ (72)

Matice M2 je svázána ortogonálńı transformaćı OM̃2OT s diagonálńı matićı M̃2, neboli

M̃2
ijA

′
iA
′
j = M̃2

jjA
′2
j = m2

jA
′2
j = fZZ (73)

kde A′j jsou souřadnice vektoru A v diagonálńı bázi {ei}. Rádi bychom nyńı zaměnili všechna
m2
j za nejmenš́ı nenulové a t́ım źıskali horńı odhad na toto vlastńı č́ıslo. To však opět lze pouze
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tehdy, jestliže koeficienty A′j stoj́ıćı u nulových m2
j v tomto součtu jsou nulové, jinak bychom

mohli levou stranu dokonce zvětšit. Podle definice je

A′j = (ej , A) = (ej , T 2
3 φ0) (74)

Nyńı využijeme faktu, že vektor φ0 muśı splňovat podmı́nku, jež je ekvivalentńı podmı́nce
τ3Φ0 = −Y Φ0, tj. je v komplexńı parametrizaci vlastńım vektorem operátoru třet́ı komponenty
izospinu. Tedy plat́ı též τ2

3 Φ0 = Y 2Φ0. Pro naši potřebu přeformulujeme tuto skutečnost do
reálné parametrizace ve tvaru

T 2
3 φ0 = T3

2Ψ(Φ0) = −Ψ(−τ2
3 Φ0) = −Ψ(−Y 2Φ0) = Y 2Ψ(Φ0) = Y 2φ0 (75)

(Zde využ́ıváme vztahu (9) a homogenity Ψ v̊uči reálným č́ısl̊um.) Dále poznamenejme,že v
tomto vztahu je Y 2 obyčejné reálné č́ıslo. To znamená, že vztah (74) je možno přepsat do tvaru

A′j = (ej , T 2
3 φ0) = Y 2(ej , φ0) (76)

což opět diskusi nulovosti A′j převád́ı na problém nulovosti výrazu (ej , φ0). (Opět lze for-
mulovat dodatečné podmı́nky, za nichž je tato rovnost zaručena (stejně jako v paragrafu o
polynomiálńıch potenciálech).)

Označ́ıme-li opět symbolem m̃2
min nejmenš́ı nenulové vlastńı č́ıslo M2, lze tedy psát

3m̃2
min

∑
j

A
′2
j = 3m̃2

min||A′||2 = 3m̃2
min||A||2 ≤ fZZ (77)

Schwarzova nerovnost dává

|(A,φ0)|2 ≤ ||A||2||φ0||2 ⇔ ||A||2 ≥ |(A,φ0)|2

||φ0||2
(78)

A jelikož podle definice A plat́ı (A,φ0) = 1, dostáváme omezeńı ||A|| ≥ ||φ0||−1. V modelech
elektroslabých interakćı lze ovšem omezit i výraz ||φ0|| a to např́ıklad následovně: Pro hmotnost
intermediálńıho W -bosonu plat́ı mW = g||φ0||/2 a dále je též svázána s Fermiho vazbovou
konstantou GF , plat́ı totiž 8GFm2

W =
√

2g2 a z toho ||φ0||−1 = GF
√

2.Pro ||A|| to znamená
||A|| ≥ GF

√
2. Dosazeńım do (77) dostáváme omezeńı

m̃2
min ≤

fZZ
3||A||2

≤ fZZ

3
√

2GF
(79)

Odvodili jsme tak prvńı omezeńı nejmenš́ıho nenulového vlastńıho č́ısla matice kvadrát̊u hmot-
nost́ı, jež se interpretuje jako hmotnost nejlehč́ı skalárńı částice (na stromové úrovni) takovéto
teorie.

Pro odvozeńı daľśı nerovnosti volme θα = θβ = T+/N
′, θγ = θδ = T−/N

′, kde T± ≡ T1±iT2

a N ′2 ≡ (φ0,
1
2{T+, T−}φ0). Obdobně jako v předchoźım př́ıpadě definujme jednotkový vektor

w ≡ T−φ0/N
′ (80)

(jenž je obecně komplexńı a odpov́ıdá nabitému goldstoneovu bosonu).
Označme nav́ıc fWW ≡ eijklwiwjwkwl. Po dosazeńı do (66) dostáváme vztah

M2
ij

[ (T 2
+φ0)i
N ′2

(T 2
−φ0)j
N ′2

+ 2
(T+T−φ0)i

N ′2
(T+T−φ0)j

N ′2
]

= fWW (81)
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Pro přehlednost zaveďme vektory

B ≡ (T+T− − T3)φ0

N ′2
D ≡

(T 2
−)φ0

N ′2
(82)

S pomoćı této definice a (60) můžeme přepsat (81) do tvaru

Mij [DiDj + 2BiBj ] = fWW (83)

kde jsme použili vztah D = (T 2
+)φ0

N ′2 . Levou stranu této rovnosti zdiagonalizujeme opět pomoćı
ortogonálńı transformace M2 → M̃2, dostaneme tedy

m2
i [|D′i|2 + 2B′i

2] = fWW ⇒ 2m2
iB

′
i
2 ≤ fWW (84)

Posledńı vztah jsme obdrželi vynecháńım nezáporného faktorum2
i |Di|2. Užit́ım identity T+T− =

T (T + 1)− T 2
3 − T3 můžeme definičńı vztah (82) přepsat do tvaru

B =
(T (T + 1)− T 2

3 )φ0

N ′2
(85)

To vzhledem k definici N ′2 znamená, že (B,φ0) = 1. Nav́ıc můžeme obdobným zp̊usobem jako
v prvńım př́ıpadě oddiskutovat nulovost všech B′j pro j č́ısluj́ıćı nulová vlastńı č́ısla M2. T́ım
nerovnost (84) přejde do tvaru

m̃2
min

K∑
i=1

B′i
2 = m̃2

min||B||2 ≤
fWW

2
(86)

Dále opět použijeme Schwarzovu nerovnost:

||B′||2 = ||B||2 ≥ |(B,φ0)|2

||φ0||2
=

1
||φ0||2

=
√

2GF (87)

a t́ım źıskáme konečnou podobu vztahu (86)

m̃2
min ≤

fWW

2
√

2GF
(88)

Do třetice zvolme θα = θβ = T3/N , θγ = T+/N
′ a θδ = T−/N

′. Označme fZW ≡
eijklzizjwkwl; význam symbol̊u z a w je stejný jako dř́ıve, tj. (70) a (80). Po dosazeńı do
(66) dostaneme

M2
ij

[ (T 2
3 φ0)i
N2

(T+T−φ0)j
N ′2

+ 2
(T3T+φ0)i
NN ′

(T3T−φ0)j
NN ′

]
= fZW (89)

Ve shodě s konvenćı užitou v [3] označme

C ≡ T−T3φ0

NN ′ − (T−φ0)N
N ′3

⇒ C =
T+T3φ0

NN ′ − (T+φ0)N
N ′3

(90)

což můžeme pomoćı identit T−T3 = T3T− + T− a T+T3 = T3T+ − T+ přepsat do tvaru

C =
T3T−φ0

NN ′ +
T−φ0

NN ′ −
(T−φ0)N
N ′3

, C =
T3T+φ0

NN ′ − T+φ0

NN ′ −
(T+φ0)N
N ′3

(91)

16



Nav́ıc lze ve shodě s definićı B psát

T+T−φ0

N ′2
= B +

T3φ0

N ′2
(92)

Pomoćı těchto vztah̊u a využit́ım (60) můžeme přepsat výraz (89) do tvaru

M2
ij(AiBj + 2CiCj) = fZW (93)

Přechodem k M̃2 pomoćı ortogonálńı transformace dostáváme

m2
i (A

′
iB

′
i + 2C ′iC ′i) = m2

i (A
′
iB

′
i + 2|C ′i|2) = fZW (94)

Vynecháńım nezáporných člen̊u m2
i |C ′i|2 přejdeme k nerovnosti

K∑
i=1

m2
iA

′
iB

′
i ≤ fZW (95)

Dı́ky již známým vlastnostem A′i jako obyčejně nahrad́ıme všechna m2
i nejmenš́ım nenulovým

m̃2
min, č́ımž źıskáme

m̃2
min

K∑
i=1

A′iB
′
i = m̃2

min(A
′, B′) = m̃2

min(A,B) ≤ fZW (96)

Nakonec ještě odvod́ıme vztah (A,B) = ||C||2 +
√

2GF

ρ2 . Konstanta ρ2 je ve shodě s obvyklým
značeńım

ρ2 =
m2
W

m2
Zcos

2θW
(97)

V modelech elektroslabých interakćı s rozš́ı̌reným Higgsovým sektorem lze odvodit vztahy pro
hmoty intermediálńıch boson̊u ve tvaru m2

W = 1
2g

2v2[T (T + 1) − Y 2] a m2
Z = (g2 + g′

2)v2Y 2,
kde v ≡ ||φ0||, Y je tzv. slabý hypernáboj připisovaný Higgsovu multipletu v tomto modelu a
T je jeho izospin. To znamená

ρ2 =
[T (T + 1)− Y 2]

2Y 2
(98)

Jelikož T3φ0 = −Y φ0, lze tento vztah přepsat do tvaru

ρ2 =
(φ0, [T (T + 1)− Y 2]φ0)2g2

2g2[T (T + 1)− Y 2]||φ0||2(φ0, Y 2φ0)
=

N ′4g2

4 1
2g

2v2[T (T + 1)− Y 2]N2
=

=
g2

4m2
W

N ′4

N2
=
√

2GF
N ′4

N2
⇒ N2

N ′4
=
√

2GF
ρ2

(99)

(Využili jsme vztahu g2

8mW
= GF√

2
.) Pod́ıvejme se nyńı, jak lze pomoćı tohoto zjǐstěńı upravit

výraz ||C||2:

||C||2 =
(
φ0,
[T3T+

NN ′ −
T+

N ′3
N
][T−T3

NN ′ −
T−

N ′3
N
]
φ0

)
=

=
(
φ0,
[T3T+T−T3

N2N ′2
− (T3T+T− + T+T−T3)

N ′4
+
T+T−

N ′6
N2
]
φ0

)
= (100)

=
(
φ0,
[T 2

3 (T (T + 1)− T 2
3 )

N2N ′2
+

T 3
3

N2N ′2
− 2

T3(T (T + 1)− T 2
3 )

N ′4
− 2

T 2
3

N ′4
+

+
T (T + 1)− T 2

3

N ′6
N2 +

T3

N ′6
N2
]
φ0

)
(101)
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Operátory na druhém, třet́ım a šestém mı́stě v tomto součtu jsou ovšem antisymetrické a tud́ıž
do celkového maticového elementu nepřispěj́ı, zbývá tedy

||C||2 =
(
φ0,
[T 2

3 (T (T + 1)− T 2
3 )

N2N ′2
− 2

T 2
3

N ′4
+
T (T + 1)− T 2

3

N ′6
N2
]
φ0

)
= (A,B)− N2

N ′4
= (A,B)−

√
2GF
ρ2

(102)

kde jsme použili definice A a B a dále vztah (99). To je ale přesně tvrzeńı, jež jsme chtěli
dokázat.

Dosazeńım do (96) tak dostáváme

m̃2
min(||C||2 +

√
2GF
ρ2

) ≤ fZW (103)

a po odstraněńı nezáporného členu m̃2
min||C||2 nakonec

m̃2
min ≤

fZW ρ
2

√
2GF

(104)

což je třet́ı omezuj́ıćı podmı́nka.
Celkově jsme tedy ze vztahu (66) vhodnou volbou operátor̊u θα patř́ıćıch do Lieovy algebry

předpokládané grupy symetrie SU(2)⊗U(1) obecného modelu elektroslabých interakćı odvodili
tři omezeńı pro hodnotu nejmenš́ıho nenulového vlastńıho č́ısla matice M2, pro přehlednost je
zde zopakujme:

m̃2
min ≤

fZZ

3
√

2GF
, m̃2

min ≤
fWW

2
√

2GF
, m̃2

min ≤
fZW ρ

2

√
2GF

(105)

Ve všech př́ıpadech se jedná o vztahy svazuj́ıćı hmotnost nejlehč́ı hmotné Higgsovy částice
s konstantami fZZ ,fWW a fZW . To jsou tzv. kvartické vazbové konstanty (nefyzikálńıch)
Goldstoneových boson̊u. Podle [2] existuje zp̊usob, jak lze z (technického) požadavku “stromové
unitarity” (viz [5]) odvodit omezeńı pro konstanty f tvaru f ≤ 16π. To by i pro nejhorš́ı z
odhad̊u (105) dávalo omezeńı

m̃min ≤

√
16π

3
√

2GF
≈ 1TeV (106)

5 Supersymetrické modely

Idea zavedeńı symetrie mezi fermiony a bosony - tzv. supersymetrie se objevila v polovině
sedmdesátých let. Důvod̊u, proč se o něco takového začali lidé zaj́ımat, bylo několik:

• Z filosofického hlediska neobyčejně lákavá koncepce sjednoceńı doposud naprosto odlǐsných
kategoríı částic; akce spočtené z lagrangián̊u supersymetrických teoríı jsou totiž invari-
antńı v̊uči jistým tř́ıdám transformaćı “mı́chaj́ıćıch” mezi sebou členy popisuj́ıćı bosony
a fermiony.
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• Z technického hlediska např. likvidace kvadratických divergenćı př́ıspěvk̊u jednosmyčkových
graf̊u ke hmotě Higgsova bosonu od fermionové smyčky pomoćı př́ıspěvk̊u od bosonové
smyčky odpov́ıdaj́ıćı superpartnerovi p̊uvodńıho fermionu, podrobněji viz [7]

Nevýhodou je ovšem skutečnost, že exaktńı supersymetrie si mimo jiné vynucuje existenci tzv.
superpartner̊u, částic, jež maj́ı stejné hmotnosti jako jejich reálně existuj́ıćı “předlohy” a “kom-
plementárńı” spinovou charakteristiku (ve smyslu k fermionu boson a naopak). Takovéto ob-
jekty však doposud nebyly pozorovány ani na největš́ıch urychlovač́ıch schopných produko-
vat částice klidových energíı řádu stovek GeV. Tedy supersymetrie muśı být v jistém smyslu
narušena, aby bylo možno hmoty všech superpartner̊u poslat nad (prozat́ım) experimentálně
dosažitelné meze. (Naděje na detekci takovýchto objekt̊u v budoucnosti se vkládaj́ı zejména do
projektu LHC (Large Hadron Collider) v CERNu).

5.1 Minimálńı supersymetrický standardńı model

Minimálńım supersymetrickým standardńım modelem (dále jen MSSM) rozumı́me teorii, jež
je rozš́ı̌reńım p̊uvodńıho Glashow-Weinberg-Salamova (GWS) modelu a to takovým, které vy-
hovuje základńım požadavk̊um kladeným na jakoukoli supersymetrickou teorii, přičemž nutné
obohaceńı částicového obsahu (tj. přidáńı superpartner̊u popř́ıpadě Higgsových částic nad
rámec GWS modelu) je provedeno jistým minimálńım zp̊usobem.

Popis celé konstrukce MSSM od základ̊u by zacházel daleko za rámec problémů, na jejichž
řešeńı je tato práce zaměřena, proto se v daľśım budeme věnovat pouze popisu odpov́ıdaj́ıćıho
Higgsova sektoru a omezeńım, jež lze (na stromové úrovni) obdržet pro hmotnosti Higgsových
částic (v úvahách o MSSM je lepš́ı použ́ıvat pojem Higgsovy částice než pouze Higgsovy bosony
a to z toho d̊uvodu, že tato teorie jsa supersymetrickou obsahuje vedle bosonových stupň̊u
volnosti Higgsova pole též fermionové, zvané obvykle Higgsina.) Uvid́ıme, že odhad provedený
pomoćı sumačńıho pravidla pro polynomiálńı potenciály (49), tj. omezeńı mmin ≤ 2

√
2mZ je

možno výrazně zlepšit.

5.2 Higgs̊uv sektor MSSM

Oproti p̊uvodńımu GSW-modelu je Higgs̊uv sektor MSSM tvořen namı́sto jednoho dvěma
dublety. Je to proto, aby pomoćı Higgsova mechanismu bylo možno správně generovat hmot-
nosti u i d kvark̊u. (Potenciál v supersymetrických teoríıch totiž nemůže obsahovat nábojově
sdružené členy, jež jsou ovšem nezbytné pro správnou strukturu členu generuj́ıćıho hmoty
kvark̊u; roli sdružených člen̊u tady přeb́ırá druhý dublet, bĺıže viz [7].) Zapǐsme Higgsovy
dublety v reálné parametrizaci jako

H1 =
1√
2

(
h1 + ih2

h3 + ih4

)
, H2 =

1√
2

(
h5 + ih6

h7 + ih8

)
(107)

Samointerakčńı potenciál přepsaný pomoćı hi má (až na zmiňovanou normalizačńı konstantu)
podle [6] tvar

VMSSM (hj) =
m2

1

2

4∑
i=1

h2
i +

m2
2

2

8∑
i=5

h2
i −m2

3(h1h7 + h4h6 − h3h5 − h2h8) +
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+
1
32

(g2 + g′
2)(

4∑
i=1

h2
i −

8∑
i=5

h2
i )

2 +
1
8
g2(h1h5 + h2h6 + h3h7 + h4h8)2 + (108)

+
1
8
g2(h1h6 + h3h8 − h2h5 − h4h7)2

Tento potenciál je třeba zavedeńım vakuových středńıch hodnot minimalizovat. Jelikož je nutné
“ochránit” zákon zachováńı elektrického náboje, mohou nenulových středńıch hodnot v minimu
nabývat pouze neutrálńı komponenty obou dublet̊u, označme je

< H1 >=
1√
2

(
v1

0

)
, H2 =

1√
2

(
0
v2

)
, (109)

tj. jediné nenulové jsou složky < h1 >≡ v1 a < h7 >≡ v2. Spoč́ıtáme-li z těchto znalost́ı matici
kvadrát̊u hmotnost́ı, obdrž́ıme

M2
Higgs =



M11 0 0 0 0 0 M17 0
0 M22 0 0 0 0 0 M28

0 0 M33 0 M35 0 0 0
0 0 0 M44 0 M46 0 0
0 0 M53 0 M55 0 0 0
0 0 0 M64 0 M66 0 0

M71 0 0 0 0 0 M77 0
0 M82 0 0 0 0 0 M88


(110)

z ńıž můžeme źıskat představu o rozmı́stěńı nenulových element̊u. Jednotlivé nenulové prvky
maj́ı tvar:

M11 ≡ m2
1 +

1
8
(g2 + g′

2)(3v2
1 − v2

2) M17 ≡ −m2
3 − 1

4 (g2 + g′
2)v1v2

M22 ≡ m2
1 +

1
8
(g2 + g′

2)(v2
1 − v2

2) M28 ≡ m2
3

M33 ≡ m2
1 +

1
8
g2(v2

1 + v2
2) +

1
8
g′

2(v2
1 − v2

2) M35 ≡ m2
3 + 1

4g
2v1v2 (111)

M44 ≡ m2
1 +

1
8
g2(v2

1 + v2
2) +

1
8
g′

2(v2
1 − v2

2) M46 ≡ −m2
3 − 1

4g
2v1v2

M55 ≡ m2
2 +

1
8
g2(v2

1 + v2
2) +

1
8
g′

2(v2
1 − v2

2) M77 ≡ m2
2 − 1

8 (g2 + g′
2)(v2

1 − 3v2
2)

M66 ≡ m2
2 +

1
8
g2(v2

1 + v2
2) +

1
8
g′

2(v2
1 − v2

2) M88 ≡ m2
2 − 1

8 (g2 + g′
2)(v2

1 − v2
2)

(Ostatńı prvky dostaneme z těchto použit́ım faktu, že M2 definovaná jako Hessova matice poly-
nomiálńı funkce je nutně symetrická.) Matici (110) snadno převedeme do blokově diagonálńıho
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tvaru a sice přechodem k bázi H ≡ (h1, h7, h2, h8, h3, h5, h4, h6), v ńıž źıská tvar

(M2
Higgs)

H =



M11 M17 0 0 0 0 0 0
M71 M77 0 0 0 0 0 0
0 0 M22 M28 0 0 0 0
0 0 M82 M88 0 0 0 0
0 0 0 0 M33 M35 0 0
0 0 0 0 M53 M55 0 0
0 0 0 0 0 0 M44 M46

0 0 0 0 0 0 M64 M66


(112)

Z tohoto vyjádřeńı můžeme učinit prvńı závěr: diagonalizaci maticeM2
Higgs lze provést v nabitém

sektoru (jemuž odpov́ıdá čtveřice vektor̊u (h3, h4, h5, h6)) a v neutrálńım sektoru (vektory
(h1, h2, h7, h8)) nezávisle a to vzhledem k faktu, že rozměr každého z diagonálńıch blok̊u je
2, p̊ujde snadno.

Pro naše potřeby bude d̊uležitěǰśı diagonalizace neutrálńı části, jež, jak uvid́ıme, právě bude
mı́t jedno z vlastńıch č́ısel menš́ı než je hmotnost Z-bosonu v této teorii.

Předt́ım ovšem bude velmi užitečné odvodit několik vztah̊u mezi parametry m2
i a vj , které

plynou z obecných požadavk̊u kladených na potenciál VMSSM . Předevš́ım parciálńı derivace
v minimech muśı být nulové. Aby potenciál parametrizovaný těmito konstantami nav́ıc umožňoval
“správným zp̊usobem” narušit symetrii, nesmı́ nabývat globálńıho minima v počátku, nýbrž na
vektorech v, pro něž ||v|| 6= 0. Podmı́nka ∂VMSSM

∂hi
|min = 0 dává netriviálńı rovnosti pouze pro

i = 1 a i = 7 a to ve tvaru

∂VMSSM

∂h1
|min = m2

1v1 −m2
3v2 +

1
8
(g2 + g′

2)(v2
1 − v2

2)v1 = 0 (113)

∂VMSSM

∂h7
|min = m2

2v2 −m2
3v1 −

1
8
(g2 + g′

2)(v2
1 − v2

2)v2 = 0 (114)

Z nich źıskáváme vztah

1
8
(g2 + g′

2)(v2
1 − v2

2) = m2
3

v2
v1
−m2

1 = m2
2 −m2

3

v1
v2
, (115)

který podstatně přisṕıvá ke zjednodušeńı tvaru element̊u matice M2
Higgs, zejména člen̊u M22 a

M88.
Vezměme bázi neutrálńıho sektoru ve tvaru H′ ≡ (h1, h7, h2, h8); pro “horńı” blok matice

(112) zaveďme označeńı

(M2
Higgs)

H′

neutr. ≡


M11 M17 0 0
M71 M77 0 0
0 0 M22 M28

0 0 M82 M88

 ≡

(
M2
A 0

0 M2
B

)
(116)

V explicitńım tvaru (viz (111)) lze matice M2
A a M2

B vyjádřit vztahy

M2
A =

(
m2

1 + 1
8 (g2 + g′

2)(3v2
1 − v2

2) −m2
3 − 1

4 (g2 + g′
2)v1v2

−m2
3 − 1

4 (g2 + g′
2)v1v2 m2

2 − 1
8 (g2 + g′

2)(v2
1 − 3v2

2)

)
(117)
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M2
B =

(
m2

1 + 1
8 (g2 + g′

2)(v2
1 − v2

2) m2
3

m2
3 m2

2 − 1
8 (g2 + g′

2)(v2
1 − v2

2)

)
(118)

Zabývejme se nejprve matićıM2
B . Využit́ım vztah̊u (115) ji můžeme přepsat do jednodušš́ıho

tvaru

M2
B =

(
m2

3
v2
v1

m2
3

m2
3 m2

3
v1
v2

)
=

m2
3

v1v2

(
v2
2 v1v2

v1v2 v2
1

)
(119)

Tato matice je singulárńı, protože detM2
B = 0. Jej́ı charakteristický polynom má tvar χB(t) =

det(M2
B − tI) = t2 − t

m2
3

v1v2
(v2

1 + v2
2) a má tedy samozřejmě jeden kořen t1 = 0 a druhý t2 =

m2
3

v1v2
(v2

1 + v2
2). To znamená, že v prostoru (h2, h8) lze volit bázi, jej́ıž vektory budou odpov́ıdat

neutrálńımu Goldstoneovu bosonu (vlastńı vektor k t1) a neutrálńımu Higgsovu bosonu (t2),
označme jej (z konvenčńıch d̊uvod̊u) H0

3 . Pro jeho hmotnost plat́ı m2
H0

3
= m2

3
v1v2

(v2
1 + v2

2) =
m2

3(
v2
v1

+ v1
v2

).
Zabývejme se nyńı z obdobného hlediska matićıM2

A. Opět využijme vztahy (115) pro úpravu
výraz̊u M11 a M77. T́ım źıskáváme vyjádřeńı

M2
A =

(
m2

3
v2
v1

+ 1
4 (g2 + g′

2)v2
1 −m2

3 − 1
4 (g2 + g′

2)v1v2
−m2

3 − 1
4 (g2 + g′

2)v1v2 m2
3
v1
v2

+ 1
4 (g2 + g′

2)v2
2

)
≡

(
a11 a12

a12 a22

)
(120)

Charakteristický polynom napǐsme pro jednoduchost pomoćı konstant aij :

χA(t) = det(M2
A − tI) = (a11 − t)(a22 − t)− a2

12 = t2 − (a11 + a22)t+ (a11a22 − a2
12) (121)

Jeho kořeny (odpov́ıdaj́ıćı kvadrát̊um hmotnost́ı Higgsových částic realizovaných vlastńımi vek-
tory M2

A na prostoru (h1, h7) ) jsou tedy (značeńı je ve shodě s konvenćı už́ıvanou např. v [6])

m2
H0

1 ,H
0
2

=
a11 + a22 ±

√
(a11 + a22)2 − 4(a11a22 − a2

12)
2

(122)

Všimněme si dále, že plat́ı

a11 + a22 = m2
3(
v2
v1

+
v1
v2

) +
1
4
(g2 + g′

2)(v2
1 + v2

2) = m2
H0

3
+

1
4
(g2 + g′

2)(v2
1 + v2

2) (123)

Výraz 1
4 (g2 + g′

2)(v2
1 + v2

2) ovšem úzce souviśı s hmotnost́ı intermediálńıho Z-bosonu. Tu
obdrž́ıme obdobně jako v paragrafu 2 vyšetřováńım členu LmassIV B = (DµH

1
0 )†DµH1

0+(DµH
2
0 )†DµH2

0 ,
v němž Dµ je SU(2)⊗U(1) kovariantńı derivace a (Hi

0) je označeńı pro vektory minimalizuj́ıćı
v komplexńı parametrizaci potenciál VMSSM , tedy (H1

0 )T = 1√
2
(v1, 0) a (H2

0 )T = 1√
2
(0, v2).

Kovariantńı derivaci lze explicitně vyjádřit jako

Dµ = ∂µ − igAj µTj − ig′BµY (124)

Část LmassIV B přisṕıvaj́ıćı bezprostředně ke hmotám vektorových boson̊u tak můžeme přepsat jako

H1
0
†
(igAiµTi + ig′BµY )(−igAj µTj − ig′BµY )H1

0 + (125)

+H2
0
†
(igAiµTi + ig′BµY )(−igAj µTj − ig′BµY )H2

0 = (126)

=
1
2
(v1, 0)

[
g2[T (T + 1)− Y 2]W−

µ W
+µ + (g2 + g′

2)Y 2ZµZ
µ
]( v1

0

)
+ (127)
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+
1
2
(0, v2)

[
g2[T (T + 1)− Y 2]W−

µ W
+µ + (g2 + g′

2)Y 2ZµZ
µ
]( 0

v2

)
= (128)

=
g2

4
(v2

1 + v2
2)W−

µ W
+µ +

(g2 + g′
2)

8
(v2

1 + v2
2)ZµZµ (129)

Koeficienty stoj́ıćı před symboly ZµZµ a W−
µ W

+µ souvisej́ı s hmotnostmi těchto částic vztahy

1
2
m2
Z =

1
8
(g2 + g′

2)(v2
1 + v2

2), m2
W =

1
4
g2(v2

1 + v2
2) (130)

To tedy znamená, že v MSSM v naš́ı parametrizaci je hmotnost intermediálńıho vektorového
bosonu Z vyjádřitelná př́ımo jako m2

Z = 1
4 (g2 + g′

2)(v2
1 + v2

2), což využijeme ve vztahu (123).
Přeṕı̌seme-li pomoćı tohoto zjǐstěńı vztah (122), dostaneme

m2
H0

1 ,H
0
2

=
m2
H0

3
+m2

Z ±
√

(m2
H0

3
+m2

Z)2 − 4(a11a22 − a2
12)

2
(131)

Ještě je nutno odhadnout velikost výrazu a11a22 − a2
12. Dosad́ıme-li př́ımo z definice (120),

dostáváme

a11a22−a2
12 =

m2
3

4v1v2
(g2 + g′

2)(v2
1 − v2

2)2 =
1
4
(g2 + g′

2)(v2
1 + v2

2)
m2

3

v1v2
(v2

1 + v2
2)

(v2
1 − v2

2)2

(v2
1 + v2

2)2
(132)

Užijeme-li vztahy pro m2
H0

3
a m2

Z a zavedeme-li obvyklé značeńı tgβ ≡ v1
v2

, β ∈ [0, π2 ), dospějeme
ke vztahu

a11a22 − a2
12 = m2

H0
3
m2
Z

(
1− tg2β

1 + tg2β

)2

= m2
H0

3
m2
Zcos22β (133)

Pomoćı této rovnosti můžeme konečně vyjádřit vztah (131) v explicitńım tvaru

m2
H0

1 ,H
0
2

=
m2
H0

3
+m2

Z ±
√

(m2
H0

3
+m2

Z)2 − 4m2
H0

3
m2
Zcos22β

2
, (134)

z něhož snadno dokážeme, že m2
H0

2
≤ m2

Z . Odmocnina v (134) totiž nabývá svého minima a
maxima pro hodnoty pro βmin = 0 a βmax = π

4 :

m2
H0

3
−m2

Z ≤
√

(m2
H0

3
+m2

Z)2 − 4m2
H0

3
m2
Zcos22β ≤ m2

H0
3

+m2
Z (135)

Dolńı odhad má ovšem za následek, že pro hmotnost H0
2 plat́ı

m2
H0

2
≤ 1

2
(m2

H0
3

+m2
Z − (m2

H0
3
−m2

Z)) = m2
Z (136)

To nás opravňuje k závěru, že v Minimálńım supersymetrickém standardńım modelu exis-
tuje neutrálńı Higgs̊uv boson, jehož hmotnost je na stromové úrovni omezená hmotnost́ı inter-
mediálńıho vektorového bosonu Z. Tento závěr je rovněž zlepšeńım p̊uvodńıho odhadu hmot-
nosti nejlehč́ı Higgsovy částice provedeného pomoćı úvah o obecných modelech s polynomiálńımi
potenciály.
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6 Značeńı

Konstanty :

GF Fermiho vazbová konstanta
fZZ ,fZW ,fWW “Goldstoneovské” kvartické vazbové konstanty
θW Weinberg̊uv směšovaćı úhel (weak mixing angle)
β jeden z parametr̊u MSSM, plat́ı tgβ ≡ v1

v2

a,bi,cij ,dijk,eijkl koeficienty polynomiálńıch potenciál̊u
g,g′ kalibračńı konstanty grup symetrie SU(2) a U(1)
mW± , mZ0 hmotnosti intermediálńıch boson̊u
mH ,mH0

i
hmotnosti Higgsových boson̊u

m2
1,m

2
2,m

2
3 koeficienty polynomiálńıho potenciálu VMSSM

Operátory a matice :

M2
ij matice kvadrát̊u hmotnost́ı (i, j-tý prvek)

θα generátory symetrie
T1, T2, T3 operátory (slabého) izospinu
T+, T− jim odpov́ıdaj́ıćı kreačńı a anihilačńı operátory
τ1, τ2, τ3 reprezentace su(2) na prostoru komplexńıho Higgsova multipletu
τ̃1, τ̃2, τ̃3 reprezentace su(2) na prostoru jeho reálné parametrizace
Y operátor slabého hypernáboje
T (slabý) izospin daného multipletu (nezáporné polocelé č́ıslo)

Ostatńı :

V samointerakčńı potenciál Higgsových poĺı
VMSSM samointerakčńı potenciál Higgsových poĺı (Minimálńı supersyme-

trický standardńı model)
Ψ zobrazeńı přechodu mezi reálnou a komplexńı formulaćı
Aiµ, Bµ kalibračńı pole náležej́ıćı generátor̊um SU(2) a U(1)
Dµ SU(2)⊗ U(1) kovariantńı derivace
Φ, H1, H2 označeńı higgsovských multiplet̊u v komplexńı parametrizaci
φi, h1 . . . h8 jejich komponenty při přechodu k reálné parametrizaci
v, v1, v2 reálné konstanty parametrizuj́ıćı Φ0, φ0 a Hi

0

ei vlastńı vektory matice kvadrát̊u hmotnost́ı M2
ij

Φ0, φ0, Hi
0 vektory minimalizuj́ıćı Higgs̊uv potenciál v dané parametrizaci

konkrétńıch model̊u
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